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Zadanie 1 (7 pkt) Rozwa» rodzin¦ stanów qubitu postaci:

|ψφ⟩ = cos(θ/2)|0⟩+ sin(θ/2) exp(iφ)|1⟩ (1)

przy czym θ traktujemy jako znany parametr a parametrem, który mamy za zadanie wyestymowa¢ jest φ.

a) Co mówi nierówno±¢ Cramera-Rao (CR) o mo»liwej do uzyskania precyzji estymacji φ je±li mieliby±my
do dyspozycji N kopii stanu czyli: |ψφ⟩⊗N

b) Jaki jest optymalny pomiar, który gwarantuje wysycanie nierówno±ci CR dla du»ych N - czy pomiar
zale»y od warto±ci estymowanego parametru φ?.

c) Powtórz powy»sze punkty w sytuacji gdy zamiast N kopii |ψφ⟩ otrzymujemy N kopii zaszumionego
stanu postaci ρφ = p|ψφ⟩⟨ψφ|+ (1− p)11/2, gdzie p przyjmujemy, »e jest znanym parametrem.

d) Zastanów si¦ nad przypadkiem estymacji wieloparametrowej, w której przyj¦liby±my, »e poza φ
równie» θ i p s¡ nieznanymi parametrami, które nale»y wyestymowa¢. Zapisz kwantow¡ macierz
Fishera i zastanów si¦, nad tym czy mo»liwe s¡ pomiary które jednocze±nie daªyby mo»liwo±¢ wysyce-
nia nierówno±ci CR z punktu widzenia estymacji wszystkich parametrów naraz.

Zadanie 2 (3 pkt) Na wykªadzie wprowadzili±my metryk¦ Bures'a, dla której element odlegªo±ci zadany
jest przez:

d2Bρ =
1

4
Tr(ρΛ2), dρ =

1

2
(Λρ+ ρΛ). (2)

Wyka», »e w przypadku qubitu, którego ogólny stan mo»emy sparametryzowa¢ jako:

ρ =
1

2
(11+ r⃗ · σ⃗), r⃗ = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ), (3)

metryka Bures'a ma posta¢:

d2Bρ =
1

4

[
d2r

1− r2
+ r2(d2θ + sin2 θd2φ)

]
. (4)

Wskazówka: Zacznij od parametryzacji za pomoc¡ wspóªrz¦dnych kartezja«skich (x,y,z) i postaraj si¦
wyznaczy¢ Λ z warunku (2)�pami¦taj, »e Λ jest hermitowska a to znaczy, »e mo»na j¡ zawsze zapisa¢
jako Λ =

∑3
i=0 λiσi, gdzie λi ∈ R, a σ0 = 11.


