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Zadanie 1 (3 pkt) Rozwa» model pomiaru dwóch niezale»nych zmiennych losowych x1, x2 t.»e:

x1 ∼ N (θ, σ2) (1)

x2 ∼

{
N (θ, σ2) θ ≥ 0

N (θ, 2σ2) θ < 0
(2)

gdzie zapis x ∼ N (θ, σ2) oznacza, »e rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennej losowe x jest rozkªadem
gaussowskim o ±redniej θ i wariancji σ2. Przyjmuj¡c, »e σ jest znana a estymowanym parametrem jest
θ postaraj si¦ wykaza¢ korzystaj¡c z nierówno±ci Cramera-Rao, »e optymalnym estymatorem w obszarze
θ ≥ 0 jest θ̃(x1, x2) =

1
2
(x1 + x2), a w obszarze θ < 0 jest θ̃(x1, x2) =

1
3
(2x1 + x2). Tym samym wyka»esz,

»e nie istniej jeden estymator gwarantuj¡cy minimaln¡ wariancj¦ w caªym obszarze parametrów.

Zadanie 2 (2 pkt) Rozwa» uogólnienie nierówno±ci Cramera-Rao na przypadek estymacji funkcji od
parametru g(θ). Wyka», »e je±li pθ(x) jest rodzin¡ rozkªadów prawdopodobie«stwa obserwowanych zdarze«
to dla dowolnego nieobci¡»onego estymatora g̃(x) zachodzi:

∆2g̃ ≥ g′(θ)2

F
(3)

gdzie g′(θ) = dg(θ)
dθ

a F jest informacj¡ Fishera dla pθ(x).

Zadanie 3 (2 pkt) Mówimy, »e pθ(x) nale»y do rodziny wykªadniczych rozkªadów prawdopodobie«stwa
wtedy i tylko wtedy gdy:

pθ(x) = ea(θ)+b(x)+c(θ)d(x) (4)

Wyka», »e w tym przypadku zawsze istnieje funkcja g(θ) dla której istnieje estymator efektywny tzn. wysy-
caj¡cy nierówno±¢ Cramera-Rao. Podaj t¦ funkcj¦. Bardzo wiele znanych rozkªadów prawdopodobie«stwa
nale»y do tej rodziny (patrz http://en.wikipedia.org/wiki/Exponential_family).

Zadanie 4 (3 pkt) Rozwa» model probabilistyczny, w którym obserwowane jest N niezale»nych zmien-
nych losowych xn, (n = 0, . . . , N − 1), gdzie xn ∼ N (an+ b, σ2) (zale»no±¢ liniowa + szum gaussowski).

a) Zapisz macierz Fishera odpowiadaj¡c¡ zagadnieniu estymacji dwu-parametrowej w której staramy
si¦ wyestymowa¢ parametry prostej a i b.

b) Zapisz dolne ograniczenie wynikaj¡ce z nierówno±ci Cramera-Rao na najmniejsz¡ mo»liw¡ niepewno±¢
estymacji ∆ã i ∆b̃. Który z parametrów jest �ªatwiejszy� do wyestymowania?

c) Podaj estymatory wysycaj¡ce t¦ nierówno±¢. Sprawd¹ czy to te same estymatory, które wynikaj¡ z
zastosowanie heurystycznej metody najmniejszych kwadratów


