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Zadanie 1 (3 pkt) Rozwaz czastke o spinie 1/2, przygotowana w chwili poczatkowej w stanie |1)0) =
\%(| N+ 1)), gdzie | 1), | 1) odpowiadaja stanom wlasnym operatora o,. Czastka umieszczona zostala
w jednorodnym polu magnetycznym w kierunku z. Hamiltonian opisujacy dynamike czastki jest postaci
H = —uBo,, gdzie p moment magnetyczny czastki.

a) Podaj stan czastki po czasie t.

b) Wyobrazmy sobie, ze poza umieszczeniem czastki w jednorodnym polu magnetycznym jak wyzej,
na czastce przez caly czas t wykonywane sa pomiary rzutowe spinu w kierunku x (np. idealnym
urzadzeniem Sterna-Gerlacha), w odstepie czasu 0t. Zapisz wyrazenie na prawdopodobienistwo, ze
czastka po kazdym pomiarze bedzie pozostawala w stanie poczatkowym |¢(0)). W jakiej granicy
mozna powiedzieé, ze czastka pozostaje zamrozona w stanie poczatkowym.

¢) Zastanow sie jakosciowo nad tym co by sie zmienilo gdyby zamiast pomiaru rzutowego, wykonac
staby pomiar spinu w kierunku z, zgodnie np. z modelem pomiaru Sterna-Gerlacha dyskutowanym
na drugim wyktadzie.

Zadanie 2 (3 pkt) Rozwaz model pomiaru dwoch niezaleznych zmiennych losowych zq, x5 t.ze:
il NN(9,0'2> (]-)

N(0,0%) 6>0
" {N(e, 20%) <0 2

gdzie zapis x ~ N(0,0?) oznacza, ze rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowe z jest rozkltadem
gaussowskim o $redniej i wariancji o2. Przyjmujac, ze o jest znana a estymowanym parametrem jest
0 postaraj si¢ wykazac korzystajac z nieréwnosci Cramera-Rao, ze optymalnym estymatorem w obszarze
0 > 0 jest O(z1,22) = 3(x1 + 22), a w obszarze 0 < 0 jest 0(z1, ) = £(221 + 22). Tym samym wykazesz,
ze nie istniej jeden estymator gwarantujacy minimalng wariancje w caltym obszarze parametrow.

Zadanie 3 (2 pkt) Rozwaz uogdlnienie nier6wnosci Cramera-Rao na przypadek estymacji funkeji od
parametru g(60). Wykaz, ze jesli pp(x) jest rodzing rozktadow prawdopodobieristwa obserwowanych zdarzen
to dla dowolnego nieobcigzonego estymatora g(x) zachodzi:

2~ 9/(9)2
A%g > 7 (3)

gdzie ¢'(0) = d“(’i—(;) a I jest informacja Fishera dla py(z).



Zadanie 4 (2 pkt) Mowimy, ze py(x) nalezy do rodziny wyktadniczych rozktadoéw prawdopodobieristwa
wtedy i tylko wtedy gdy:

pg(%) _ ea(@)-i—b(z)-l—c(ﬁ)d(x) (4)
Wykaz, ze w tym przypadku zawsze istnieje funkcja g(6) dla ktorej istnieje estymator efektywny tzn. wysy-
cajacy nierowno$¢ Cramera-Rao. Podaj te funkcje. Bardzo wiele znanych rozktadéw prawdopodobienstwa

nalezy do tej rodziny (patrz http://en.wikipedia.org/wiki/Exponential_family).



