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Zadanie 1 (5 pkt) Rozwi¡» problem optymalnej Bayesowskiej estymacji fazy φ, przyjmuj¡c, »e dysponu-
jesz N kopiami stanu qubitu le»¡cych na równole»niku o szeroko±ci geogra�cznej θ: |ψφ⟩ = sin(θ/2)|0⟩ +
cos(θ/2) exp(iφ)|1⟩, traktuj¡c θ jako znany parametr, i zakªadaj¡c brak wiedzy a priori o parametrze φ:
p(φ) = 1/(2π). Przyjmij funkcj¦ kosztu C(φ, φ̃) = 4 sin2[(φ− φ̃)/2]. Porównaj zachowanie asymptotyczne
uzyskanego wzoru na minimalny koszt z kwantowym ograniczeniem Cramera-Rao dla tego problemu.

Zadanie 2 (5 pkt) Na wykªadzie wyprowadzili±my koszt dla optymalnej strategii estymacji zupeªnie
nieznanego stanu czystego qubitu |ψ⟩(θ,φ) = cos(θ/2)|0⟩+ sin(θ/2) exp(iφ)|1⟩, dysponuj¡c jego N kopiami.
Zupeªnie nieznany w tym przypadku oznacza, »e prawdopodobie«stwo a priori byªo równomiernie rozªo»one

na caªej sferze Blocha. Przyjmuj¡c koszt C(ψ, ψ̃) = 4
(
1− |⟨ψ|ψ̃⟩|2

)
wykazali±my, »e minimalny osi¡galny

±redni koszt wyra»a si¦ wzorem:

C = 4

(
1− N + 1

N + 2

)
(1)

Zbadajmy jak zachowuje si¦ powy»szy wzór w asymptotycznej granicy N → ∞ i porównajmy jego za-
chowanie z ograniczeniem na mo»liw¡ do uzyskania precyzj¦ wynikaj¡c¡ z wieloparametrowego ograniczenia
Cramera-Rao. W tym celu post¦puj nast¦puj¡co:

a) Poka», »e w sytuacji gdy stany |ψ⟩, |ψ̃⟩ s¡ bliskie sobie funkcja kosztu w najni»szym rz¦dzie sprowadza
si¦ do znajomego wyra»enia: C(ψ, ψ̃) ≈ ∆2θ + sin2(θ)∆2φ, gdzie ∆2θ = (θ − θ̃)2, ∆2φ = (φ− φ̃)2.

b) Oblicz kwantow¡ macierz Fishera, dla estymacji dwuparametrowej θ, φ na stanie |ψ⟩(θ,φ) (to byªo ju»
w zasadzie robione w serii 7)

c) Skorzystaj z wieloparametrowego kwantowego ograniczenia Cramera-Rao aby wyprowadzi¢ ogranicze-
nie na precyzj¦ estymacji przyjmuj¡c jako bª¡d estymacji kombinacj¦ wariancji parametrów w postaci
∆2θ + sin2(θ)∆2φ.

d) Porównaj asymptotyczne zachowanie wyra»enia (1) z ograniczeniem wynikaj¡cym z kwantowej nierówno±ci
Cramera-Rao. Wyci¡gnij gª¦bokie wnioski. Porównaj z podobnymi rozwa»aniami jakie prowadzil-
i±my dla zagadnienia estymacji fazy dla stanu qubitu znajduj¡cego si¦ na sferze Blocha.


