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Streszczenie

W pracy tej omawiam i mody�kuj¦ model rynków �nansowych zaproponowany ostatnio przez

Pawªa Sieczk¦ i Janusza A. Hoªysta z Politechniki Warszawskiej. Cz¦±¢ monogra�czna za-

wiera opis tego modelu oraz innych powszechnie u»ywanych modeli. Wyniki uzyskane przez

autorów odtwarzaj¡ wiele faktów stylizowanych znanych z rzeczywistych rynków. Przedsta-

wiam tak»e wyniki moich bada« nad modelem Sieczki-Hoªysta, id¡cych dalej ni» to, co byªo

zaprezentowane w pracach autorów. Wreszcie, badam dogª¦bniej jedn¡ z mo»liwych mody-

�kacji modelu, wskazuj¡c, do jakich wyników prowadzi.

Sªowa kluczowe

� symulacja � Ising

� magnetyzacja � wariogram

� fakt stylizowany � centralne twierdzenie graniczne

� próg

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)
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Analysis of leptokurtosis in model distributions and simulated noises



Spis tre±ci

1. Wprowadzenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2. Inspiracje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.1. Model Isinga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2. Model zbiorowego zachowania Granovettera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3. Model Iori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3.1. Wprowadzenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3.2. Podejmowanie decyzji przez agenta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3.3. Ustalenie wolumenu i ceny. Wyniki symulacji . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4. Model Bornholdta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.4.1. Wprowadzenie. Fundamentali±ci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.4.2. Oddziaªuj¡cy handlowcy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.4.3. Cena rynkowa i wolumen. Odtworzone fakty stylizowane . . . . . . . . 12

3. Opis modelu progowego Sieczki-Hoªysta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.1. Opis zaªo»e« i postaci modelu progowego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.2. Wyniki symulacji i ich odtworzenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.3. Silne i sªabe strony modelu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4. Dalsze badania nad modelem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.1. Magnetyzacja i wariancja spinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.1.1. Magnetyzacja dla maªego progu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.1.2. Magnetyzacja i wariogram stóp zwrotu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.1.3. Wariancja spinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.2. Wielko±ci M+ i M−. Pªynno±¢. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.2.1. Wprowadzenie wspóªczynnika pªynno±ci . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.2.2. Zale»no±¢ wspóªczynnika pªynno±ci od magnetyzacji i wariancji spinu . 31

4.3. Zachowanie si¦ modelu dla maªego σ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.4. Zªamanie centralnego twierdzenia granicznego . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1



5. Mody�kacja modelu Sieczki i Hoªysta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.1. Motywacja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.2. Zaªo»enia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.3. Wyniki symulacji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.3.1. Wariogramy stóp zwrotu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.3.2. Stopa zwrotu z opó¹nieniem czasowym w mody�kacji modelu . . . . . 42

5.3.3. Pozostaªe wyniki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6. Podsumowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6.1. Co zostaªo zrobione w tej pracy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6.2. Propozycje dalszych bada« . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2



Spis rysunków

3.1. Wariogramy stóp zwrotu dla J = 1, σ = 1 i ró»nych λ. U góry: wyniki autorów

modelu (zaczerpni¦te z [16]). U doªu: moje wyniki. . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.2. Grube ogony statystyk stóp zwrotu. U góry: wyniki autorów modelu (zaczerp-

ni¦te z [16]). U doªu: moje wyniki. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.3. Zanikanie grubych ogonów z rosn¡cym krokiem czasowym. Na czarno zazna-

czono rozkªad normalny. U góry: wyniki autorów modelu (zaczerpni¦te z [16]).

U doªu: moje wyniki. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.4. Autokorelacja stopy zwrotu dla J = 1, σ = 1 i λ = 15. U góry: wyniki autorów

modelu (zaczerpni¦te z [16]). U doªu: moje wyniki. . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.5. Autokorelacja moduªu stopy zwrotu. Parametry: J = 1, σ = 1 i λ = 15. Skala

logarytmiczna i póªlogarytmiczna (wstawka). U góry: wyniki autorów modelu

(zaczerpni¦te z [16]). U doªu: moje wyniki. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.1. Ewolucja magnetyzacji dla J = 1, σ = 1 i λ = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.2. Ewolucja magnetyzacji dla J = 1, σ = 2 i λ = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.3. Stan stagnacji w ewolucji magnetyzacji dla λ = 0, 1, 2, 3. Wida¢, »e wahania

warto±ci magnetyzacji w stanie stagnacji staj¡ si¦ coraz wi¦ksze, a nast¦pnie

odsuwa si¦ ona od −1 tym bardziej, im wi¦ksze λ. Podobnie jest dla dodatniego

stanu stagnacji. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.4. supt |M | w funkcji wzrastaj¡cego λ. Czerwona linia odpowiada supt |M | = 0.14. 27

4.5. Niestandardowy przebieg magnetyzacji dla J = 1, σ = 1 i λ = 4. . . . . . . . 27

4.6. Magnetyzacja i wariogram stóp zwrotu dla J = 1, σ = 1 i λ = 5. Tam gdzie

magnetyzacja (dane w kolorze czarnym) znajduje si¦ w stanie stagnacji, wida¢

wi¦kszy rozrzut na wariogramie (dane w kolorze niebieskim). . . . . . . . . . . 28

4.7. Magnetyzacja (linia w kolorze czarnym) i wariancja spinu (linia w kolorze

niebieskim) w czasie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.8. Zale»no±¢ magnetyzacji M od wspóªczynnika pªynno±ci m2. . . . . . . . . . . 31

4.9. Zale»no±¢ wspóªczynnika pªynno±cim2 od wariancji spinu σ
2
s . Czerwone punkty

przedstawiaj¡ zale»no±¢ empiryczn¡, za± czarna linia � dopasowan¡ do nich

funkcj¦ liniow¡. Wida¢, »e korelacja mi¦dzy m2 i σ2s jest silna. . . . . . . . . . 32

3



4.10. Ewolucja magnetyzacji w czasie dla maªego σ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.11.M(t) (kolor czarny) i m2(t) (kolor niebieski) dla maªego σ. . . . . . . . . . . . 34

4.12. Rozkªady przeskalowanych stóp zwrotu dla wi¦kszych τ . Histogramy stopy

zwrotu rτ (t) dla J = 1, σ = 1, λ = 10 i ró»nych kroków czasowych τ . Stopy

zostaªy przeskalowane zgodnie z odpowiednim odchyleniem standardowym σr.

Rozkªady zostaªy przesuni¦te w gór¦ o czynnik 10, 100, 1000 itd. Czarn¡ lini¡

ci¡gª¡ zaznaczono rozkªad normalny. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4.13. Rozkªad stóp zwrotu r256(t) dla J = 1, σ = 1 i λ = 10. . . . . . . . . . . . . . 36

4.14. Magnetyzacja M w czasie dla danych z rysunku 4.13 (fragment). . . . . . . . 37

5.1. Wykres ceny w zmody�kowanym modelu Sieczki i Hoªysta. . . . . . . . . . . . 40

5.2. Wariogramy stóp zwrotu w zmody�kowanym modelu Sieczki i Hoªysta. . . . . 40

5.3. Zanikanie grupowania wariancji wraz ze zwi¦kszaniem σP . Wprowadzenie P0

zale»nego od czasu powoduje zmiejszenie grupowania zmienno±ci na wariogramie.

Efekt jest tym silniejszy, im wi¦ksze σP . Górny rysunek pokazuje przypadek

P0 = const (σP = 0), ±rodkowy: σP = 0.01, za± dolny: σP = 0.1. . . . . . . . 41

5.4. Statystyka rP16(t) wraz z dopasowan¡ krzyw¡ gaussowsk¡. . . . . . . . . . . . . 43

5.5. Statystyki stóp zwrotu w modelu zmody�kowanym. Po lewej: J = 1, σ = 1

i ró»ne λ. Po prawej: J = 1, λ = 10 i ró»ne σ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.6. Zanikanie grubych ogonów z rosn¡cym τ w mody�kacji modelu. Histogramy

stopy zwrotu rτ (t) dla J = 1, σ = 1, λ = 10 i ró»nych kroków czasowych

τ . Stopy zostaªy przeskalowane zgodnie z odpowiednim odchyleniem standar-

dowym σr. Rozkªady zostaªy przesuni¦te w gór¦ o czynnik 10, 100, 1000 itd.

Czarn¡ lini¡ ci¡gª¡ zaznaczono rozkªad normalny. . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.7. Rozkªady przeskalowanych rτ (t) dla wi¦kszych τ w mody�kacji modelu. His-

togramy stopy zwrotu rτ (t) dla J = 1, σ = 1, λ = 10 oraz τ = 16384 (po lewej)

i τ = 65536 (po prawej). Stopy zostaªy przeskalowane zgodnie z odpowied-

nim odchyleniem standardowym σr. Czarn¡ lini¡ ci¡gª¡ zaznaczono rozkªad

normalny. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5.8. Autokorelacja stopy zwrotu w mody�kacji modelu. . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.9. Autokorelacja moduªu stopy zwrotu w mody�kacji modelu. . . . . . . . . . . 47

4



Rozdziaª 1

Wprowadzenie

Modelowanie rynków �nansowych stanowi pal¡cy problem, zwªaszcza ostatnio, w zwi¡zku

z wci¡» trwaj¡cym ±wiatowym kryzysem �nansowym. Tego typu problematyka nale»y tak»e

do kanonicznej problematyki ekono�zyki. Ekono�zyka traktuje rynek, podobnie jak zªo»ony

ukªad �zyczny, co okazuje si¦ owocne, gdy» na tej drodze udaje si¦ uzyska¢ wiele intere-

suj¡cych cech rynków. Szczególnie warte uwagi jest stosowane przez ekono�zyk¦ podej±cie

oparte na modelu Isinga lub jego ró»nych uogólnieniach. Odtwarza ono szereg faktów styli-

zowanych, np. grube ogony rozkªadu dochodów czy dªugozakresowe korelacje absolutnych

dochodów1. To z pewno±ci¡ stanowi istotn¡ zach¦t¦ do zajmowania si¦ tego typu mode-

lami. Poza tym, pomimo ponad dwóch dekad pr¦»nego rozwoju ekono�zyki, nadal nie mamy

prostego i klarownego modelu, który odtwarzaªby wszystkie znane fakty stylizowane dotycz¡ce

rzeczywistych rynków. Warto zatem si¦ tym zajmowa¢, bo pozostaªo tutaj jeszcze wiele do

zrobienia.

W niniejszej pracy omawiam i mody�kuj¦ model zaproponowany ostatnio przez Sieczk¦ i Hoªysta

[16, 15]. Co wi¦cej, przedstawiam zbudowane dotychczas modele.

Gªównym celem pracy jest odtworzenie wyników zawartych w pracach [16, 15], a nast¦pnie

systematyczne zbadanie wªasno±ci modelu. B¦dzie to zrealizowane na bazie symulacji kom-

puterowych, metod¡ dynamiki stochastycznej [17]. Praca skªada si¦ z cz¦±ci monogra�cznej,

w której omawiam u»ywane powszechnie modele oraz model Sieczki-Hoªysta, zwany dalej

modelem progowym. Poka»¦, »e wyniki uzyskane przez autorów odtwarzaj¡ dobrze wiele fak-

tów stylizowanych znanych z rzeczywistych rynków. W drugiej cz¦±ci przedstawiam wyniki

bada« wªasnych i omawiam jedn¡ z mo»liwych mody�kacji modelu wskazuj¡c, do jakich

wyników prowadzi.

1Uwag¦ t¦ przytoczyªem za artykuªem [16].
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Rozdziaª 2

Inspiracje

2.1. Model Isinga

Model Isinga to model matematyczny, który wykorzystuje si¦ w mechanice statystycznej, aby

bada¢ przemiany fazowe. Stworzyª go Wilhelm Lenz w 1920 roku [11], pierwotnie byª to

model próbuj¡cy, w bardzo uproszczony sposób, opisa¢ struktur¦ ferromagnetyka. W modelu

tym rozpatruje si¦ ukªad N ustalonych punktów, które nazywamy w¦zªami sieci. Tworz¡ one

n-wymiarow¡ periodyczn¡ sie¢, gdzie n = 1, 2, 3. W ka»dym w¦¹le sieci zlokalizowana jest

zmienna spinowa si (i=1, . . . , N), przyjmuj¡ca warto±¢ +1 lub −1. Poza tym w ukªadzie

nie ma »adnych innych stopni swobody. Gdy si = +1, to mówimy, »e na i-tym w¦¹le spin

skierowany jest do góry, natomiast gdy si = −1, to mówimy, »e jest on skierowany do doªu.

Zbiór {si, i = 1, . . . , N} wyznacza kon�guracj¦ caªego ukªadu.

Spiny oddziaªuj¡ ze sob¡: energia oddziaªywania ka»dej pary spinów mo»e przyjmowa¢ jedn¡

z dwóch warto±ci, która zale»y od tego, czy ich wzajemna orientacja jest zgodna, czy prze-

ciwna. Hamiltonian modelu Isinga uwzgl¦dniaj¡cego oddziaªywania mi¦dzy spinami zlokali-

zowanymi w najbli»ej s¡siaduj¡cych w¦zªach oraz zewn¦trzne pole magnetyczne mo»na przed-

stawi¢ w postaci

H = −1

2

∑
〈i,j〉

Jijsisj −
∑
i

hisi, (2.1)

gdzie sumowanie w pierwszym skªadniku odbywa si¦ po wszystkich s¡siaduj¡cych ze sob¡

parach spinów zlokalizowanych w w¦zªach i, j. Parametr Jij jest caªk¡ wymiany i przyjmuje

nast¦puj¡ce warto±ci zale»ne od charakteru oddziaªywa« mi¦dzy spinami:

• Jij > 0 � oddziaªywanie ferromagnetyczne,

• Jij < 0 � oddziaªywanie antyferromagnetyczne,

• Jij = 0 � para spinów nie oddziaªuje ze sob¡.
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hi jest energi¡ i-tego spinu w zewn¦trznym polu magnetycznym.

Prosta zamiana oznacze« pozwala zastosowa¢ model Isinga do opisu ukªadów innych ni» fer-

romagnetyk, np. gaz sieciowy (zbiór atomów, których poªo»enia mog¡ przyjmowa¢ tylko

dyskretne warto±ci) czy stop podwójny (czyli dwuskªadnikowy).

Dotychczas rozwi¡zano ±ci±le model Isinga dla przypadku jednowymiarowego. Zrobiª to

w 1925 roku Ernst Ising [9]. Rozwi¡zano tak»e przypadek dwuwymiarowy z zerowym zewn¦trz-

nym polem magnetycznym (czego z kolei dokonaª Lars Onsager w roku 1944 [12]). Na razie

przypadek dwuwymiarowy w niezerowym zewn¦trznym polu jest nierozwi¡zany1.

2.2. Model zbiorowego zachowania Granovettera

Inspiracj¡ do sformuªowania modelu progowego byª model zbiorowego zachowania przedsta-

wiony w pracy Granovettera [5].

Modele zbiorowego zachowania opisuj¡ sytuacje, w których aktorzy maj¡ wybór pomi¦dzy

alternatywami. Konsekwencje danego wyboru zale»¡ od tego, jak wielu pozostaªych aktorów

wybierze dan¡ alternatyw¦. Kluczowym poj¦ciem jest tutaj próg (ang. threshold), czyli liczba

lub proporcja pozostaªych aktorów, którzy podejmuj¡ decyzj¦, zanim dany aktor to zrobi.

Jest to punkt, w którym korzy±ci netto zaczynaj¡ przekracza¢ koszty netto dla tego aktora.

Dzi¦ki takim modelom, opieraj¡c si¦ na rozkªadzie progów, mo»emy obliczy¢ ostateczn¡ lub

równowagow¡ liczb¦ aktorów podejmuj¡cych dan¡ decyzj¦. Warto zauwa»y¢, »e w przypadku

tych modeli grupy o bardzo podobnych ±rednich preferencjach mog¡ dawa¢ bardzo ró»ne za-

chowania; w zwi¡zku z tym jest bardzo ryzykowne wyci¡ga¢ wnioski co do indywidualnych

cech poszczególnych aktorów na podstawie ko«cowych rezultatów.

Przykªadowe zastosowania modeli zbiorowego zachowania to symulowanie wybuchu i rozwoju

buntów i rozruchów, rozprzestrzenianie si¦ innowacji lub plotek, strajki, gªosowania czy te»

migracje.

Przykªad buntu wyj¡tkowo dobrze obrazuje istot¦ modeli zbiorowego zachowania. Koszt

wª¡czenia si¦ maleje razem z wielko±ci¡ buntu. Zakªadamy, »e aktorzy s¡ racjonalni i d¡»¡ do

maksymalizacji swojej u»yteczno±ci. Indywidualne ró»nice s¡ tym, na co zwraca si¦ najwi¦ksz¡

uwag¦. Poszczególni aktorzy maj¡ ró»ne �poziomy bezpiecze«stwa�, od których zale»y, kiedy

zdecyduj¡ doª¡czy¢ si¦ do buntu; ró»ni¡ si¦ tak»e korzy±ciami, które uzyskuj¡ w wyniku tego

wª¡czenia si¦. Jak to byªo powiedziane powy»ej, kluczowym poj¦ciem sªu»¡cym do opisu tych

ró»nic pomi¦dzy aktorami jest poj¦cie progu. Próg danego aktora mo»e by¢ zde�niowany jako

cz¦±¢ grupy aktorów, która przyst¡pi do buntu, zanim zrobi to on. Radykaª (ang. radical)

b¦dzie miaª niski próg; korzy±ci ze wst¡pienia do buntu b¦d¡ dla« wysokie, koszt aresztowa-

nia � niski. Niektórzy przyst¡pi¡ do buntu, nawet je±li nikt inny tego nie zrobi. Maj¡ oni

1Oczywi±cie, problem polega na znalezieniu rozwi¡zania analitycznego, bo rozwi¡zania numeryczne (z kon-

trolowan¡ dokªadno±ci¡) s¡ znane. Model Isinga przedstawiªem na podstawie [13] oraz [7]
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próg 0% i nazywaj¡ si¦ instigators (pod»egacze, prowokatorzy). Z kolei konserwaty±ci (ang.

conservatives) maj¡ wysoki próg, jako »e odnosz¡ marne korzy±ci lub wr¦cz ponosz¡ straty

z wst¡pienia do buntu, a koszty aresztowania s¡ dla nich wysokie. Tu te» mamy przypadek

skrajny - osoby, które nie przyst¡pi¡ do buntu w »adnych okoliczno±ciach - ci maj¡ próg 100%.

Niezale»nie od rodzaju zastosowania modelu, jego cel jest zawsze taki sam: przewidzie¢, opie-

raj¡c si¦ na pocz¡tkowym rozkªadzie progów, ostateczn¡ liczb¦ lub proporcj¦ aktorów, podej-

muj¡cych ka»d¡ z alternatywnych decyzji. �atwo si¦ przekona¢, »e � co ju» byªo powiedziane

� wyci¡ganie wniosków o indywidualnych cechach na podstawie ko«cowych rezultatów mo»e

by¢ tu myl¡ce. Dwa bardzo podobne rozkªady progów mog¡ da¢ w rezultacie: jeden � bunt

z udziaªem wielu osób, drugi � jednostkowy incydent.

2.3. Model Iori

2.3.1. Wprowadzenie

Przedstawi¦ teraz model, który jest bardzo podobny do modelu progowego, je±li chodzi

o lokaln¡ dynamik¦. Jego autorem jest Giulia Iori, a zostaª on opisany w artykule [8]. W mo-

delu tym rozpatrujemy macierz L× L, gdzie ka»dy w¦zeª i = 1, . . . , L2, oznacza agenta, czyli

inwestora. Poª¡czenia mi¦dzy w¦zªami oznaczaj¡ oddziaªywania mi¦dzy agentami. Ka»dy

z agentów oddziaªuje tylko ze swoimi czterema najbli»szymi s¡siadami: u góry, u doªu, z lewej

i z prawej, przy czym obowi¡zuj¡ periodyczne warunki brzegowe � agenci na samej górze

macierzy oddziaªuj¡ z odpowiednimi agentami na samym dole, a ci z prawego brzegu oddzia-

ªuj¡ z tymi z brzegu lewego. Innymi sªowy macierz interakcji w tym modelu ma topologi¦

torusa.

Na pocz¡tku ka»dy z agentów ma taki sam kapitaª, zªo»ony z dwóch walorów: gotówki Mi(0)

oraz Ni(0) jednostek akcji. W ka»dym kroku czasowym t dany agent, i, podejmuje jedn¡

z trzech akcji reprezentowan¡ przez zmienn¡ Si(t), która mo»e przyjmowa¢ jedn¡ z trzech

warto±ci: +1, je±li kupuje jedn¡ jednostk¦ akcji, −1, je±li j¡ sprzedaje lub 0, gdy pozostaje

nieaktywny. Decyzja, któr¡ podejmuje agent, jest ograniczona przez jego zasoby (agent mo»e

nie by¢ w stanie kupi¢ lub sprzeda¢ ze wzgl¦du na niedobór gotówki lub akcji) oraz przez

warunek, »e mo»e on kupowa¢/sprzedawa¢ tylko jedn¡ jednostk¦ akcji w jednym kroku cza-

sowym.

Oprócz agentów-handlowców w modelu wyst¦puje market maker, którego zadanie polega na

realizacji zlece« kupna/sprzeda»y i dostosowywaniu cen. Market maker tak»e pojawia si¦ na

rynku z pewnym pocz¡tkowym zasobem pieni¦dzy oraz akcji i ten zasób, zmieniaj¡c si¦ w cza-

sie, ogranicza jego mo»liwo±ci kupna/sprzeda»y, jednak jego decyzja inwestycyjna w danym

kroku czasowym nie jest ograniczona do jednej jednostki akcji, jak to byªo w przypadku

pozostaªych inwestorów.
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2.3.2. Podejmowanie decyzji przez agenta

W ka»dym kroku czasowym agent podejmuje decyzj¦ na podstawie dwóch czynników:

1. Zagregowanej opinii czterech najbli»szych s¡siadów, z którymi oddziaªuje, reprezen-

towanej przez czªon Sj(t̃), gdzie j oznacza numer agenta, z którym zachodzi oddziaªy-

wanie, za± t̃ oznacza czas pomi¦dzy pocz¡tkiem a ko«cem danego okresu czasowego t,

tzn. wyst¦powanie w danym miejscu zmiennej t̃ sygnalizuje nam, »e w tym miejscu

zmiany w ukªadzie nast¦puj¡ na bie»¡co, jedna po drugiej, a nie wszystkie naraz na

ko«cu danego okresu czasowego t.

2. Swojej wªasnej opinii o stanie rynku, która jest reprezentowana przez zmienn¡ νi(t),

b¦d¡c¡ zmienn¡ losow¡ z rozkªadu jednostajnego na przedziale [−1, 1].

Skªadaj¡c te dwa elementy i dodaj¡c do pierwszego z nich macierz interakcji Jij (mierz¡c¡

wpªyw, który wywiera na i-tego agenta decyzja Sj jego s¡siada j), za± do drugiego � parametr

A, wyra»aj¡c siª¦ indywidualnej opinii i-tego agenta, otrzymujemy zagregowany sygnaª Yi(t̃),

na podstawie którego i-ty agent podejmuje decyzj¦ inwestycyjn¡:

Yi(t̃) =
∑
〈i,j〉

JijSj(t̃) +Aνi(t). (2.2)

〈i, j〉 oznacza, »e suma jest wykonywana po najbli»szych s¡siadach agenta i. Przyj¦to, »e

macierz interakcji jest symetryczna, cho¢ w ogólno±ci nie musiaªoby tak by¢.

Decyzja inwestycyjna jest podejmowana na podstawie powy»szego sygnaªu oraz tarcia (ang.

friction), które mo»e by¢ interpretowane np. jako koszt transakcji, który jest inny dla ka»dego

agenta. W tym modelu tarcie zostaªo odtworzone przez indywidualny próg aktywacji ξi(t).

Sygnaª Yi(t̃) musi przekroczy¢ ten próg, je±li agent zdecyduje si¦ na handlowanie. Podej-

mowanie decyzji przez agenta opisane jest przez nast¦puj¡ce równania dyskryminacji:

Si(t̃) = 1 je±li Yi(t̃) ≥ ξi(t),
Si(t̃) = 0 je±li −ξi(t) < Yi(t̃) < ξi(t),

Si(t̃) = −1 je±li Yi(t̃) ≤ −ξi(t).
(2.3)

Warto±ci ξi(t) s¡ inicjowane zmiennymi losowymi z rozkªadu Gaussa z pocz¡tkow¡ wariancj¡

σξ(0) i ±redni¡ równ¡ 0. Z okresu na okres warto±ci te zmieniaj¡ si¦ dla ka»dego agenta

proporcjonalnie do ruchów cen akcji.

2.3.3. Ustalenie wolumenu i ceny. Wyniki symulacji

Gdy ju» proces podejmowania decyzji si¦ sko«czy, inwestorzy i jednocze±nie market maker

skªadaj¡ swoje zlecenia i ma miejsce handel po pojedynczej cenie. Market maker okre±la

zagregowany popyt na akcje D(t) oraz zagregowan¡ poda» akcji Z(t) w czasie t:

D(t) =
∑

i:Si(t)>0

Si(t), Z(t) = −
∑

i:Si(t)<0

Si(t) (2.4)
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oraz wolumen V (t) = Z(t) +D(t) i dostosowuje cen¦ akcji zgodnie z formuª¡:

P (t+ 1) = P (t)

(
D(t)

Z(t)

)α
, (2.5)

gdzie

α = a
V (t)

L2
. (2.6)

L2 to liczba agentów, która jednocze±nie oznacza maksymaln¡ liczb¦ akcji mog¡cych by¢

w obrocie w ka»dym kroku czasowym.

Zmienno±¢ σ(t) na rynku mo»e by¢ zde�niowana jako warto±¢ bezwzgl¦dna logarytmicznej

stopy zwrotu r(t):

r(t) = log
P (t)

P (t− 1)
, σ(t) = |r(t)|. (2.7)

Zmiany cen wpªywaj¡ na zmian¦ progu w nast¦pnym okresie czasowym:

ξi(t+ 1) = ξi(t)
P (t)

P (t− 1)
. (2.8)

Jak widzimy, w modelu jest zachowana symetria pomi¦dzy kupowaniem a sprzedawaniem.

Autorce pracy udaªo si¦ odtworzy¢ takie fakty stylizowane jak grupowanie wariancji, pozyty-

wna korelacja mi¦dzy wolumenem a zmienno±ci¡, pot¦gowy zanik funkcji autokorelacji moduªu

stopy zwrotu czy grube ogony rozkªadu stóp zwrotu. Trzeba jednak zaznaczy¢, »e te rzeczy

byªy odtwarzane tylko dla niektórych parametrów modelu.

2.4. Model Bornholdta

2.4.1. Wprowadzenie. Fundamentali±ci

Wa»n¡ inspiracj¡ dla sformuªowania modelu progowego byª tak»e model Bornholdta. Po raz

pierwszy zostaª on przedstawiony w pracy [1], a nast¦pnie rozwini¦ty w [10] przez Taisei Kaizojiego,

Stefana Bornholdta i Yoshi Fujiwar¦. Model ten nadaje si¦ do opisywania zmian cen waloru

w krótkich okresach czasu, np. w ci¡gu jednego dnia.

W modelu Bornholdta mamy dwa typy uczestników rynku: m fundamentalistów (ang. funda-

mentalists) i n oddziaªuj¡cych handlowców (ang. interacting traders). Ci pierwsi s¡ wra»liwi

jedynie na zmiany ceny. Znaj¡ oni fundamentaln¡ warto±¢ akcji p∗(t) � je±li rzeczywista cena

p(t) jest poni»ej tej warto±ci, b¦d¡ oni kupowa¢ akcje, jako »e uwa»aj¡ je za niedoszacowane.

Je±li jest powy»ej, b¦d¡ akcje sprzedawa¢, uwa»aj¡c je za przeszacowane i przez to ryzykowne

instrumenty. Zatem ich zbiorowe zlecenie kupna/sprzeda»y b¦dzie wygl¡daªo nast¦puj¡co:

xF (t) = am(ln p∗(t)− ln p(t)), (2.9)

gdzie m to liczba fundamentalistów, natomiast a jest parametrem okre±laj¡cym, jak mocno

fundamentali±ci reaguj¡ na dan¡ ró»nic¦ mi¦dzy warto±ci¡ fundamentaln¡ a rynkow¡ waloru.
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2.4.2. Oddziaªuj¡cy handlowcy

Przejd¹my do charakterystyki oddziaªuj¡cych handlowców. S¡ oni opisywani przez zmienn¡

si, gdzie i = 1, . . . , n, oznacza numer handlowca. Zmienna ta mo»e przyjmowa¢ dwie warto±ci

zale»nie od tego, czy w danym okresie czasu handlowiec kupuje (warto±¢ +1) czy sprzedaje

(−1) akcj¦.
Rozwa»my teraz nast¦puj¡c¡ strategi¦ inwestycyjn¡ i-tego agenta:

si(t+ 1) = +1 z prawdopodobie«stwem p =
1

1 + exp(−2βhi(t))
(2.10)

lub

si(t+ 1) = −1 z prawdopodobie«stwem 1− p, (2.11)

gdzie hi(t) jest lokalnym polem modelu spinowego, decyduj¡cym o strategii i-tego handlowca,

natomiast β jest parametrem peªni¡cym rol¦ odwrotnej temperatury.

Decyzja, jak¡ podejmuje ka»dy oddziaªuj¡cy handlowiec zale»y od dwóch czynników: in-

formacji lokalnej (ang. local information) i globalnej (ang. global information). Informa-

cj¦ lokaln¡ tworzy zachowanie si¦ s¡siednich (czyli znajomych) handlowców. Zakªadamy, »e

ka»dy oddziaªuj¡cy handlowiec pozostaje pod wpªywem jedynie swych najbli»szych s¡siadów

w odpowiednio zde�niowanym s¡siedztwie. Z kolei informacja globalna jest dana przez to,

czy handlowcy nale»¡ do wi¦kszo±ciowej (majority), czy mniejszo±ciowej (minority) grupy

sprzedaj¡cych/kupuj¡cych w danym okresie czasowym i przez to, jak liczne s¡ te grupy.

Asymetria w rozmiarach wi¦kszo±ciowej i mniejszo±ciowej grupy mo»e by¢ zmierzona warto±ci¡

bezwzgl¦dn¡ magnetyzacji |M(t)|, gdzie

M(t) =
1

n

n∑
i=1

si(t). (2.12)

Celem oddziaªuj¡cych handlowców jest oczywi±cie osi¡gni¦cie wzrostu kapitaªu dzi¦ki hand-

lowi. Wiedz¡ oni, »e aby pomno»y¢ swój kapitaª, konieczne jest pozostawanie w grupie

wi¦kszo±ciowej, cho¢ nie jest to warunek wystarczaj¡cy, aby grupa wi¦kszo±ciowa powi¦k-

szyªa si¦ w trakcie nast¦pnego okresu. Z drugiej strony, oddziaªuj¡cy handlowcy pozostaj¡cy

w grupie wi¦kszo±ciowej b¦d¡ oczekiwali, »e im wi¦ksza jest warto±¢ |M(t)|, tym trudniejsze

b¦dzie dalsze powi¦kszanie rozmiaru tej»e grupy. W zwi¡zku z tym oddziaªuj¡cy handlowcy

z grupy wi¦kszo±ciowej czasami przenosz¡ si¦ do grupy mniejszo±ciowej, aby unikn¡¢ straty

kapitaªu w wyniku krachu, którego prawdopodobie«stwo ro±nie wraz z rozmiarami grupy

wi¦kszo±ciowej. Inaczej mówi¡c oddziaªuj¡cy handlowcy z grupy wi¦kszo±ciowej staraj¡ si¦

unika¢ ryzyka tym mocniej, im wi¦ksze s¡ rozmiary tej grupy. Sytuacja komplikuje si¦ jeszcze

bardziej, gdy zauwa»ymy, »e handlowcy z grupy mniejszo±ciowej mog¡ chcie¢ przenie±¢ si¦ do

grupy wi¦kszo±ciowej, by powi¦kszy¢ swój kapitaª i »e handlowcy z grupy mniejszo±ciowej tym

ch¦tniej podejmuj¡ ryzyko, im wi¦ksza jest grupa wi¦kszo±ciowa. Podsumowuj¡c: im wi¦k-

sza jest warto±¢ |M(t)|, tym wi¦ksze jest prawdopodobie«stwo, »e oddziaªuj¡cy handlowcy
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zmieni¡ swoj¡ grup¦, niezale»nie od tego, czy jest to grupa wi¦kszo±ciowa, czy mniejszo±-

ciowa. Zgodnie z [1] lokalne pole hi(t) uwzgl¦dniaj¡ce interakcje opisane powy»ej mo»e by¢

dane przez

hi(t) =
m∑
j=1

JijSj(t)− αSj(t)|M(t)|, (2.13)

gdzie α > 0. Pierwszy czªon odpowiada informacji lokalnej, z oddziaªywaniem najbli»szych

s¡siadów Jij = J i Jij = 0 dla pozostaªych par.

W omawianym modelu zaªo»ono, »e nadmiarowy popyt na akcje oddziaªuj¡cych handlowców

jest przybli»any przez wyra»enie

xI(t) = bnM(t), (2.14)

gdzie b jest liczb¡ akcji, które agent kupuje lub sprzedaje w ka»dym kroku czasowym.

2.4.3. Cena rynkowa i wolumen. Odtworzone fakty stylizowane

Zakªadamy, »e na rynku istnieje system clearingowy, w którym market makerzy po±rednicz¡

w handlu i dostosowuj¡ cen¦ rynkow¡ do warto±ci clearingowej. Transakcja rynkowa jest

dokonywana, kiedy zlecenia zakupu zrównuj¡ si¦ ze zleceniami sprzeda»y. W zwi¡zku z tym

równo±¢ popytu i poda»y mo»emy zapisa¢ jako

xF (t) + xI(t) = am[ln p∗(t)− ln p(t)] + bnM(t) = 0. (2.15)

St¡d mo»emy obliczy¢ cen¦ akcji:

ln p(t) = ln p∗(t) + λM(t), λ =
bn

am
(2.16)

i wolumen:

V (t) = bn
1 + |M(t)|

2
. (2.17)

Przypatrzmy si¦ równaniu (2.16). Zgodnie z nim sytuacja, w jakiej znajduje si¦ rynek, mo»e

by¢ jedn¡ z nast¦puj¡cych:

• Je±li M(t) = 0, cena rynkowa p(t) jest to»sama z cen¡ fundamentaln¡ p∗(t).

• Je±li M(t) > 0, cena rynkowa p(t) przewy»sza cen¦ fundamentaln¡ p∗(t) (re»im hossy).

• Je±li M(t) < 0, cena rynkowa p(t) jest mniejsza od ceny fundamentalnej p∗(t) (re»im

bessy).

Zgodnie z równaniem (2.16) logarytmiczna stopa zwrotu dla rynku w modelu Bornholdta

wynosi

ln p(t)− ln p(t− 1) = (ln p∗(t)− ln p∗(t− 1)) + λ(M(t)−M(t− 1)). (2.18)

Zaªó»my na chwil¦, »e tylko fundamentali±ci uczestnicz¡ w grze rynkowej. Wtedy z zasady

cena rynkowa p(t) jest zawsze równa cenie fundamentalnej p∗(t), a to oznacza, »e w tej
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sytuacji ma zastosowanie hipoteza efektywnego rynku2. Zgodnie z modelem efektywnego

rynku opisanym w [4], warto±¢ ceny fundamentalnej podlega bª¡dzeniu losowemu. Skoro

ci¡gª¡ granic¡ bª¡dzenia losowego jest proces gaussowski, g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa loga-

rytmicznej stopy zwrotu r(t) = ln p(t)−ln p(t−1) jest opisywana przez rozkªad normalny. Nie-

stety, dla rzeczywistych rynków obserwuje si¦ powa»ne odchylenia od tego rozkªadu. W mo-

delu Bornholdta jest to uwzgl¦dnione, poniewa» na rynku wspóªistniej¡ fundamentali±ci i od-

dziaªuj¡cy handlowcy, co implikuje mo»liwo±¢ wyst¡pienia hossy lub bessy.

Badaj¡c statystyczne wªa±ciwo±ci ceny i wolumenu w spinowym modelu rynków akcji, autorzy

przyj¦li dla prostoty, »e cena fundamentalna nie zmienia si¦ z upªywem czasu.

Autorommodelu udaªo si¦ odtworzy¢ wiele faktów znanych z rzeczywistego rynku, na przykªad

pot¦gowe rozkªady stóp zwrotu, grupowanie zmienno±ci, dodatni¡ korelacj¦ pomi¦dzy zmien-

no±ci¡ a obrotami oraz samopodobie«stwo mi¦dzy zmienno±ciami na ró»nych skalach cza-

sowych. Nie udaªo si¦ odtworzy¢ ksztaªtu funkcji autokorelacji warto±ci bezwzgl¦dnych stóp

zwrotu � nie zanika ona pot¦gowo, jak na rzeczywistych rynkach.

2Ang. e�cient market hypothesis � teza rozwa»ana w �nansach, zgodnie z któr¡ w ka»dej chwili ceny

papierów warto±ciowych w peªni odzwierciedlaj¡ wszystkie informacje dost¦pne na ich temat. Na podstawie

[13].
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Rozdziaª 3

Opis modelu progowego

Sieczki-Hoªysta

3.1. Opis zaªo»e« i postaci modelu progowego

Autorami ostatniego i dla tej rozprawy najwa»niejszego z omawianych modeli s¡ Paweª Sieczka

i Janusz A. Hoªyst z Politechniki Warszawskiej. Przedstawili oni wyniki swoich bada« w pra-

cach [16] oraz [15]. Ich model jest oparty na modelu zbiorowego zachowania Granovettera,

omówionego w rozdziale 2.2. Inspiracj¡ do stworzenia modelu progowego byª tak»e omówiony

wcze±niej model Bornholdta.

W modelu progowym rozwa»amy N oddziaªuj¡cych ze sob¡ agentów, z których ka»dy mo»e

podj¡¢ jedn¡ z trzech akcji: �kupuj�, �sprzedawaj� albo �czekaj�, podobnie jak to byªo w mo-

delu Iori (rozdziaª 2.3). Akcjom tym odpowiada warto±¢ zmiennej si, i = 1, . . . , N , opisuj¡cej

agenta: s¡ to odpowiednio +1, −1 i 0. Agenci oddziaªuj¡ zgodnie z macierz¡ interakcji Jij ,

b¦d¡c¡ odpowiednikiem caªki wymiany Jij z rozdziaªu 2.1. W omawianym modelu przyj¦to,

»e na ka»dego agenta oddziaªuje tylko czworo najbli»szych s¡siadów1 z tak¡ sam¡ siª¡ równ¡

J . W zgodno±ci z terminologi¡ z rozdziaªu 2.1, je±li J > 0, siª¦ interakcji nazywamy ferromag-

netyczn¡, je±li J < 0 � antyferromagnetyczn¡. Aby odtworzy¢ zachowania stadne, autorzy

zaj¦li si¦ przypadkiem ferromagnetycznym. W dalszych badaniach nad modelem ja równie»

b¦d¦ braª pod uwag¦ tylko ten przypadek.

Decyzja inwestycyjna podejmowana jest przez agenta zgodnie z reguª¡

si(t) = signλ|M(t−1)|

 N∑
j=1

Jijsj(t− 1) + σηi(t)

 , (3.1)

1Zaªo»enie to byªo umotywowane tym, »e w krótkim czasie, jaki ±rednio upªywa od jednej do drugiej decyzji

inwestycyjnej, inwestor przed jej podj¦ciem kontaktuje si¦ co najwy»ej z kilkoma znajomymi.
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gdzie2

signq(x) =


1 je±li x > q,

0 je±li −q < x < q,

−1 je±li x < −q.
(3.2)

Jak ªatwo zauwa»y¢, w wyra»eniu (3.1) parametr λ jest zb¦dny (zwi¦kszenie λ jest równo-

znaczne zmniejszeniu tyle samo razy J i σ, i odwrotnie), jednak wygodnie jest si¦ nim posªugi-

wa¢, przeprowadzaj¡c symulacje i zapewne dlatego autorzy umie±cili go w swoim modelu (poza

tym przydaje si¦, gdy chcemy wyzerowa¢ próg � patrz rozdziaª 4.1.1).

Funkcja ηi(t) przyjmuje losowe warto±ci z rozkªadu Gaussa o warto±ci ±redniej 0 i wariancji 1

(jej odpowiednik w modelu Iori, νi(t), byª zmienn¡ z rozkªadu jednostajnego � patrz rozdziaª

2.3.2). Funkcja ta wyra»a indywidualn¡ opini¦ i-tego inwestora; parametr σ wyra»a siª¦ in-

dywidualnej opinii.

Magnetyzacj¦ sieci de�niujemy w nast¦puj¡cy sposób:

M(t) =
1

N

N∑
i=1

si(t), (3.3)

czyli identycznie, jak to byªo w modelu Bornholdta (patrz wzór (2.12)). Razem ze staª¡

λ magnetyzacja tworzy parametr progowy q funkcji signum signq. Autorzy zauwa»aj¡, »e dla

λ równego 0 model ten jest dwustanowym modelem Isinga.

W stosunku do bazowego modelu Bornholdta w procedurze obliczania ceny zostaªy poczynione

pewne zmiany. Autorzy zde�niowali cen¦ aktywów jako:

P (t) = P0(t)e
M(t), (3.4)

gdzie (w zgodno±ci z hipotez¡ rynku efektywnego) P0(t) podlega geometrycznemu ruchowi

Browna. Dla prostoty zaªó»my (tak jak to zrobiª Bornholdt i in.), »e P0(t) = P0, czyli P0

jest wielko±ci¡ staª¡, niezale»n¡ od czasu. Otrzymujemy wtedy logarytmiczn¡ stop¦ zwrotu

postaci

r(t) =M(t)−M(t− 1). (3.5)

Uogólnieniem tego wyra»enia jest stopa zwrotu z opó¹nieniem czasowym τ , dana przez

rτ (t) =M(t)−M(t− τ). (3.6)

Podsumowuj¡c, mo»emy powiedzie¢, »e (zgodnie z wyra»eniem (3.1)) s¡ trzy czynniki wpªy-

waj¡ce na zachowanie si¦ agentów:

2Por. wyra»enie (2.3). W oryginalnej pracy Sieczki i Hoªysta nie jest powiedziane, co zrobi¢ w przypadku

gdy x = q lub x = −q. Wbrew pozorom ma to pewne znaczenie, zwªaszcza gdy λ = 0. Je±li przyjmiemy,

»e w takim wypadku si(t) jest równe, odpowiednio, +1 lub −1, to s¡ widoczne niewielkie ró»nice na wykre-

sach magnetyzacji dla ró»nych parametrów J i σ, przy zachowanym staªym stosunku σ/J , co, jak to b¦dzie

omówione, nie powinno mie¢ miejsca (ma to zwi¡zek ze specy�k¡ zastosowanego przeze mnie algorytmu). Gdy

przyj¡ªem, »e dla x = q i x = −q wielko±¢ si(t) jest równa odpowiednio +1 i 0, ró»nice nie byªy ju» w oczywisty

sposób widoczne, prawdopodobnie zatem ich nie byªo.
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1. Na±ladowanie s¡siadów, zwi¡zane z macierz¡ Jij .

2. Indywidualna opinia ka»dego agenta, któr¡ reprezentuje czªon σηi(t) (odpowiednik czªo-

nu Aνi(t) w modelu Iori � wzór (2.2)). Odwoªuj¡c si¦ do standardowego modelu Isinga

wielko±¢ σ/J mo»na uto»samia¢ z �temperatur¡� ukªadu.

3. Czynnik λ|M(t − 1)|, który peªni funkcj¦ parametru progowego (awersji do ryzyka).

Jedynie ci spo±ród agentów, którzy s¡ w stanie przekroczy¢ próg, uczestnicz¡ w hand-

lowaniu. Jak widzimy, parametr ten zale»y od magnetyzacji, która, zgodnie ze wzorem

(3.4), mierzy odchylenie od warto±ci podstawowej. Zatem, kiedy jest ono du»e, agenci

boj¡ si¦ przeprowadza¢ transakcje, nawet gdy maj¡ mocne wsparcie swoich s¡siadów lub

zwi¡zane z ich indywidualn¡ opini¡. Czynnik λ|M(t−1)| jest odpowiednikiem czynnika

ξi(t) w modelu Iori (patrz rozdziaª 2.3.2).

Opisuj¡c funkcj¦ parametrów modelu progowego, obrazowo mo»na powiedzie¢, »e w σ jest

zakodowana euforia, w λ � awersja do ryzyka, za± w J � �owczy p¦d�.

Jak widzimy, u Sieczki i Hoªysta, tak jak u Granovettera i Iori, te» wyst¦puje próg, jednak

u ka»dego z nich to sªowo oznacza troch¦ co innego. Ró»nica polega na tym, »e u Granovettera

ka»dy aktor miaª swój wªasny próg (mo»na byªo zatem mówi¢ o rozkªadzie progów w �przestrzeni�

aktorów), za± u Sieczki i Hoªysta wszyscy agenci (czyli aktorzy u Granovettera) w danej chwili

czasu maj¡ ten sam próg, cho¢ od chwili do chwili mo»e on si¦ zmienia¢ (tu zatem mo»na

by mówi¢ o rozkªadzie progów, ale w czasie). Natomiast u Iori progi zmieniaj¡ si¦ zarówno

w przestrzeni agentów, jak i od jednego do drugiego kroku czasowego.

3.2. Wyniki symulacji i ich odtworzenie

Omawiam teraz wyniki przeprowadzonej symulacji przedstawione na rysunkach 3.1�3.53 i po-

równania ich z analogicznymi wynikami, które mnie udaªo si¦ uzyska¢ programem wªasnym

napisanym w j¦zyku C++ na podstawie opisu modelu podanego w pracy [16].

W symulacji u»yto kwadratowej pªaskiej sieci o wymiarach 32 × 32 z periodycznymi warun-

kami brzegowymi. Jak ju» byªo powiedziane, jedynie czterech najbli»szych s¡siadów miaªo

wpªyw na ka»dego agenta. Pocz¡tkowa kon�guracja spinów byªa losowa. W ka»dym kroku

czasowym 32·32 = 1024 razy losowano numer agenta (ze zwracaniem) i na bie»¡co uaktualnia-

no warto±¢ odpowiadaj¡cego mu spinu. Zignorowano pierwsze 5000 kroków czasowych jako

czas termalizacji. Na tej podstawie oszacowano jak zmienia si¦ cena waloru.

Rysunek 3.1 pokazuje, »e dla odpowiednich parametrów symulacji na wariogramie stopy

zwrotu wyst¦puje zjawisko grupowania zmienno±ci, które zostaªo po raz pierwszy zaobser-

wowane przez Mandelbrota. Polega ono na tym, »e po du»ych zmianach zwykle nast¦puj¡

3Rysunki i opis wyników przeprowadzono tutaj na podstawie [16].
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Rysunek 3.1: Wariogramy stóp zwrotu dla J = 1, σ = 1 i ró»nych λ. U góry: wyniki autorów

modelu (zaczerpni¦te z [16]). U doªu: moje wyniki.
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Rysunek 3.2: Grube ogony statystyk stóp zwrotu. U góry: wyniki autorów modelu (zaczerp-

ni¦te z [16]). U doªu: moje wyniki.

du»e zmiany, za± po maªych � maªe. Na tym rysunku wida¢ to szczególnie dla λ = 5, czyli

dla niskiego progu. Im wi¦ksze λ, tym grupowanie wariancji sªabsze.

Na rysunku 3.2 widzimy tzw. fat tails, czyli grube ogony w statystyce wariogramu stopy

zwrotu r16(t) dla J = 1, σ = 1 i ró»nych λ (lewa cz¦±¢ rysunku) oraz dla J = 1, λ = 10

i ró»nych σ (cz¦±¢ prawa). Wskazuje to na niegaussowski charakter symulowanego procesu.

Wida¢, »e wraz ze wzrostem λ grube ogony najpierw si¦ powi¦kszaj¡, nast¦pnie za± �cofaj¡

si¦�. Jak zobaczymy w rozdziale 4.1.1, jest to zwi¡zane z tym, »e im wi¦ksze λ, tym mniejsza

warto±¢ supt |M |, czyli mniejszy rozrzut mo»liwych do osi¡gni¦cia przez ukªad warto±ci mag-

netyzacji � st¡d �cofanie si¦� grubych ogonów dla bardzo du»ych λ. Jednocze±nie dla bardzo

maªych λ magnetyzacja dªugo pozostaje prawie niezmieniona, wi¦c stopy zwrotu s¡ zazwyczaj

niewielkie � st¡d pocz¡tkowy brak grubych ogonów dla maªych λ.

Rysunek 3.3 pokazuje zanikanie grubych ogonów wraz z rosn¡cym krokiem (przesuni¦ciem)

czasowym τ . Wida¢ na nim histogramy stopy zwrotu rτ (t) dla J = 1, σ = 1, λ = 10 i ró»nych

kroków czasowych τ . Stopy zostaªy przeskalowane zgodnie z odpowiednim odchyleniem stan-

dardowym σr (b¦d¡cym pierwiastkiem kwadratowym ±redniego odchylenia kwadratowego od
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±redniej szeregu czasowego stóp zwrotu), a nast¦pnie rozkªady przesuni¦to w gór¦ o czynnik

10, 100, 1000 itd., »eby caªo±¢ byªa czytelna. Dla cen rzeczywistych grube ogony rozkªadu

stopy zwrotu rτ (t) = log(P (t)/P (t − τ)) s¡ tym szczuplejsze, im wi¦kszy jest krok czasowy

symulacji. Dla du»ych τ ogony rozkªadu staj¡ si¦ gaussowskie, chocia» ksztaªt rozkªadu

ró»ni si¦ od ksztaªtu rozkªadu normalnego � statystyka rτ (t) posiada subteln¡ struktur¦. Na

rzeczywistych rynkach te» nie mamy na ogóª dokªadnie rozkªadu normalnego. W dalszej cz¦±ci

pracy postaram si¦ wyja±ni¢, sk¡d bior¡ si¦ charakterystyczne �dzióbki� po bokach rozkªadu

przeskalowanych stóp zwrotu.

Zjawisko grupowania zmienno±ci mo»e by¢ pokazane ilo±ciowo z pomoc¡ autokorelacji stopy

zwrotu4:

Cx(τ) =
〈x(t)x(t− τ)〉 − 〈x(t)〉2

σ2x
, (3.7)

gdzie σ2x to wariancja x(t), a 〈. . .〉 oznacza u±rednianie po czasie. Autorzy modelu wyznaczyli

t¦ funkcj¦ dla x równego stopie zwrotu i dla x równego warto±ci bezwzgl¦dnej z tej stopy.

Rysunek 3.4 przedstawia funkcj¦ autokorelacji zwykªej stopy zwrotu, która, jak wida¢, bardzo

szybko zanika do zera od strony ujemnych warto±ci (cho¢ zdarzaj¡ si¦ tam te» warto±ci tej

funkcji wi¦ksze od zera). Jest to zgodne z obserwacjami z rzeczywistego rynku.

Na rysunku 3.5 u góry wida¢ funkcj¦ autokorelacji warto±ci bezwzgl¦dnej stopy zwrotu, któr¡

otrzymali autorzy modelu. Jest to zanikaj¡ca funkcja eksponencjalna. Przypomina to rezul-

taty, jakie otrzymaª na przykªad Bornholdt i in. [10]. Autokorelacja warto±ci bezwzgl¦d-

nych zanika tutaj wolniej, ni» autokorelacja zwykªej stopy zwrotu, czyli kolejne warto±ci

bezwzgl¦dne s¡ silniej ze sob¡ skorelowane, ni» zwykªe stopy zwrotu. Zgadza si¦ to z ob-

serwacjami z rzeczywistych rynków, chocia» tam mamy zanik pot¦gowy, a nie � jak tutaj �

eksponencjalny.

Je±li chodzi o moje odtworzenie wyników Sieczki i Hoªysta, to, jak wida¢ na rysunkach, wyniki

s¡ zbli»one do wyników oryginalnych. Je»eli chodzi o funkcj¦ autokorelacji absolutnych stóp

zwrotu, przedstawion¡ na rysunku 3.5 u doªu � jej relaksacja jest szybsza, tzn. ksztaªt funkcji

jest odtworzony, jednak dla takich samych τ przyjmuje ona ni»sze warto±ci. Poza tym, jak

wida¢ na rysunku 3.5 u góry, w przypadku wyników autorów modelu do τ = 1200 funkcja ta

przyjmowaªa same warto±ci dodatnie � u mnie zdarzaªy si¦ te» warto±ci ujemne, zwªaszcza

dla symulacji o maªej dªugo±ci. Niemniej warto±¢ tej funkcji zbiega do zera, co zgadza si¦

z obserwacj¡ z rzeczywistego rynku. Na rysunku 3.5 wida¢ najlepsze, jak mi si¦ wydawaªo,

odtworzenie wyniku przedstawionego w pracy [16]. Uzyskaªem je dla symulacji o dªugo±ci

10 mln kroków czasowych (nie licz¡c termalizacji).

4Nie nale»y uto»samia¢ τ wyst¦puj¡cego w tej funkcji z τ wyst¦puj¡cym w wyra»eniu (3.6) na stop¦ zwrotu

z opó¹nieniem czasowym.
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Rysunek 3.3: Zanikanie grubych ogonów z rosn¡cym krokiem czasowym. Na czarno zazna-

czono rozkªad normalny. U góry: wyniki autorów modelu (zaczerpni¦te z [16]). U doªu: moje

wyniki.

20



Rysunek 3.4: Autokorelacja stopy zwrotu dla J = 1, σ = 1 i λ = 15. U góry: wyniki autorów

modelu (zaczerpni¦te z [16]). U doªu: moje wyniki.
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Rysunek 3.5: Autokorelacja moduªu stopy zwrotu. Parametry: J = 1, σ = 1 i λ = 15. Skala

logarytmiczna i póªlogarytmiczna (wstawka). U góry: wyniki autorów modelu (zaczerpni¦te

z [16]). U doªu: moje wyniki.
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3.3. Silne i sªabe strony modelu

Najwa»niejsze zalety modelu progowego to:

1. Prostota zaªo»e«.

2. Maªa zªo»ono±¢ obliczeniowa problemu, przez co symulacja szybko si¦ wykonuje (oblicze-

nie 25000 kroków czasowych trwa ok. 10 sekund).

3. Odtworzenie wielu faktów stylizowanych, w tym w szczególno±ci:

• grupowania zmienno±ci na wariogramie stóp zwrotu,

• pogrubionych ogonów rozkªadów stóp zwrotu dla pewnych parametrów modelu,

• zbli»ania si¦ do rozkªadu Gaussa rozkªadów stóp zwrotu z opó¹nieniem czasowym

rτ (t) przy τ → ∞, czyli speªnienie Centralnego Twierdzenia Granicznego (cho¢ �

jak to byªo wida¢ � niedokªadnie),

• szybko zanikaj¡cej od strony ujemnych warto±ci funkcji autokorelacji stóp zwrotu.

Pomimo wielu atutów, jakie ma model progowy, nie jest on niestety pozbawiony wad. Postaram

si¦ tutaj wymieni¢ najwa»niejsze z nich:

1. Naiwno±¢ zaªo»e« (która, niestety, cz¦sto idzie w parze z wymienion¡ w zaletach pros-

tot¡).

2. Nieodtworzony charakter zaniku funkcji autokorelacji warto±ci bezwzgl¦dnych stóp zwrotu.

Na rzeczywistych rynkach mamy zanik pot¦gowy, tutaj � eksponencjalny.

3. Dynamika modelu: jak si¦ oka»e w dalszej cz¦±ci pracy, nierzadko mamy sytuacj¦,

w której wszyscy kupuj¡ lub wszyscy sprzedaj¡, ale cena stoi; to jest chyba najpowa»niejsza

wada modelu.
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Rozdziaª 4

Dalsze badania nad modelem

4.1. Magnetyzacja i wariancja spinu

4.1.1. Magnetyzacja dla maªego progu

Przejdziemy teraz do omówienia wyników moich bada« nad modelem progowym, wykracza-

j¡cych poza to, co zostaªo przedstawione w pracy [16]. Znamy ju» wariogramy stóp zwrotu

i ich rozkªad dla ró»nych parametrów, przedstawili±my tak»e funkcje autokorelacji tych stóp.

Jednak stop¦ zwrotu w modelu Sieczki-Hoªysta oblicza si¦ na podstawie magnetyzacji M ;

dlatego zachowanie magnetyzacji wymaga zbadania. Zachowanie to jest interesuj¡ce i dla

ró»nych parametrów mo»e by¢ jako±ciowo ró»ne.

Przyjrzyjmy si¦ najpierw rysunkowi 4.1, przedstawiaj¡cemu ewolucj¦ magnetyzacji w czasie

w modelu dwustanowym, czyli dla1 λ = 0. Jak wida¢, ukªad ma tendencj¦ do wpadania

w stan uporz¡dkowania, tj. magnetyzacja po pewnym czasie osi¡ga warto±¢ +1 (dodatni)

albo −1 (ujemny stan uporz¡dkowania) i pozostaje taka do ko«ca, a przynajmniej do ko«ca

czasu symulacji (nie zdarzyªo mi si¦ zaobserwowa¢ przypadku, w którym ukªad opu±ciªby

stan uporz¡dkowania, gdy ju» go osi¡gn¡ª). Przez analogi¦ do klasycznego modelu Isinga

mo»na powiedzie¢, »e temperatura ukªadu jest w tym przypadku poni»ej temperatury kryty-

cznej, zwanej temperatur¡ Curie, bo spiny maj¡ tendencj¦ do spontanicznego porz¡dkowania

si¦, i to nawet bez zewn¦trznego pola. Jak wida¢ na rysunku 4.2, dla J = 1, σ = 2 i λ = 0

temperatura ukªadu jest powy»ej krytycznej � ukªad nie wpada spontanicznie w stan uporz¡d-

kowania2. Potwierdza to, »e im wi¦ksze σ, tym wi¦ksza temperatura ukªadu. Poza tym wykres

magnetyzacji dla J = 2, σ = 4 i λ = 0 jako±ciowo nie ró»ni si¦ od wykresu magnetyzacji dla

J = 1, σ = 2 i λ = 0, a wykres dla J = 2, σ = 3.8 i λ = 0 � od wykresu dla J = 1, σ = 1.9

1Dla σ = 0 i niezerowych pozostaªych parametrów magnetyzacja szybko osi¡ga pewien ustalony poziom,

a nast¦pnie mo»e (ale nie musi) troch¦ si¦ wokóª niego waha¢, natomiast dla J = 0 i pozostaªych parametrów

niezerowych wykres magnetyzacji wygl¡da jak szum wokóª zera.
2Jak ustaliªem na podstawie symulacji, temperatura krytyczna dla J = 1 jest osi¡gana przez ukªad wªa±nie

przy σ niewiele poni»ej 2, pomi¦dzy 1.9 a 2.
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Rysunek 4.1: Ewolucja magnetyzacji dla J = 1, σ = 1 i λ = 0.

Rysunek 4.2: Ewolucja magnetyzacji dla J = 1, σ = 2 i λ = 0.

i λ = 0. Tego zreszt¡ nale»aªo si¦ spodziewa¢ � je±li przyjrzymy si¦ wyra»eniu (3.1) na si(t),

to widzimy, »e dla λ = 0 jeden z dwóch pozostaªych parametrów jest zb¦dny, bo znaczenie ma

tylko ich stosunek. To wszystko potwierdza przypuszczenie, »e dla λ = 0, czyli w przypadku

klasycznego modelu Isinga, σ/J mo»emy uto»samia¢ z temperatur¡ ukªadu.

Kolejny rysunek, 4.3, przedstawia sekwencj¦ zmian wygl¡du stanu uporz¡dkowania wraz z ros-

n¡cym od 0 do 3 parametrem λ, przy σ i J nadal równym 1. Ten stan nie jest ju» teraz ±ci±le

stanem uporz¡dkowania, bo nie wszystkie spiny maj¡ jednakow¡ warto±¢; dla odró»nienia

nazwiemy go stanem stagnacji3. Na rysunku pokazano same ujemne stany stagnacji, ale

oczywi±cie równie cz¦sto zdarzaj¡ si¦ tak»e dodatnie.

3B¦d¦ staraª unika¢ si¦ gieªdowego okre±lenia konsolidacja, poniewa» dotyczy on raczej zmian cen, które

w ogólno±ci nie musz¡ by¢ dane prostym przeksztaªceniem M(t) (patrz wzór (3.4) i rozdziaª 5).
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Rysunek 4.3: Stan stagnacji w ewolucji magnetyzacji dla λ = 0, 1, 2, 3. Wida¢, »e wahania

warto±ci magnetyzacji w stanie stagnacji staj¡ si¦ coraz wi¦ksze, a nast¦pnie odsuwa si¦ ona

od −1 tym bardziej, im wi¦ksze λ. Podobnie jest dla dodatniego stanu stagnacji.

Nie powinno specjalnie dziwi¢, »e wraz ze wzrastaj¡cym λ stan stagnacji znajduje si¦ coraz

bli»ej zera. Intuicyjnie jest to jasne � wszak gdy wzrasta λ, wzrasta próg, wi¦c coraz wi¦cej

inwestorów wybiera decyzj¦ �czekaj�, je±li nie ma naprawd¦ solidnego wsparcia od swoich

s¡siadów. W zwi¡zku z tym moduª magnetyzacji si¦ zmniejsza. Pokazuje to pogl¡dowo ry-

sunek 4.4. Przedstawiono na nim warto±¢ supt |M | w funkcji wzrastaj¡cego λ dla J = 1,

σ = 1 i symulacji ka»da po 200000 kroków czasowych, nie licz¡c okresu termalizacji. Wida¢,

»e moduª magnetyzacji w stanie stagnacji jest coraz mniejszy, ale maleje coraz wolniej, a dla

λ > 30 nawet zaczyna jakby nieznacznie rosn¡¢. W ka»dym razie najmniej wynosi on okoªo

0.14 (warto±¢ zaznaczona na rysunku czerwon¡ lini¡). Jak si¦ mo»na przekona¢, dla du»ych

λ wykres magnetyzacji wygl¡da po prostu jak szum wokóª zera � jej znak zmienia si¦ z do-

datniego na ujemny i odwrotnie z du»¡ cz¦stotliwo±ci¡, tak jakby magnetyzacja byªa caªy

czas w zerowym stanie stagnacji � mo»na wi¦c powiedzie¢, »e zostaje osi¡gni¦ty pewien próg,

poni»ej którego moduª magnetyzacji ju» nie mo»e zej±¢.

Okazuje si¦, »e wielko±ci¡ wyró»nion¡ w jaki± sposób w modelu jest, w przybli»eniu, λ = 4.

Nie jest to dokªadnie 4 (podobne zachowanie do opisanego poni»ej uzyskaªem na przykªad dla

λ = 3.95), cho¢ dynamika modelu, a w szczególno±ci równanie (3.1) wyró»nia tak¡ kombinacj¦

J i λ, dla której λ/J = 4. Na rysunku 4.5 wida¢, »e (trzeba tu jednak doda¢, »e tylko czasami)

dla λ = 4 otrzymujemy � na pewnym, cho¢ niezbyt dªugim, przedziale czasowym � przebieg

magnetyzacji z dala od stanu stagnacji po osi¡gni¦ciu tego stanu. Mo»na zatem postawi¢
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Rysunek 4.4: supt |M | w funkcji wzrastaj¡cego λ. Czerwona linia odpowiada supt |M | = 0.14.

Rysunek 4.5: Niestandardowy przebieg magnetyzacji dla J = 1, σ = 1 i λ = 4.
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Rysunek 4.6: Magnetyzacja i wariogram stóp zwrotu dla J = 1, σ = 1 i λ = 5. Tam gdzie

magnetyzacja (dane w kolorze czarnym) znajduje si¦ w stanie stagnacji, wida¢ wi¦kszy rozrzut

na wariogramie (dane w kolorze niebieskim).

hipotez¦, »e wprowadzenie do modelu parametru λ zmniejsza temperatur¦ krytyczn¡ lub »e

zmienia charakter modelu, przez co temperatura ta � o ile jeszcze mo»na mówi¢ o jej istnieniu

� nie ma ju» tak istotnego wpªywu na ukªad. Innymi sªowy, zwi¦kszanie λ dziaªa podobnie,

jak zwi¦kszanie σ. Jak poka»¡ tak»e dalsze rysunki, im wi¦ksze λ, tym ªatwiej wyj±¢ ukªadowi

ze stanu stagnacji, a to prawdopodobnie dlatego, »e pojawia si¦ wtedy wi¦cej zer w macierzy

agentów i w zwi¡zku z tym pojawia si¦ tak»e wi¦ksza szansa na jak¡± �uktuacj¦ w tej macierzy,

o znaku przeciwnym do aktualnego znaku magnetyzacji, która zapocz¡tkuje zmian¦ trendu

(pami¦tamy, »e decyzja ka»dego agenta zale»y tak»e od decyzji jego s¡siadów).

4.1.2. Magnetyzacja i wariogram stóp zwrotu

Id¹my dalej. Dla λ = 5 odst¦pstwa od stanu stagnacji zdarzaj¡ si¦ cz¦±ciej i, statystycznie

rzecz bior¡c, s¡ coraz dªu»sze. Na rysunku 4.6 jest pokazany przykªadowy przebieg magne-

tyzacji i wariogram stóp zwrotu dla tych samych danych. Jak wida¢, stopy zwrotu maj¡

wi¦kszy rozrzut w stanie stagnacji. W symulacjach, które zrobiªem dla J = 1 i σ = 1,

nie spotkaªem si¦ z odst¦pstwem od tej reguªy, mo»na zatem postawi¢ hipotez¦, »e dla takich

parametrów i ró»nych wielko±ci λ jest to faktycznie reguª¡.
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Rysunek 4.7: Magnetyzacja (linia w kolorze czarnym) i wariancja spinu (linia w kolorze

niebieskim) w czasie.

4.1.3. Wariancja spinu

Wprowad¹my teraz now¡ wielko±¢, która posªu»y nam do poczynienia kolejnej ciekawej ob-

serwacji. Wielko±¢ t¦ nazwiemy wariancj¡ spinu i oznaczymy przez σ2s � b¦dzie to po prostu

±redni kwadrat rozrzutu zmiennej spinowej si(t), gdzie w ka»dej chwili czasu t u±redniamy po

indeksie i, czyli

σ2s(t) = 〈s2i (t)〉i − 〈si(t)〉2i = 〈s2i (t)〉i −M2(t), (4.1)

jako »e4 〈si(t)〉i = M(t). W programie symulacyjnym obliczaªem wielko±¢ σ2s tak, jak stan-

dardowo oblicza si¦ wariancj¦ na podstawie serii danych:

σ2s(t) =
1

N − 1

N∑
i=1

(si(t)−M(t))2. (4.2)

Przyjrzyjmy si¦ teraz, jak wygl¡da wykres wariancji spinu w czasie i porównajmy go z wykre-

sem magnetyzacji. Porównanie przebiegu tych dwóch wielko±ci dla parametrów J = 1, σ = 1

i λ = 10 przedstawia rysunek 4.7. Znów jedna rzecz jest widoczna od razu: w stanie stagnacji

wariancja spinu jest niewielka (mie±ci si¦ w przedziale 0.2�0.4), natomiast w pozostaªych miej-

scach � du»a (0.8�1). Gdyby ró»nice te byªy mniejsze, mo»na by to wyja±ni¢ tym, »e w stanie

stagnacji kwadrat magnetyzacji jest du»y, przez co wariancja spinu si¦ zmniejsza (por. wzór

(4.1)). Jednak, wobec tego »e dla podanych parametrów magnetyzacja nie przekracza granicy

dolnej ok. −0.2 ani górnej ok. +0.2, nie mo»e by¢ to dominuj¡cy powód, bo jej kwadrat nie

4Poniewa» 〈s2i (t)〉i ≤ 1, a M2(t) ≥ 0, to σ2
s(t) ≤ 1.
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przekracza w takim wypadku 0.04. Pozostaje zatem druga mo»liwo±¢: W stanie stagnacji

wiele zmiennych spinowych przyjmuje warto±¢ 0, czyli wielu agentów wybiera

decyzj¦ �czekaj� . Nie jest to zaskoczeniem, skoro jest to stan najwy»szego moduªu mag-

netyzacji, zatem próg jest wtedy wysoki, co � jak widzieli±my w rozdziale 3.1 � oznacza, »e

agenci boj¡ si¦ handlowa¢ i mamy du»o spinów równych 0.

4.2. Wielko±ci M+ i M−. Pªynno±¢.

4.2.1. Wprowadzenie wspóªczynnika pªynno±ci

Wprowad¹my teraz trzy nowe wielko±ci:

M+(t) =
1

N

N∑
i=1

1si(t)=+1, (4.3)

M0(t) =
1

N

N∑
i=1

1si(t)=0 (4.4)

oraz

M−(t) =
1

N

N∑
i=1

1si(t)=−1. (4.5)

�atwo mo»na zauwa»y¢, »e

M(t) =M+(t)−M−(t), (4.6)

poniewa» spiny, które w danej chwili maj¡ warto±¢ 0 nie daj¡ »adnego przyczynku do magne-

tyzacji. Zauwa»my te», »e

M+(t) +M−(t) = m2(t) = 〈s2i (t)〉i, (4.7)

gdzie m2(t) to po prostu drugi moment zwykªy zmiennej spinowej si(t). Faktycznie: dla

si(t) = ±1 wkªad do m2(t) b¦dzie równy 1, za± si(t) = 0 nie b¦dzie dawaªo do« wkªadu, wi¦c

±redni kwadrat zmiennej spinowej b¦dzie sum¡ liczby spinów o warto±ciach +1 i −1. Widzimy,

»e im wi¦cej pasywnych (si(t) = 0) inwestorów, tym warto±¢ m2(t) mniejsza, a dokªadnie:

m2(t) = 1−M0(t). (4.8)

Warto teraz zwróci¢ uwag¦ na jedn¡ rzecz: chocia» Sieczka i Hoªyst precyzuj¡ z jakiego powodu

inwestorzy decyduj¡ si¦ nie kupowa¢ ani nie sprzedawa¢ walorów w danym kroku czasowym

� boj¡ si¦ handlowa¢ z powodu przegrzania rynku � to mo»liwa jest te» inna interpretacja

przyj¦tej przez nich dynamiki modelu. Pasywno±¢ inwestora na rynku nie musi by¢ zwi¡zana

z jego obaw¡, »e rynek jest przegrzany, na podstawie której podejmuje on decyzj¦, ale by¢

konieczno±ci¡ zwi¡zan¡ z brakiem pªynno±ci na rynku, gdy jest on przegrzany. Innymi sªowy,

im wi¦cej decyzji �czekaj�, tym mniejsza pªynno±¢, a im mniej takich decyzji, tym
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Rysunek 4.8: Zale»no±¢ magnetyzacji M od wspóªczynnika pªynno±ci m2.

pªynno±¢ wi¦ksza. Zatem wprowadzony w równaniu (4.7) wspóªczynnik m2, który jest tym

wi¦kszy, im mniej decyzji �czekaj�, przy powy»szych zaªo»eniach mo»e nam posªu»y¢ jako

wspóªczynnik okre±laj¡cy pªynno±¢ na rynku � b¦dziemy go zatem, na potrzeby tej pracy,

nazywali wspóªczynnikiem pªynno±ci5.

4.2.2. Zale»no±¢ wspóªczynnika pªynno±ci od magnetyzacji i wariancji spinu

Je±li na osi poziomej odªo»ymy magnetyzacj¦, za± na pionowej � odpowiadaj¡ce jej warto±ci

wspóªczynnika pªynno±ci, otrzymamy wykres w ksztaªcie podkowy. Przedstawia to (dla 50000

kroków czasowych, J = 1, σ = 1 i λ = 10) rysunek 4.8. Trzy rzeczy od razu zwracaj¡ uwag¦:

1. Wspóªczynnik m2 nigdy nie przekracza warto±ci 1, co wynika z równania (4.8).

2. Wykres ma zaªamanie dla M ≈ ±0.2. Jak wida¢ na rysunku 4.7, dla tych parametrów

jest to warto±¢ odpowiadaj¡ca stanowi stagnacji. Zatem dla stanów, które nie s¡ stanami

stagnacji, utrzymuje si¦ wzgl¦dnie wysoka pªynno±¢ (m2 w granicach 0.9�1) i dopiero

po wej±ciu w ten stan pªynno±¢ gwaªtownie spada do m2 ≈ 0.3.

5Klasyczna de�nicja pªynno±ci na rynku �nansowym okre±la j¡ jako przestrze« dla transakcji na rynku

powi¡zan¡ z gª¦boko±ci¡ rynku (wskazuj¡c¡ na wielko±¢ transakcji jakie mo»na dokona¢ na rynku bez wywoªy-

wania du»ych zmian cen). Pªynno±¢ to cecha instrumentu �nansowego, która okre±la, do jakiego stopnia mo»e

on by¢ sprzedany bez wywoªania znacz¡cych ruchów ceny i z minimaln¡ strat¡ warto±ci. Pªynno±¢ taka wy-

st¦puje wtedy, gdy istnieje na danym rynku swoboda dokonywania wszelkich transakcji sprzeda»y lub kupna,

bez obawy, »e nie znajdzie si¦ odpowiedniego popytu lub poda»y. Na podstawie [13] oraz [3]
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Rysunek 4.9: Zale»no±¢ wspóªczynnika pªynno±ci m2 od wariancji spinu σ2s . Czerwone punkty

przedstawiaj¡ zale»no±¢ empiryczn¡, za± czarna linia � dopasowan¡ do nich funkcj¦ liniow¡.

Wida¢, »e korelacja mi¦dzy m2 i σ2s jest silna.

3. Na wykresie mo»na wyró»ni¢ trzy zwarte obszary: jeden odpowiada du»ej pªynno±ci, za±

dwa kolejne s¡ obszarami pªynno±ci ograniczonej6. Zwró¢my uwag¦, »e stany du»ego

|M | s¡ prawie zawsze stanami maªegom2, a stany |M | poni»ej ok. 0.2 s¡ zwykle stanami

du»ego m2 � du»ej pªynno±ci.

Zauwa»my, »e kwadrat magnetyzacji, nawet w stanie stagnacji, jest dla parametrów J = 1,

σ = 1 i λ = 10 niewielki. Intuicja podpowiada zatem, »e wprowadzona w rozdziale 4.1.3

wariancja spinu σ2s nie powinna wiele si¦ ró»ni¢ od wspóªczynnika m2. Rzeczywi±cie, rysunek

4.9 pokazuje, »e korelacja pomi¦dzy nimi jest bardzo silna.

4.3. Zachowanie si¦ modelu dla maªego σ

Dotychczas rozwa»ali±my zachowanie si¦ ukªadu dla J = 1 i σ = 1. Teraz zmienimy proporcj¦

tych dwóch parametrów, a mianowicie zmniejszymy σ do 0.5, pozostawiaj¡c J niezmienione.

Zachowanie magnetyzacji w czasie dla parametrów J = 1, σ = 0.5 i λ = 10 b¦dzie, czasami,

wygl¡daªo jak na rysunku 4.10. Rzuca si¦ w oczy to, »e mamy w takim przypadku wi¦cej,

6Jednak, nie zawsze to tak wygl¡daªo; czasami jeden z obszarów pªynno±ci ograniczonej byª sªabo widoczny.

Ale zawsze przynajmniej jeden � prawy albo lewy � byª widoczny dobrze. Takie zachowanie wynika oczywi±cie

z tego, »e w niezbyt dªugiej symulacji czasami ujemne stany stagnacji utrzymuj¡ si¦ dªu»ej ni» dodatnie lub

odwrotnie.
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Rysunek 4.10: Ewolucja magnetyzacji w czasie dla maªego σ.

ni» dwa stany stagnacji � na rysunku 4.10 wida¢ ich trzy7. Znamienne jest to, »e im bli»szy

zera stan stagnacji, tym wahania wokóª niego mniejsze; dla zera waha« tych prawie nie ma.

Poza tym, jak pokazuj¡ dªu»sze symulacje, po wpadni¦ciu w stan stagnacji odpowiadaj¡cy

|M | ≈ 0.2 ukªad ju» z niego nie wychodzi. Taki stan stagnacji b¦dziemy zatem nazywali

ko«cowym. Wªa±nie z tego powodu pisaªem, »e tylko czasami b¦dziemy mieli ciekawe za-

chowanie magnetyzacji, bo najcz¦±ciej ukªad po prostu od razu (a dokªadnie: przed ko«cem

okresu termalizacji) wpadnie w ko«cowy stan stagnacji. Trudno powiedzie¢, czy ukªad ju»

nigdy nie wyjdzie z ko«cowego stanu stagnacji, czyli czy jest to stan trwaªy, ale dªugie symu-

lacje pokazuj¡, »e w najlepszym przypadku jest to gª¦boki stan metatrwaªy.

Ciekawe wydaje si¦ pytanie o to, czy stan stagnacji odpowiadaj¡cy M = 0 jest spowodowany

tym, »e wszystkie spiny si¦ zeruj¡, czy te» mamy w nim troch¦ spinów przyjmuj¡cych warto±ci

±1. A mo»e wszystkie przyjmuj¡ takie warto±ci i jest ich póª na póª? Aby odpowiedzie¢ sobie

na to pytanie, przyjrzyjmy si¦ wykresowi magnetyzacji z poprzedniego rysunku z naªo»on¡ na

niego zale»no±ci¡ m2(t). Wida¢ je na rysunku 4.118. Widzimy, »e dla fragmentów wykresu,

dla których M(t) = 0 mamy jednocze±nie m2(t) = 1. Oznacza to, »e wszystkie spiny przyj-

muj¡ tam warto±ci ±1, tyle »e jest dokªadnie poªowa tych równych +1 i poªowa tych równych

−1. Nie powinno to specjalnie dziwi¢ � dla M(t) = 0 rynek jest w doskonaªej równowadze,

7Stany stagnacji dla tego zestawu parametrów s¡ rozmieszczone symetrycznie wokóª zera i jest ich pi¦¢:

�zerowy�, dwa �po±rednie� i dwa �skrajne�.
8Wydaje si¦, jakoby na tym rysunku wspóªczynnik m2 przekraczaª czasami warto±¢ 1. Nie jest to jednak

prawda � wida¢ to po powi¦kszeniu fragmentu rysunku, gdzie rzekomo tak si¦ dzieje. Prawdopodobnie jest to

jaki± bª¡d programu rysuj¡cego Gnuplot.
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Rysunek 4.11: M(t) (kolor czarny) i m2(t) (kolor niebieski) dla maªego σ.

wi¦c i pªynno±¢ jest doskonaªa i wspóªczynnik m2 przyjmuje warto±¢ 1. Ciekawsze jest to,

»e tak»e w �po±rednim� stanie stagnacji, odpowiadaj¡cym M ≈ 0.07, mamy bardzo wysok¡

pªynno±¢, czyli prawie nie ma spinów przyjmuj¡cych warto±¢ 0. Natomiast gª¦bszy namysª

powinno budzi¢ to, »e dla ko«cowego stanu stagnacji wykres m2(t) praktycznie pokrywa si¦

z wykresem M(t). Co to mo»e oznacza¢? Je±li przyrównamy do siebie wyra»enia (4.6) i (4.7)

na M i m2, to dostaniemy

m2 ≈M ⇔M+ +M− ≈M+ −M− ⇔M− ≈ 0. (4.9)

Okazuje si¦, »e kiedy ukªad wpada w ujemny ko«cowy stan stagnacji, wykres m2(t) jest

w przybli»eniu odbiciem wykresu M(t) wzgl¦dem zera, a wi¦c

m2 ≈ −M ⇔M+ +M− ≈ −M+ +M− ⇔M+ ≈ 0. (4.10)

Czyli dla ko«cowych stanów stagnacji, dla których mamy m2 ≈ |M |, spiny przyjmuj¡ prawie

wyª¡cznie dwie warto±ci: zero (zawsze) i +1 dla dodatniego stanu stagnacji albo −1 dla

stanu ujemnego. Przy czym � skoro tak i skoro |M | w ko«cowym stanie stagnacji dla tych

parametrów jest równe zaledwie ok. 0.2 � to w tym przypadku tych zer jest caªkiem sporo, bo

ok. 80% (reszt¦ stanowi¡ same plus jedynki albo same minus jedynki). Zatem w modelu pro-

gowym Sieczki i Hoªysta, dla maªego σ w dodatnim ko«cowym stanie stagnacji prawie

nie ma inwestorów, którzy sprzedaj¡ walory, a w ujemnym � inwestorów, którzy

je kupuj¡, w obu tych przypadkach jest jedynie sporo inwestorów oczekuj¡cych.

Symulacje dla σ = 1 pokazuj¡, »e nie zawsze jest to prawd¡, i dobrze, bo raczej rzadko jest to
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prawd¡ na rzeczywistym rynku, gdzie zwykle nawet gdy rynek jest przegrzany, znajduj¡ si¦

jednak tacy inwestorzy, którzy mimo wszystko podejmuj¡ decyzj¦ przeciwn¡ do dominuj¡cej

na rynku. Dlaczego mamy takie, a nie inne zachowanie si¦ modelu dla maªego parametru

σ? By¢ mo»e wi¡»e si¦ to z tym, »e pojawienie si¦ ko«cowego stanu stagnacji to pewne

uporz¡dkowanie si¦ ukªadu, w którym pozostaj¡ tylko spiny zerowe i spiny o znaku zgodnym

ze znakiem magnetyzacji, a maªe σ to maªy �szum� w ukªadzie, który mógªby powodowa¢ wys-

t¦powanie w niektórych miejscach spinów niezgodnych ze wspomnianym uporz¡dkowaniem.

Dla wi¦kszego σ �szum� jest ju» wi¦kszy i spiny niezgodne ze znakiem magnetyzacji mog¡

wyst¡pi¢.

4.4. Zªamanie centralnego twierdzenia granicznego

W modelu progowym nie jest speªnione centralne twierdzenie graniczne, tzn. nieprawd¡ jest

to, »e rozkªad stóp zwrotu d¡»y do rozkªadu normalnego przy wzrastaj¡cym do niesko«-

czono±ci interwale czasowym, czyli »e, u»ywaj¡c wcze±niej wprowadzonych oznacze«,

lim
τ→∞

rτ (t) ∼ N (µ, σ2), (4.11)

gdzie µ i σ2 (nie myli¢ z parametrem σ w wyra»eniu (3.1)) s¡ odpowiednio warto±ci¡ oczeki-

wan¡ i wariancj¡ rozkªadu. Jak to byªo pokazane w rozdziale 3.2, w przypadku modelu pro-

gowego Sieczki i Hoªysta rozkªad stóp zwrotu z rosn¡cym τ zbli»a si¦ do rozkªadu Gaussa, ale �

przynajmniej dla τ = 256 � nie osi¡ga go. Pójd¹my dalej i zbadajmy ksztaªty rozkªadów rτ (t)

dla wi¦kszych τ (kolejnych pot¦g czwórki, poczynaj¡c od 1024). Wyniki moich oblicze« przed-

stawia rysunek 4.12. Jak wida¢, rozbie»no±¢ mi¦dzy rozkªadem normalnym a rozkªa-

dem rτ (t) w modelu Sieczki i Hoªysta pozostaje mimo zwi¦kszania τ . Tu, a mo»e

nawet jeszcze bardziej na rysunku 3.3 dla τ = 256, wida¢ charakterystyczne �dzióbki� po

bokach rozkªadu, stanowi¡ce jego subteln¡ struktur¦. Wyja±nienie ich wyst¦powania, które

sygnalizowaªem w rozdziale 3.2, jest proste. Przykªadowo, przyjrzyjmy si¦ nieprzeskalowanemu

zgodnie z odchyleniem standardowym rozkªadowi stóp zwrotu r256(t) (rysunek 4.13). �atwo

zauwa»y¢, »e �dzióbki� (zaznaczone czerwonymi strzaªkami) wyst¦puj¡ dla r256 ≈ ±0.4. Je±li
przytoczymy teraz fragment wykresu magnetyzacji M w czasie dla tych danych (rysunek

4.14), zauwa»ymy, »e warto±¢ 0.4 jest przybli»on¡ ró»nic¡ mi¦dzy suptM(t) a inftM(t), czyli

mi¦dzy górnym i dolnym brzegiem wykresu magnetyzacji, a jak widzieli±my wcze±niej, w tych

obszarach warto±¢ magnetyzacji �lubi� dªugo przebywa¢. W zwi¡zku z tym, przy odpowiednio

du»ym odst¦pie czasowym, cz¦sto zdarza¢ si¦ b¦d¡ przeskoki z dolnego do górnego (rτ = +0.4)

i z górnego do dolnego (rτ = −0.4) kra«ca wykresu magnetyzacji � st¡d zatem bior¡ si¦ owe

charakterystyczne �dzióbki�!

Pozostaje jeszcze wyja±ni¢, dlaczego �dzióbki� si¦ nie powi¦kszaj¡ ze wzrastaj¡cym τ . Otó»,

jak wida¢ na rysunku 4.14, przeskoki z ujemnego na dodatni i z dodatniego na ujemny stan
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Rysunek 4.12: Rozkªady przeskalowanych stóp zwrotu dla wi¦kszych τ . Histogramy stopy

zwrotu rτ (t) dla J = 1, σ = 1, λ = 10 i ró»nych kroków czasowych τ . Stopy zostaªy

przeskalowane zgodnie z odpowiednim odchyleniem standardowym σr. Rozkªady zostaªy prze-

suni¦te w gór¦ o czynnik 10, 100, 1000 itd. Czarn¡ lini¡ ci¡gª¡ zaznaczono rozkªad normalny.

Rysunek 4.13: Rozkªad stóp zwrotu r256(t) dla J = 1, σ = 1 i λ = 10.
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Rysunek 4.14: Magnetyzacja M w czasie dla danych z rysunku 4.13 (fragment).

stagnacji na wykresie magnetyzacji zdarzaj¡ si¦ ±rednio co jaki± sko«czony czas. W pewnym

momencie warto±¢ τ przekracza ju» dªugo±¢ tego czasu, w zwi¡zku z czym liczba przeskoków

z dolnego na górny i z górnego na dolny kraniec wykresu magnetyzacji, gdy przeskakujemy

o τ do przodu, nie b¦dzie ju» rosªa.

Nale»y podkre±li¢, »e wykazanie, i» centralne twierdzenie graniczne jest tutaj zªamane, stanowi

jeden z kluczowych wyników badawczych mojej pracy.
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Rozdziaª 5

Mody�kacja modelu Sieczki i Hoªysta

5.1. Motywacja

Autorzy modelu progowego upro±cili obliczenia logarytmicznej stopy zwrotu zakªadaj¡c, »e

wielko±¢ P0(t) w wyra»eniu (3.4) na cen¦ instrumentu �nansowego, której ewolucj¦ opisuje ten

model, jest staªa, równa P0. Jak byªo podane, przy takich zaªo»eniach zale»na od czasu loga-

rytmiczna stopa zwrotu jest dana przez ró»nic¦ magnetyzacji w tym i poprzednim kroku cza-

sowym (wzór (3.5)). Jednak, jak to ju» byªo powiedziane w rozdziale 3.1, gdzie omawiali±my

zaªo»enia modelu Sieczki-Hoªysta, P0(t) w ogólno±ci powinno podlega¢ tzw. geometrycznemu

ruchowi Browna, czyli logarytm tej wielko±ci powinien podlega¢ ruchowi Browna. Mo»e troch¦

dziwi¢, dlaczego autorzy nie poszli tym tropem, nie jest bowiem trudno wprowadzi¢ w kodzie

programu mody�kacj¦, która oblicza stopy zwrotu przy zaªo»eniu bª¡dzenia P0(t) zgodnie

z tym schematem. Najwa»niejsza korzy±¢ zwi¡zana z wprowadzeniem takiej mody�kacji to, jak

zobaczymy, bardziej realne wykresy ceny waloru (dotychczas cena wygl¡daªa bardzo podobnie

do magnetyzacji, czyli maªo realnie). Wydaje mi si¦, »e jedn¡ z przyczyn mogªo by¢ to, »e

wprowadzane s¡ w ten sposób do modelu dodatkowe parametry: pocz¡tkowa cena waloru

P0(0), odchylenie standardowe, σP , rozkªadu normalnego, z którego losowane s¡ zmiany lo-

garytmu ceny oraz warto±¢ ±rednia tego rozkªadu. Interesuj¡ce wydaje si¦ pytanie, czy (je±li

w ogóle) wprowadzenie takiej mody�kacji do modelu zmieni charakter uzyskanych wyników,

a w szczególno±ci czy rynkowe fakty stylizowane dotychczas odtwarzane przez model, nadal

bed¡ przeze« odtwarzane. Na to wªa±nie pytanie b¦d¦ staraª si¦ odpowiedzie¢ w tym rozdziale.

5.2. Zaªo»enia

Równanie stochastyczne dla geometrycznego ruchu Browna przyjmuje posta¢1:

dSt = µStdt+ σStdWt, (5.1)

1Poni»sze obliczenia przeprowadzono na podstawie [3] oraz [2].
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gdzie Wt to proces Wienera centrowany w zerze o dyspersji jednostkowej, za± µ i σ (nie myli¢

z parametrem σ ze wzoru (3.1) na si(t)) s¡ staªymi. Rozwi¡zaniem tego równania jest

St = S0 exp

((
µ− σ2

2

)
t+ σWt

)
, (5.2)

z czego wynika, »e

ln

(
St
S0

)
∼ N

((
µ− σ2

2

)
t, σ2t

)
. (5.3)

Tutaj St ≡ P0(t) oraz σ
2 ≡ σ2P . Mamy zatem zale»no±¢

ln

(
P0(t)

P0(t− 1)

)
∼ N

((
µ− σ2P

2

)
, σ2P

)
. (5.4)

W symulacji przyj¡ªem cen¦ pocz¡tkow¡ P0(0) = 10, σP = 0.005 oraz, aby zredukowa¢ do

niezb¦dnego minimum liczb¦ parametrów w modelu, µ = 0.0000125 tak, i»

P0(t) = P0(t− 1) · ea(t), gdzie a(t) ∼ N (0, 0.005), (5.5)

przy czym a(t) w kolejnych chwilach czasu t s¡ od siebie niezale»ne.

5.3. Wyniki symulacji

5.3.1. Wariogramy stóp zwrotu

Rysunek 5.1 przedstawia przykªadow¡ ewolucj¦ ceny instrumentu �nansowego, opisywanej

przez model, dla parametrów J = 1, σ = 1 i λ = 10. Wida¢, »e nasz wykres jako±ciowo przy-

pomina wykresy ceny instrumentów �nansowych z rynków rzeczywistych. Kolejny rysunek,

5.2, jest analogiem rysunku 3.1 � przedstawia wariogramy stóp zwrotu dla J = 1, σ = 1

i ró»nych λ. Rysunek ten jako±ciowo bardzo przypomina rysunek 3.1.

Wybór σP równego wªa±nie 0.005 byª podyktowany tym, »e, jak si¦ okazaªo, dla zbyt du»ej

warto±ci tego parametru w trakcie symulacji zdarzaj¡ si¦ zbyt du»e skoki P0(t), które na

rzeczywistym rynku raczej nie powinny mie¢ miejsca. Poza tym zaciera si¦ efekt grupowania

zmienno±ci � zmniejsza si¦ ró»nica pomi¦dzy stanami o du»ej zmienno±ci a tymi o zmienno±ci

mniejszej, co � dla J = 1, σ = 1, λ = 5 i ró»nych σP � pokazuje rysunek 5.3.

Jaka mo»e by¢ przyczyna takiej zmiany w wygl¡dzie wariogramów? Prawdopodobnie jest ona

wynikiem tego, »e na caªkowit¡ zmienno±¢ wpªywaj¡ teraz dwa efekty, co pokazuje wyra»enie

na logarytmiczn¡ stop¦ zwrotu z inwestycji (por. wyra»enie (2.18)):

r(t) = ln

(
P (t)

P (t− 1)

)
= ln

(
P0(t) · eM(t)

P0(t− 1) · eM(t−1)

)
=

= ln(P0(t))− ln(P0(t− 1)) +M(t)−M(t− 1) =

= rP (t) + rM (t), (5.6)
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Rysunek 5.1: Wykres ceny w zmody�kowanym modelu Sieczki i Hoªysta.

Rysunek 5.2: Wariogramy stóp zwrotu w zmody�kowanym modelu Sieczki i Hoªysta.
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Rysunek 5.3: Zanikanie grupowania wariancji wraz ze zwi¦kszaniem σP . Wprowadzenie P0

zale»nego od czasu powoduje zmiejszenie grupowania zmienno±ci na wariogramie. Efekt jest

tym silniejszy, im wi¦ksze σP . Górny rysunek pokazuje przypadek P0 = const (σP = 0),

±rodkowy: σP = 0.01, za± dolny: σP = 0.1.

gdzie skorzystali±my ze wzoru (3.4) na cen¦ waloru. Widzimy zatem, »e nowa stopa zwrotu

skªada si¦ z dwóch czªonów:

rM (t) =M(t)−M(t− 1) (5.7)

to dotychczasowa, �stara� stopa z wyra»enia (3.5), natomiast

rP (t) = ln(P0(t))− ln(P0(t− 1)) (5.8)

to dodatkowy skªadnik, zwi¡zany z tym, »e P0(t) zmienia si¦ z okresu na okres. Korzystaj¡c

ze wzoru (5.5), ªatwo dostajemy, »e

rP (t) ∼ N (0, 0.005), (5.9)

czyli czªon rP (t) ma rozkªad gaussowski o ±redniej 0 i wariancji równej 0.005.

Zatem pierwszy efekt wpªywaj¡cy na caªkowit¡ zmienno±¢ to zmiany magnetyzacji, zwi¡zane

ze skªadnikiem rM (t) � to ju» mieli±my dotychczas. Natomiast efekt drugi, nowy, to zmia-

ny P0(t) w czasie, zwi¡zane z czªonem rP (t) (por. wyra»enie (5.6)). Mo»na si¦ kªóci¢, »e

przecie» dodatkowy czªon wpªywa na zmienno±¢ w ka»dym momencie, tak»e wtedy, gdy jest

ona wi¦ksza. Faktycznie, tak jest, jednak poniewa» efekt zwi¦kszenia zmienno±ci zwi¡zany

z czªonem rP (t) jest jednakowy w ka»dym momencie (bo parametry geometrycznego ruchu

Browna nie zmieniaj¡ si¦ w czasie), zaciera si¦ ró»nica pomi¦dzy grubszymi i cie«szymi frag-

mentami wariogramu i caªo±¢ wydaje si¦ bardziej jednolita. Zauwa»my, jak du»a jest caªkowita
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zmienno±¢ dla σP = 0.1! Mo»na te» polemizowa¢, »e czªon rP (t) mo»e mie¢ przeciwny znak,

ni» rM (t), w zwi¡zku z czym czasami zmienno±¢ mo»e by¢ mniejsza. To prawda, ale nie b¦dzie

tego wida¢ na wariogramie, poniewa» jest on bardzo zag¦szczony i zawsze s¡ na nim widoczne

tylko najwi¦ksze i najmniejsze w danym momencie stopy zwrotu, których moduª stanie si¦

wi¦kszy gdy b¦dziemy mieli dwa czªony odpowiedzialne za zmienno±¢, a nie jeden.

Z drugiej strony, σP nie mo»e te» by¢ za maªe, gdy» im jest ono mniejsze, tym bardziej nasz

model przypomina swoj¡ niezmody�kowan¡ wersj¦ i wykres ceny przypomina wykres magne-

tyzacji, czyli wygl¡da maªo przekonuj¡co. Staraªem si¦ zatem wybra¢ zªoty ±rodek pomi¦dzy

nierealnie du»ymi a nierealnie maªymi warto±ciami parametru σP i wybraªem, metod¡ prób

i bª¦dów, wªa±nie warto±¢ 0.005.

5.3.2. Stopa zwrotu z opó¹nieniem czasowym w mody�kacji modelu

Sieczka i Hoªyst zde�niowali w swoim modelu logarytmiczn¡ stop¦ zwrotu z opó¹nieniem

czasowym τ . Ich wyra»enie � (3.6) � byªo bardzo proste, ale oczywi±cie teraz si¦ ono zmieni,

podobnie jak zmieniªo si¦ wyra»enie na zwykª¡ stop¦ zwrotu r(t). Nowa logarytmiczna stopa

zwrotu z opó¹nieniem czasowym, obliczona analogicznie jak nowe r(t), to

rτ (t) = ln

(
P (t)

P (t− τ)

)
= ln

(
P0(t) · eM(t)

P0(t− τ) · eM(t−τ)

)
=

= ln(P0(t))− ln(P0(t− τ)) +M(t)−M(t− τ) =

= rPτ (t) + rMτ (t), (5.10)

gdzie interpretacja czªonów rMτ (t) oraz rPτ (t) jest podobna, jak interpretacja czªonów rM (t)

oraz rP (t) w wyra»eniu (5.6). Warto zauwa»y¢ nast¦puj¡c¡ rzecz,

rPτ (t) = rP (t) + rP (t− 1) + · · ·+ rP (t− τ + 1) ∼ N (0,
√
τ · 0.0052). (5.11)

Wida¢, »e rPτ (t) podlega rozkªadowi Gaussa jako suma zmiennych z tego rozkªadu, co wynika

z CTG (por. zale»no±¢ (5.9)). Warto±¢ oczekiwana tego rozkªadu b¦dzie oczywi±cie nadal

równa 0, jednak czy jego wariancja b¦dzie równa po prostu τ · 0.0052? Zmienne te nie s¡

niezale»ne, poniewa» maj¡ parami wspólne czªony, ale, jak si¦ okazuje, ich kowariancja jest

równa 0 tak, »e wariancja rozkªadu, któremu podlega rPτ (t) jest równa wªa±nie τ · 0.0052.
Obliczmy to. Skorzystamy ze wzoru (5.5),

rP1 (t) = rP (t) =
ln(P0(t))

ln(P0(t− 1))
= a(t), gdzie a(t) ∼ N (0, 0.005). (5.12)

Jednocze±nie, dysponujemy de�nicj¡ kowariancji

Cov(x, y) = E(x · y)− E(x) · E(y), (5.13)
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Rysunek 5.4: Statystyka rP16(t) wraz z dopasowan¡ krzyw¡ gaussowsk¡.

gdzie E(·) oznacza warto±¢ oczekiwan¡. Z tych dwóch wyra»e« dostajemy

Cov(rP (t), rP (t− 1)) = E(a(t) · a(t− 1))− E(a(t)) · E(a(t− 1)) =

= E(a(t)) · E(a(t− 1))− E(a(t)) · E(a(t− 1)) = 0, (5.14)

gdzie skorzystali±my z tego, »e a(t) i a(t− 1) s¡ dwiema niezale»nymi zmiennymi losowanymi

z rozkªadu normalnego (odwoªuj¡c si¦ do sposobu realizacji geometrycznego ruchu Browna

w kodzie programu symulacyjnego). Analogicznie obliczy¢ mo»na

Cov(rP (t), rP (t− τ ′)) = 0, (5.15)

gdzie τ ′ jest dowoln¡ liczb¡ mi¦dzy 1 a τ ze wzoru (5.11). Skoro za± kowariancja mi¦dzy

dowolnymi ze zmiennych jest równa zero, to wariancja sumy zmiennych jest sum¡ wariancji

tych zmiennych, a poniewa» wariancje te s¡ takie same, to

Var(rPτ (t)) = τσ2P . (5.16)

Jako »e σP = 0.005, to Var(rPτ (t)) = τ · 0.0052, tak jak postulowali±my.

Sprawd¹my, czy obliczenia zgadzaj¡ si¦ z rzeczywisto±ci¡. Rysunek 5.4 przedstawia statystyk¦

rP16(t) oraz dopasowan¡ do niej w programie Gnuplot krzyw¡ gaussowsk¡. Jak wida¢, dopa-

sowanie jest bardzo dobre � faktycznie mamy do czynienia z rozkªadem normalnym. Parametr

σ tej krzywej obliczony z dopasowania to 0.0200648, co dobrze zgadza si¦ z warto±ci¡ teore-

tyczn¡, równ¡
√
16 · 0.0052 = 0.02.
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Rysunek 5.5: Statystyki stóp zwrotu w modelu zmody�kowanym. Po lewej: J = 1, σ = 1

i ró»ne λ. Po prawej: J = 1, λ = 10 i ró»ne σ.

5.3.3. Pozostaªe wyniki

Przyjrzyjmy si¦ teraz, jak wygl¡daj¡ rozkªady stóp zwrotu r16(t) dla ró»nych parametrów

zmody�kowanego modelu progowego. Przedstawia je rysunek 5.5. Ogólnie rozkªady stóp

zwrotu w mody�kacji modelu progowego s¡ podobne do tych, które przedstawiªem w rozdziale

3.2 na rysunku 3.2. Najwi¦ksz¡ ró»nic¡, która od razu rzuca si¦ w oczy, jest pogrubienie

rozkªadu r(t). Jest to widoczne szczególnie wtedy, gdy pierwotna grubo±¢ rozkªadu byªa

niewielka, a wi¦c w pierwszej kolejno±ci dla J = 1, σ = 0.5 i λ = 10 (prawa cz¦±¢ rysunku,

kolor czerwony), a potem dla J = 1, σ = 1 i λ = 5 (po lewej, kolor zielony). Jest to wyraz tego,

o czym ju» mówili±my omawiaj¡c wariogramy � doszªa nam dodatkowa zmienno±¢ zwi¡zana

z czªonem rP (t) i to ona sprawiªa, »e rozkªady s¡ grubsze. Przy dokªadniejszym porównaniu

rysunków 3.2 oraz 5.5 mo»na te» zauwa»y¢, »e rozkªad jakby nieco spªaszczyª si¦ u góry �

gdy pojawiªa si¦ dodatkowa zmienno±¢, zwi¡zana z czªonem rP16(t), mniej jest zerowych stóp

zwrotu.

Kolejny rysunek, 5.6, przedstawia zanikanie grubych ogonów wraz z rosn¡cym krokiem cza-

sowym τ w zmody�kowanej wersji modelu. Tu zwraca uwag¦ przede wszystkim to, »e opisy-

wane przeze mnie przy okazji rysunku 3.3 i pó¹niej w rozdziale 4.4 charakterystyczne �dzióbki�

zmniejszyªy si¦. Zatem dodanie bª¡dzenia geometrycznego do ewolucji ceny powoduje ±ci¦-

cie �dzióbków�. W zwi¡zku z tym, »e tego typu �dzióbki� nigdy nie byªy obserwowane na

rzeczywistych rynkach, przedstawiona przeze mnie mody�kacja modelu, przynajmniej pod

tym wzgl¦dem, wydaje si¦ wªa±ciwsza. Co dzieje si¦ dla jeszcze wi¦kszych τ? Rysunek 5.7

przedstawia dwa rozkªady � dla τ = 16384 i τ = 65536 � wraz z dopasowanym rozkªadem nor-

malnym. Wida¢, »e dla τ = 16384 (lewa cz¦±¢ rysunku), rozkªad bardzo przypomina rozkªad

normalny. S¡ pewne odst¦pstwa, nieregularno±ci, ale ogólnie rozkªad ten znacznie bardziej

przypomina Gaussowski, ni» analogiczny rozkªad w pierwotnej wersji modelu (patrz rysunek
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Rysunek 5.6: Zanikanie grubych ogonów z rosn¡cym τ w mody�kacji modelu. Histogramy

stopy zwrotu rτ (t) dla J = 1, σ = 1, λ = 10 i ró»nych kroków czasowych τ . Stopy zostaªy

przeskalowane zgodnie z odpowiednim odchyleniem standardowym σr. Rozkªady zostaªy prze-

suni¦te w gór¦ o czynnik 10, 100, 1000 itd. Czarn¡ lini¡ ci¡gª¡ zaznaczono rozkªad normalny.

Rysunek 5.7: Rozkªady przeskalowanych rτ (t) dla wi¦kszych τ w mody�kacji modelu. His-

togramy stopy zwrotu rτ (t) dla J = 1, σ = 1, λ = 10 oraz τ = 16384 (po lewej) i τ = 65536

(po prawej). Stopy zostaªy przeskalowane zgodnie z odpowiednim odchyleniem standardowym

σr. Czarn¡ lini¡ ci¡gª¡ zaznaczono rozkªad normalny.
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Rysunek 5.8: Autokorelacja stopy zwrotu w mody�kacji modelu.

4.12, kolor niebieski). Zastanawiaj¡ce jest to, »e parametr σP rozkªadu Gaussa dopasowanego

w programie Gnuplot do rozkªadu empirycznego dla τ = 16384 jest bliski jedno±ci (0.995102).

Nie jest to parametr σP rozkªadu rP16384, bo ten jest równy
√
16384 · 0.0052 = 0.64. By¢ mo»e

wi¦c jest to tylko zbieg okoliczno±ci. Je±li chodzi o τ = 65536 (prawa cz¦±¢ rysunku), to

podobie«stwo do rozkªadu normalnego jest ju» znacznie mniejsze. Nieregularno±ci s¡ wyra¹-

niejsze, a poza tym rozkªad jest jakby obci¦ty po bokach (w niewielkim stopniu byªo to ju»

wida¢ dla τ = 16384).

Funkcja autokorelacji stóp zwrotu, przedstawiona na rysunku 5.8, wygl¡da bardzo podob-

nie do swojej odpowiedniczki w modelu niezmody�kowanym. Ró»ni si¦ jedynie gª¦boko±ci¡

pocz¡tkowego �doªka� � w wersji niezmody�kowanej jest to prawie dokªadnie −0.2, a tutaj

troch¦ mniej, w okolicach −0.16. Dodatkowy czªon rP (t) w nowej stopie zwrotu r(t) powoduje

takie wªa±nie spªaszczenie � autokorelacja obliczana tylko dla tego czªonu natychmiast spada

do (prawie) zera, co nie powinno dziwi¢, skoro kolejne stopy zwrotu rP (t) s¡ kolejnymi nieza-

le»nymi zmiennymi z rozkªadu Gaussa a(t) (por. wyra»enie (5.12)). U±rednienie zachowania

si¦ autokorelacji tego skªadnika i skªadnika rM (t) powoduje takie spªaszczenie �doªka� funkcji

autokorelacji stóp zwrotu.

Pozostaªo nam jeszcze przyjrzenie si¦ funkcji autokorelacji moduªów stóp zwrotu (rysunek

5.9). Jak wida¢, ksztaªt funkcji autokorelacji pozostaª niezmieniony. Dla symulacji o dªugo±ci

10 mln kroków czasowych, który to przypadek zostaª pokazany na rysunku 5.9, do τ = 1200

nie byªo warto±ci ujemnych tej funkcji, poza tym caªo±¢ jest jakby bardziej podobna do tego,
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Rysunek 5.9: Autokorelacja moduªu stopy zwrotu w mody�kacji modelu.

co otrzymali autorzy w oryginalnym modelu (patrz rysunek 3.5, u góry), ale tu oczywi±cie

mamy do czynienia z nieco innym modelem, wi¦c to podobie«stwo jest raczej przypadkowe.

Ogólnie jednak autokorelacja nadal zanika eksponencjalnie, a nie pot¦gowo, jak na rzeczy-

wistych rynkach, pod tym wzgl¦dem zatem nie ma ani pogorszenia, ani polepszenia.

Zatem moja urealniaj¡ca model mody�kacja nie zaburza odtwarzania przez niego faktów

stylizowanych, a w dodatku rozkªad stóp zwrotu z opó¹nieniem czasowym rτ (t) ma sªabiej

widoczne nieregularno±ci, �dzióbki�. W zwi¡zku z tym, »e na rzeczywistych rynkach nie s¡

one obserwowane, ta wersja modelu progowego wydaje si¦ wªa±ciwsza.
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Rozdziaª 6

Podsumowanie

6.1. Co zostaªo zrobione w tej pracy

Praca ta skªadaªa si¦ z swóch zasadniczych cz¦±ci: cz¦±ci monogra�cznej oraz cz¦±ci opisuj¡cej

moje wªasne badania. Osi¡ pracy byª progowy model rynków �nansowych, zaproponowany

przez Pawªa Sieczk¦ i Janusza A. Hoªysta z Wydziaªu Fizyki Politechniki Warszawskiej.

W cz¦±ci monogra�cznej opisano najpierw modele, które posªu»yªy autorom jako inspiracja do

sformuªowania modelu progowego, a w ko«cu sam model progowy, w ramach którego badano

dynamik¦ ceny instrumentu �nansowego. Wyniki byªy uzyskane na bazie symulacji kompu-

terowych, metod¡ dynamiki statystycznej. Wraz z prezentacj¡ wyników opisanych w pracy

[16], pokazaªem tak»e moje ich odtworzenie. W wi¦kszo±ci przypadków (wariogramy stóp

zwrotu z grupowaniem wariancji, rozkªady tych»e z grubymi ogonami zanikaj¡cymi wraz

z rosn¡cym krokiem czasowym, funkcja autokorelacji stóp zwrotu) wyniki moje i autorów

byªy bardzo podobne, z wyj¡tkiem funkcji autokorelacji warto±ci bezwzgl¦dnych stóp zwrotu,

która co prawda nadal byªa funkcj¡ eksponencjaln¡, jednak przebiegaªa ni»ej ni» oryginaª

i przyjmowaªa tak»e warto±ci ujemne.

W cz¦±ci z moimi wªasnymi wynikami najpierw opisaªem badania nad klasycznym modelem

Sieczki-Hoªysta. Stwierdziªem, »e rozkªady stóp zwrotu z opó¹nieniem czasowym odbiegaj¡ od

gaussowskich nawet dla bardzo du»ego opó¹nienia � obserwacja ta wykracza poza prac¦ dok-

torsk¡ Pawªa Sieczki [15]. Nast¦pnie zbadaªem zmody�kowany model, w którym zmiany cen

byªy spowodowane nie tylko zmianami magnetyzacji, lecz równie» geometrycznym bª¡dzeniem

brownowskim ceny fundamentalnej. Ta wersja modelu, cho¢ zasugerowana niejako w pracy

[16], nie byªa badana przez autorów modelu. Dopiero tu uzyskano, jak si¦ wydaje, speªnie-

nie centralnego twierdzenia granicznego, cho¢ dla asymptotycznie du»ych warto±ci opó¹nienia

czasowego pozostaje ono zªamane.
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6.2. Propozycje dalszych bada«

Na koniec pragn¦ zasygnalizowa¢ rzeczy, których nie zbadaªem w tej pracy, a którymi warto

by si¦ jeszcze zaj¡¢:

• Wszystkie symulacje byªy przeprowadzone, w zgodno±ci z symulacjami autorów, dla

macierzy 32 na 32 agentów. Warto by zbada¢ zachowanie si¦ ukªadu dla innych,

w szczególno±ci wi¦kszych (na rzeczywistych rynkach jest wszak wi¦cej, ni» 1024 inwesto-

rów) wymiarów tej macierzy. Pojawia si¦ tu problem zªo»ono±ci obliczeniowej � dla

wi¦kszej macierzy agentów symulacja b¦dzie dªu»ej trwaªa. Mimo wszystko w wi¦k-

szo±ci przypadków nie b¦dzie to du»¡ przeszkod¡. Symulacja o dªugo±ci 100000 kroków

czasowych dla macierzy 32 na 32 trwaªa tylko 40 sekund, dla macierzy 64 na 64 powinna

wi¦c potrwa¢ okoªo 2.5 minuty.

• By¢ mo»e sporo ciekawych obserwacji mo»na by byªo poczyni¢, badaj¡c, jak zmienia

si¦ macierz agentów w kolejnych krokach czasowych. Mam tu na my±li wizualizacj¦

tej macierzy, gdzie ka»da z decyzji inwestycyjnych, tj. �kupuj�, �sprzedawaj� i �czekaj�

byªaby oznaczona innym kolorem. Ciekawe zwªaszcza byªoby zachowanie si¦ tej macierzy

w stanach stagnacji (np. czy tworz¡ si¦ klastry jednakowych decyzji inwestycyjnych).

• W niniejszej pracy przedstawiªem mody�kacj¦ modelu opart¡ na uogólnionej de�nicji

ceny waloru. Oczywi±cie, jest mo»liwe wiele innych mody�kacji, np. J , σ czy λ za-

le»ne od agenta lub od czasu (niektóre z tych pomysªów mieli±my ju» w modelu Iori),

macierz interakcji z wolno malej¡cym oddziaªywaniem lub niesymetryczna, trójk¡tna

sie¢ agentów zamiast prostok¡tnej albo prostok¡tna macierz agentów, wprowadzenie do

modelu obrotów (czy jest dodatnia korelacja pomi¦dzy obrotami a zmienno±ci¡), re-

de�nicja ceny waloru, a nawet rede�nicja lokalnej dynamiki czy zmiennej spinowej si(t)

(mo»liwa na wiele ró»nych sposobów). Propozycji mo»na poda¢ wiele i niewykluczone,

»e cz¦±¢ z takich mody�kacji okazaªaby si¦ sensowna, daj¡c wyniki zgodne z faktami

stylizowanymi, by¢ mo»e nawet zanikaj¡c¡ w sposób pot¦gowy funkcj¦ autokorelacji

warto±ci bezwzgl¦dnych stóp zwrotu, czego nie udaªo si¦ osi¡gn¡¢ w podstawowej wersji

modelu progowego. Brownowska mody�kacja modelu, któr¡ przebadaªem, nie popsuªa

odtwarzania przez niego faktów stylizowanych, a nawet troch¦ je poprawiªa, co daje

nadziej¦ na tak¡ mody�kacj¦, która mogªaby odtwarzanie tych faktów jeszcze bardziej

poprawi¢.

Widzieli±my, »e zaªo»enia modelu progowego Sieczki i Hoªysta s¡ proste i »e generuje on

bardzo obiecuj¡ce, bo odtwarzaj¡ce rynkowe fakty stylizowane, wyniki. Ogólnie zatem mo»na

powiedzie¢, »e jest on dobrym punktem startowym/inspiracj¡ do stworzenia bardziej rozbu-

dowanego modelu rynków �nansowych, który, bazuj¡c na tak solidnej podstawie, ma szanse
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odtworzy¢ jeszcze wi¦cej faktów stylizowanych, a mo»e nawet posªu»y¢ do przewidywania za-

chowania si¦ rynku. Model progowy jest na tyle obiecuj¡cym modelem rynku, »e na pewno

warto zaj¡¢ si¦ nim dogª¦bniej, ni» zostaªo to uczynione w tej pracy, ze szczególnym naciskiem

na ewentualne uogólnienia i mody�kacje.
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