Zadania domowe z analizy funkcjonalnej. Seria I

Zadanie 1 Niech [ (Z Z } bedzie macierza rzeczywista o wyznaczniku 1. Pokazaé, ze odwzo-

rowanie na L?(R) zadane przez

1 axr +b
Uf(x) = |cx+d|f(cx+d>’ reR

jest unitarne.

Zadanie 2 Niech S' oznacza okrag jednostkowy sparametryzowany katem ¢ € [0,27[. Niech
St 3 ¢+ ®(¢) € S! bedzie bijekcja klasy Ct. Zdefinujmy operator W na funkcjach na S*
wzorem

(i) Pokazaé, ze W jest operatorem ograniczonym na L2(S') i znalezé |[W||.

(ii) Znalez¢ operator unitarny U i operator dodatni A takie, ze W = AU.

Zadanie 3 Rozwazmy C" z bazg kanoniczng (§; : j=0,1,...,n —1). Zdefiniujmy operatory

n—2 n—1
U= Y 10;+1)(8] +100)(Fn1l, R =100)(d0| + D 10n—;)(]-
j=0 J=1

(i) Pokaza¢, ze U i R sa unitarne.
(ii) Znalez¢ baze ortonormalng w ktorej U jest diagonalny.
(iii) Znalez¢ baze ortonormalna w ktorej U + U™ i R sa diagonalne.
Zadanie 4 Rozwazmy [?(Z) z baza kanoniczna (J; : j € Z). Zdefiniujmy operatory

o0

U= > 16400, R= D 165l

j:—oo j:foo

(i) Pokaza¢, ze U i R sa unitarne.
(ii) Czy istnieje baza ortonormalna w ktorej U jest diagonalny?
(iii) Podaé¢ operator unitarny W : [2(Z) — L?(S%) taki, ze

WUW* =B, (Bf)(¢)=ef(¢). fe LS.



(iv) Podaé operator unitarny V : I12(Z) — L?(0,7) @ L?(0, ) taki, ze

T 0

VRV:[O T

], V(U+U*)V*:[C 0 ]

0 C

gdzie
(Cg)(¢) = 2cos dg(¢), g€ L*(0,m).

Wskazéwka. Najpierw rozwiazaé¢ poprzednie zadanie.

Zadanie 5 Rozwazmy L?(S') z baza ortonormalna e, (¢) = \/%ei"‘b, n € Z. Niech (¢, : n € Z)

bedzie ciaggiem ograniczonym. Zdefinujmy operator

o

C= > cnlen)(enl.

n=—oo

(i) Pokaza¢, ze C' jest ograniczony i ma norme sup{|c,| : n € Z}.
o0
(ii) Pokaza¢, ze jesli > |cn| < o0, to C posiada jadro catkowe rowne
n=—00

C(,p) = 42220,

&8

gdzie ¢(v) = Y e ¥c,..

n=-—00
Zadanie 6 Na L?(S') rozwazy¢ operator P. z jadrem catkowym

sinh e

P(p,v) = cosh e — cos(¢ — w)

Pokazac, ze s— li{% P.=1i|P| =1
€
Wskazéwka. Pokazaé, uzywajac bazy ortonormalnej z poprzedniego zadanie, ze

o

P = Z e_e‘n‘|6n)(6n|'

n=—oo

Zadanie 7 Niech f : [0,00[— [0,1] bedzie funkcja ciagla i malejaca, taka, ze f(0) = 1 i
tlim f(t) = 0. Rozwazmy przestrzen Hilberta [ z baza kanoniczna (6; : j € N}. Zdefi-
—00

niujmy roddzine operatoréw

Ce:

> F(ed)16;) (551,

j=1

(i) Pokazaé¢, ze funkcja [0,00[> € — C. jest normowo ciagla na ]0,00[ lecz normowo
nieciagla w € = 0.



(ii) Pokaza¢, ze funkcja [0, 00[> € — C¢ jest silnie ciagta.
Zadanie 8 Mowimy, ze P jest rzutem, gdy P? = P.

(i) Pokazaé, ze jesli P jest rzutem niezerowym, to || P|| > 1.
(ii) Pokaza¢, ze dla kazdego ¢ > 1 istnieje rzut na przestrzeni Hilberta taki, ze || P|| = c.
Wskazéwka. Wystarczy rozwazaé 2-wymiarowe przestrzenie Hilberta.
(iii) Pokazac, ze jesli P jest rzutem na przestrzeni Hilberta takim, ze || P|| = 1, to jest to
rzut ortogonalny.

Zadanie 9 Niech (U, : n=1,2,...) bedzie ciagiem operatoréw unitarnych.

(i) Pokazaé, ze jesli lim U, = U, to U jest unitarny.

n—oo
(ii) Pokaza¢, ze jesli s— lim U, = U is— lim U} = U*, to U jest unitarny.
n—oo n—oo
(iii) Pokaza¢, ze jesli s— lim U, = U, to U jest izometria. Poda¢ przyklad ciagu operato-
n—oo

row unitarnych, ktorego silna granica nie jest unitarna.
(iv) Pokazaé¢, ze jesli w— lim U, = U, to ||U|| < 1. Podaé¢ przyklad ciagu operatorow
unitarnych, ktérego Sfaﬁ)(;o granica jest zerem.
Zadanie 10 Niech (P, : n=1,2,...) bedzie ciagiem rzutéw. Niech s— lim P, = P. Pokaza¢,
ze P jest rzutem. .
Wskazowka. Mozna zalozy¢, ze sup || P,|| < oco. (Wynika to z Tw. Banacha-Steinhausa i
silnej zbieznosci ciagu (Fy,)).

Zadanie 11 Niech A,, bedzie ciggiem samosprzezonych operatoréw ograniczonych na przestrzeni

Hilberta takich, ze w— lim A, = A. Pokazaé, ze A jest samosprzezony.
n—oo

Zadanie 12 Niech (P, : n=1,2,...) bedzie ciagiem rzutéw ortogonalnych.

(i) Niech s— lim P, = P. Pokaza¢, ze P jest rzutem ortogonalnym.
n—oo

(ii) Podac przyktad ciagu (P, : n =1,2,) rzutow ortogonalnych takich, ze w— lim P, =

1 n—oo
1.



