Zadania domowe z analizy funkcjonalnej. Seria II

Zadanie 1 Dla f € L?(]0, cc[) definiujemy

(Tf)(z) =27 f(a™).
Czy T jest operatorem
(i) ograniczonym,
(il) unitarnym,
(iii) samosprzezonym.

Zadanie 2 Niech a € C, Rea < 0. Niech (6, : n € N) oznacza baze kanoniczng w 12(N).
Zdefiniujmy nastepujacy operator na [?(N):

T = e"6,11)(0nl.
n=1
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) Pokazac, ze T jest operatorem ograniczonym i znaleZ¢ jego norme.
) Dla jakich a operator T' jest izometria?

(iii) Policzy¢ T*T.

(iv) Policzyé T2.
)
)

—
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Dla jakich « istnieje s — limy, oo 17

Dla jakich « istnieje lim,, o, T™7?
Zadanie 3 Rozwazmy [2(Z) z baza kanoniczng (6, : n € Z). Niech § € R. Zdefiniujmy wektory
by, := cos(0n)dy, + sin(0n)d_,.
Pokaza¢, ze (b, : n € Z) jest baza ortnormalna.

Zadanie 4 Policzy¢ tranformate Fouriera funkcji
flx) = e 17" cosz?.

Zadanie 5 Niech 0 < o < 7. Dla f € L?(S!) zdefiniujmy

n@ = [ 1o

(i) Policzy¢ Te,, gdzie e,(¢) := e"?.

(ii) Pokazaé, ze T jest operatorem ograniczonym i znalezé jego norme.



Zadanie 6 Niech 1 < p < oo i f € LP(R3). Niech |z| oznacza norme euklidesowa wektora
z € R3. Dla jakiego m funkcja (1 + |z|?)~™ f nalezy do L*(R%)?

Zadanie 7 Niech d bedzie liczba naturalng. Dla jakiego m nastepujaca funkcja nalezy do
L*(RY):
(i) |7,
(i) (L [z)™™,
(i) [Ty (1 + i)™



