
Zadania domowe z analizy funkcjonalnej. Seria II

Zadanie 1 Dla f ∈ L2([0,∞[) definiujemy

(Tf)(x) := x−1f(x−1).

Czy T jest operatorem

(i) ograniczonym,
(ii) unitarnym,
(iii) samosprzężonym.

Zadanie 2 Niech α ∈ C, Reα ≤ 0. Niech (δn : n ∈ N) oznacza bazę kanoniczną w l2(N).
Zdefiniujmy następujący operator na l2(N):

T :=
∞∑
n=1

enα|δn+1)(δn|.

(i) Pokazać, że T jest operatorem ograniczonym i znaleźć jego normę.
(ii) Dla jakich α operator T jest izometrią?
(iii) Policzyć T ∗T .
(iv) Policzyć T 2.
(v) Dla jakich α istnieje s− limn→∞ T

n?
(vi) Dla jakich α istnieje limn→∞ T

n?

Zadanie 3 Rozważmy l2(Z) z bazą kanoniczną (δn : n ∈ Z). Niech θ ∈ R. Zdefiniujmy wektory

bn := cos(θn)δn + sin(θn)δ−n.

Pokazać, że (bn : n ∈ Z) jest bazą ortnormalną.

Zadanie 4 Policzyć tranformatę Fouriera funkcji

f(x) = e−
3
4
x2

cosx2.

Zadanie 5 Niech 0 < α < π. Dla f ∈ L2(S1) zdefiniujmy

(Tf)(φ) =
∫ α

−α
f(φ− ψ)dψ.

(i) Policzyć Ten, gdzie en(φ) := einφ.
(ii) Pokazać, że T jest operatorem ograniczonym i znaleźć jego normę.
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Zadanie 6 Niech 1 < p < ∞ i f ∈ Lp(R3). Niech |x| oznacza normę euklidesową wektora
x ∈ R3. Dla jakiego m funkcja (1 + |x|2)−mf należy do L1(Rd)?

Zadanie 7 Niech d będzie liczbą naturalną. Dla jakiego m następująca funkcja należy do
L2(Rd):

(i) |x|−m,
(ii) (1 + |x|)−m,
(iii)

∏d
i=1(1 + |xi|)−m.
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