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1 Przyklady

Pokazaé, ze wszystkie grupy rzedu 2 sa izomorficzne z Zs.
Pokazaé, ze wszystkie grupy rzedu 3 sa izomorficzne z Zs.

Pokazaé, ze wszystkie grupy rzedu 4 sa izomorficzne z Z4 lub Zy X Zo.

Pokazaé, ze wszystkie grupy rzedu 6 sg izomorficzne z Zg lub Ss.

(1)
(2)
(3)
(4) Pokaza¢, ze wszystkie grupy rzedu 5 sa izomorficzne z Zs.
(5)
(6) Znalez¢ wszystkie podgrupy Ss

(7)

Pokaza¢, ze Aut(S3) ~ Inn(S3) ~ Ss

2 Grupy abelowe

Stwierdzenie 2.1 Wszystkie podgrupy Z sq postaci mZ dla m € N.

Dowdd. Niech m bedzie najmniejszym dodatnim elementem w podgrupie G. Oczywidcie,
mZ C G.

Pokazmy inkluzje odwrotna. Nech n € G\mZ. Wtedy n = mk+7r,0 <r < m. Zatem r € G,
co jest sprzeczno$cia. O
Stwierdzenie 2.2 Jesli n,m sqg liczbami wzglednie pierwszymi, to

Ly % Ly 3 ([, []) = [in + jm] € Lo,

jest izomorfizmem.



Dow6d. Najpierw sprawdzamy, ze dla dowolnych m,n € N powyzsze odwzorowanie jest dobrze
okreslone i jest homomorfizmem. Aby dowies¢, ze jest on surjektywny korzystamy z faktu, ze
dla wzglednie pierwszych m,n istnieja i, j € Z takie, ze in + jm = 1. O

Lemat 2.3 Niech G bedzie skoviczong grupg abelowg. Wtedy istniejg ny, ..., ng takie, zZe
G Zpy X+ XL, (2.1)

Dowéd. Niech {aq,...,a;} beda generatorami grupy G. Zdefiniujmy
R(al,...,at) = {(ml,...,mt) S {0,1,...}t omaal + ... mpae :0}

Dazymy do tego, by znalez¢ generatory {b1, ..., bs} dla ktorych R(by,...,bs) :== {kini,... kins :
ki € {0,1,...}}. Wtedy (2.1) jest spelnione.

Dowéd przebiega przez indukcje wzgledem liczby generatoréw. Zatézmy, ze dla t — 1 genera-
toréw teza jest prawdziwa. Pokazmy dla ¢.

Niech m bedzie najmniejsza dodatnia liczba wystepujaca wéréd elementéw ciagéw w R.

Mozemy przyja¢, ze m = mq dla (my,...,m). Najpierw pokazujemy, ze jesli (ni,...,n:) € R,
(n1,...,m¢) # (mq,...,my), to m dzieli n;. Zatem G jest generowana przez relacje a miaj +
---mpay = 0i relacje miedzy as ..., a;.

Nastepnie pokazjemy, ze m dzieli wszystkie m;. Zatem m; = mgq;. Kladziemy

a1 == a1+ geas + - + qag.

Wtedy G jest generowana przez ai, relacje ma; = e i ao, ..., a; i relacje miedzy nimi. Stosujemy
zatozenie indukcyjne i dostajemy, ze G jest generowana przez ap,ds,...,a; 1 relacje

mal = 0, mQ&Q = 0,...,7712(12 =0.
O

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Mowimy, Ze G jst p-grupa, jesli #G = p*.
Stwierdzenie 2.4 Kazda abelowa p-grupa jest postaci
a
Ly' X ---Zp’,j.
Liczby aq, ..., ar sg jednoznacznie wyznaczone.

Dowdd. Istnienie takiego rozktadu wynika z Lematu 2.3 i indukcji.
Aby pokazaé¢ jednoznacznosé, sprawdzamy, ze dla m =1,...,k,

#{be G : pb=0} =phpPez..pnam .. pher,

Czylidlam=1,...,k,
a1+ 2as + -+ +may, + -+ kag

sa wyznaczone jednoznacznie. Stad aq,...,a sa jednoznacznie wyznaczone. O



Twierdzenie 2.5 Niech G bedzie skoriczong grupg abelowg. Wtedy wszystkie elementy rzedu p*
dla pewnego k tworzq p-grupe G,. Mamy

G~ Gy XX Gp,.
Zy, jest pierscieniem.
Z) :={k € Z : k wzglednie pierwsze z n}
stanowi grupe. Definiujemy funkcje Eulera
¢(n) :=#Z,

Jesli n = p jest pierwsze, to ¢(p) = p — 11 Z) ~7Zp_1 i wtedy Zj, jest cialem.

Przyktady:

Z§ ~ 7o X Ly, ZLjy = Za.

Stwierdzenie 2.6 Wszystkie podgrupy Z, sq postaci Ly, gdzie m dzieli n.

Dowdd. Niech m bedzie najmniejszym elementem podgrupy G. Wtedy g >~ Z,,. O
Mamy Z, /L, =2 Ly, jn, czyli

0= Zpm = L = Ly — 0. (2.2)

Zadanie 1 Niech p bedzie pierwsze. Jakie grupy przemienne mogq wystepowaé na miejscu G w
ciggu doktadnym
0—Zp—G—7Zy,— 0.

Odpowiedz: G = Z% lub G =1Z,.
Stwierdzenie 2.7 Niech dla pewnej grupy abelowej G
0—=Zpy — G — Z — 0. (2.3)
(2.3) sie rozszezepia < m i k sq wzglednie pierwsze < G = Ly X Ly, = Lm-
Dowédd. Jesli nie sa wzglednie piewsze, to maja wspélny dielnik pierwszy p. Zatézmy, ze p®

dzieli m, ale p®*! nie dzieli m, oraz p® dzieli k ale p**! nie dzieli k. Wtedy rzedy elementow
T X Ly, nie dziely sie przez p™@(@)+1 Natomiast w Z,,; istnieja elementy o rzedzie p®t. O



3 Iloczyn poélprosty grup 7,
Zadanie 2 Jak wygladajg automorfizmy Z,,?

Kazdy automorfizm jest zadany jednoznacznie przez obraz 1, ktéry oznaczamy przez k. Kazdy
automorfizm zachowuje Z), zatem k € Z) . Oznaczmy taki automorfizm przez pr. Wtedy
pi(j) = jk. Oczywiscie, pi*(j) = k™j.

Przykltadem jest

p-1(j) = —J

ktore jest automorfizmem rzedu 2. Definiujemy grupe dihedralng
Dn = Zn A ZQ = Zn Np_q ZQ.
Ogolniej, jesli k € Z) 1 k™ = 1 mod(n), to mozemy zdefiniowac

Ly Ay Loy, = Loy Ry L.

3.1 Grupa O(2) i jej podgrupy

Grupa SO(2) sklada si¢ z obrotéow o kat ¢ € [0, 27[, oznaczanych przez Cy. Jest izomorficzna, z
R/27Z. Posiada automorfizm ¢ — —¢ rzedu 2, ktory generuje dziatanie grupy Zs.

Grupa O(2) posiada poza tym odbicia w osiach przechodzacych przez osie nachylone o kat
¢. Mamy O(2) = SO(2) X Zs.

PyPy = Cowp—g),  Cop = Ppiy By

Skoriczone podgrupy O(2) sa postaci Cp,, n=1,2,..., Dy, n=1,2....
Grupa dihedralna D,, ma nastepujace klasy sprzezonosci:

n parzyste

identycznosé

Conk,C 2rk, k:1,...%f1

Cr

odbicie w prostej przechodzacej przez naprzeciwlegte wierzchotki
odbicie w prostej przechodzacej przez srodki naprzeciwlegltych bokéw

SIS N =

n nieparzyste
identycznosé 1
Con,C_2ni,, k=1,.. . [§] 2
odbicie w prostej przechodzacej przez wierzchotek i srodek naprzeciwlegltego boku n
Grupa dihedralna Z, x Zs jest generowana przez a, b spelniajace relacje

a=e, b®=e, abab=e.



Jest tez generowana przez b, ¢ spelniajace relacje
V=e c=e (bc)"=e.

Mozna przejé¢ 7z jednej rodziny generatoréw do drugich przez ¢ = ab.
Ly, Xy, Loy, jest generowane przez a, b spelniajace relacje

av=e, b =e, bab ' =d".

3.2 Grupa afiniczna

Grupa GL(K"™) dziata na K" automorfizmami w oczywisty sposob. Mozna zatem zdefiniowac
K" x GL(K"). Mamy
(a,A)(b,B) = (a + Ab, AB).

Znalez¢ (a, A)~!. (Rowne (A~ta, A71).)
Zadanie 3 Pokazaé, zZe

a2 = a+ Az, K"
jest dziataniem grupy K" x GL(K™) na K.

Mamy

B(a,4)(D5,B) (7)) = P(a,4)(b+ Bz) = a+ Ab+ ABx = ¢(q,4),B)(T)-

Kazdy element R? x SO(2) jest translacja lub obrotem. Klasy sprzezonoci sa numerowane
przez kat obrotu € [0, 27[ i odlegtos¢ translacji

Do R? x O(2) naleza jeszcze odbicia 7 poslizgiem. (Zwykle odbicia maja zerowy poslizg).
Klasy sprzezonosci sa numerowane dla obrotéw przez modul kata € [0, 7|, odlegtosé translacji,
dtugoé¢ poslizgu.
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