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1 Przykªady

(1) Pokaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 2 s¡ izomor�czne z Z2.

(2) Pokaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 3 s¡ izomor�czne z Z3.

(3) Pokaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 4 s¡ izomor�czne z Z4 lub Z2 × Z2.

(4) Pokaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 5 s¡ izomor�czne z Z5.

(5) Pokaza¢, »e wszystkie grupy rz¦du 6 s¡ izomor�czne z Z6 lub S3.

(6) Znale¹¢ wszystkie podgrupy S3

(7) Pokaza¢, »e Aut(S3) ' Inn(S3) ' S3

2 Grupy abelowe

Stwierdzenie 2.1 Wszystkie podgrupy Z s¡ postaci mZ dla m ∈ N.

Dowód. Niech m b¦dzie najmniejszym dodatnim elementem w podgrupie G. Oczywi±cie,
mZ ⊂ G.

Poka»my inkluzj¦ odwrotn¡. Nech n ∈ G\mZ. Wtedy n = mk+r, 0 < r < m. Zatem r ∈ G,
co jest sprzeczno±ci¡. 2

Stwierdzenie 2.2 Je±li n,m s¡ liczbami wzgl¦dnie pierwszymi, to

Zm × Zn 3 ([i], [j]) 7→ [in+ jm] ∈ Zmn

jest izomor�zmem.
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Dowód. Najpierw sprawdzamy, »e dla dowolnych m,n ∈ N powy»sze odwzorowanie jest dobrze
okre±lone i jest homomor�zmem. Aby dowie±¢, »e jest on surjektywny korzystamy z faktu, »e
dla wzgl¦dnie pierwszych m,n istniej¡ i, j ∈ Z takie, »e in+ jm = 1. 2

Lemat 2.3 Niech G b¦dzie sko«czon¡ grup¡ abelow¡. Wtedy istniej¡ n1, . . . , nk takie, »e

G ' Zn1 × · · · × Znk (2.1)

Dowód. Niech {a1, . . . , at} b¦d¡ generatorami grupy G. Zde�niujmy

R(a1, . . . , at) :=
{
(m1, . . . ,mt) ∈ {0, 1, . . .}t : m1a1 + . . .+mtat = 0

}
.

D¡»ymy do tego, by znale¹¢ generatory {b1, . . . , bs} dla których R(b1, . . . , bs) := {k1n1, . . . k1ns :
ki ∈ {0, 1, . . .}}. Wtedy (2.1) jest speªnione.

Dowód przebiega przez indukcj¦ wzgl¦dem liczby generatorów. Zaªó»my, »e dla t− 1 genera-
torów teza jest prawdziwa. Poka»my dla t.

Niech m b¦dzie najmniejsz¡ dodatni¡ liczb¡ wyst¦puj¡c¡ w±ród elementów ci¡gów w R.
Mo»emy przyj¡¢, »e m = m1 dla (m1, . . . ,mt). Najpierw pokazujemy, »e je±li (n1, . . . , nt) ∈ R,
(n1, . . . , nt) 6= (m1, . . . ,mt), to m dzieli n1. Zatem G jest generowana przez relacj¦ a m1a1 +
· · ·mtat = 0i relacje mi¦dzy a2 . . . , at.

Nast¦pnie pokazjemy, »e m dzieli wszystkie mj . Zatem mj = mqj . Kªadziemy

ã1 := a1 + q2a2 + · · ·+ qtat.

Wtedy G jest generowana przez ã1, relacj¦ mã1 = e i a2, . . . , at i relacje mi¦dzy nimi. Stosujemy
zaªo»enie indukcyjne i dostajemy, »e G jest generowana przez ã1, ã2, . . . , ãt i relacje

mã1 = 0, m̃2ã2 = 0, . . . , m̃2ã2 = 0.

2

Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Mówimy, �e G jst p-grup¡, je±li #G = pk.

Stwierdzenie 2.4 Ka»da abelowa p-grupa jest postaci

Za1p × · · ·Z
ak
pk
.

Liczby a1, . . . , ak s¡ jednoznacznie wyznaczone.

Dowód. Istnienie takiego rozkªadu wynika z Lematu 2.3 i indukcji.
Aby pokaza¢ jednoznaczno±¢, sprawdzamy, »e dla m = 1, . . . , k,

#{b ∈ G : pmb = 0} = pa1p2a2 · · · pmam · · · pkak .

Czyli dla m = 1, . . . , k,
a1 + 2a2 + · · ·+mam + · · ·+ kak

s¡ wyznaczone jednoznacznie. St¡d a1, . . . , ak s¡ jednoznacznie wyznaczone. 2
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Twierdzenie 2.5 Niech G b¦dzie sko«czon¡ grup¡ abelow¡. Wtedy wszystkie elementy rz¦du pk

dla pewnego k tworz¡ p-grup¦ Gp. Mamy

G ' Gp1 × · · · ×Gpk .

Zn jest pier±cieniem.

Z×
n := {k ∈ Zn : k wzgl¦dnie pierwsze z n}

stanowi grup¦. De�niujemy funkcj¦ Eulera

φ(n) := #Z×
n

Je±li n = p jest pierwsze, to φ(p) = p− 1 i Z×
p ' Zp−1 i wtedy Zp jest ciaªem.

Przykªady:
Z×
8 ' Z2 × Z2, Z×

10 ' Z4.

Stwierdzenie 2.6 Wszystkie podgrupy Zn s¡ postaci Zm gdzie m dzieli n.

Dowód. Niech m b¦dzie najmniejszym elementem podgrupy G. Wtedy g ' Zm. 2

Mamy Zn/Zm ' Zn/m, czyli

0→ Zm → Zn → Zn/m → 0. (2.2)

Zadanie 1 Niech p b¦dzie pierwsze. Jakie grupy przemienne mog¡ wyst¦powa¢ na miejscu G w

ci¡gu dokªadnym

0→ Zp → G→ Zp → 0.

Odpowied¹: G = Z2
p lub G = Zp2 .

Stwierdzenie 2.7 Niech dla pewnej grupy abelowej G

0→ Zm → G→ Zk → 0. (2.3)

(2.3) si¦ rozszczepia ⇔ m i k s¡ wzgl¦dnie pierwsze ⇔ G = Zm × Zk = Zmk.

Dowód. Je±li nie s¡ wzgl¦dnie piewsze, to maj¡ wspólny dielnik pierwszy p. Zaªó»my, »e pa

dzieli m, ale pa+1 nie dzieli m, oraz pb dzieli k ale pb+1 nie dzieli k. Wtedy rz¦dy elementów
Zm × Zk nie dziel¡ si¦ przez pmax(a,b)+1. Natomiast w Zmk istniej¡ elementy o rz¦dzie pa+b. 2
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3 Iloczyn póªprosty grup Zn
Zadanie 2 Jak wygl¡daj¡ automor�zmy Zn?

Ka»dy automor�zm jest zadany jednoznacznie przez obraz 1, który oznaczamy przez k. Ka»dy
automor�zm zachowuje Z×

n , zatem k ∈ Z×
n . Oznaczmy taki automor�zm przez ρk. Wtedy

ρk(j) = jk. Oczywi±cie, ρmk (j) = kmj.
Przykªadem jest

ρ−1(j) = −j,

które jest automor�zmem rz¦du 2. De�niujemy grup¦ dihedraln¡

Dn = Zn o Z2 := Zn oρ−1 Z2.

Ogólniej, je±li k ∈ Z×
n i km ≡ 1 mod(n), to mo»emy zde�niowa¢

Zn ok Zm := Zn oρk Zm.

3.1 Grupa O(2) i jej podgrupy

Grupa SO(2) skªada si¦ z obrotów o k¡t φ ∈ [0, 2π[, oznaczanych przez Cφ. Jest izomor�czna z
R/2πZ. Posiada automor�zm φ 7→ −φ rz¦du 2, który generuje dziaªanie grupy Z2.

Grupa O(2) posiada poza tym odbicia w osiach przechodz¡cych przez osie nachylone o k¡t
φ. Mamy O(2) = SO(2)o Z2.

PψPφ = C2(ψ−φ), C2ψ = Pφ+ψPφ.

Sko«czone podgrupy O(2) s¡ postaci Cn, n = 1, 2, . . ., Dn, n = 1, 2 . . ..
Grupa dihedralna Dn ma nast¦puj¡ce klasy sprz¦»ono±ci:

n parzyste

identyczno±¢ 1
C 2πk

n
, C− 2πk

n
, k = 1, . . . n2 − 1 2

Cπ 1
odbicie w prostej przechodz¡cej przez naprzeciwlegªe wierzchoªki n

2
odbicie w prostej przechodz¡cej przez ±rodki naprzeciwlegªych boków n

2

n nieparzyste

identyczno±¢ 1
C 2πk

n
, C− 2πk

n
,, k = 1, . . . [n2 ] 2

odbicie w prostej przechodz¡cej przez wierzchoªek i ±rodek naprzeciwlegªego boku n

Grupa dihedralna Zn o Z2 jest generowana przez a, b speªniaj¡ce relacje

an = e, b2 = e, abab = e.
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Jest te» generowana przez b, c speªniaj¡ce relacje

b2 = e, c2 = e, (bc)n = e.

Mo»na przej±¢ z jednej rodziny generatorów do drugich przez c = ab.
Zn ok Zm jest generowane przez a, b speªniaj¡ce relacje

an = e, bm = e, bab−1 = ak.

3.2 Grupa a�niczna

Grupa GL(Kn) dziaªa na Kn automor�zmami w oczywisty sposób. Mo»na zatem zde�niowa¢
Kn oGL(Kn). Mamy

(a,A)(b, B) = (a+Ab,AB).

Znale¹¢ (a,A)−1. (Równe (A−1a,A−1).)

Zadanie 3 Pokaza¢, »e

φ(a,A)x := a+Ax, x ∈ Kn

jest dziaªaniem grupy Kn oGL(Kn) na Kn.

Mamy

φ(a,A)(φ(b,B)(x)) = φ(a,A)(b+Bx) = a+Ab+ABx = φ(a,A)(b,B)(x).

Ka»dy element R2 o SO(2) jest translacj¡ lub obrotem. Klasy sprz¦»ono±ci s¡ numerowane
przez k¡t obrotu ∈ [0, 2π[ i odlegªo±¢ translacji

Do R2 o O(2) nale»¡ jeszcze odbicia z po±lizgiem. (Zwykªe odbicia maj¡ zerowy po±lizg).
Klasy sprz¦»ono±ci s¡ numerowane dla obrotów przez moduª k¡ta ∈ [0, π], odlegªo±¢ translacji,
dªugo±¢ po±lizgu.
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