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Przestrzenie Hilberta

1.1 Przestrzenie Hilberta

Pamietamy, ze w przestrzeni wektorowej V wyposazonej w iloczyn skalarny v, w — (v|w) definiuje

sie¢ norme ||v|| := (v|v)% Mowimy, ze V jest przestrzenia Hilberta, jesli V z metryka d(v, w) =
||lv — w|| jest zupelna.

Przyktad. Rozwazmy funkcje dodatnia mierzalna [a,b] > xz — p(z). (a moze by¢ réwne —oo a
b moze byé réwne +00). Definiujemy przestrzen L?([a, b], p) jako przestrzen funkcji mierzalnych

f:la,b) = C

takich, ze

b
/me%uMw<m.

Jest to przestrzen Hilberta, jesli wyposazymy ja w iloczyn skalarny

b_____
Um%—/ ﬂ@ﬂ@M@®afﬂ€L%MMm)

Przyktad. Niech f,(z) =n%e ™ i1l < a < 3. Wtedy sup f, — oo i [|f]2 — 0.

1.2 Bazy ortogonalne

Niech V bedzie przestrzenia Hilberta. Jesli W C V), definiujemy dopelnienie ortogonalne zbioru

W

Wh={veV : (wp)=0, weW}.

Zauwazmy, ze W jest zawsze domknieta podprzestrzenia w V.



Niech {f1, f2,- -} C L?([a,b], p). Mowimy, ze jest to uklad ortogonalny, gdy

(fn’fm) =0, n 7é m.

Jesli w dodatku (f,|fn) = 1, to méwimy, ze jest to uklad ortonormalny.

Mowimy, ze { f1, f2, ... } jest baza ortogonalna w V), gdy jest to uklad ortogonalny sktadajacy
si¢ z niezerowych wektorow i taki, ze {f1, f2,... }* = {0}.

Moéwimy, ze { f1, f2, ... } jest baza ortonormalna w L?([a, b], p), gdy jest to uktad ortonormalny

i{f1, f2,... } = {0}.

Oczywiscie, jesli { f1, fo,- - - } jest baza ortogonalna, to mozna zrobi¢ z niej baze ortonormalna
zastepujac f, przez ”fc—:”

Twierdzenie 1.1 Niech (f1, fa,...) bedzie bazqg ortonormalng w przestrzeni Hilberta V.

(1) Niech (c1,ca,...) bedzie ciggiem zespolonym takim, Ze
o
Z lc;? < oo. (1.1)
j=1

Potozmy
hn = chfj- (12)
j=1

Wtedy istnieje h € V taki, ze ||h — hy|| — 0.

(2) Niech h € V. Niech ¢ := (fj|h). Wtedy (1.1) jest prawdziwe i jesli zdefiniujemy hy, jak w
(1.2), to ||h — hy|| — 0.

Dowéd. (1) Dla n > m mamy

n

= bl =Y Ll (1.3)

j=m+1

Z (1.1) widzimy, ze (1.3) dazy do zera, gdy n,m — oco. Czyli ciag h, jest ciagiem Cauchy’ego.
Wiemy, ze przestrzenn V jest zupetlna. Wiec h, posiada granice.
(2) Najpierw sprawdzamy, ze
n
D leil? < k).
j=1

Stad
D leil? < k).
=1

Zatem(1.1) jest spetnione. Na mocy (1) istnieje granica h := limy_o0 hy. Sprawdzamy, ze
(h—nh|fj)=0,7=1,2,.... Zatem h—h=0. O



Bedziemy pisaé

o0

Z ijj = h,

j=1
gdzie h jest zdefiniowany tak, jak w powyzszym twierdzeniu.
Przyktad 1. W L2([-7,7]), e, = €™ n € Z, jest baza ortogonalng i (eyle,) = 2. Jedli
f € L?([-n, 7)), dostajemy

— lim 7213 inéll _, 0,

n—oo 27
l7]<n

gdzie
foi= | fl@)e™dg

sa wspotczynnikami Fouriera funkcji f.

Przykltad 2. Inna pokrewna baze ortogonalna w L2([—m,7|) stanowia f;} := cosne, f,
sinng, n=1,2,..., (ff|f5) ==, fo:=1, (folfo) = 2.

Przyktad 3. W L2([0,7]) mamy baze ortogonalna c, := cosng, n = 1,2,..., (e4]cn) =
co =1, (¢eoleo) = .

s
2

Przyktad 4. W L?([0, 7]) mamy baz¢ ortogonalng s, :=sinng, n =1,2,..., (sp|sn) = 5.
Przyklad 4. Jedne funkcje lepiej jest rozwijaé w szereg kosinusow a inne w szereg sinusow
1 = Co
I 2
= ; Z om + 152m+1a
m=0
. I, 1 1
g = =D (G gy
m=1
= S1.

1.3 Szeregi Fouriera

Przyktad 1. h(¢) := (a —e'?)7!, a > 1. Wtedy

- 2ra™ ™, n=0,1,...;
0, n=-1,-2,....

Przyklad 2. h(¢) := (e? —a)™!, a < 1. Wtedy

n—1

- 0, n=20,1,2,...;
2ra™"" ", n=-1,-2,....

Przyktad 3. h(¢) := ¢. Wtedy



Aby to otrzymaé mozna zauwazy¢, ze h(¢) = —ilog(1 + €?) +ilog(1 4 ei¢).

Jesli zsumujemy
iLjeind)
himy (8) =Y Py

lil<n

To zaobserwujemy w otoczeniu ¢ = +m tzw. zjawisko Gibbsa: funkcja h(,) “przestrzeliwuje”
warto$¢ funkcji h. Mamy bowiem

iy (=7 + €) _22 smey

W otoczeniu nieciaglosci funkcji & obserwujemy “zafalowanie” funkeji h(,,), ktore w miarg¢ wzrostu
n zweza sie, ale nie zmniejsza swej wysokosci zachowujac swoja wysoko$é. To zafalowanie ma w
granicy Scisle okreslony ksztalt (z dokladnoscia do zwezania), mamy bowiem

. c ¢sinzx
Jim gy (=7 + ) = —2/0 “Laa.

Jest to zjawisko wystepujace zawsze, kiedy mamy do czynienia z szeregiem Fouriera dla
nieciagtej funkcji. Prowadzi ono do tego, ze dla funkcji nieciagtej o skoku am w sumie czesciowej
szeregu Fouriera bedzie skok 2ac, gdzie ¢ = foﬂ Edr > § jest tzw. stala Wilbrahama-Gibbsa.

1.4 Rzuty ortogonalne

Mowimy, ze operator P jest rzutem ortogonalnym, gdy P? = P i KerP = RanP’. Moéwimy
wtedy, ze jest to rzut ortogonalny na RanP.
Jesli v jest niezerowym wektorem, to rzut ortogonalny na Cv jest réwny

v(v|w)
(v|v)
[v) (v]

W literaturze fizycznej operator ten czesto jest zapisywany jako W) -
Jedli vy, ..., vy, jest baza ortogonalna podprzestrzeni 1V, to rzut ortogonalny na Vy jest réwny

-y b
= UJ|UJ

Przyklad. W przestrzeni L?([—n,7]) rzut ortogonalny P, na podprzestrzen rozpicta przez e/®
z |j| < n jest rowny

Pw =

sin (2n+1%(¢*¢)

Po(9,¢) = o)

27 sin e

Przyktad. W przestrzeni L?([0, 7]) rzut na przestrzen rozpieta przez sinj¢, j = 1,...,n ma
jadro calkowe
gin Crntl@t+y) g Cn+l)(6—Y)

_ 2 _ 2
Pn((ﬁﬂﬁ) B 27 sin ¢+¢ 27 sin 22 1/’




1.5 Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Niech (g1, g2, - .. ) bedzie ciagiem wektorow liniowo niezaleznym w przestrzeni Hilberta V. Niech
Vn bedzie podprzestrzeniag rozpieta przez gi,...,gn. Wtedy V, jest przestrznia wymiaru n i
VicVyC---

Definiujemy indukcyjnie

f] f]|9n —(1-P
Z 1 — (4 Frordon

gdzie P, jest rzutem ortogonalnym na V,. (fi, f2,...) jest uktadem ortogonalnym. (f1,..., fn)
jest baza ortogonalng V,.

2  Wielomiany ortogonalne

2.1 Wielomiany ortogonalne

Niech p > 0 jest ustalona waga na odcinku |a, b, gdzie —oo < a i b < co. W przestrzeni

b
L2((a, 8], p) := {f:[a,me / \f<x>12p<x>dx<oo}

wprowadzamy iloczyn skalarny
bi
()= | Tag@ip(e)da

b
/|ﬂ:|"p(:c)da:<oo, n=0,1,....
a

Zalozmy, ze

Wtedy jednomiany 1,z, 22, ... tworza uktad liniowo niezalezny w L?([a, b], p). Stosujac do nich
procedure Grama-Schmidta dostajemy wielomiany ortogonalne Py, Py, P, .... gdzie degP, = n.
Istnieje proste kryterium pozwalajace sprawdzié, kiedy jest to baza ortogonalna.

Twierdzenie 2.1 Zatozmy, ze dla pewnego € > 0

b
/ eelp(z)de < co.

a

Wtedy wielomiany sq geste w L?([a,b], p). Dlatego tez, wielomiany Py, Py, ... stanowiqg baze
ortogonalng w L*([a,b], p).

Dowod. Niech h € L*([a,b], p). Wtedy dla [Imz| < &

/a b\p(a:)h(:c)e*i“\dx < ( /a bp(:c)eslxldg;f( /abp(:c)|h(x)\2dx>%<oo,



Zatem dla [Imz| < § mozemy zdefiniowac

b
F(z) ::/ p(x)e T h(x)dr.

A wigc F' jest analityczna na pasku {z € C : [Imz| < §}. Niech (2"|h) =0, n =0,1,....
Wtedy
d» b
— =(=)" [ 2"p(z)h(x)dz = (—1)"(z"|h) = 0.
= (=" [ a"ple)h(a)de = (i) a"lh)
Ale funkcja analityczna, ktora znika wraz ze wszystkimi pochodnymi w jednym punkcie, znika na
calej dziedzinie (jesli ta dziedzina jest spojna). Zatem F' = 0 na calej dziedzinie, w szczegolnosci
na prostej rzeczywistej. Czyli h = 0. Z odwrotnej transformaty Fouriera wynika, ze h = 0.
Czyli nie istnieje niezerowy wektor ortogonalny do wielomianéw. Zatem wielomiany sa geste
w L2([a,], p). O

2.2 Wzd6r Christoffela-Darboux

Niech py(x) = ﬁ’;ﬁ‘) bedzie baza ortonormalng powstala z bazy ortogonalnej Pi, P, . ...

Elementy macierzowe operatora = oznaczamy przez

b
@WZ%WMZ/MW%@MWM.

Niech k; bedzie wspolczynnikiem p; przy potedze .

Twierdzenie 2.2

6jm = /ija (2~1)
k.
Brgr = 1= (2.3)
j+1
Mamy wzor rekurencyjny
ITPn = Bn,nflpnfl + Bn,npn + ﬁn,n+1pn+1' (24)

Dowod. (2.1) jest oczywiste.
Pokazmy (2.2). Mozna zatozy¢, ze m+2 < j. Wtedy zp,, jest wielomianem stopnia m+1 < j.
Wiec jest ortogonalny do p;. Czyli (pj|apm) = 0.

Mamy
xp; =kl + g = 2 pir1+
Jj+1
gdzie degq < j i degr < j. Zatem
k; k;
(zpjlpj1) = 7= (pj+1lpjs1) + (rpjr1) = ——.
kj+1 k]"rl



(2.4) wynika z

[o.¢]
vpn = Y p;(pjlpn).
=0
Od

Twierdzenie 2.3 (Wzor Christoffela-Darboux) Jadro catkowe rzutu na przestrzen wielo-
mianow stopnia < n jest rowne

Py(z,y) = éopk(ﬂﬂ)l?k(y)

— _kn Pn(@)Pnt1(2)=pnt1(y)pn ()
kn+1 T—y

)
a na diagonali
kn

Palr) = 1

(pn<$)p;1+1($) - pn+1($)p;($))-

Dowdd. Niech Qi bedzie rzutem na pg. Ma on jadro catkowe
Qr(z,y) = pr(z)pr(y)-

[z, Qx] ma jadro catkowe

rQr(7,y) — Qr(z,y)y = zpr(2)pK(y) — pr()pK(Y)Y
= Brp—1(Pr—1(2)pr(y) — Pr(2)PR—1(Y))
811,k (Prr1 ()P (Y) — Pr(T)prr1(y))-

Zatem [z, P,] = > ) _,[z, Qk] ma jadro catkowe

2P (2, y) — Po(7,9)y = Bnn+1(Pn+1(2)pn(y) — Pn(2)pri1(y))-

2.3 Wielomiany Czebyszewa 1-go rodzaju

Rozwazamy przestrzen

D=

L*([-1,1],(1 —a?)72).
Definiujemy
To(cos@) = cosnd, b e [0,7,

To(z) =3i((z+iV1—22)"+ (z—iV1—2?)"), z€[-1,1].



Twierdzenie 2.4 Wielomiany T, sq¢ bazg ortogonalng i
T
ITolP=m ITl?=5, n=12....

Spetniajqg réwnanie
(1 = 2%)02 — 20, +n?)T,(x) = 0.

Dowoéd. Zdefiniujmy
1
W LZ([_L 1]7 (1 - 1:2)75) - L2([O,7T])7

W f() := f(cos ).
Wtedy

(2.5)

T s 1 1
lusdls —/0 | (cos ¢)[*d¢ = —/0 | f(cos ¢)|* sin™! ¢d cos ¢ = /_1 |f(@)*(1 — 2%) " 2da,

czyli operator W jest unitarny. Poza tym
WT,(¢) = Ty(cos ¢) = cosng.

Mamy
(8(275 +n?) cosng = 0.

Aby zobaczy¢ (2.5) liczymy:

OsW f(¢) = —sin g f’(cos ¢),

W*0sW f(x) = —sin(arccos z) f'(z) = —(1 — a:Q)%Bzf(x)

Zatem )
W*,W = —(1 — 22)20,.
Stad
W*OLW = (W*9sW)? = (1 — 2*)92 — 20,
Od
Wtlasnosci:
To(z)] < 1, |z| <1,
T.(+1) = (£1)",
> 1—rx
Tn "= )
7;) (@)r 1—2rz+1r2
o Tn
Y Tux)— = —log(l—2rz+1?).
n
n=1

10

(2.6)



2.4 Wielomiany Czebyszewa 2-go rodzaju

Rozwazamy przestrzen
1
L2([_1a 1]7 (1 - 1.2)5)'

Definiujemy

Un(cos¢) = Snlntle, ¢ € (0,7,

sin ¢

Un(z) = (z+i\/17:1:2)"“*(9071\/1712)”“’ z € [-1,1].

2iv/1—x2

Twierdzenie 2.5 Wielomiany U,, sq bazg ortogonalng ¢
IUa? =3, n=0,1,2,....

Spetniajqg réownanie
(1 = 2%)02 — 320, + n(n + 2))Un(z) = 0.

Dowo6d. Zdefinujmy
1
Vi LA([=1,1), (1 - 2?)3) — L2([0, x]),

Vf(¢) := f(cos¢)sin¢.
Wtedy

(2.7)

T T 1 1
VF2 = /O |F(cos @) sin? g = — /0 |F2(cos )] sin ¢d cos § = / @ = ada,

czyli operator V jest unitarny. Poza tym
VU, (¢) = Up(cos @) sin ¢ = sin(n + 1)¢.

Mamy
(03 + (n+1)*))sin(n + 1)¢ = 0.
Aby zobaczy¢ (2.7) liczymy

95V f(¢) = —sin® ¢ f'(cos ¢) + cos ¢ f(cos ¢),

Zatem X X
VsV = —(1 —2%)20, + 2(1 — %) 2.
Stad
V¥RV = (V*OsV)* = (1 — 2?92 — 320, — 1.
O
Wtasnosci:

Ua(@)] < (=272 o] <1,
Un(£1) = (£1)"(n+1),

ZUn(:r)rn = (1—2rz+r>)~L.

11

(2.8)



3 Operatory

3.1 Operatory ograniczone

Niech A bedzie operatorem liniowym z przestrzeni Hilberta V w W. Moéwimy, ze A jest opera-
torem ograniczonym, gdy

sup{[[Av]| = veV, [jv] <1} =:|A]
jest skoriczone. Zbiér operatorow ograniczonych z V w W oznaczamy przez B(V,W). Jesli
V =W, to piszemy B(V).
3.2 Jadro calkowe

Rozwazmy przestrzeri L2 ([a, b], p). Czesto mozna opisaé operator A poprzez funkcje [a, b] % [a, b] >
(z,y) = Az, y):

b
Af(x) = / Az, ) f(@)p(y)dy.

Na przyktad, jesli vi,...,v, jest bazg ortonormalng podprzestreni Vy, to Py, czyli rzut ortogo-
nalny na V, ma jadro catkowe

n
Pyy(z,y) = Y vj(@)v;(y)-
j=1
Mozna pokazaé, ze jesli fab |A(z,y)?p(z)dap(y)dy < oo, to A jest operatorem ograniczonym.

3.3 Operatory sprzezone
Niech A € B(V,W). Wtedy wzor
(w|Av) = (A*wlv), veV, weW

definiuje operator A* (hermitowsko) sprzezony do A. Mamy A* € B(W,V). Jesli A ma jadro
catkowe A(x,vy), to A* ma jadro catkowe A(y,x).
Moéwimy, ze A jest samosprzezony, gdy

A=A
Moéwimy, ze A jest unitarny, gdy
AA*=AA=1.
A jest normalny, gdy
AAT = AT A.

3.4 Widmo punktowe

Niech A bedzie operatorem liniowym na przestrzeni liniowej V. Przypomnijmy, ze méwimy, iz
A € C jest wartoscia wlasng operatora A jesli istnieje niezerowy wektor v € V taki, ze Av = Awv.
Zbior wartosci wlasnych nazywamy spektrum (widmem) punktowym operatora A. Oznaczamy
je przez sp,(A).
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3.5 Widmo

Zatozmy dodatkowo, ze V jest przestrzenig Hilberta. Mowimy, Ze ograniczony operator B jest
odwracalny, gdy B jest bijekcja i B~! jest ograniczone.

Mowimy, ze A € C nalezy do spektrum (widma) operatora A, gdy A — A nie jest odwracalne.
Spektrum operatora A oznaczamy przez sp(A).

Jesli z € C nie nalezy do spA, to istnieje rezolwenta operatora A

(z— AL
Zachodzi nastepujace tatwe twierdzenie:

Twierdzenie 3.1 Spektrum punktowe operatora A jest podzbiorem jego spektrum, czyli spp(A) C
sp(A).

Dowéd. Niech v € sp,(A), czyli Av = Av, v # 0. Wtedy (A — A)v = 0, wigc A — A nie jest
injektywne. Zatem X\ € sp(A4). O

3.6 Widmo w skoriczonym wymiarze

Niech V bedzie skoriczenie wymiarowe. Wtedy istnieja wygodne kryteria na odwracalnos$é¢ ope-
ratoréw liniowych:

Twierdzenie 3.2 Niech B bedzie operatorem na V. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) B jest odwracalny.

(2) KerB jest réwne {0}.

(3) det B#0

Dlatego tez w skoniczonym wymiarze widmo mozna zdefiniowaé na kilka sposobow:

Twierdzenie 3.3 Niech A bedzie operatorem na V i A € C. Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

(1) A jest wartoscig wtasng operatora A.
(2) A — A jest nieodwracalny.
(3) det(A\—A) =0.

W nieskoriczonym wymiarze, warunek pierwszy implikuje warunek drugi, ale trzeci na ogét
nie ma sensu.
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3.7 Twierdzenie spektralne w skoniczonym wymiarze

Na algebrze poznalidémy tzw. Twierdzenie Spektralne:

Twierdzenie 3.4 Niech A bedzie operatorem normalnym na skoriczenie wymiarowej przestrzeni
Hilberta. Wtedy istnieje baza ortonormalna ztoZona z wektoréw wtasnych operatora A.

A jest samosprzezony wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci wlasne sq rzeczywiste.

A jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci wtasne majg modut 1

Przyktad. Niech e;, j = 1,...,n, bedzie bazg kanoniczng w C". Zdefiniujmy operator U
wzorem
Uej:=e€jr1, j=1,...,n—1, Ue, =ey.

ik2m
Wtedy U jest operatorem unitarnym, wartosciami wtasnymi sa e » , odpowiadajg im unormo-

wane wektory wlasne

ijk2m

1 n
Wi = —= e n e;.
il

j:

Przyklad. Niech vo = Z?:l vy, gdzie v1,ve,v3 € R i 0; sa macierzami Pauliego na C?.
Wtedy vo jest samosprzezony. Jest unitarny gdy vf + v3 + v% = 1. Wartosci wtasne wynosza
+ v% + v% + v% a wektory wlasne

Vg + v —v2 + v
Wy = \/1 +vie; + \/%62, w_ =+1— vie1 + ﬁeg.
1 — U1

3.8 Widmo ciggle

W nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta istnieje uogoélnienie Twierdzenia Spektralnego,
ale duzo trudniejsze. Ponizej oméwimy pierwszg dodatkowa trudnosé, ktora pojawia sie w nie-
skoniczonym wymiarze.

Wektory wtasne odnoszace sie do réznych wartosci wlasnych sg ortogonalne. Moze jednak
nie istnie¢ baza ortonormalna ztozona z wektoréw wlasnych. Wynika to z pojawienia sie tzw.
widma ciaglego.

Przyktad. Na L%([0,1]) definiujemy (Af)(z) = xf(x). Operator ten jest samosprzezony ale nie
ma wektoréow wtasnych.

Przyklad. Na L?(Z), niech ej oznacza baz¢ kanoniczng. Definiujemy operator U wzorem
Uey := en41. Jest on unitarny, ale nie ma wektoréw wtasnych.

3.9 Operatory nieograniczone

Jednym z klopotliwych aspektow teorii operatorow w nieskoniczenie wymiarowych przestrzeniach
Hilberta jest to, ze wiele waznych dla fizyki operatoréow jest nieograniczonych. Wiaze sie to z
dodatkowym ktopotem: takich operatoréw w praktyce nie mozna zdefiniowaé¢ na calej prze-
strzeni Hilberta, tylko na pewnej podprzestrzeni liniowej gestej. Podprzestrzen ta jest nazywana
dziedzing danego operatora. Dziedzina operatora A bedzie oznaczana przez DomA.
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Problemu tego nie ma dla skoriczenie wymiarowych przestrzeni, gdzie wszystkie operatory sa
ograniczone.
Przyklad. Na L?(R) probujemy zdefiniowaé operator (Af)(z) = zf(x). Wektor (z+i)~! nalezy
do L?(R) ale z(z+1i)~! nie nalezy do L?(R). Dlatego, (z+1i)~! nie nalezy do dziedziny operatora
A.
Przyklad. Na L*(R) probujemy zdefiniowaé operator pf(z) = 19, f(x). Wektor 6(z)e™" nalezy
do L*(R) ale 10,0(x)e " nie nalezy do L*(R). (f(x) oznacza funkcje Heaviside’a). Dlatego
0(x)e™" nie nalezy do dziedziny operatora p.

3.10 Widmo operatoréw nieograniczonych

Niech A bedzie operatorem liniowym, by¢ moze nieograniczonym, z dziedzing Dom(A) C V.

A € C jest wartoscig wlasng operatora A jesli istnieje niezerowy wektor v € Dom(A) taki,
ze Av = \v. Zbior wartosci wlasnych nazywamy spektrum (widmem) punktowym operatora A.
Oznaczamy je przez sp,(A).

Moéwimy, ze operator A jest odwracalny, gdy A jest bijekcja Dom(A) — Vi A~ (ktoy jest
zdefiniowany na calym V) jest ograniczony.

Moéwimy, ze A € C nalezy do spektrum (widma) operatora A, gdy A — A nie jest odwracalne.
Spektrum operatora A oznaczamy przez sp(A).

Tak samo jak dla operatoréw ograniczonych dowodzimy, ze spp(A) C sp(A4).

3.11 Hermitowskosé

Dla operatoréw nicograniczonych istnieje kilka roznych uogdlnieni pojecia samosprzezonosci (her-
mitowskosci).

Rozwazmy przestrzen Hilberta V. Niech A bedzie operatorem z dziedzing DomA. (DomA
jest gesta podprzestrzenia w V, obraz A lezy tez w V). Mowimy, ze A jest hermitowski (albo
symetryczny), gdy

(w|Av) = (Aw|v), v,w € DomA.

Jest to warunek, ktory w praktyce do$é tatwo jest sprawdzié¢. Niestety, z teoretycznego punktu
widzenia, duzo ciekawsze jest pojecie operatora samosprzezonego i istotnie samosprzezonego.
Kazdy operator samosprzezony jest istotnie samosprzezony, kazdy operator istotnie samosprze-
zony jest hermitowski, ale nie na odwroét.

Sama hermitowskos$¢ wystarcza jednak do udowodnienia nastepujacych wlasnosci:

Twierdzenie 3.5 Niech A bedzie operatorem hermitowskim z dziedzing DomA.

(1) Jesliv € DomA jest jego wektorem wtasnym z wartosciq wtasng A, czyli Av = \v, to A € R.

(2) Jesli A1 # Ao sq wartosciami wtasnymi z wektorami wtasnymi vy i va, to v1 jest ortogonalne
do vy.

Dowo6d. Dowod jest identyczny jak w przypadku skonczenie wymiarowym. By dowiesé (1)
liczymy _
A(v|v) = (v|Av) = (Av|v) = A(v|v).

Nastepnie dzielimy przez (v|v) # 0.
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Dowdd (2):

()\1 — )\2)(1)1"02) = (Avl"l)g) - (Ul‘A’Ug) = (’01’14’1)2) - ('Ul’A'UQ) =0.

3.12 Samosprzezono$é i istotna samosprzezonosé

Materiat niniejszej podsekcji jest dodatkowy i nie bedzie dalej wykorzystywany.
Niech A bedzie operatorem z dziedzina Dom(A) gesta w V. Operator A* definiujemy w
nastepujacy sposob. Moéwimy, ze w € Dom(A*) wtedy i tylko wtedy gdy istnieje u € V takie, ze

(w|Av) = (ulv), v € Dom(A).

Z gestosci Dom(A) wynika, ze takie u € V jest zdefiniowane jednoznacznie. Kladziemy wtedy
A*w = u.
Moéwimy, ze

A jest samosprzezony, gdy A= A% (3.1)
A jest istotnie samosprzezony, gdy A= A"

Mamy implikacje:
A jest samosprzezony = A jest istotnie samosprzezony = A jest hermitowski.

Najlepsza wlasnoscia jest samosprzezono$é. Twierdzenie spektralne ma swoje uogodlnienie na
nieskorniczony wymiar wtasnie dla operatoréw samosprzezonych.

Operatory istotnie samosprzezone rozszerzaja sie jednoznacznie do samosprzezonych, wiec to
rowniez dobra wlasnosé.

Operatory hermitowskie moga by¢ do$é¢ dziwne. W praktyce sprawdzenie samosprzezonosci
operatora hermitowskiego bywa nietrywialne.

4 Operatory rézniczkowe

Szczegdlnie wazng klasa, operatoréow sa operatory rézniczkowe. Nestety, sa one nieograniczone, a
w dodatku trudnos$é definiowania ich jako operatoréow samosprzezonych wystepuje w nich wyjat-
kowo wyraznie. Wiaze sie to z tzw. problemem warunkéw brzegowych. Omoéwmy najpierw ten
problem na prostych przyktadach.

4.1 Operator pedu na odcinku

Rozwazmy operator pf(z) = 19,f(x) okreslony na dziedzinie f € C°°([—m,n]) traktowanej

jako podprzestrzen przestrzeni Hilberta L?([—n,7]. Chcemy znalezé jego wektory wlasne, czyli
rozwigzujemy rownanie

%&Cf =\, [feC®(-m,n)). (4.1)
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Oczywicie, rozwiazaniem tego réwnania jest f(x) = ce*® dla dowolnego A € C. Oznacza to,
ze mamy bardzo duzo rozwiazan, co §wiadczy o tym, ze to rownanie (i operator p) nie jest zbyt
pozyteczny w zastosowaniach.

Zmodyfikujmy ten problem przez zmniejszenie dziedziny. Ograniczmy sie do f € C®°([—m, 7])
dla ktorych spetnione sa warunki brzegowe

f(ﬂ') — ei27mf(_7r).

Operator %896 z taka dziedzina bedziemy oznaczaé przez p,, (4.1) ma wtedy rozwiazania A = n+k,
gdzie n € Z i funkcje wlasne e,(x) = e ("tM)7  Funkcje wlasne tworza baze ortgonalna w
L?([-7,7]). Ma spektrum spp,, = sppp = {n+kK : nelZ

Operator p, jest hermitowski (a nawet istotnie samosprzezony). Jest to uzyteczny i wazny
operator w zastosowaniach. Warunek hermitowskosci tatwo sprawdzi¢ catkujac przez czedci:

(flprg) = m%&cg(l‘)dx

= [ (G0ut@) oo (7t - Fitm) = s

—T

gdzie wyrazy brzegowe znikaja na mocy warunkéw brzegowych.
Policzmy rezolwente operatora py, czyli Re(2) = (z — pe)~!. Niech (2 — px)g = f czyli

(=~ $02)9(x) = f(z). (42)
Roéwnanie jednorodne .
(=~ < 0:)g(x) = 0. (4.3)

rozwiazanie g(r) = ¢'**. Uzmienniamy staty ktadac g(x) = c(x)e'**. Dostajemy
id (z)e'** = f(x)
Stad

o) = el-m-i | ")y

= ¢(m) —i—i/7T e f(y)dy.

27K

g nalezy do dziedziny pj, zatem warunek brzegowy g(m) = €“™g(—m), o daje
() = 22 e ().

Stad

i / T )y = e(—m) — ()

—T
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Czyli

o) = s | )

- 1 — ei27(k—2) o

Zatem
o) = —— [ ey
1 — e—i2m(k—2) o
+1(,{_z)/ e £ (y)dy.

1 — ei2m
Jadro catkowe operatora R, (z) = (z — ps) ™! (zwane czasem funkcja Greena) jest zatem réwne
i

Ry(2)(z,y) = meizwf‘y)@(m—y)

1

1 — ei27(k—2) eiZ(x_y)G(y - .’B)

_|_

Dla z € Z + k, rezolwenta Ry (z) nie jest zdefiniowana, dla pozostalych z jest ograniczonym
operatorem.
4.2 Laplasjan na odcinku

Rozwazmy prestrzen L2([0,7]). Niech Dy, bedzie zbiorem funkcji f € C°°([0, ), ktore sa
réwne zero w otoczeniu 0 i . Jest to gesta podprzestrzen w L2([0, 7]).
Definiujemy operator na Dy,j, wzorem

Hminf = —(ﬁf(x), f S Dmin~

Zauwazmy, ze nie ma on wcale wektorow wlasnych. Spelnia on natomiast warunek hermitow-
skosci, ktory dowodzimy catkujac przez czesci:

(ol Hoinf) = — / " 9(2)2 1 (x)da
_— /0”<azg<x>>f<x>dx:(Hmmmf). (4.4)

Dziedzina operatora Hy,i, jest za mata, by byt on ciekawy.
Zastapmy teraz Dpin przez Dpax — wszystkie funkcje gtadkie na [0, 7]. Operator Hyax jest
zdefinowany tym samym wzorem co Hyyiy, tylko na wiekszej dziedzinie.

Hyax f = _(ﬁf(x)a f € Dmax-
Wtedy wszystkie liczby zespolone sa wartosciami wtasnymi, bo f,,(x) = e spelnia
Hmax w = w2fw- (45)

Wektory wtasne odnosczace sie do réznych wartosci wlasnych nie sg wzajemnie ortogonalne.
Operator Hpax nie spetnia warunku hermitowskosci, bo przy catkowaniu przez czedci pojawiaja
sie wyrazy brzegowe:
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(g Hoef) = — /0”g<x>a£f<x>dx (4.6)
= G(0)0,£(0) — g(m)de f(x) + / " (0,9(2))0 f (2)dz

= 9(0)0:(0) = g(m) 0y f(m) — (8$g(0))f(0)+(3mg(7r))f(7r)—/Oﬂ(aig(w))f(w)dx
= 9(0)0:£(0) = g(m) 0z f () — (829(0)) £ (0) + (0xg(m)) f (7) + (Hmaxg|f)-

Czyli dziedzina Hpax jest za duza, by byt ciekawy.

4.3 Laplasjan na odcinku z warunkami brzegowymi Dirichleta

Niech Hp bedzie réwny —02? na funkcjach gladkich spetiajacych f(0) = f(7) = 0. Wtedy
operator Hp definiuje operator samosprzezony zwany Laplasjanem z warunkami brzegowymi
Dirichleta i z jego wektoréw wlasnych mozna utworzyé¢ baze ortonormalna:

2
sp(x) = \/;sinam, Hps, =n%s,, n=1,2,.... (4.7)

Zatem
spHp = sp,Hp = n? :n=12,...}.

Mozna policzy¢ jego rezolwente Rp(w?) = (w? — Hp)~!. Niech
(07 +w?)g(x) = f(z), 9(0) = g(r) =0.
Stosujemy metode uzmienniania statej: cy(7) = c_(0) =0,

g(z) = cy(x)sinwz + c_(z)sinw(x — ),

d(x) = ci(r)wcoswr + c_(x)wcosw(z — 7).
Stad, zaktadajac, ze sinw # 0,
d(z)sinwz + _(z)sinw(z —7) = 0,

d (z)wcoswe + _(z)weosw(z —m) = f(x);

sinw(z — )

() = f()

d(x) =

w sin wm
sinwx

wsinwm’

o) = [ sy =) oy,

w sin W

e (x) = / "Wy ey,

w sin wm
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. Tsinw(y —m
g(z) = Smww/ 7( )f(y)dy
. wsinwm

+sinw(z — ) /

o wsinwm

W1 4)ay.

Zatem jadro catkowe rezolwenty Rp(w) (funkcja Greena dla problemu Dirichleta) jest rowne

sinwz sinw(y — m)0(y — x)

Rp(w?)(z,y) =

wsinwm
sinw(z — m) sinwyd(x — y)

w sin wm

Rezolwente te mozna policzy¢ rowniez inng metoda:

(o) (o) = Y SEEI, (48)

n=1

4.4 Laplasjan na odcinku z warunkami brzegowymi Neumanna

Niech Hy bedzie réwny —02 na funkcjach gtadkich spetniajacych f/(0) = f/(r) = 0. Wtedy
operator Hy definiuje operator samosprzezony zwany Laplasjanem z warunkami brzegowymi
Neumanna i z jego wektoréow wlasnych mozna utworzy¢ baze ortonormalna:

1 2
co = —F=, cp(z) = \/7(305 an, Hyep, =n’c,, n=1,2,.... (4.9)
T

Zatem
spHx =sppyHx = {n® : n=0,1,2,...}.
Mozna policzyé jego rezolwente Ry(w?) = (w? — Hy)~!. Niech

(02 +w?)g(x) = f(x), ¢'(0)=d(n)=0.

Stosujemy metode uzmienniania statej: cy(m) = c_(0) =0,

g(x) = cy(x)coswz + c_(x)cosw(z — ),
d(x) = —ci(r)wsinwzr —c_(z)wsinw(z — 7).
Stad
dy(z)coswz + c_(z)cosw(z —m) = 0,
—d\ (z)wsinwz — ¢_(z)wsinw(z —7) = f(z);

cosw(x — )
—d(@) = f@)— o —F
COSWT

wsinwr’
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o) = [ Teos@ly =) gy,

w Sin wm

c_(z) = /0 TS by

w sin wm

Tcosw(y — 7
g(x) = COSW?/ cosuly = ) )f(y)dy
L, wsinwr

x
+sinw(r — 7T)/
0

Y (y)dy.

wsinwm
Zatem jadro calkowe rezolwenty Ry(w) (funkcja Greena dla problemu Neumanna) jest rowne

coswz cosw(y —m)0(y — x)

Rx(w?)(z,y) =

w Sin w
cosw(x — ) coswyb(x — y)

w sin wm

Rezolwente te mozna policzy¢ réwniez inng metoda:

Rx(w?)(z,y) = 5 +y QCC:(%Z)_CZZ()W). (4.10)
n=1

4.5 Laplasjan na odcinku z periodycznymi warunkami brzegowymi

Niech Hper bedzie rowny —02 na funkcjach gladkich spemiajacych f(0) = f(x), f(0) = f'(n).
Wtedy operator Hper definiuje operator samosprzezony zwany Laplasjanem z periodycznymi
warunkami brzegowymi i z jego wektoréw wlasnych mozna utworzy¢ baze ortonormalna:

1 .
en(z) = Telm’ Hperen, = 4n’e,, n=0,+1,42,. ... (4.11)
I
Zatem
spHper = sppHper = {4n? : n=0,1,2,...},
przy czym wartoéci wtasne odpowiadajace n = 1,2,... sa dwukrotnie zdegenerowane.

4.6 Laplasjan na odcinku z antyperiodycznymi warunkami brzegowymi

Niech H,py bedzie rowny —02 na funkcjach gtadkich spemiajacych f(0) = —f(7), f/(0) = —f'(n).
Wtedy operator H,, definiuje operator samosprzezony zwany Laplasjanem z antyperiodycznymi
warunkami brzegowymi i z jego wektoréw wiasnych mozna utworzy¢ baze ortonormalna:

1 .
fa(z) = —=eCrt Dz g = 2n+1)%f,, n=0+1,+2,.... (4.12)

NG
Zatem
SpHant = SppHant = {(2n+ 1)2 T n= 0,1,2,...},

i wszystkie wartosci wlasne sg dwukrotnie zdegenerowane.
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4.7 Operatory rézniczkowe drugiego rzedu w jednym wymiarze
W fizyce szczegdlng role odgrywaja operatory drugiego rzedu
C:=0(2)02 + 7(2)0,.
Czesto wygodnie jest zapisa¢ taki operator w innej formie. Niech p(x) spelnia
o(2)p (x) = (r(z) — o'(x))p(x).

Wtedy mamy
C = p(x)_laxp(x)a(x)é?z.

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Od tej chwili zakladamy, ze —oco < a < b < 400, 0, p sa rzeczywistymi rézniczkowalnymi

funkcjami na |a,b[ i p > 0.
Twierdzenie 4.1 Niech
D={feC™(a,b]) : f=0 w otoczeniu a,b}.

Zaktadamy, zZe C jest operatorem zdefiniowanym na D wzorem (4.13). Wtedy C jest hermitowski

w sensie przestrzeni Hilberta L?(]a, b, p).

Niestety, powyzsza dziedzina jest z reguly za mala aby dostaé¢ operator posiadajacy wektory

wlasne.

4.8 Warunki brzegowe dla problemu Sturma-Liouville’a

Rozwazmy teraz operator zadany tym samym wzorem rézniczkowym ale na wiekszej dziedzinie.

Przy odpowiednich zatozeniach nadal dostaniemy operator hermitowski:
Twierdzenie 4.2 Niech —o00 < a < b < 400 ¢

o(@)p(a) = o (B)p(b) = 0.
Wtedy C jest hermitowski na dziedzinie C?([a,b]) w sensie przestrzeni L?(]a, b[, p)

Dowadd.
b
lef) = / p()5(2)p(x) B0 (2)p(2) D ()
b
- / G(2)0,0 (2)p(2) 00 f ()
i b b
— @@ @] - [ @)oo s @)
b
— TP @] + [ (Oupla)olx)o.g@) fa)da
b
- / (&) (p(@) 1o (@)p(@)0ag (@) f () = (Calf).
O

Analogicznie dowodzimy nastepujacego twierdzenia:
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Twierdzenie 4.3 Niech o, p bedq rzeczywistymi rézniczkowalnymi funkcjami na ] —oo, 0o, p > 0
i
: n __ : n __
xgrfloo o(z)p(z)|z|" = zgrfooa(x)p(:v)m =0, neNlN.

Wtedy C jest hermitowski na dziedzinie bedgcej przestrzeniq wielomiandw w sensie przestrzens
Hilberta L*(] — 0o, 0], p).

Oczywiscie, podobne twierdzenia zachodza dla odcinkow | — oo, b] i [a, oo
Szukanie warto$ci wlasnych operatora C bywa nazywane problemem Sturma-Liouville’a.

5 Klasyczne wielomiany ortogonalne
W zastosowanich najczasciej pojawiaja sie nastepujace wielomiany ortogonalne:

Przestrzen Wielomian Roéwnanie

Wielomiany Hermite a

L3(] - oo,oo[,e*IQ) H,(z)= (G 1) e’ 8” —a 02 — 220, + 2n
Wielomiany Laguerre’a
L3(]0, cof, z%e™7) L2(z) = LeTgmogne tgnte 20?2+ (a+1—2)0, +n
a>—1

Wielomiany Jacobiego
(- 1,1L(1-2)(1+2)%) PMPa)= G- +2)F (1-22)2+(B-a-(a+p+2)2)0
a, B> —1 x O (1 — x)**t"(1 4 g)+n +n(n+a+p+1)

Postaramy sie wyjaéni¢ dlaczego te wielomiany sa wyrdznione i bywajg nazywane klasycznymi
wielomianami ortogonalnyms.

5.1 Wielomiany typu hipergeometrycznego

Szukamy operatoréw rozniczkowych drugiego rzedu, ktorych wektorami wtasnymi sa wielomiany
kazdego stopnia.

Twierdzenie 5.1 Niech
C:=0(2)0* 4 7(2)0. + n(2) (5.1)

bedzie operatorem rozniczkowym takim, ze istniejg wielomiany Py, P1, P> stopnia odpowiednio
0,1,2 spetniajgce
CP, = M\, Py.

Wtedy
(1) o(z) jest wielomianem stopnia < 2,
(2) 7(2z) jest wielomianem stopnia < 1,

(3) n(z) jest wielomianem stopnia < 0 (jest liczbg).
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Dowod. CPy = n(z)Py, wiec degn = 0.
CP, = 7(z)P{ +nPy, wiec degr < 1.
CPy = o(2)PY + 7(2)Py(2) + nPs, wiec dego < 2. O

Zatem wystarczy ograniczy¢ sie do operatoréw postaci
C = 0(2)0% + 7(2)0., (5.2)

gdzie dego < 21 degr < 1. Pokazemy, ze dla szerokiej klasy (5.2) dla kazdego n naturalnego
istnieje wielomian P, bedacy wektorem wlasnym (5.2).

Stwierdzenie 5.2 Zatdzmy, ze
(0(2)02 +7(2)0: + A\g) P, = 0 (5.3)
dla pewnego wielomianu stopnia k. Wtedy

k(k—1)

5 o + k' + X\, = 0. (5.4)

Dowéd. Pochodna (5.3) stopnia k jest réwna (5.4) razy 0¥ Py # 0. O

5.2 Uogoblniony wzor Rodrigues’a

Niektore wtasnosci wielomianéw bedacych funkcjami wlasnymi operatora postaci opisanej w
Twierdzeniu 5.1 mozna wyprowadzi¢ w jednolity spos6b nie rozbijajac rozumowania na przypadki
szczegolne. (Niniejszy rozdzial mozna pominaé, odpowiednie wzory beda pdzniej wyprowadzone
dla przypadkow szczegolnych).

Ustalamy o, ale bedziemy jawnie zaznaczali zalezno$é¢ od 7. Niech p bedzie funkcja speia-
jaca rownanie

0(2)0:p(2) = (7() — 7'(2)) p(2). (5.5)

Zauwazmy, ze p wyraza sie poprzez funkcje elementarne. Operator C mozna zapisaé jako

C(r) = p '(2)0.0(2)p(2)0.

= 0.p Y (2)0(2)0.p(2) — 7' 4+ 0" (5.6)

Zdefiniujmy
Palriz) = ()30 (2)p(2) (5.7)
_ %pfl(z) /[Oﬂ o"(x + )p(z + 1)t L. (5.8)
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Twierdzenie 5.3 Mamy degP, (1) < n,

7

(0(2)02 + 7(2)0.) Pu(r;2) = m#+nm—n%¢&@m%
(0(2)82 +7(2) — U/(z)) P,(1;2) = (n+1)Pyyi(7 — o’ z),
0.P,(1;2) = <7'/ + (n— 1)02> P, 1(t+0';2),
petto®)
ZE D Vi

Dowé6d. Wprowadzamy nastepujace “operatory kreacji i anihilacji”:

Zauwazmy, ze

lub ogo6lniej,

dostajemy

AT (1) :
e

0(2)0: +7(2) = p~ ' (2)0:p(2)o(2),
0.

A AT (r -0 ) - AT (A =7 -0,

AR (7 4 (= 1)0") — A* (7 4 ko) A= =/ — (5~ )"

Korzystajac z tego, ze

A(r) =
AT(r+0) =

Af(r+(n=1)0") = p ()0 " Vd.p(2)0"(2),

AF(r) - AT (r+ (n =10V Fy = p(2)"' 9% p(2)0" (2) Fo(2).

Wezmy teraz Fy = 1. Dostajemy

Teraz

jest oczywiste, co daje (5.10). Korzystajac z relacji komutacyjnych (5.14) dostajemy

A" P, (1, 2)

P,(1,2) = %.A-F(T) AT (T4 (n—1)0')1.

AT (T — 0 Pu(1,2) = (n+ 1) Ppy1 (17 — 0, 2)

(f"+7+0"+--4+7+(n—1)0")

(nT/ + n(n2—1) U”)

n!

n!

(T’+(n— 1)

o
2

At (r+0) - AT (T + (n—1)0')1

)RPNT+EL
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(5.12)

(5.13)

(5.14)

At (r+0") - AT (T + (n—1)0')1



co daje (5.11). (5.10) i (5.11) implikuja (5.9). Ze wzoru Taylora dostajemy

oz o) = 3 T o) = () Y Pl ms2),
n=0 n=0

czyli (5.12). O

5.3 Klasyczne wielomiany ortogonalne jako wektory wlasne operatora Sturma-
Liouville’a

Szukamy takich odcinkow Ja,b[C R i wag Ja,b[> = — p(x), dla ktorych istnieja wielomiany
Py, P1,... w spelniajace degP,, = n,

/ Po(2) Pon(2)p()d = B (5.15)

i bedace funkcjami wlasnymi operatora rézniczkowego drugiego rzedu C := o (2)92 +7()0,, czyli
dla pewnych A\, € R
(0(2)02 + 7(2)y + An) Po(x) = 0. (5.16)

(Dopuszczamy a = —oo lub b = 00). W tym celu chcemy zeby operator C byl hermitowski w
sensie L%(]a,b[, p) na dziedzinie zawierajacej wielomiany. Doktadniej rzecz ujmujac, nalezy w
tym celu spetnié¢ nastepujace warunki:

(1) o musi by¢ wielomianem stopnia co najwyzej 2 a 7 wielomianem stopnia co najwyzej 1.
(Patrz Twierdzenie 5.1).

(2) Waga p musi by¢ rozwiazaniem réwnania

o(2)p(x) = (r(z) — o'(x))p(x), (5.17)

by¢ dodatnia a o rzeczywiste. Wtedy bowiem operator C, ktéry mozna zapisaé jako
C = p(x) " up(x)o (2)0s,

jest hermitowski w sensie L?(]a,b[, p) przynajmniej na funkcjach znikajacych w otoczeniu
koricow przedziatu |a, b[. (Patrz Twierdzenie 4.1).

(3) Chcemy zeby C byt hermitowski na dziedzinie zawierajacej wielomiany.

(i) W przypadku gdy koniec przedziatu, powiedzmy a, jest skoniczona liczba, jest to row-
noznaczne z warunkiem p(a)o(a) = 0. (Patrz Twierdzenie 4.2).

(ii) Jesli koniec przedziatu jest w nieskoniczonosci, np. a = —o0, to trzeba spetnié
lim |z|"o(z)p(x) =0

T——00

dla kazdego n.
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Dodatkowo, P,, powinny naleze¢ do przestrzeni Hilberta L?(]a,b], p), dla kazdego n, a wiec
musi zachodzié

b
/ p(x)|z|"dz < oo. (5.18)
a
Troche mocniejszy warunek

/b elp(z)dz < oo (5.19)

dla pewnego € > 0, wystarcza, aby dosta¢ baze ortogonalna. (Patrz Twierdzenie 2.1).
Znajdziemy wszystkie przestrzenie z waga L?([a, b], p) dla ktorych takie wielomiany ortogo-
nalne istnieja. Bedziemy upraszczaé¢ nasze odpowiedzi do standardowych postaci

(1) dokonujac zamiany zmiennych = — ax + b dla a # 0;
(2) dzielac (zaréwno réwnanie rozniczkowe, jak i wage) przez stala.

Otrzymamy w ten sposéb wszystkie tak zwane klasyczne wielomiany ortogonalne.

5.4 Klasyczne wielomiany ortogonalne dla dego =0

Mozna przyjaé, ze o(z) = 1.
Jesli degr =0, to
C =0, + co,.

Latwo odrzucié¢ ten przypadek.
Zatem degr = 1. Cazyli
C= 85 + (ay + b)0y.

lal

Podstawmy x = 4/ 5 (y + %) Dostajemy
C=0?+220,, a>0 (5.20)
C=0?-220,, a<0O. (5.21)

Dostajemy p(z) = ete?,

o(x)p(z) = ote’ nigdy sie nie zeruje, zatem jedynym mozliwym przedzialem jest [—oo, 0o].
W przypadku a > 0, p(z) = ezz, co jest niemozliwe ze wzgledu na (3ii).
W przypadku a < 0, p(z) = e | dostajemy operator Hermite’a. Przedzial [—oo, 00| jest
dopuszczalny, a nawet spelnia warunek (5.19). Dostajemy réownanie i wage dla wielomianow
Hermite’a, ktoére zostang oméwione w nastepnym podrozdziale.

5.5 Wielomiany Hermite’a

Twierdzenie 5.4 Zdefiniuymy wielomiany Hermite’a

_1)n
H,(z) = ( n‘) ex28ge*x2.

Spetniajq one rdwnanie Hermite’a

(0% — 220, + 2n)H,(x) = 0.

27



oraz relacje

(=0z +2x)Hy(z) = (n+1)Hpyi(x) (5.22)

0. Hp(z) = 2H,_1(z), (5.23)

it”Hn(az) = Mt (5.24)
n=0

H,, jest wielomianem stopnia n i jest to (z doktadnoscig do czynnika) jedyny wektor wtasny
operatora 0% — 2x0, bedgcy wielomianem stopnia n.

Dowé6d. Twierdzenie to wynika z Twierdzenia 5.3 dla

Ponizej podajemy dowdd bezposredni. Wprowadzmy “operatory kreacji i anihilacji”

AT = axy
At = 0,42z = —exzare—xz.
Spekiaja one relacje
[A=,AT] = 2. (5.25)
Mamy H,, = (A;!)nl. (1 oznacza tu wektor w LQ(R,e_mZ) zadany przez funkcje rowna 1. Nato-
miast w (5.25) 2 oznacza operator mnozenia przez liczbe 2.) Stad wynika
ATH, = (n+1)Hpy, (5.26)
A H, = 2H, ;. (5.27)

Aby dowiesé¢ (5.27) uzywamy (5.25).
(5.26), (5.27) pokazuja, ze
ATATH, = 2nH,,. (5.28)
Ale
—0? 4220, = ATA™. (5.29)

Mnozac definicje wielomianéw Hermite’a przez tne—=” dostajemy

2 (—t)n 2
t"e " Hy(x) = oy ove .

Wzér Taylora daje

—z? = n —(z—t)?
e Z t"H,(x) =e ,
n=0

z czego wynika (5.24). O
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Twierdzenie 5.5 H, stanowig baze ortogonalng w L*(R, e*zz) z normalizacjq

Nk
nl

/ Hn(az)Qe*zzdm =

Dowoéd. Zalézmy, ze n > m. Wtedy

/_ ZHn(:L‘)Hm(:r)e_xzd:r _ / h (o0) Hon()z

—
8

= e 0" H,p, (z)dz. (5.30)

g

(5.30) rowna sie zero dla n > m.
Niech n =m. Z (5.23) i Hy = 1 wynika 0 H,(z) = 2". Zatem (5.30) jest rowne

a

Uwaga. Definicja wielomianéw Hermite’a ktéra wprowadziliSmy jest zgodna z uogélnionym wzo-
rem Rodrigues’a (5.7). W literaturze spotyka sie tez inne definicje dla wielomian6w Hermite’a,
2

np. Hy,(z) := (=1)e* gre==".

5.6 Klasyczne wielomiany ortogonalne dla dego =1

Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku o(y) = y.
Jesli degr = 0, to
C = yd: + cd,

Ale takie C zawsze obniza stopieri wielomianu. Czyli jesli CP = AP dla pewnego wielomianu,
to A = 0i P(x) = z7¢t!. Czyli nie dostaniemy wielomianéw wszystkich stopni jako funkcji
wtasnych.

Zatem degT = 1. Czyli, dla b # 0,

Y0y + (a+ by)d,. (5.31)
Przeskalowujac, dostajemy operator wystepujacy w réwnaniu Laguerre’a

C=—20?+ (—a—1+1x)0,.

x a+1

Obliczamy, ze p = x%™*. p(x)o(x) = —x*Tte™™ zeruje sie jedynie dla x = 01 a > —1.
Przedzial [—o0,0] jest wyeliminowany przez warunek (3ii). Przedzial [0, 00| jest dopuszczalny
dla o > —1, a nawet spetlia wtedy warunek 5.19.

Dostajemy réwnanie i wage dla wielomianéw Laguerre’a, ktére zostang oméwione w nastep-
nym podrozdziale.

xT
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5.7 Wielomiany Laguerre’a

Twierdzenie 5.6 Zdefiniujmy wielomiany Laguerre’a

1
Ly(z) = —'e%*aage*%”m
n!
14+«
_ d+ah )nF(—n;1+a;m).
n!
Spetniajqg one rownanie Laguerre’a, ktdre jest réwnaniem konfluentnym ze zmodyfikowanymi pa-

rametrama:
(xé?g 4+ (@+1-2)0y +n)Ly(z) =0

oraz relacje
(x0z +a—z)Ly(z) = (n+ 1)ngr%(x), (5.32)
0, L2(z) = —Lotl(x). (5.33)

L, jest wielomianem stopnia n i jest to (z doktadnoscig do czynnika) jedyny wektor wtasny
operatora 02 + (a + 1 — x)0, bedacy wielomianem stopnia n.

Dowo6d. Mozna zastosowaé Twierdzenie 5.3 dla

o(x) =z, p(r)=-e "z

Ponizej podajemy dowod bezposredni. Wprowadzmy “operatory kreacji i anihilacji”

A_ = _8327
AL = 20,4+ a—z =1t a% 7,
Spetniaja one relacje
ATAL - AL AT = 1 (5.34)
Mamy
+ +
o — Aasi Aaenl (5.35)

(1 oznacza w (5.35) wektor zadany przez funkcje rowna 1. Natomiast w (5.34) 1 oznacza operator
mnozenia przez liczbe 1.) Stad wynika
ATLY = (n+1)L0, (5.36)
ATLY = Lo (5.37)

Aby dowies¢ (5.37) uzywamy (5.34).
Wreszcie (5.36), (5.37) pokazuje, ze

AT ALY =nlLs. (5.38)
Ale
—202 — (a+1—12)9, = Al A" (5.39)
O
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Twierdzenie 5.7 Jesli o > —1, to wielomiany Laguerre’a stanowiq baze ortogonalng w L*([0, co[, e ~*x%)
z normalizacjq

& I'(1
0 n'
Dowéd. Zalézmy, ze n > m. Wtedy
[e.9] 1 o
/ Lo(x) Ly (x)z%e *dx = '/ (Opa" e ") LY (z)da
0 n:Jo
—1)" [eS)
) / PETNLE (1) da. (5.40)
mn. 0

(5.40) rowna sie zero dla n > m.
Niech n =m. Z (5.33) i L§ = 1 wynika 0} LS (x) = (—1)". Zatem (5.40) jest rowne
i Ooanraefmdx: I’(n—|—a—|—1)'
n! Jo n!

5.8 Klasyczne wielomiany ortogonalne dla dego = 2,
o ma pierwiastek podwéjny

Mozna przyjaé, ze o(z) = x°.

Jesli 7(0) =0, to

C = 2%9? + cx0,.

Funkcjami wtasnymi tego operatora sa co prawda wielomiany 2™, ale waga p(x) = 22 jest
niedobra.

Zatozmy zatem, ze 7(0) # 0. Przez przeskalowanie mozna zalozy¢, ze

T(x) =14 (v +2)x.

To daje p(z) = e . Jedyny punkt, gdzie p(z)o(z) = e~ r 272 moze sie zerowaé jest x =
0. Zatem jedynymi mozliwymi przedzialami sa [—o0,0] i [0,00]. Oba sa wyeliminowane przez
warunek (3ii).

5.9 Klasyczne wielomiany ortogonalne dla dego = 2,
o ma dwa pierwiastki

Jedli oba pierwiastki sa roézne i urojone, wystarczy zatozyé, ze o(x) = 1+ x2. Mozna przyjaé, ze
() = a+ (b+ 2)z. Wtedy p(z) = e?actane (1 4 32)b 5(z)p(x) nigdzie sig¢ nie zeruje i dlatego
trzeba rozwazac¢ przedzial [—oo, oo]. Przypadek ten odrzucamy, gdyz lim 4|00 p(z)|z|"(1+22) =
oo dla dostatecznie duzych n.

Czyli mozna zalozy¢, ze pierwiastki sg rézne i rzeczywiste. Wystarczy zalozy¢, ze o(z) =
1 — 2. Niech

T(z)=0F—a—(a+ S+ 2)z.

Dostajemy p(z) = |1 — z|?|1 + z|* Podobnie jak powyzej, warunek (3ii) eliminuje przedziaty
[—00, —1] i [1, 00]. Zostaje przedzial [—1, 1], ktory spelnia warunek (3i) dla a, > —1. Prowadzi
on do wielomianéw Jacobiego omawianych w nastepnym podrozdziale.
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5.10 Wielomiany Jacobiego

Twierdzenie 5.8 Zdefiniujmy wielomiany Jacobiego

PP(z) = (2_71172: (1=2)" (1 +2) P (1 — 2)* (1 +2)P " (5.41)
(n+ a), 1—x

= 7'F(—n,n+a+6—|—1;a+1;
n!

).

Spetniajqg one réwnanie Jacobiego, ktdre jest nieco zmodyfikowanym réwnaniem hipergeometrycz-
nym:
(1=2)d; + (B—a—(a+B+2)2)ds +n(n+a+F+1)) Prf(x) =0.

oraz relacje

8, PP (z) = wljﬁjﬁﬁﬂ, (5.42)
et h oo O E D pesty) — (s DRI ). (5.43)
Z Pg_n’ﬁ_n(l‘)Qntn _ (1 + t(l + x))°‘(1 _ t(l _ ;E))B (5.44)

n=0

Jesli —a— & {n+1,...,2n}, to Pﬁ"ﬁ sq wielomianami stopnia n. Sq to wtedy, z do-
ktadnoscig do czynnika, jedyne wielomiany stopnia n bedgce wektorem wtasnym operatora C =
(1—-22)02+(B—a—(a+B+2)x)0,.

Dowo6d. Mozna zastosowaé Twierdzenie 5.3 dla

22 —1
o(z) = —5 , pla)=(1-2)*(1+a)’.

Ponizej podajemy dowod bezposredni. Wprowadzmy “operatory kreacji i anihilacji”

AT = 81‘7
A:ﬂ = —% (1 =220y + B —a—(a+B))
— —%(1 — ) (14 2) PO, (1 — 2)°(1+ 2)P.

Speliajg one relacje

ATAL G- AT 5 AT = 5 (5.45)
Mam;
' o, A;r+1 B+1 T A;rn B+n1
P ] . (5.46)

32



Stad wynika

AL PP = (n+ 1) Pe (5.47)
1
A" pof = M#pgjfﬁ“. (5.48)

Aby dowiesé (5.48) uzywamy (5.45) i sumujemy szereg arytmetyczny.
Wreszcie (5.47), (5.48) pokazuje, ze

nla+B+n+1)

AL g AP = 5 Py (5.49)

Ale
11 H9? L O, = A" A~ 5.50
_5( - ) x+§(_5+a+(a+5)x) T = at1,8+1 . ( . )

Zamienmy w definicji wielomianéw Jacobiego «, 5 na a —n, f —n i pomnoézmy przez 2"t (1 —
z)*(1 4 z)8. Dostajemy

U PR (2)(1 — 2)Y(1 4+ 2)P = (—nt‘)” (1—2)"(1+2)"0"(1 — z)*(1 + z).

Po przesumowaniu i zastosowaniu wzoru Taylora dostajemy

(1—2)1+2z)° iZ”t”Pﬁ“_””B_”(w) =(l-z+tl—-2)1+2)"(1+z—t(1—-2)(1+ :1:))6,

n=0

z czego wynika wzor na funkcje tworzaca (5.44).
7 (5.42) i PP =1 wynika

PSP () =2""(a+B+n+1)-(a+ B+ 2n). (5.51)

Oczywiscie, deg Py B = kiedy prawa strona (5.51) jest rézna od zera.
Zatozmy, ze mamy dwa wielomiany P;, P» stopnia n takie, ze

(C + 771)P1 = (C + ’172)P2 = 0.
Ze Stwierdzenia 5.2 wynika, ze
m=mn=nn+a+pf+1).

Zatem Pj — P, ktory jest wielomianem stopnia k € {0,1,...,n— 1}, jest rozwiazaniem rownania
Jacobiego. Stosujac jeszcze raz Stw. 5.2 dostajemy

—k(k+a+8+1)+nn+a+pF+1)=0.

Rownanie to ma dwa rozwiazania: k =nik=-n—a—-—-1¢{0,1,...,n —1}. Drugie
rozwigzanie nalezy odrzuci¢. O
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Twierdzenie 5.9 Jesli a, 8 > —1, to wielomiany Jacobiego stanowiqg baze ortogonalng w
L2([-1,1],(1 — 2)2(1 + 2)®) 2 normalizacjq

' T(1+a+n)T(L+ B +n)2ot8+
PQ’B 2 1— o 1 Bd _ ‘ 59
/_1( P (z))*( z)*(1+z) de (I+2n+a+B)nl(1+a+ B +n) (5.52)
Dowoéd. Zalézmy, ze n > m. Wtedy
1
[ P @P @ - 00 o)
—1
o (*].)n 1 n a+n ﬁ+n Oz,ﬁ
1 1
= gl / (1= )" (1 + 2)" "oy P (x)da. (5.53)
tJ-1

(5.53) rowna sie zero dla n > m.
Niech n = m. Zatem (5.40) jest rowne

1 1
722%”' / (1*$)a+"(1+$)ﬁ+"(a+ﬂ+n+1)(a+ﬁ+2n)dx
cJ
ga+p+1  rl
= / A=) M+ BHn+1)- (a+ B+ 2n)dt
: 0

I'(1+a+n)T(14 4 n)20ts+1
(1+2n+a+p)nT'1+a+8+n)

O
Twierdzenie 5.10 Niech o+ =m=1,2,.... Witedy
Pygﬁfl’ail(fﬁ) = (=B)m+12"".
Dowaod.
Bla- 1 m— m m—
Liczymy
oyt (@ — 1) (@ 4+ 1)°
m+1 m+ 1
=S (T ) = B ke )8 (5 )~ 1 1y
k=0
L+ z\m+l m— —m— m
:<_5)m+1(1— ) @-)" P+ ) -y
= (=Bmt1(x — )77 @ 4 1)
O
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Twierdzenie 5.11 Niech k,m =0,1,.... Wtedy

_1)n—m
P a) = Qél_)k_m)l R (42 F, km<n

PRmm(z) = 0, k4+m>n.

Poza tym,
PrEmm(2) = (—1)k275m(1 = 2)(1 4+ 2)" PET ().

n—k—m
Dowoéd. Na mocy (5.41),

—k,—m _ (71)k+m _\k maok+m1 _ ,.\m k
P () = 2k+m(k:+m)!(1 ) (14 2)m0; ™™ (1 —x)™(1 + x)

Y
o SR

To pokazuje (5.55) dla n = k + m.
Ze wzoru rekurencyjnego (5.42) dostajemy

2p
: : PP (1) = patpBtr Ly
@ Bt (aipijip el W= e

Podstawiajac a4+ 8 = —j dostajemy

2p n
TORPEL glw) = PR ).
Nastepnie kladziemy

p=n—k—m, a=m-—-n, B=k—n,

by dostaé

—k,—m _ 2n—k‘—m 8nfk7m m—n,k—n
P, () = m x Py, ()
2n7kfm (_1)mfn<1 _ x)nfm(l 4 1.)11716

— 76n—k—m
(n—k—-—m)l"® 22n—k—m ’

w drugim kroku stosujac (5.59), co pokazuje (5.55).
Zastepujac n przez n — k —m w (5.41) dostajemy
(_1)nfkfm
- 2n—k=m(p — k —m)!

PE™ ()

n—k—m

Poréwnujac to z (5.55) dostajemy (5.57). O
Dla kazdego «, f mamy reprezentacje sl(2,C) na

pel L PeTI

Potézmy 2l ;= a+ 5, 2k:=a— 3.
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1 .. . . ) Ik—jl—k—j .
(1) Jesli oo+ 8 ¢ {0,1,2...}, reprezentacja jest nieprzywiedlna i degP; =7j.
(2) Jesli o+ g € {0,1,2...} ale a ¢ {0,1,...}, reprezentacja jest przywiedlna ale nierozkla-
dalna.
degPlnj;k’mflg =l—-m, m=-l,...,1[; (5.66)
degPy WA 10T I = = 0,1, (5.67)
Przestrzen rozpieta na ‘ ‘
Py R = 0,1, (5.68)

jest niezmiennicza.

(3) Jeslia € {0,1,...}, B €{0,1,...}, to przestrzen rozpieta na
PR = 0

jest niezmiennicza, (5.66) jest spelnione, zas (5.68) sa zero.

Przepiszmy rézne tozsamosci, np. (5.52), w parametrach a+§ =2m, a— 5 =2k, n =1 —m:

- 1 w— 1\ —k=m w1\ k—m w — 1\I+k rw + 1\ I-k
k+m,—k+m _ l—m
From (w) = (l—m)!( 2 ) ( 2 ) O ( 2 ) ( 2 ) '
(1 — w32 —2((m + Dw + k)dy + (I —m)(I +m + 1)) P47 () = 0. (5.69)
8wPlk_+7;n,fk+m(w) = %(l +m+ 1)Plkj771n+1,fk+m+1(w)’ (5.70)
(w2 = 1)3y + 2mw + 2k) P () = 2(1 —m + 1) PR ) (5.71)
L _ 1 —x\mtk 14 p\m—k 2T(1+m + k)L(1 +m — k)
m-+k,m—k 2 _
/1<Pz_m @P(5) () de= Axoi—mratitm O™
Ifl:(),%,l,... and k,m = —1,...,1,
P () (5.73)
— —m—k —m+k
=("57) () AL w (5:74)
1w — I\ w4 1N R
_(l—i—m)!aw ( 2 ) ( 2 ) (5:75)

5.11 Wielomiany ultrasferyczne (Jacobiego z o = [3)

Rozwazmy szczegélny przypadek wielomianéw Jacobiego dla @ = § = m. Dla konsystencji z
pdZniejszymi zastosowaniami, zmieniamy nazwe zmiennej z r na w.
Mamy
w? —1

o(w) = = plw) = (1—w?)™
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Twierdzenie 5.12 Mamy

m,m —1)" —m an m-+n
) = Uty - wty

1—
- wF(—n,n—i—Qm—F 1ym+ 1; Tw).
n.

Spetniajqg one réwnanie
(1 —w?)02 — 2(m + 1)w)dy + n(n + 2m + 1)) P (w) = 0.

oraz relacje

2m+n+1 prtLm+l

puPy ) = ZMENELpitm, (5.76)
(1 —w?)0y — 2mw _,, m—1m—

_ . Prm(w) = (n+ )P w). (5.77)
ZPTan—n,m—n(w)2ntn _ (1 + 2%tw + t2(w2 — 1))m' (5.78)
n=0

Dn
prom(1y = 12t e (5.79)
n!
Jesli
—2m ¢ {n+1,...,2n}, (5.80)

to Py sq wielomianami stopnia n. Sq to wtedy, z doktadnosciq do czynnika, jedyne wielomiany
wielomianem stopnia n bedace wektorem wtasnym operatora C := (1 — w?)d2 — 2(m + 1)wd,,.

5.12 Wielomiany Legendre’a

Szczegdlnie waznym przypadkiem wielomiandéw Jacobiego jest a = f = 0 Mamy wtedy

Dostajemy wtedy wielomiany Legendre’a:

b (_1 !
Pi(w) = PPw) = ol 1 - u?)!
Speliajg one rownanie Legendre’a
(1 — w92 — 2wdy, + (1 + 1)) Pi(w) = 0. (5.81)

Stanowia one uklad ortogonalny w L?([—1,1]) z normalizacja

1 , 9
/_1]31(10) dw = axo)

Mamy Py =1, Pi(w) = w, P>(w) = $(3w? — 1).
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Twierdzenie 5.13 Wielomian Legendre’a jest jedynym rozwigzaniem wielomianowym rownania

Legendre’a spetniajacym Py(1) = 1.

Dowdd. Przez indukcje sprawdzamy, ze dla k =1,...,1,

1 —w) = (—DFQw)Fl-- (1 —k+ 1)1 —w?)F + C(w) (1 — w?) kL,

gdzie C(w) jest wielomianem. Kladac k = [ i stosujac wzor Rodrigueza dostajemy Pj(1) = 1.
7 bardziej ogolnego faktu dotyczacego rownania Jacobiego wynika, ze wszystkie rozwiagzania

wielomianowe sa proporcjonalne do F;. O

6 Harmoniki sferyczne na S>
6.1 Wspoélrzedne sferyczne
Rozwazamy R? we wspolrzednych sferycznych

r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosb.

m2+y2+22, f# = arctan ~———, gb:arctang.
z x

Macierz Jacobiego jest réwna

9r oy 02 sinfcos¢ sinfsing cosf
06 90 96 _ cos 6 cos ¢ cos 0sin ¢ sin
dr Oy 0z - T r T r
d¢ 0¢p 09 __sing cos ¢ 0
Jdr Oy Oz 7sin 6 7 sin 6

z

\/W. Zanotujmy, ze
Bp = (1 — w?)20,.

Zamiast 6 bedziemy chetnie uzywali w = cosf =

Jacobian jest rowny r2drdwde = 2 sin 0drdfde.
Wspélrzedne sferyczne mozna interpretowaé jako odwzorowanie

10, 00[xS? — R3\{0}
w ktorym (w, ¢) €] — 1,1[x[0, 27| parametryzuje S? bez obu biegunéw,
Standardowa miara na sferze wynosi d2 = sin #d6d¢ = dwde.
6.2 Operator Laplace’a Beltramiego na S?
Laplasjan we wspolrzednych sferycznych
2 1/ 1 03
_a92, ~ e S ¢ )
A =0+ rar + r2 (sin@ag sin.00% + sin®
2

1
=2+ =0, + 5 Age.
T T
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Tutaj Ag2 jest operatorem dzialajacym na S? zwanym operatorem Laplace’a-Beltramiego na
sferze majacym postaé

2

_ 1 , é
Ag = = 989 sin 00y + Y
62
= Ow(l—w?)dy + 1_*‘22 (6.2)
2
= (1 - w2)812u - 2w(9w + 1_7(;102, (63)

Stwierdzenie 6.1 Ag: z dziedzing C™(S?) jest hermitowski w sensie przestrzeni Hilberta L?(S?).

Dowéd. Mozemy utozsamié¢ L2(S?) z L?([—1,1] x [0, 27[) przy pomocy zmiennych w, ¢. Uzywa-
jac postaci (6.2), catkujac przez czesci, uwzgledniajac, ze wzgledem ¢ mamy periodyczne warunki
brzegowe, dostajemy

1 27
~(fasg) = [ dw [ a0 (07w 00— uhugtw.0) + 1= 500w el 0))

’U)2
= —(Ag2flg)-

6.3 Przypomnienie na temat wielomianéw ultrasferycznych

Beda nam potrzebne wielomiany Jacobiego dla o« = f = m. Z uwagi na zastosowania do
harmonik sferycznych, ich stopienn wygodnie jest zapisaé¢ jako n = [ — m. Wielomiany Jacobiego
w tym wypadku sa zdefiniowane wzorem

m,m _ (_l)l_m _oa2\—mal-mq 2\
PN (w) = 72l7m(l — m)!(l w?) "M, (1 —w)".
Spelniajg one rownanie
(1 — w02 —2(m + Dwdy + (I —m)(l +m+ 1)) P (w) = 0. (6.4)

Relacje rekurencyjne dla P;"™ przepisujemy w formie zaadaptowanej do naszej sytuacji:

1
QP (w) = S+ m+ )R (w), (6.5)
1 —1m—
—5 (1= w0y —2m) P (w) = (I—m+ 1) P (w). (6.6)

Dlam > —1il = m,m+1,m+2,... stanowia one uktad ortogonalny w L?([—1, 1], (1—w?)™)
z normalizacja

(6.7)

/1 1—\(1 + l>222m+1
M (1+20)(1—m)!T(1+1+m)’
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Twierdzenie 6.2 Niechl =0,1,... i m € Z. Mamy wtedy tozsamosci dla wielomianow Jaco-
biego

mo—m 2\ pm,m (_1)l 2\—2 al—m 231
(=D)™27"™(1 —w")2 P N (w) = m(l—w) 20, (1 —w*)

CO" i anyBelma—u?) (68)

= 271 —w?) "2 P (w) 0Ll

I+m
Jesli dodatkowo m < —l lub 1 < m, to (6.8) jest zero.

Jest to szczegolny przypadek (5.57). Ponizej dajemy niezalezny dowdd.

m r(20+1)
2= (I—m) T (I+m+1) °

Lemat 6.3 Wyraz o najwyzszej potedze w Pfl’:(w) jest réwny w'™
Dowé6d. Dla duzych w

(-1

P (w) = m(—wQ)_mafu_m(—WQ)l
_ l—mzl(l+m+1)
20=m(1 — m)!

Dow6d Tw. 6.2. Zauwazmy najpierw, ze

(1 —w?)™((1 — w05 — 2(m+ Dwdy + (I —m)(l +m + 1)) (1 —w?) ™™

= (1—w*02 —2(=m+ Dwdy + (I +m)(l —m+1)). (6.9)

Zatem operator (6.9) anihiluje zarowno (1 — w?)™ P (w) jak i P~ (w).

Zatozmy najpierw, ze m > 0. Obie funkcje sg wielomianami, pierwsza ma najstarszy wy-

_ 20)! . 20)!

raz w' m*””(—l)’”m, druga ma najstarszy wyraz w”mm. Warunek
(5.80) jest peliony, wiec z jednoznacznosci rozwiazan wielomianowych dla réwnania Jacobiego
wynika, ze te funkcje sa proporcjonalne do siebie.

Nastepnie zauwazmy, Ze tozsamosci (6.8) sa niezmiennicze, jesli zamienimy m na —m. Zatem
twierdzenie jest stuszne réwniez dla m < 0.

Jesli m < =1, to P;Z;?T =0, ajesli I < m, to Pﬁ’:ﬂn =0.0

W zastosowaniach rownanie (6.4) jest czesto przeksztalcane nastepujaco:

(1-— wz)% ((1 — w2)63) — (24 2m)wdy + (I —=m)(l+m + 1)) (1-— w2)*%
m2
= (1—w?)d2 —2wdy, — s ). (6.10)

Rownanie zadane przez (6.10) nazywane jest stowarzyszonym réwnaniem Legendre’a.
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6.4 Standardowa baza harmonik sferycznych w L?(S5?)

Harmoniki sferyczne definiujemy jako funkcje wlasne operatora Laplace’a-Beltramiego.
Szukamy harmonik sferycznych w postaci Y (6, ¢) = f(cos#)e™®. Dostajemy réwnanie
2

w ktorym rozpoznajemy stowarzyszone réwnanie Legendre’a, ktérego funkcja wlasne wyrazaja
si¢ jak wiemy przy pomocy wielomianéw Jacobiego, a doktadniej, sa proporcjonalne do (6.8).

(1 — w*)u
(

Zatem . .
MO (1 — w?) 2 P (w) = e sin™ (0) P (cos 0). (6.12)
sa funkcjami wlasnymi Ag2 z wartosciami wlasnymi (I + 1), gdzie
m=—l,—l+1,...,1. (6.13)

Nazywamy je harmonikami sferycznymi stopnia [.
Jedna ze standardowych normalizacji harmonik (6.12) jest

m)!(l —m)! (1 —w?)? .
Yim(w,¢) = (_1)m\/(l+ l)!'(l He gm) P (w)e™? (6.14)
VT —m)l (1 - w?)%

- [ 92—m Pljs—%_m(w)eim¢-

Twierdzenie 6.4 Funkcje Y, dla (6.13) stanowiq baze ortogonalng w L?(S?) spetniajgca

™ ™ 47’(’
ingdd | dely 0),9)|* = :
/0 Sin /_7r ¢ | l,m(cos( )’ ¢)| 1+ 2l

Dowo6d. Niech

em = eM? (6.15)
(+1)---(+m]), 2y L7l piml.[m|
ol = Em 2~ Iml(1 — pm , 6.16
e \/(l—|m|+1)---l (L =)= By () (6.16)
gdzie €, = 1 dlam < 01ie, = (—1)" dlam>0. Mamy wtedy
Yl,m(wa (Z)) = fm,l & em- (6-17)
Oczywiscie, e,,, m € Z, stanowig baze ortogonalna w L?([—7, 7], d¢).
Ustalmy na chwile m = 0,1,.... Mamy dla [,I’ > m,
! 22mHLl (I —m+1)
P (w) P (w) (1 — w?)™dw = G .
/_1 1= (W) 2 (@) (L= w7 dw = O o g oy T )

(Patrz (6.7)). Dlatego tez fmi, | =m,m+ 1,... stanowia baze ortogonalng w L2([0, 7], dw).
7 tego wynika, ze
fm,l®em7 m€Z7 l:m,m+1,...

stanowi baze ortogonalna w

L*([0, 7], dw) ® L*([—m,7],d¢) ~ L*([0, 7] x [—m, n], dwd¢) ~ L?(S?).
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6.5 Algebra Liego so(3)

WprowadZzmy generatory obrotéw L., Ly, L, i generator skalowania A. Podajemy ich postacie
najpierw we wspotrzednych kartezjanskich a ppotem sferycznych:

cos 0 cos ¢

L, = y0, — 20, = —sin ¢pdy — p— 6¢>
= —sinp\/1 — w29, + —— cos 0,
\/7 (]
cos fsin ¢
Ly == z@x — m@z = — COS ¢8@ - W@,
= cos PV 1 — w20y, + —— sin ¢,
\/7 (]
L, =20y — YO, = 0Oy,
A =20, +y0y+ 20, =10 (6.18)

Operatory L, Ly, L. rozpinaja algebre Liego so(3):
(Lo, Lyl = —Lo, [Ly L) = —Ly, [Ls,Lo] = —L,. (6.19)

A komutuje z Ly, Ly, L,. L2 + Lz + L? komutuje z so0(3).
Bezposredni rachunek pokazuje, ze

Agze=L2+ L+ L2

Mozna to tez pokazaé bez skomplikowanych rachunkéw, prawie nie uzywajac wspodlrzednych
sferycznych. Najpierw sprawdzamy tatwo, ze A = r0,. Nastepnie pokazujemy, ze

PA=AA+1)+ LI+ L)+ L2 (6.20)
i poréwnujemy to z (6.1).

Poniewaz L., L, i L, komutuja z Ag2, zachowuja one przestrzein harmonik sferycznych
stopnia [. Dotyczy to tez

Ly =i(Le+iLy) = —(1—w?)20,e" + 1% e, (6.21)

Lo =i(Ly—iL,) = (1—w?)2d,e % +i 199, (6.22)

(6.19) implikuja

[—iL,,Li] = +Lx, (6.23)
[y, L_] = —2iL.. (6.24)

Zatem jesli |m) jest wektorem wlasnym —iL, z wartoscia wlasna m, to Li|m) jest wektorem
wlasnym —iL, z wartoscia wlasng m =+ 1.
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6.6 Harmoniki sferyczne jako baza algebry so(3)

Jak wiadomo, reprezentacje nieprzywiedlne so(3) mozna ponumerowaé¢ wartoscia spinu [, ktory
moze przyjmowaé wartosci 0, %, 1, %, .... Tylko dla wartosci caltkowitych reprezentacje te catkuja
sie do reprezentacji grupy SO(3). Reprezentacje te mozna realizowaé¢ w przestrzeni wielomianow

stopnia 2! z baza

UL = (l—m()le()l!+ m)!zl:m fm, m=-l,—-l+1,...,1
—iL, = %(z+(92+ —2-0;_),
L :=z20.,
Ly =240, .
(Zauwazmy, ze ta definicja daje automatycznie uj,, = 0 dlam = -l —1,-1 —2,... im =

I+ 1,014 2,..., poniewaz % =0dlan=-1,-2,...). Dostajemy

_iLzul,m = Mupm,
L—l—ul,m = (l +m+ 1)ul,m+17
L ow,,m = (—m+1)um. (6.25)

Pokazemy, ze odpowiednio unormowane harmoniki sferyczne realizuja te reprezentacje.
Uzywajac

(1 — w29, (1 — w)F5 = (1_w2)éawim(w2)l, (6.26)
1—w=)2
mozemy przepisa¢ (6.5) i (6.6) w postaci
m m+1
. w  \(1-w)E (L—w)™ iime
((1 T wzﬁ) g T (W) = (e )= P (W)
m —1
. w  \a-uw)E (1= s
—w
Zdefiniujmy harmoniki sferyczne z inna normalizacja:
1—w?)? .
Vil 6) o= (1L pr s (627
1—w?)™2 . .
Qo) B ). (6.29)

Standardowe harmoniki sferyczne réznig sie o czynnik:

= mly, (w0 (6:29)

Yl,m (’LU, ¢) =
Dostajemy relacje identyczne z relacjami (6.25):

_iLzyl,m = myl,mn
LiVim = (+m~+1)Vimsrs
Lfyl,m = (l —m+ 1)yl,m—1- (630)
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6.7 Funkcje Legendre’a

Wprowadziliémy harmoniki sferyczne przy pomocy wielomianéw Jacobiego. W literaturze zwykle
uzywa sie innej, mniej wygodnej definicji opartej na tzw. stowarzyszonych funkcjach Legendre’a

m 2m(l+m)' —m 5—m,—m
Ar(w) = - w?) T P ()
—1)m+ m

= C Bl - ),

m 2" (14 m)!

(L) ER T (w)

b F(w) = (-1) o

Pierwszy wzor stosuje tzw. konwencje Condona-Shockley’a, ktorej bedziemy sie trzymac. Sa one
rozwiazaniami stowarzyszonego réwnania Legendre’a (6.11).

Dla m > 0 mozemy wyrazi¢ stowarzyszone funkcje Legendre’a poprzez wielomiany Legen-
dre’a:

P"(w) = (~1)™(1—w?)% ) P(w),
Mamy tez tozsamosé
—m)!
P (w) = (1) R ),

Dostajemy wiec nastepujace wyrazenie harmonik sferycznych

6.8 Rzut na harmoniki sferyczne [-tego rzedu

Rozwazmy przestrzeri L?(S?). Niech P; oznacza rzut ortogonalny na harmoniki sferyczne I-tego
rzedu. Innymi stowy

—Age =Y 11+ 1P,
=0
Mozna przyjaé, ze jest zadany jadrem catkowym
Pf©) = [ B, fa)a

gdzie £,m € S? i dn oznacza miare na sferze.

Stwierdzenie 6.5
20+ 1

47

Pi(&,m) = P& n). (6.31)
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Dowod. Pj(&,n) jest niezmiennicze wzgledem obrotow, zalezy wiec jedynie od kata miedzy £ i
7.
Zauwazmy dalej, ze
—AglP =1(14+1)P;.

Na poziomie jadra catkowego to oznacza

_ASQPl(é.a 77) = l(l + I)Pl(§> 77)>

gdzie operator Ag» dziala na zmienna . Zatem, dla ustalonego 7, funkcja & — P(§,n) jest
harmonika sferyczna stopnia [ niezmiennicza wzgledem obrotéw wokot .

Jesli wybierzemy n = (0,0,1), to P (§ , (0,0, 1)) jest niezmiennicze wzgledem obrotéw wokot
osi z. Innymi stowy, zalezy tylko od z-towej sktadowej &, czyli od w = £ - (1,0,0). Wszystkie
harmoniki sferyczne stopnia [ niezmiennicze wzgledem obrotéw wokoét osi z sa proporcjonalne do
Y} 0, ktora jest proporcjonalna do wielomianu Legendre’a Pj(w). Zatem

]Pl (57 (07 07 1)) = Cl]Dl('lU). (632)
Cazyli
Pi(&,n) = abi(&-n). (6.33)
P; jest rzutem, zatem
P? = P,

Cazyli
/ Py, )Py, C)dn = Py(E, C).

Podstawiajac £ = ¢ = (0,0, 1) dostajemy
1
01227r/ P2 (w)dw = ¢;P(1).
~1

Na koniec uzywamy

2

1
PX(w)dw = ——, P(1)=1.
[ Prwde =57 R

6.9 Funkcje harmoniczne i harmoniki brylowe

Moéwimy, ze funkcja F jest harmoniczna, jesli AF = 0. Na przyktad, kazda funkcja analityczna
zalezna tylko od x + iy jest harmoniczna.
Mowimy, ze funkcja F' jest jednorodna stopnia [ jesli

F(\x, Ay, \z) = M F(z,y,2), A>0. (6.34)
Roézniczkujac po A dostajemy réwnowazny warunek

(0y +y0y + 20.)F = F. (6.35)
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We wspotrzednych sferycznych operator z lewej strony jest rowny rd,. Kazda funkcje jedno-
rodng stopnia [ we wspoltrzednych sferycznych mozemy zapisaé jako

F(r,0,6) =1'G(0, ), (6.36)
gdzie G jest obcieciem F do S2.

Twierdzenie 6.6 Jesli funkcja F' jest harmoniczna i jednorodna stopnia l, to

“A@F=I1(+1)F. (6.37)
Dowéd.
2 1
_ — 2, = _
0=AF = (ar + 20+ ASQ)F (6.38)
- %(r@r(rﬁr +1)+ ASQ)F. (6.39)
Od

Moéwimy, ze H jest harmonika brytows stopnia [ jesli jest wielomianem harmonicznym jedno-
rodnym stopnia [. Z Twierdzenia 6.6 wynika, ze jesli H jest harmonika brylowa, to jej obciecie
Y do sfery jest gladka funkcja spetniajaca

Ag2Y = —Il(l +1)Y, (6.40)
czyli jest harmonika sferyczna. Mozna pokazaé twierdzenie odwrotne:

Twierdzenie 6.7 Kazda harmonika sferyczna jest obcieciem harmoniki brytowej do sfery.

Przyktady harmonik brylowych i odpowiadajacych im harmonik sferycznych:

1= 0 ~ Y0,0,
r+iy=r(1- w2)%ei¢ ~rYiq,
z = rw ~ 7”Y1,07
r—iy= r(l- wQ)%e*i‘f’ ~rYi_1,
(x+iy)? = 721 —w?e®  ~1r?Yyo,
2(r+iy) = 21— w2)%wei¢ ~1*Ya;,
222 — 2% — y2 = 7“2(311)2 -1) ~ 7“2Y2,07
2(x —iy) = r2(1 — wg)%we_i‘b ~ 1Y 4,
(x—iy)?= r2(1—w?)e 2  ~r?Yy .
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6.10 Potencjal elektrostatyczny

Mamy

A? + 12 + 2272 = —4nd(2)d(y)d(2).

Zatem przyktadem funkcji harmonicznej na R3\{(0,0,0)} jest (2% +y2+ 22)_%. Po przesunieciu
tez jest harmoniczna. Zatem

[

(22 + %+ (2 — 1)2)_5 (6.41)

jest harmoniczna na R3\{(0,0,1)}

Twierdzenie 6.8 Dia |r| <1 i —1<w= —cosf <1 mamy

Zatem

1

(12 — 2rcosf +1)"2

M8
ﬁ{\.
e
E

(6.42)

N
Il
=)

P(w) = —81(7" —2rw+1)" 3

e (6.43)

r:O'

Dowéd. Funkcja r +— (12 — 2rcosf + 1)_% ma punkty rozgalezienia tam gdzie zeruje sie
r?2 —2rcosf + 1, czyli w r = w £iv1 — w?. Zatem w kole |r| < 1 jest analityczna i mozna ja

rozwinaé¢ w szereg wzgledem 7.

Funkcja (6.41) we wspotrzednych sferycznych jest réwna (r? — 2rcos@ + 1)~ 2.

0

1

A(r? — 2rw + 1)7%
2 2 1 2 o
<6T+T6T+T2 (1 — w?)d% — 2wd,, + 7 8¢ ;rpl

Zrl 211 = 1) + 20+ (1 — w?)92 — 2wdy,) Pi(w).

Zatem Pj(w) spelniaja [-te rownanie Legendre’a

(1 — w02 — 2wdy + (1 + 1)) P(w) = 0. (6.44)

Ze wzoru (6.43) tatwo wynika, ze Pj(w) sa wielomianami [-tego stopnia. Zatem P;(w) musza by¢
proporcjonalne do wielomianéw Legendre’a.
Ktadziemy w = 1:

-

(rP—2r+1)72 = (1-7)"1

NE
I
]
\SN
e
=

=0 =0

Zatem Pj(w) sa wielomianami Legendre’a. O
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Wnhniosek 6.9 Ladunek elektrostatyczny 4w umieszczony w (0,0, r) wywotuje punkcie oddalonym
0o R od centrum ¢ pod kgtem cos @ = w potencjal

Yo' R P (w), R >
(R* — 2Rrw + 7‘2)*% =
Yo Rlr P (w), R<.

Dowod. Stosujemy (6.42) do

1
1 r r2\ 2 .
(R%* — 2Rrw + 7“2)_% = R (1 TRt ﬁ) y TR

1 (6.45)
r*1<1 2w%+%) * R<r
6.11 Rozwigzywanie réwnan drugiego stopnia
Rozwazmy réwnanie
g(t) = (87 — A%) f(1), (6.46)

gdzie A jest dodatnim operatorem.

Twierdzenie 6.10 W zaleznosSci od postawionego zagadnienia, mamy nastepujgce rozwigzania
(6.46):
(1) Zadane f(0), f'(0):

tA t
=— ! e "g(u)du
10 =55 (41O + 70 + [ e Ag(aa)
e—tA t
+ (A5 - 7o) - /0 " g(u)du). (6.47)
(2) tllglo f(t) =0, zadane f(0):

—e—tA (0 et A A d et —etd oo du: 6.48
10 =410 = S [t e gtuan+ S [T e g (648)

(3) tliglo f(t) =0, zadane f'(0):

—tA e—tA t

uA —uA _
24/, (" +e " g(u)du
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Dostajemy

F(t) =e M f(0) + / t e~ (=94 n(s)ds, (6.52)
0
h(s) = e*“h(0) + /S et=WAG () du. (6.53)
0

Nastepnie wstawiamy (6.53) do (6.52) otrzymujac (6.47).
Zalozmy teraz, ze istnieje tlim f(t). Wtedy pierwszy wyraz w (6.47) musi dazy¢ do zera.
—00
Zatem

AFO+ 10+ [ gudu o

To daje (6.48) 1 (6.49). O

Jako przyktad rozwazmy problem Dirichleta/Neumanna na potprzestrzeni (¢, x1,x32), t > 0.
Rozwazamy réwnanie

0=2sf = (7 - (V=02)°) 1, 2y =0}+03.

Operator % ma jadro catkowe
exp ( — tv/—Ay 1
( ) (e.) = . (6.54)
VEAY 2m\/t? + (z — y)?

Aby to dostaé liczymy

1 / eik(x—y)—\k\t "
(2m)? ||

oo 27
= / d|k| / dpelHlilz—v] cos 6—)
0 0

1 /2” do
(27)2 )y t—ilr—y|cosg

a nastepnie wstawiamy

/27r dp ~  2n
o t—iacos¢ V2 a2
6.12 Rownanie Laplace’a w kuli

Rozwazmy réwnanie Laplace’a na kuli 3-wymiarowej. Zapiszmy laplasjan we wspotrzednych
r,w, . Podstawmy r = e~t. Mamy 8, = —e'd;. Dlatego

A:th(83—8t+Asz) :e2t((8t—%)2+A52 —%) (655)
Stad

2
e Fhet = F+Ap—t=07— (/-2 +1) (6.56)
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exp (—t _ASQJ’_%)

Policzymy jadro catkowe operatora

Narwes
Mamy
=3 (3 DR
Zatem, -
§§(L+;)m::¢CA§p+i

=0

Jegli podstawimy r = e, rozklad na multipole prowadzi do

T e = _ _1 1 1
5-¢ 272 — 27+ 1)"2 = %(2cosht—2§'n) 2
1 = 1
= oo e e (6.57)
1=0
X 9e—(+3)t
= Y S——Pi(&n)
pre 20+1

= (& m)- (6.58)

7 Harmoniki sferyczne w dowolnym wymiarze

7.1 Operator translacji

W L?(R) dla t € R definiujemy rodzine operatorow

(Un)f(z) = flx—1).

Zauwazmy, ze sg one unitarne, spetniaja UiUs = Uy, Uy = 1. Zdefinujmy generator translacji
0. W mechanice kwantowej zwyczajowo zamiast niego uzywa sie operatora pedu p = %8x,ktéry
jest hermitowski na C§°(R). Mamy

d
aUtf - _awUtf'

Dlatego tez piszemy
Ut = e_ta””.

7.2 Operator obrotu w L?*(R?)
W L2(R?) dla ¢ € R definiujemy rodzine operatoréw

(Ry f)(z,y) := f(cosypx + sinapy, — sinpx + cos yy).
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Zauwazmy, Ze sg one unitarne i speliaja Ry, Ry, = Ry, 44, o = 1.
Zdefiniujmy generator obrotow
L =20, — y0,.

W mechanice kwantowej zwyczajowo zamiast niego uzywa sie operatora momentu pedu %L,
ktory jest hermitowski. Pokazmy, ze

d
@Rd,f = —LRy. (7.1)

Wprowadzmy oznaczenia

T:=xcosy+ysiny, §:= —xsiny + ycos.

iRzﬁf(% y) = (—zsiny +ycos)dzf(Z,7)

dy
+(—zcosyp —ysiny)0yf(Z,7),
LRyf(z,y) = x(sinydz + cosdy) f(Z,7)
—y(cos 0z — sin0y) f(Z, 9),

co dowodzi (7.1). Dlatego tez piszemy

R¢ =e VL,

7.3 Wspdlrzedne biegunowe
Wprowadzmy w R? wspohrzedne biegunowe
Tr=rcos¢, y=rsing.

Zamiana wspotrzednych kartezjanskich na biegunowe mozna interpretowaé jako odwzorowanie
unitarne U : L2(R?) — L2([0, co[x [0, 27], rdrd¢) zdefinowane przez

(Uf)(r,¢) := f(rcoso,rsing).
We wspolrzednych biegunowych operator Ry, dziata jak

(U RyUf)(r,0) = f(r,6 — ).
Generator przybiera posta¢ (U~'LU) f = 9.

7.4 Przestrzen L? (]Rd)

Rozwazmy L?(R%). W tej przestrzeni dziataja operatory unitarne translacji e *%:i, obrotu e~¥Fis

: : d .
i skalowania e*P+2) gdzie

Lij = :El'amj — :Ejam,
D: = 210y + -+ 240y,
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7.5 Laplasjan
Definiujemy Laplasjan jak

d
A=) 02,
i=1

Latwo sie przekonaé, ze A jest niezmienniczy ze wzgledu na te transformacje translacje i
obroty:

e N = Ae 0
e VLA = Ae Vi,

7.6 Operator Laplace’a-Beltramiego na S¢!

L?:=) "1

1<j

Zdefiniujmy

Zauwazmy, ze dla kazdego 7,
e Vliup? = [2e ¥l

Czyli operator L? jest niezmienniczy ze wzgledu na obroty. Jest on tez niezmienniczy ze wzgledu
na skalowanie i mnozenie przez r:

efs(D+%)L2 _ L2efs(D+%)
rI? = L.
Operator L? jest zbudowany z rézniczkowan stycznych do d — 1-wymiarowych sfer. Mozna
go rozwazaé jako operator na funkcjach na sferze, na przyklad sferze jednostkowej S%~!. Tak

rozumiany bedzie sie nazywal operatorem Laplace’a-Beltramiego dla S¢! i bdzie oznaczany
Aga.

7.7 Laplasjan i operator Laplace’a-Beltramiego we wspoélrzednych sferycz-
nych
Zatozmy, ze 0 = (wi,...,wq—1) sa wspolrzednymi na sferze.
Dotaczajac r = \/m do wspohrzednych Q = (wi,...,wq—1) dostajemy wspol-

rzedne w R?. (Takie wspotrzedne mozna nazwaé “uogélnionymi wspotrzednymi sferycznymi”).

Twierdzenie 7.1

D = ro, (7.2)
1
A = r 9.y, 4 SAs
d—1 1

Poza tym, L;; i Ag2 zalezq tylko od wspotrzednych Q0 na sferze.
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Dowo6d. Mozna zapisaé

d—1
D = ¢o(r, )0, + cj(r,§2) 0y,
j=1
Mamy
Dy/a?+--- 425 = \Jai+ - +a3,
D i -0, j=1,...,d.
a3+ +af
Z drugiego wzoru wynika, ze Dw; =0, j = 1,...,d — 1. Z pierwszego wynika, ze co(r, Q) = r.
To dowodzi (7.2).
Mamy
L?j = :E?(?ij + a:?@i — 2§00, 0z; — 10, — 10y,
Dlatego

ZL?] = Zx?ai - Z$Z$]8$Zax] - (d - 1) szaxl

i<j i#j i#j

0,J i, i
T ) ST TR S
i, i i

= A —-D*— (d—-2)D.

To dowodzi (7.3).

Mamy L;;r = rL;; . To dowodzi, ze w L;; nie wystepuje pochodna po 7.

Mamy réwniez L;; D = DL;;. Korzystajac z tego, ze D = r0, widzimy, ze w L;; nie wystepuje
zaleznosé od r.

Poniewaz Aga-1 wyraza si¢ poprzez L;j, widzimy, ze Aga—1 rowniez nie zawiera J, ani zadnej
zaleznosci od r. O

7.8 Przestrzen L?(5%71)

Niech
g1 .= {(z1,...,2q) eR? : 24 a2 =1}

oznacza sfere jednostkowa w R%. Przez dQ) bedziemy oznaczaé¢ miare naturalng na sferze. Jest
27r%
r(g)
wprowadzi¢ przestrzen Hilberta L?(S%!) sktadajaca sie z funkcji mierzalnych na S9! takich,

to miara, ktora jest niezmiennicza ze wzgledu na obroty i cata sfera ma objetos¢ . Mozemy

ze

JUCRUEES
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z iloczynem skalarnym
(flg) = /f(Q)g(Q)dQ.

Zamiana wspotrzednych kartezjanskich na biegunowe mozna interpretowaé jako odwzorowa-
nie unitarne U : L?(R%) — L2([0, co[x S !, r4=1drdQ) zdefinowane przez

Uf)(r,Q) = f(x1,...,2q)-

Operatory obrotu Ue¥L4 U1 i operator UA ga—1 U~ " dzialaja tylko na wspotrzedne . Mozna
zatem zinterpretowac je jako operatory dzialajacy wylacznie na L?(S%1). Tak zinterpretowane
operatory bedziemy oznaczali rowniez e¥%ii i Asd—l (co jest pewnym naduzyciem). Operatory
e¥Lii sy unitarne na L2(S971dQ). Operator Ags—1 jest samosprzezony na L?(S9~1dQ)) i nazy-
wamy go operatorem Laplace’a-Beltramiego na sferze. Naszym gléwnym zadaniem bedzie teraz
diagonalizacja Aga-1.

7.9 Wielomiany wielu zmiennych

Wielomianem zaleznym od zmiennych z1, ..., x4 nazywamy skoriczona kombinacje liniows wy-
razen postaci
k]‘ DY k(i
xy z,’.

Czyli sg to funkcje postaci

k k
P(xy,-wa) = Y Py k@)t al
k1,....kq

Stopieni wielomianu P definiujemy jako

degP := max{ki + -+ kq : Py, kg 7 0}.

7.10 Wielomiany jednorodne wielu zmiennych
Moéwimy, ze P jest wielomianem jednorodnym stopnia I, gdy
Pz, Axg) = NP2y, 2q).

Innymi stowy, mamy wtedy

k
P(wy,---ma) = > Phy gt alt
ki4-+kq=l
Réwnowazny warunek:
ro, P = [lP. (7.4)

Niech Pol’ oznacza przestrzenn wielomianéw jednorodnych stopnia [

Twierdzenie 7.2 Wymiar przestrzeni wielomianow jednorodnych [-tego stopnia d zmiennych
WYNO0St

(7.5)

dim Poll — ( d+1-1 > ~(d+1-1)!

d—1 )~ (@—1u -
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Dowd6d. Rozwazmy d + I — 1 biatych kulek ustawionych w rzad. Zaczerniamy d — 1 sposrod
nich. Dostajemy d rzadkow biatych kulek. W j-tym rzadku jest k; kulek, w sumie ki +---+kq =
d+1—1—(d—1) =1. Liczba mozliwych takich konfiguracji wynosi tyle ile d — 1 elementowych
kombinacji w zbiorze [ + d — 1-elementowym, czyli (7.5). O

7.11 Wielomiany harmoniczne

Moéwimy, ze wielomian H jest wielomianem harmonicznym, jesli
AH =0.

Niech Har! oznacza przestrzen wielomianéw harmonicznych jednorodnych stopnia I. (Mamy w
domysle nieuwidoczniony drugi parametr — wymiar przestrzeni rowny d).

Wielomiany harmoniczne jednorodne stopnia [ bywaja nazywane harmonikami brylowymi
stopnia .

Twierdzenie 7.3 (1) dim Har! = dim Pol' — dim Pol' ™2 = W.

(2) Pol' = Har! @ r2Pol' 2.
(3) Operator A jest injektywny na r*Pol' =2,
Dowédd. Niech P € r2Pol'™2 i AP = 0. Mozemy napisaé
P =Py,

1'=2% jest niepodzielny przez r2 i k > 1.

gdzie P,_o € Po
Ar*P_o = (AT*M)Pi_oy + 2(Vr*)VP oy, + r* AP_g
= 2k(2k — 2+ d)r** 2 P_op + 4kr®* 200, Pp_op, + rF AP oy,
2k(—2k — 2+ d + 20)r** 2P gy, + r?* AP _g.
Mamy 2k(—2k — 2+ d + 21) > 0. Zatem P,_o jest podzielny przez 72, co stanowi sprzecznosé i
dowodzi (3).
Mamy operator liniowy A; : Pol! — Pol!~2. Korzystajac z (3) dostajemy

dim Pol'~2 > dim RanA; > dim r?Pol' =2 = Pol' 2. (7.6)
Zatem dim Pol'~2 = dim Ran4;. Ale
dim Pol’ = dim RanA' + dim KerA' (7.7)

i KerA; = Har!. To dowodzi (1). Wreszcie (1) i (3) pociagaja za soba (2). O
A oto przyktady harmonik brytowych:
Wymiar d = 2. Harmoniki brylowe stopnia m > 1 we wspoélrzednych kartezjanskich i bieguno-
wych: .
(z +iy)™ = rmetim?,
dim Har = 1, dim Har! = 2, [ > 1.
Wymiar d = 3. Harmoniki brytowe stopnia [ > 1 we wspo6trzednych kartezjariskich i sferycznych
(zsint —ycosh % iz)! = r!(sin O sin(¢ — ) £ icos )’
dim Har! = 21 + 1.
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7.12 Harmoniki sferyczne
Mowimy, ze funkcja Y : S9! — C jest harmonika sferyczna stopnia [, jesli istnieje harmonika,

brylowa H stopnia [ taka, ze Y jest obcieciem H do sfery. Rownowazny warunek:

1 T1,...2¢q
(x%_i_...x?l)gy bt
42

jest wielomianem harmonicznym
A oto przyktady harmonik sferycznych:
Wymiar d = 2 Rozwazamy wspotrzedne biegunowe: Harmoniki sferyczne stopnia m:

e:i:imd)‘

Wymiar d = 3 Rozwazamy wspotrzedne kartezjanskie i sferyczne: Harmoniki sferyczne stopnia
l:
(sin @ sin(¢ + 1) £ icosh)".

Lemat 7.4 Niech P € Pol'. Wtedy istniejg Hi_op € Har' 2% k= 0,...[1/2] takie, ze

/2]
Pl = kZOHl_%)S“. (7.8)

Dowéd. Stosujemy indukcje wzgledem {.
Mamy
Pol’ = Har’, Pol! = Har!.

Dlatego, lemat jest oczywisty dla I = 0, 1.
Zatozmy, ze lemat jest prawdziwy dla [ zastapionego przez | — 2. Z Tw. 7.3 wynika, ze

P=7r’P_5+Q;, P_,ecPol™? Q eHar (7.9)
Na mocy zalozenia indukcyjnego,

(/2]
Pl—Q‘Sd_l => Qz-%‘sd_l, Qo). € Har' 2%, (7.10)
k=1

Ale na S9! mamy 72 = 1. (7.9) i (7.10) implikuja wiec (7.8). O

Twierdzenie 7.5 Niech Y] bedzie harmonikq sferyczng stopnia l. Wtedy

AgarY) = —I(l+d —2)Y].
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Dowod.
1
0=ArY, = (rdﬂaﬂ“dl&n + T2A5d—1> r'y,

= I(l4+d-2)r'"2Y +r"2Ag1 Y.

Harmoniki sferyczne stopnia I tworza podprzestrzen w L2(S9™1). Oznaczmy ja przez H,.

Twierdzenie 7.6 (1) H; jest przestrzeniq wektoréw wtasnych operatora —Aga-1 na L?(S91)
z wartoscig wtasng (1 + d — 2).

(2) H; sq wzajemnie ortogonalne dla réznych .
(3) Kombinacje liniowe elementow H; sq geste w L2(S971).
(4) Operatory obrotu eV i zachowujq H,.
Dowéd. (2) wynika z (1) i z tego, ze Aga—1 jest operatorem samosprzezonym na L2(S971).
Lemat 7.4 pokazuje, ze wielomiany harmoniczne obciete do sfery pokrywaja sie ze wszystkimi
wielomianami obcietymi do sfery. Nastepnie stosujemy Twierdzenie Stone’a-Weierstrassa, ktore
mowi, ze wielomiany sa geste przestrzeni funkeji cigglych na zwartym podzbiorze S%~! w normie

supremum. Z kolei funkcje ciagte sa geste w L2(S9™1). To pokazuje (3).
(4) wynika z tego, ze el Aga—1 = Aga—1e¥lii. O

o H,.

(2) i (3) mozna razem wyrazié¢ réwnoscig L2(S971) =
=0

7.13 Wielomiany Gegenbauera

Wielomiany Gegenbauera definiujemy przy pomocy nastepujacej funkcji tworzacej:

(1—2wr+r%)~" = iT"CQ(w), 7| < 1. (7.11)
n=0
Stad
N (w) = %8,?(7“2 ~2wr 1)
Mamy
(r*=2r+1)=(r—1)" = io: (22!)nr".
n=0

Zatem,

Ca(1) = (2\)n.

Podstawiwszy R = %, (7.11) mozemy przepisaé jako

(1-2wR+ R =) R "C)(w), |R>1.
n=0
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Stwierdzenie 7.7
((1 — )92 — (1 + 20wy + n(n + 2A))q§(w) —0.
Dowdd. Oczywiscie,
(02+22) @+ = @)X+

;Gy(x2 +y2)™ = (2?42

Dlatego,
2\ _

(a§+a§ 8)(3: +y2) ™ = o

Stad,
2\ _
(aﬁ + 02+ ?ay) (e—12+¢%) " = o (7.12)

Wprowadzmy uktad biegunowy

Mamy wtedy
2
9, = wo, + Tw O
V1 — w?
9, = V1-w2d, —= - O
R = 2+l +i((1—w2)82 —wd )
Eg ) T r r 7,2 w w |
1 1 w
-0y = —0p — 0.
Yy Yy r 7«2
(7.12) moze by¢ przepisane jako
1+2)),. 1 B
(a,? - far + 72((1 — w9 — (1+ 2)\)w8w)> (r2 = 2wr + 1)~ = 0. (7.13)

Czyli wielomiany Gegenbauera spetniaja to samo rownanie co wielomiany ultrasferyczne z
1

27

a=\— % Zatem C7 sa proporcjonalne do P . Poréwnujac wartos¢ w 1 dostajemy

(2>\) A—ia-1

A T2 T2
Ch(w) = (>\+ " —— P, (w).
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Poréwnujac funkcje tworzace mozemy znalezé zwigzki miedzy wielomianami Gegenbauera a
Czebyszewa:

T,(w) = %(%\Cfl‘(w)
U(w) = Cl(w).

A=0’

7.14 Potencjal elektrostatyczny w wyzszych wymiarach
Laplasjan w wymiarze d na funkcjach radialnych jest rowny

9% + ?@. (7.14)

Zatem funkcja
P = (i 4 )

dla A = % — 1 jest harmoniczna na R? poza zerem.
Podobnie funkcja

(23 + - +ai g+ (zq— 1)2)7’\ (7.15)
jest harmoniczna poza (0,...,0,1). Wprowadzajac w := %2 mozemy (7.15) zapisac jako
(1+ 7% — 2wr)~. (7.16)

Dla funkcji zaleznych tylko od r,w, laplasjan jest rowny

d—

1 1
o+ o

T—Q((l —w?)d? — (d— Dwdy).

w

Zauwazajac, ze ten operator anihiluje (7.16), dostajemy alternatywny dowod (7.13) (niestety,
stuszny jedynie dla A = %, 1,...).
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