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« ¬®­i¯�°J±S²d³µ´	¯�´&¶1·1¸S¹®±�ºD¯�³ »
¼W½¾¼ ¿�À:Á	Â&Ã1ÄÆÅHÇ�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã�ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ9Í�ÄaÐs½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò
¼W½rÒ Ó£ÔHÏLÍDÕOÀ ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ö
¼W½r× Ø�Ç9Ù1ÊDÃ®Õ�Ï�ÚJÙ1É&Û�ÊDÔHÏLÍ�Õ�Í�ÄaÐe½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ö
¼W½ÝÜ Þ®Õ�Ã¾ÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&Ã¾À+Ø�ÇWÉ	ÄaÐ9Í<ßÝÀLà{ásÃ�Å�ÀLà{á�Ê{á{Â	âHÀLÊ�Õ�ÀLÂ	ÄÆÅHÀ�½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ã
¼W½rÖ ä�Õ�ÃæåWÏLÊDÃ®Ú�Í�âHç<ÀLÔaâHÍdÅ�Â&À ½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ è
¼W½rã éDÏLÀLÔHÀLà{Ã�ç<á{ÌHêLà{ádÕ�Àë½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ì
¼W½jè í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ7Õ�ÍDÊ	ÙPÇ{Ú�Â&ÃæÄ:Ï�Ç�½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ¼{¼
¼W½rì í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ7Ë¾á{à�ÇWÔHÍ�ÌHî!Ã3ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅaÇ�ç<á{ÌHêLà{ádÕOÇ�½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ¼�Ò
¼W½rï ð�É&Â&ÊDÌÆÍ�á�âHá{ñ&Ë¾Ã¾ÕOÀ�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ�ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂDÍ�ÄSÐ ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ¼�×
¼W½¾¼Lò�í&É&Â&Ê�ÄÆÅ�À�ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ&ÀXÇ+ç&É&Â&Ê�Ì�Õ�Â&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&á�ôSÄ:Ã ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ¼dè
¼W½¾¼{¼Bí&É&Â&Ê�ÄÆÅ�À�ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ&ÀÑÏ
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¼W½¾¼�Ò�õ{À�Ú�Â&á{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÂ&á�ôaö�ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&Û�ÇWÂ&ÃæÇ�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã®ÇWÂ	ÇWËæÃ¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ9Í�ÄaÐ÷½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ¼�ï
¼W½¾¼�×�ð�ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&Û�ÇWÂ&Ã¾ÀXÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ�ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂDÍ�ÄSÐ>Õ�Ï�ÚJÙ1É&ÛUÚ�ÔHá{à{Ã}½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ÒWò
¼W½¾¼:Ü ∗ ð�á@Õ�Ã¾ÀLÔHÏ�ÄaÐ&Â&Ã¾À�ø�Ã¾ÀLî�ÇWÂ&Â	Ç�Ã®ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÀXÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ&ÀÑÕ�Ã¾ÀLËæá{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÂ&À�½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò{Ò¼W½¾¼�Ö ∗ ù á{îpá{ÌHá{ç&Ã1Ç+ÊDÔHÏLÍ�Õ�Í�ÄSÐú½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò{×¼W½¾¼�ã ∗ éDÊ&ÙPÇ{Ú&ÇWÂ&Ã¾ÀUÊDÔHÏLÍ�Õ�Í�ÄSÐ�Ã®à{ÔHÉ&ç	Ç�Ð&á{îpá{ÌHá{ç&ÃæÃû½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò-Ü¼W½¾¼dè ∗ ü ÇWÊ�ÔHÍ�Ä:ÃæÀ�É&Â&ÃæÕ�ÀLÔaâaÇWË¾Â&Àý½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò{Ö¼W½¾¼�ì ∗ ü ÇWÊ�ÔHÍ�Ä:ÃæÀ�Õ�Í�ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLá{Â&ÀUç&ÔHÏLÀLÏUç�á�Ú�à{ÔHÉ&ç�êÑà{ÔHÉ&çDÍþÐ&á{îpá{ÌHá{ç&Ã¾Ãÿ½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò{Ö¼W½¾¼�ï ∗ í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇpç&Ã¾ÀLÔHÕ�á{ÌHÂ	Ç ½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò{Ö¼W½rÒWò ∗ í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇpË¾á{à�ÇWÔHÍDÌHî!Ã�ç�á{ÌHêLà{á@ÕOÇ ½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò{ã¼W½rÒ�¼ ∗ í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ zα(z − 1)β

½<½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò{ã

¼



¼W½rÒ{Ò ü á{ÌaÇ{ÄÆÅaÇpÚ�ápá{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇWÂ&ÃæÇpÊDÔHÏLÍ�Õ�Í�ÄSÐ ½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò�è
» ¬®­i¯�°J±S²d´��s´����ý´���­�¶1³��@´ »	�
Ò�½¾¼ í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ�
£ÇWîpî7Ç ÅaÇWÊ{á�É&á{à
�{Ë¾Â&Ã¾ÀLÂ&Ã¾ÀÑâHÃæË¾Â&Ã3Ã�����ÄLÇ9Ù1ÊWÇ���É&Ë¾ÀLÔaÇ)½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ò{ï
Ò�½rÒ �OÄLÇ9Ù1ÊWÇ���É&Ë¾ÀLÔaÇpÃ®Ú&ÇWËæâHÏLÀÑÌHá{Û�âaÇWîpá�ôSÄ:Ã�½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ×Wò
Ò�½r× í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ�
£ÇWîpî7Ç�Ã®ÄLÇ9Ù1Ê�Ã®Õ�Ú�ÏLÃ¾À�Ú�ÏLÃ¾Â&ÃæÀ�ÏLÀ�âaç�á{Ë¾á{Â&À Å ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ×{×
Ò�½ÝÜ �ÎË¾á�Ä:ÏLÍ�Â9ÍsÂ&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&À ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ×-Ü
Ò�½rÖ í&É&Â&Ê�ÄÆÅ�À�ÌHÔHÍDà{á{Â&á{î7ÀLÌHÔHÍ�Ä:ÏLÂ&À ÅaÇWÊ{á�Ã¾Ë¾á�Ä:ÏLÍ�Â9Í7Â&ÃæÀ�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&À£½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ×{Ö
Ò�½rã í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ�
£ÇWîpî7Ç+Ç+Ã¾Ëæá�Ä:ÏLÍ�Â9Í�Â&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&Àÿ½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ×{ã
Ò�½jè ð�ÀLÕ�Â&À�ÄLÇ9Ù1ÊDÃ®ÏUç	ÇWÔaÇWîpÀLÌHÔHÀLî ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ×{ì
Ò�½rì ð�á�ÄaÐ&á�Ú�Â	Ç7Ëæá{à�ÇWÔHÍDÌHîpÃ1Ä:ÏLÂ	ÇUÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ�
£ÇWîpî7Ç�½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ×{ï
Ò�½rï éDÏLÀLÔHÀLà{Ã�Ç{âHÍ�îpç&ÌHá{ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ&À ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ü�ò
Ò�½¾¼Lò�ð�Ã¾ÀLÔHÕ�âHÏLÍsÕ�Ï��{Ô���Ã¾Â&ÀLÌaÇ ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ü	¼
Ò�½¾¼{¼�� Ï��{Ô ð�ËæÇWÂDÍsÃ®Ú�ÔHÉ&à{Ã�Õ�Ï��{Ô���Ã¾Â&ÀLÌaÇû½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ü9Ò

� ��´��L¸��	���� �´	¯�·P´ !"!
×�½¾¼ õ{À�Ú�Â&á{ÔHá�Ú�Â&À�Ú�Í�âaÌHÔHÍDñ&É	ÄÆÅHÀXÃ�ÃæÄSÐ�ÌHÔaÇWÂ	â�ÈPá{ÔHî�ÇWÌÎÍþí&á{É&ÔHÃ¾ÀLÔaÇ)½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ü{Ü
×�½rÒ Ø�Ç9Ù1ÊDÃ®Õ�ÃæÀLË¾ádÕ�Í�îpÃæÇWÔHá@Õ�À ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ü9Ö
×�½r× #FÇ{Ä:Ã¾ÀLÔHÏLÀµ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ü9ã
×�½ÝÜ ��Ã¾ÀLËæádÕ�Í�îpÃæÇWÔHádÕOÀXÄLÇ9Ù1ÊDÃ$
£ÇWÉ	âaâaÇ+Ã®í&ÔHÀ�âaÂ&ÀLËæÇú½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ÜDè
×�½rÖ #µÀLÌHá�Ú&Ç�%®ÇWç&ËæÇ{Ä:À{ß Ç'&uç&É&Â&ÊDÌHÉµâaÃ¾á�ÚJÙ1á@Õ�ÀLà{á)(s½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ ÜDè
×�½rã *�âHÍ�îpç&ÌHá{ÌÆÍDÊWÇ�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ�
£ÇWîpî�Ç�Õ Â&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&á�ôaÄ:Ã®î7ÀLÌHá�Ú&å�ç&É&Â&Ê�ÌHÉµâHÃ¾á�ÚJÙ1ádÕOÀLà{á&½U½X½X½ Ü9ì
×�½jè *�âHÍ�îpç&ÌHá{ÌÆÍDÊWÇ�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ���ÀLÌaÇ�Õ�Â&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&á�ôSÄ:Ã®îpÀLÌHá�Ú&å+ç&É&Â&ÊDÌHÉµâaÃ¾á�ÚJÙ1á@Õ�ÀLà{á ½X½Ñ½X½X½ ÖWò
×�½rì ��Ã¾ÀLËæádÕ�Í�îpÃæÇWÔHádÕ�Ç+Õ�ÀLÔaâPÅaÇ�îpÀLÌHá�Ú�Í+%�ÇWç&ËæÇ{Ä:À{ß Ç,&uñ<ÀLÏXç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&ÛLÀLÂ&ÃæÇpÇWÂ	ÇWË¾ÃæÌÎÍ�Ä:ÏLÂ&ÀLà{á)(�½X½X½ Ö�¼
×�½rï #µÀLÌHá�Ú&Ç+ÈlÇWÏLÍsâHÌaÇ{ÄÆÅHá{Â	ÇWÔHÂ&À Å ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ö�¼
×�½¾¼Lò�ø-�dÕ�Â	ÇWÂ&ÃæÀUÚ�Í9ÈuÉ&Ï ÅHÃ�Ã�é�ÄaÐ&Ô/.�Ú�Ã¾Â&à{ÀLÔaÇ ½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ö{Ò
×�½¾¼{¼BÞ®ÔaÇWÂ	â�Èuá{ÔHî7Ç{ÄÆÅaÇ�%�ÀLà{ÀLÂ	Ú�ÔHÀ{ß Ç ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ö{×
×�½¾¼�Ò�¿�Í�âHç<ÀLÔaâHÍdÅ�Â&À£Ô/�dÕ�Â	ÇWÂ&ÃæÀ+é�ÄaÐ&Ô/.�Ú�Ã¾Â&à{ÀLÔaÇ�ÏÑç	ÇWÔaÇWî7ÀLÌHÔHÀLî

~
½Ñ½U½X½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ö-Ü

×�½¾¼�×0
�ÔaÇWÂ&ÃæÄLÇpâHÀLî7Ã¾ÊDË1Ç{âHÍ�Ä:ÏLÂ	Ç�Ú�Í�âaç�ÀLÔaâHÍdÅHÂ&À Å�ÀLÕ�á{ËæÉ	ÄÆÅ�Ã ½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ö-Ü
×�½¾¼:ÜVø-�dÕ�Â	ÇWÂ&ÃæÀUÓ£Ë¾ÀLÃ¾Â	Ç213
�á{ÔaÚ�á{Â	Ç54dÈlÇWË¾á@Õ�Àý½Ñ½U½Ñ½X½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½U½Ñ½X½X½Ñ½X½Ñ½X½U½Ñ½X½Ñ½X½Ñ½X½X½ Ö{Ö

�Õ�Ã1ÇWÏ�Ú�Ê-å�6sá{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLá{Â&À>âSåµç<á�Ú�ÔHá{Ï�Ú�ÏLÃ1Ç9Ù1Í áeÂ&ÃæÀ�Ä:áµñ	ÇWÔaÚ�ÏLÃ¾À Å�Ï�Ç{ÇdÕOÇWÂ	âHá@ÕOÇWÂ&À Å7ÌHÔHÀ�ôaÄ:Ã87iÊ�Ì/�{ÔHÀþîpá{à�å

ñ9Í�öÑç<á{îpÃ¾Â&Ã¾êLÌHÀ�ç&ÔHÏLÍsË¾ÀLÊDÌHÉ&ÔHÏLÀ{½

9 :<;<=<> ª�?	¨A@ = @�Ba¤�¦�CÑªED = ¨
F�GHF IKJ�LNMPO8QSRUT0VXWPMZYEQSR2O[T\MPT\]HOH^�_ZQ)`�M�_ZQ5a
b ÌHá{Û�âaÇWîpÃæÇWî�Í

R2 Ï C
á�Ú�Õ�ÏLá{ÔHádÕ�ÇWÂ&Ã¾ÀLî

R2 3 (x, y) 7→ z := x+iy ∈ C
½$� ç&ÔHádÕOÇ{Ú�Ï�ÇWî�ÍpÂ	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:À

á{ç<ÀLÔaÇWÌHá{ÔHÍþÚ�ÏLÃ1Ç9ÙPÇ@ÅHÄ:ÀÑÂ	Ç
C

∂z :=
1

2
(∂x − i∂y), ∂z :=

1

2
(∂x + i∂y).

Ã�ÅHÀ�Ú�Â&áWÈPá{ÔHî�Í"c
dz = dx+ idy, dz = dx− idy.

Ò



ä<ÇWÉDÕOÇWÛLî�Í
7�ÛLÀ
∂zz = 1, ∂zz = 0,

∂zz = 0, ∂zz = 1,

df = ∂zfdz + ∂zfdz.

�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��u«�����³
	�¯�·1±�²�´��Æ­i¯�°�±S²�·�
 ��¶ � ���"��	�±�º9¯�³�²��������������
Ω ⊂ C ������ �!�#"%$�&�'�()$�*,+.-/" �� �� �0"%(��1+�

Ω 3 z 7→ f(z) ∈ C 2135476 �!819
�;:<$=� � * 4 ',>�$ � - 3 8?9%�@��&�'�( 3/476 �A>19B(�C�& 4 "�&�'�D 4 �?EF�G ��H;IKJ9¯�·1±9º�°	�  �´&¶u¯��KLNM� ��³D¯���·P³Fº9³5�NOZ��¶ �<¯<¹ �P��Q�RS' 6 '�D � ��T%" z0 ∈ Ω
�U>�$ 4 ���08N�

lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
.

&H¼W½¾¼2(
V (�' 4 �!� � $ �W4 '  *,&�'�+�*X-7"N���/" �%4 9Y&Z>?� 4 >����  ��>=-/",RS" 4 *,+ 213/476 �!81� f &

z0
�;[\�)>�$]" 4 '^"  ?4 '
�  ' 4 '�-�(  �  

∂zf(z0). _ $`",> 3 8?�1+�*a$=�@D�"  ?4 '
�  � 4 �0' f ′(z0) � df(z0)
dz

�
b?G �dcú´��-­i¯�°�·feU´	­�±,
<¹hg ³
i	�kjlHs·1³ �ý´	¯i¯�´m�an 35476 �!81' f 8N�)>1$o8N� ��4 " 6 (d"%$ 4 �!�;(�C  N4 �0�  �6 "�&�'�R 4 'Y&p>?� 4 >1�!�(  ���  *,&h�q>1$�*r+s�A>=-7��t 4 �!" 4 �u>?9 4 ',>�$ � - 3 8?9%�@�f&  "%()*�E

∂xu = ∂yv,

∂xv = −∂yu,
T �� ��� u = Ref v v = Imf

�
w1G n 3/476 ��81' f 8N�)>�$K8?� ��4 " 6 (�"�$ 4 ���f(�C  ?4 �!�  16 "�&�',R 4 ';&P>N� 4 >����X(  ���  *,&h�U>�$�*,+s�  '%���/" �� �

∂zf = 0.

xrG ��ys¯�´&¶P·æ¸�¹®±�º9¯��KLNMk��Q�RS' 6 '�D � ��T%" z0 ∈ Ω
�U>�$ 4 ���08N� r > 0

$`' 6 �!� v D�� 4 ' K(z0, r)

f(z) =

∞∑

0

an(z − z0)
n.

��³%	�¯�·1±S²d´C«K�æ»zn 3/476 �!8 � f >=-k��t 4 �0'�819%�@9{8N� � � 47v '  '�$=�?+|�}&A>  *�>�$ 6 ��� v -/"%&h*?D1>  �~&�'�( 354k6 � 4 '  *,&�'�+�*
2135476 �!819W�/"�R�"�+{"�(����  N4 9 4 ' Ω

R 3k�)v �@"B$�(�' 6 $ 3 8N�1+�*�8?' 6 "a>�* 4 " 4 ��+ vk2�3/476 ��819<' 4 '�R��0$�*��  ?4 9 4 ' Ω
�

� �  �I�� �  p·P³5�r�iº�³D¯�·1´�«K�u«K� b Ú�ádÕOá�Ú�Â&Ã ÅHî�Í
1) ⇒ 2)

½P� ÀÑÕ�ÏLá{ÔHÏLÀ

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0 + h) − f(z0)

h
,

à�Ú�ÏLÃ¾À
h = hx + ihy

7&î7á{ÛLÀLî�Ísç�áDÙ1á{ÛLÍ�ö
hy = 0

Ã�ÏLñ&Ã¾ÀLà�Ç{öÑÏ
hx → 0

7	Õ�ÌHÀ�Ú�ÍþÚ�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í

f ′(z0) = lim
hx→0

f(z0 + hx) − f(z)

hx
= ∂xu(z0) + i∂xv(z0)

&H¼W½rÒ�(
Ë¾É&ñ�îpá{ÛLÀLî�Í7ÌHÔHÏLÍ�î7Ç{ö

hx = 0
7&Õ�ÌHÀ�Ú�Í

f ′(z0) = lim
hy→0

f(z0 + ihy) − f(z)

ihy
= −i∂yu(z0) + ∂yv(z0)

&H¼W½r×�(

×



ð�ÔHÏLÀLÏXç<á{Ô/�dÕ�Â	ÇWÂ&ÃæÀ &H¼W½rÒ�(�ÃP&H¼W½r×�(OÚ�á�âaÌaÇ@Å�ÀLî�Í�Õ�ÏLá{ÔHÍ>Ø�ÇWÉ	ÄaÐDÍ�ßÝÀLà{á��Dø Ã¾ÀLî7ÇWÂ&Â	Ç�½
ø��dÕ�Â&ádÕ�ÇWÛLÂ&á�ôaö+Ò�(�Ã�×�(3Å�À�âaÌ�á�Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæâHÌaÇ�½
b Ú�ádÕOá�Ú�Â&Ã ÅHî�Í�ÌHÀLÔaÇWÏ

2) ⇒ 1)
½�ø��{ÛLÂ&ÃæÄ:ÏLÊ{ádÕ�ÇWË¾Â&á�ôaöÑÕ âHÀLÂ	âHÃ¾À£ÔHÏLÀ�Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæâHÌÎÍ�î!á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Ç)7JÛLÀ

f(z0 + h) = f(z0) + f ′(z0)h+R(z0, h)

à�Ú�ÏLÃ¾À
f ′(z0)

á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Çpî�Ç{Ä:Ã¾ÀLÔHÏÑõ�Ç{Ä:á{ñ&Ã¾ÀLà{ápç<á�ÄSÐ&á�Ú�Â&À Å
[
∂xu ∂yu
∂xv ∂yv

]
,

h
ÅHÀ�âHÌ Õ�ÀLÊ�ÌHá{ÔHÀLî

[
hx
hy

]

Ç
lim
h→0

|R(z0, h)|
|h| = 0.

#Fá{ÛLÂ	Ç�ÌHá�Ï�ÇWç&ÃæâaÇ{öOÅaÇWÊ{á
f(z0 + h) − f(z0) = ∂xf(z0)hx + ∂yf(z0)hy +R(z0, h)

= ∂zf(z0)(hx + ihy) + ∂zf(z0)(hx − ihy) +R(z0, h)

äFÌHÀLà{ápÕ�Í�Â&Ã¾ÊWÇ+ÃæâHÌHÂ&Ã¾ÀLÂ&Ã¾À�à{ÔaÇWÂ&ÃæÄ:Í &H¼W½¾¼2(�Ã�ÌHá�7&ÛLÀ ÅHÀ�âHÌ�Ô/�dÕ�Â	Ç
∂zf(z0)

½
¿�ádÕ ��ÚµÔ/�dÕ�Â&á@ÕOÇWÛLÂ&á�ôaÄ:ÃiÕOÇWÔHÉ&Â&Ê�ÉµÜ)(}ÏLá�âHÌaÇdÕ�ÃæÇWî�ÍsÂ	Ç+ç ���LÂ&Ã¾À ÅL½

2

� ¸  p·P³5�r��º�³�¯�·P³?«K� ��[\���)R��
f v g >?9u�7",R�"%+�"%(U���  ?4 �}& Ω v $`"f(dC�& 4 �!��D f+g

�
fg
� [k���)R�� & � " � '�$ 6�3 f 6= 0

4 ' Ω v $`" 1
f

8N�)>�$ �/",RS"�+{"�(U� �  ?4 ' 4 ' Ω
�<[\���)R��

f
8N�)>�$ �/",RS"�+{"�(U� �  ?4 � 4 ' Ω

'
g 4 ' f(Ω) v $`" g◦f 8?�)>1$

�/",RS"�+{"�(����  N4 � 4 ' Ω
��[\���)R��

f
8N�)>�$ � � 8?� 6 �!819  Ω 4 ' f(Ω)

�
f−1 8N�)>�$ 21354k6 �!8?9~" � &h(�"�$ 4 9 � " f v $`" f−18N�)>�$��/",RS"�+{"�(U� �  ?4 � 4 ' f(Ω)

�	� '%���/" �� 9<&  "%()*
d
dz (f + g) = d

dzf + d
dz g,

d
dz (fg) = ( d

dzf)g + f d
dz g,

d
dz

1
f = − 1

f2
d
dzf,

d
dz g◦f(z) = d

dwg(w) d
dz f(z),

T �� ��� f(z) = w,

d
dwf

−1(w) = 1
d
dz
f(z)

,
T �� �!� f(z) = w.

cx¯�· �	��³D°�«K� !�n 3/476 �!8?';&h*r+����1( 4 ' v �  *�R�� 2135476 �!81'X-/",>�$`'%�?�
P (z)

Q(z)
,

T �� �!� P v Q >19B&h����R�"%+f�!' 4 '%+f� v 8?��>�$h�7",R�"%+�"%(U���  ?4 'X-/"  '  �1(�'�+�� Q(z)
�

Ü



F�G�� ���5`)_�� J
Ó£ÔHÏLÍ�ÕOåpâHç	ÇWÔaÇWî7ÀLÌHÔHÍDÏLá@ÕOÇWÂ	å�Â	ÇWÏLÍDÕ�ÇWî�Íþá�Ú�Õ�ÏLá{ÔHádÕOÇWÂ&ÃæÀ�Ä:ÃæåDàDÙ1À

]0, 1[3 τ 7→ γ(τ) ∈ C.
&H¼W½ÝÜ)(

ü Ç+á{à
�DÙiñ�ê�Ú�ÏLÃæÀLî�Í�îpÃ¾ËæÄ:Ï�å{Ä:á+Ï�ÇWÊ	ÙPÇ{Ú&ÇWË¾ÃH7&ÛLÀ γ ÅHÀ�âHÌ�ÊWÇ�ÕOÇ9Ù1ÊWÇWîpÃ®àDÙPÇ{Ú�ÊWÇ�½� ÏLñ&Ãæá{ÔHÏLÀ�Ê�ÔHÏLÍDÕ�Í�ÄaÐÿÕ�ç&ÔHá@ÕOÇ{Ú�Ï�ÇWî�ÍFÔHÀLËæÇ{ÄÆÅHê
c
γ1 ∼ γ2

73à�Ú�Í>ÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀXÊWÇ�Õ�Ç9Ù1Ê-ÇWîpÃ�àDÙPÇ{Ú�ÊWÇsÔHá�âHÂ	å{ÄLÇ
ñ&Ã ÅHÀLÊ�ÄÆÅHÇ

]0, 1[3 τ 7→ κ(τ) ∈]0, 1[
ÌaÇWÊWÇ)7OÛLÀ

γ1 = γ2 ◦ κ ½ûõ�À�âHÌ�ÌHá ÔHÀLËæÇ{ÄÆÅaÇFÔ/�@Õ�Â&ádÕ�ÇWÛLÂ&á�ôaÄ:Ão½�Ó£Ë1Ç{âHêÇWñ	âHÌHÔaÇWÊ�ÄÆÅHÃ®Õ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�ÀLî ÌHÀ Å�ÔHÀLËæÇ{ÄÆÅHÃ3Â	ÇWÏLÍDÕ�ÇWî�ÍþÊ�ÔHÏLÍDÕ�å�ÏLá{ÔHÃ¾ÀLÂ9ÌHá@ÕOÇWÂ	å &uÂ&Ã¾À�âHç	ÇWÔaÇWîpÀLÌHÔHÍ�ÏLádÕ�ÇWÂ	å (a½
� ÏLñ&Ãæá{ÔHÏLÀ�Ê�ÔHÏLÍDÕ�Í�ÄaÐÿÕ�ç&ÔHá@ÕOÇ{Ú�Ï�ÇWî�ÍFÌHÀLÛ+ÔHÀLËæÇ{ÄÆÅHê
c

γ1 ∼ γ2
73à�Ú�Í>ÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀXÊWÇ�Õ�Ç9Ù1Ê-ÇWîpÃ�àDÙPÇ{Ú�ÊWÇsÔHá�âX1

Â	å{ÄLÇ�Ë¾É&ñµî7ÇWËæÀ ÅHå{ÄLÇ7ñ&Ã Å�ÀLÊ�ÄÆÅaÇ
]0, 1[3 τ 7→ κ(τ) ∈]0, 1[

ÌaÇWÊWÇ)7�ÛLÀ
γ1 = γ2 ◦ κ

½�õ{À�âaÌ�ÌHá�Ô/�dÕ�Â&Ã¾ÀLÛ+ÔHÀLËæÇ{ÄÆÅaÇ
Ô/�dÕ�Â&á@ÕOÇWÛLÂ&á�ôaÄ:ÃÎ½UÓ£ËæÇ{âHê+ÇWñ	âHÌHÔaÇWÊ�ÄÆÅHÃ�Õ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�ÀLî ÌHÀ Å�ÔHÀLË1Ç{ÄÆÅ�Ã�Â	ÇWÏLÍDÕ�ÇWî�ÍFÊDÔHÏLÍ�ÕOåsÂ&Ã¾ÀLÏLá{ÔHÃ¾ÀLÂDÌHádÕ�ÇWÂ	åK&uÂ&Ã¾À�âX1
ç	ÇWÔaÇWîpÀLÌHÔHÍ�ÏLádÕ�ÇWÂ	å (a½

� Ú�À:Á	Â&ÃæÄÆÅ�Ã &H¼W½ÝÜ)(Xî7á{ÛLÂ	ÇÿÔ/�dÕ�Â&Ã¾ÀLÛ�Ï�ÇWîpÃæÀLÂ&Ãæö
]0, 1[
Â	Ç

[0, 1]
7

]0, 1]
7

[0, 1[
ñ	å{Ú �

S1 &uá{Ê�ÔaåDà)(a½��
á�âHÌaÇWÌHÂ&Ã¾î!Õ�Í�ç	Ç{Ú�Ê�É>î7ÇWî�Í�Ú�á7Ä:ÏLÍ�Â&Ã¾ÀLÂ&ÃæÇ�ÏÑÊ�ÔHÏLÍDÕ�å�Ï�ÇWîpÊ�Â&Ã¾êLÌaå�½
ä<Ç9Ù �{ÛLî�Í
7&ÛLÀ�ñ&ÔHÏLÀLà�ÏLñ&Ãæá{ÔHÉ�á{ÌÆÕOÇWÔHÌHÀLà{á7âHÊ	ÙPÇ{Ú&Ç�âHÃ¾ê Ï£Ê�ÔHÏLÍDÕ�Í�ÄaÐsÏ�ÇWîpÊ�Â&Ã¾êLÌÎÍ�ÄaÐ�½ �VÌHÀ�Ú�ÍpÊWÇWÛ�Ú&Ç�Ï�ÌÆÍ�ÄSÐ

Ê�ÔHÏLÍDÕ�Í�ÄaÐeî7ÇpÂ	ÇWÌHÉ&ÔaÇWËæÂ	å7á{ÔHÃ¾ÀLÂDÌaÇ{ÄÆÅ�ê
c ç�á�âHÉDÕOÇWî�ÍµâHÃ¾ê�Õ�Ï�ÚJÙ1É&Û+Â&Ã¾À Å�Õ Ú�á�Ú&ÇWÌHÂ&Ã¾î ÊDÃ¾ÀLÔHÉ&Â&Ê�É 7{ÅHÀ�ôHË¾Ã�ÏLñ&Ã �{Ô
î7ÇWî�Í7ÏÑË¾ÀLÕOÀ Å�âaÌHÔHá{Â9Í{½
F�G�� �+T
	XY$O��'`
��	XW�� Y��5`)_��,_ZQ a

ü Ã¾À�ÄaÐFÊDÔHÏLÍ�ÕOÇ γ ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾À�âHç	ÇWÔaÇWîpÀLÌHÔHÍ�ÏLádÕOÇWÂ	Çsç&ÔHÏLÀLÏ [0, 1] 3 τ 7→ γ(τ) ∈ Ω
½£ä<ÇWÊ&ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í
73ÛLÀUç	ÇWÔaÇWîpÀS1

ÌHÔHÍ�Ï�Ç{ÄÆÅHÇÑÅ�À�âHÌ�ÊWÇ�Õ�Ç9Ù1Ê-ÇWî7Ã
C1 ½ ä<Ç9Ù �{ÛLî�Í�ÌHÀLÛ
7JÛLÀXÂ	Ç γ([0, 1]) á{Ê�ÔHÀ�ôHË¾á{Â	Ç�ÅHÀ�âHÌ�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇ f &uÂ&ÃæÀLÊ{á{Â&Ã¾À�Ä:ÏLÂ&Ã¾À

Ð&á{Ë¾á{îpá{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç (a½ ä<Ú�À:Á	Â&Ã¾É-Å�î�ÍþÄLÇ9Ù1Ê{êXÏ£ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ
f
ç�á�Ê�ÔHÏLÍ�Õ�À Å

γ
Õ�ÏLá{ÔHÀLî

∫

γ
f(z)dz :=

∫ 1

0
f(γ(τ))

dγ(τ)

dτ
dτ.

&H¼W½rÖ�(
¿�À:Á	Â&ÃæÄÆÅaÇ ÌaÇ�Â&Ã¾À�Ï�ÇWË¾ÀLÛLÍ�á�Ú£ç	ÇWÔaÇWîpÀLÌHÔHÍ�Ï�Ç{ÄÆÅHÃ�Ï�Ç{ÄaÐ&á@Õ�É-ÅHå{Ä:À Å�á{ÔHÃ¾ÀLÂDÌaÇ{ÄÆÅ�ê{½�ð�ÔHÏLÍ£ÏLîpÃæÇWÂ&ÃæÀ�á{ÔHÃ¾ÀLÂDÌaÇ{ÄÆÅ�Ã9ÏLîpÃ¾ÀLÂ&ÃæÇ
âHÃ¾ê£ÏLÂ	ÇWÊ�ÄLÇ9Ù1Ê�ÃH7

� ç&ÔHá@ÕOÇ{Ú�Ï�ÇWî�Í>Ô/�dÕ�Â&Ã¾ÀLÛUá{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÀLÂ&Ã¾ÀXÂ	Ç+Â&Ã¾ÀLÏLá{ÔHÃ¾ÀLÂDÌHádÕ�ÇWÂ	å�ÄLÇ9Ù1Ê{êXÕ�Ï�ÚJÙ1É&ÛUÊDÔHÏLÍ�Õ�À Å
γ
c

∫

γ
f(z)|dz| :=

∫ 1

0
f(γ(τ))

∣∣∣∣
dγ(τ)

dτ

∣∣∣∣ dτ.

¿�À:Á	Â&ÃæÄÆÅaÇ+ÌaÇ+Â&Ã¾ÀÑÏ�ÇWË¾ÀLÛLÍsá�Úþç	ÇWÔaÇWîpÀLÌHÔHÍ�Ï�Ç{ÄÆÅHÃH7&Ô/�dÕ�Â&Ã¾ÀLÛUÏLîpÃ¾ÀLÂ&ÃæÇ@Åaå{Ä:À ÅOá{ÔHÃ¾ÀLÂDÌaÇ{ÄÆÅ�ê{½
ä<ÇWÉDÕOÇWÛLî�Í
7�ÛLÀ

∣∣∣∣
∫

γ
f(z)g(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫

γ
|f(z)||dz| sup

z∈γ[0,1]
|g(z)|.

� �-º{¹®°�� ´k��� ü Ã¾À�ÄaÐ γ ñ�ê�Ú�ÏLÃæÀ�á{Ê�ÔHêLà{Ã¾ÀLî [0, 2π] 3 φ 7→ eiφa+ b ∈ C
½

∫

γ
zndz =

∫ 2π

0
i(aeiφ + b)naeiφdφ

=
n∑

j=0

∫ 2π

0
ambn−mi

n!

m!(n−m)!
ei(m+1)φdφ = 0;

Ö



∫

γ
zn|dz| =

∫ 2π

0
(aeiφ + b)nadφ

= bna2π;∫

γ
zdz =

∫ 2π

0
(ae−iφ + b)aeiφidφ

= i2π|a|2.

F�G�� � �'OHJ � �Z`�J�M OHJ �+T\W Q aE_�� J����0O$RUJ��	� Y���M�
2J�Y�� J�MNQSRUJ
�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��
� � �  p·1³����iº�³�¯�·P³ZeU´	­�±r
<¹hg ³
i"�����~���������

f �@���� ���W�/",RS"�+{"�(����  N4 ' 4 '^"�$�&�'%()$�*,+ �
"�T�(�' 4 �!�  " 4 *,+  �� �0"%(  � Ω

���?�!9NT�td' 4 ' Ω
�<:<$=� � *
∫

∂Ω
f(z)dz = 0.

&H¼W½rã�(
� �  �I���� Ó á{ÔHÏLÍ�âaÌaÇWî�ÍþÏÑÌÎÕ�ÃæÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&ÃæÇ�éDÌHá{Ê{À�âaÇ)c

∫
∂Ω f(z)dz =

∫
Ω df ∧ dz =

∫
Ω ∂zfdz ∧ dz = 0.

2

cx¯�· �	��³D°�«K��� �dc º%I"�~eU´	­�±r
<¹hg ³5i	�����#(  *{$�*����;>1'�+�*����  '�td"�D�� 4 �!'%��� v ��"X-/"%&h*?D��08 v 8N����R�� z0 ∈ Ω v $`"

f(z0) =
1

2πi

∫

∂Ω

f(z)

z − z0
dz.

&H¼W½jè5(

� �  �I���� í	É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ f(z)
z−z0
ÅHÀ�âHÌ Ð&á{Ë¾á{îpá{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç�Õ

Ω\K(z0, r)
½�ä<ÇWÌHÀLî

0 =
∫
∂(Ω\K(z0,r))

f(z)
z−z0 dz

=
∫
∂Ω

f(z)
z−z0 dz −

∫
∂K(z0,r)

f(z)
z−z0 dz

*�Ë¾À£ç&ÔHÏLÀLÏXç�á�Ú&âHÌaÇdÕ�Ã¾ÀLÂ&Ã¾À
z = z0 + reiφ

Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í
7	ÛLÀ

lim
r→0

∫

∂K(z0,r)

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0).

2

cx¯�· �	��³D°�«K������'�D � ' 2�3/476 ��81'a�/",RS"�+{"�(����  ?4 '#8N�)>�$�(�C�D 4 �0�  �6 "�&�'�R 4 ' 4 ���)> 6 "��K�  � 4 ���u&h����Rq�u(�'  *{&P>?� 4��>����  �)> -/",RS" 4 *,+{� � '%���/" �� ��&  C�(

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫

∂Ω

f(z)

(z − z0)n+1
dz.

&H¼W½rì�(

ã



cx¯�· �	��³D°�«K��� ����·1³���I  7¯��KLNM eU´	­�±r
<¹hg ³5i	���^[k����R��
f
8N�)>1$ �/",RS"�+{"�(����  ?4 ' &

K(z0, r)
� �N�09NT�t ' 4 '

K(z0, r) v $`" ∣∣∣f (n)(z0)
∣∣∣ ≤ n!

rn
sup

z∈K(z0,r)
|f(z)| &H¼W½rï�(

cx¯�· �	��³D°�«K� � � �  p·P³5�r��º9³D¯�·1³��}· ��­��®·1¶P¶1³Kg ´m� ��'�D � ' 2�3/476 �!8?' �7",R�"%+�"%(U���  ?4 ' 4 ' C
��"�T�(�' 4 �!�  " 4 ' 8?�)>1$>�$`'�t '
�

� �  �I���� ¿�ËæÇ�Ú�á@Õ�á{Ë¾Â&ÀLà{á
z0 ∈ C

Ã
r > 0

ÏÑÂ&Ã¾ÀLÔ/�@Õ�Â&á�ôaÄ:ÃiØ�ÇWÉ	ÄaÐDÍ�ßÝÀLà{ásÕ�Í�Â&Ã¾Ê-Ç�á�âHÏ�Ç{Ä:á@ÕOÇWÂ&Ã¾À

|f ′(z0)| ≤
supz∈C |f(z)|

r
.

ä<ÇWÌHÀLî
f ′ = 0. 2

cx¯�· �	��³D°�«K�u«	��
 �  p·P³5�r��º�³�¯�·P³ �þ´	­ ���d´ G ��'�D � *;&h�!�1R�"�+��!' 4 (dC�D 4 *B" � >�$`'�t��08f+�' 4 ' C
+��!�08)>1�)�  � �(�"�& �?�

� �  �I���� ä<Ç9Ù �{ÛLî�Í
7JÛLÀÑÕ�ÃæÀLË¾á{îpÃæÇWÂ
P (z)
âHÌHá{ç&Â&ÃæÇ

n ≥ 1
Â&ÃæÀ�î�Ç+ç&Ã¾ÀLÔHÕ�ÃæÇ{âHÌHÊWÇ�½ ü Ã¾À�ÄSÐ

f(z) := (P (z))−1.

�VÌHÀ�Ú�Í
f
ÅHÀ�âHÌ�Ð&á{Ë¾á{î7á{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç)Â	Ç

C
½ ð�á{Ï�ÇýÌÆÍDî,7�Õ�Ã¾ÀLî�Í
7 ÛLÀµÚ�ËæÇ

z > R
7 |P (z)| ≥ |z|n ½�ä<ÇWÌHÀLî,7

lim|z|→∞ f(z) = 0
½�í	É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ�Ä:ÃæåDàDÙPÇ+ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ	Ç+Ú�á�ÏLÀLÔaÇ+Õ�Â&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&á�ôSÄ:Ã�Å�À�âaÌ�á{à{ÔaÇWÂ&Ã1Ä:ÏLá{Â	Ç�½P*�Õ�Ã¾ê�Ä�Ï

Þ®Õ�ÃæÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&ÃæÇ�%�Ã¾á{É
��Ã¾Ë¾ËæÀ{ß ÇXÕ�Í�Â&Ã¾Ê-Ç)7&ÛLÀ
f
ÅHÀ�âHÌ�âHÌaÇ9ÙPÇ�½

2

F�G�� � �'O��\`)Y O � _ 
��-J � 
 _�R2M J
�)ÇWÔHÌHá�ôaöÑàDÙ �@Õ�Â	å7ÄLÇ9Ù1Ê�Ã®Ï f(ξ)

ξ−ω
Ú�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHÀLî�ÍUÅaÇWÊ{á

P

∫
f(ξ)

ξ − ω
dξ := lim

ε↘0

(∫ ω−ε

−∞
+

∫ ∞

ω+ε

)
f(ξ)

ξ − ω
dξ.

�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��u«J« �dcúº%I"� � ��±r
���±-°�·1³5i	��� ��������� f
1+|ξ| ∈ L1 � |f(ξ)− f(ω)| ≤ c|ξ−ω|δ v 4 �!���1� f

������ �����?�09�T�td'B& ω �h& -7�1& 4 *,+s"�$`"��  � 4 � 3 ω v |f(ξ) − f(ω)| ≤ c|ξ − ω|δ v δ > 0
�<:<$=� � *

lim
ε↘0

f(ξ)

ξ − ω ± iε
= ∓iπf(ω) + P

∫
f(ξ)

ξ − ω
dξ.

�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��u«�».� �$ p·��&º�°�·#��¹���O}³5�2�L¹9²d¯�³k�Y�u�!�����
f ������ �!���N�09NT�t ' 4 ' {Imz ≥ 0} ��' 4 ',R���$�*��  N4 '& {Imz > 0} � � ' 6 td' � '�+�* v D�� 4 ' R

8?��>�$ (dC�D 4 �!�  �6 "�&�',R 4 ' v f
1+|ω| ∈ L1 �

lim|ω|→∞ f(ω) = 0
�u�u�!�����

f = fR + ifI ������ �!�f(�"  16 td' � �1+ 4 'B�  �� ����(  ���  *,&h�U>�$`9;� 3 (d"�8?" 4 9
�;:<$=� � * � RS' ω ∈ R

fR(ω) =
1

π
P

∫
fI(ξ)

ξ − ω
dξ,

fI(ω) = − 1

π
P

∫
fR(ξ)

ξ − ω
dξ.

è



� �  �I����

f(ω + iε) =
1

2πi

∫
f(ξ)

ξ − iε− ω
dξ

ü Ç{âHÌHêLç&Â&Ã¾ÀÑÊ{á{ÔHÏLÍ�âHÌaÇWî�ÍsÏÑÌHÀLà{á�7	ÛLÀ f(ω + iε) → f(ω)
Ã®ÏLÀÑÕ�ÏLá{ÔHÉeéDá�ÄaÐ&á�ÄaÊ�Ã¾ÀLà{á�c

lim
ε↘0

∫
f(ξ

ξ − ω − iε
dξ = iπf(ω) + P

∫
f(ξ)

ξ − ω
dξ.

2 íiÃ¾ÏLÍ�Ä:ÏLÂ&ÀUÏ�Ç{âHÌHá�âaádÕOÇWÂ&Ã1Ç�Þ�Õ�Ã¾ÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&ÃæÇµ¼W½¾¼�Ò�âaå7á{ç	ÇWÔHÌHÀUÂ	Ç�Â	Ç{âHÌHêLç&É-ÅHå{Ä:Í�î
âSÄaÐ&ÀLî7Ç{Ä:Ã¾À{½£ä<Ç9Ù �{ÛLî�Í
7<ÛLÀ
g(t)
Å�À�âHÌ��Îñ<á�Ú ��Ä:ÀLî���Ç

h(t)
�ÎÔHÀ�ÇWÊ�ÄÆÅHå��a½7ä<ÇWÊ	ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í
7�ÛLÀ

h(t)
Ï�ÇWË¾ÀLÛLÍFá�Ú

g(t)
Ë¾Ã¾Â&Ã¾á@Õ�áþÃ�ç&ÔHÏLÍ�Ä:ÏLÍ�Â&ádÕOá&½

� ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇpÌHá�7&ÛLÀ
h(t) =

∫ ∞

0
ε(s)g(t − s)ds.

&H¼W½¾¼Lò (
ð�ápç&ÔHÏLÀ ÅHôSÄ:Ã¾É>Ú�ápÌHÔaÇWÂ	â�Èuá{ÔHî7ÇWÌ�í&á{É&ÔHÃ¾ÀLÔaÇ7Ú�á�âHÌaÇ@Å�ÀLî�Í

ĥ(ω) = ε̂(ω)ĝ(ω).

&ÎéDÌHá�âHÉ-ÅHÀLî�ÍµÊ{á{Â9Õ�ÀLÂ	ÄÆÅHê
ε̂(ω) =

∫
ε(t)eitωdt

½ (>ä<Ç9Ù �{ÛLî�Í
7�ÛLÀ
ε ∈ L1 ½ �VÌHÀ�Ú�ÍþÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇ ε̂ ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&Û�Ç�âHÃ¾êÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ&ÃæÀ�Â	Ç {Imz ≥ 0} Ã®Ï�ÇWÌHÀLî
âHÌHá�âHÉ-ÅHÀXâHÃ¾êÑÚ�á�Â&Ã¾À Å�ç�á@Õ�ÍDÛ�âHÏLÀÑÌÆÕ�Ã¾ÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&Ã¾À{½

F�G�� �E`�J
�5J���O � � ^
	��	� ��J
ð�á{Â&Ã¾Û�âHÏLÀ}ÌÆÕ�Ã¾ÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&Ã¾À�Ã¾îpç&ËæÃ¾ÊDÉ-ÅHÀ�Ô/�@Õ�Â&ádÕ�ÇWÛLÂ&á�ôaö�ÕOÇWÔHÉ&Â&Ê�ÉXÜ)(JÏ�ÌÎÕ�ÃæÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&ÃæÇX¼W½¾¼�Ï�ç<á{ÏLá�âHÌaÇ9Ù1ÍDî7Ã{ÕOÇWÔHÉ&Â&Ê�1
ÇWîpÃo½
�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��u« � F�G ���������

(a0, a1, . . .) ������ �����?�!9NT����1+s�

ρ−1 = lim sup
n→∞

|an|1/n.
&H¼W½¾¼{¼2(

:<$=� � *
f(z) =

∞∑

n=0

anz
n

8N�)>�$ 2�3/476 �!8?9W�/",RS"�+{"�(����  ?4 9B& 6 ",Rq� K(0, ρ)
� ��"  'B$�*,+

an =
f (n)(0)

n!
.

b?G ���������
f(z) ������ �!�X�/"�R�"�+{"�(����  N4 ';& 6 "�RS� K(0, r)

�~:<$=� � *}8N���)R��

an =
f (n)(0)

n!
,

$`"
lim sup
n→∞

|an|1/n ≤ r−1

ì



�h&
K(0, r)

+{'�+�*
f(z) =

∞∑

n=0

anz
n.

� �  �I���� b Ú�ádÕOá�Ú�Â&Ã ÅHî�ÍC¼2(a½ ü Ã¾À�ÄSÐ ρ2 < ρ1 < ρ
½ �VÌHÀ�Ú�Í)Ú�ËæÇ

n > N0
7 |an| < ρ−n1

½Fä<ÇWÌHÀLîëÚ�ËæÇ
N > N0

|∑∞
n=N anz

n| ≤∑∞
n=N ρ

n
1 |z|n = ρ−N1 |z|N (1 − |z|

ρ1
)−1.

ØOÏLÍ�Ë¾Ã
fN (z) :=

N∑

n=0

anz
n

âHç<À@Ù1Â&ÃæÇ�Ú�ËæÇ
N0 ≤ N1 ≤ N2

Ã
z ∈ K(0, ρ2)

|fN1 − fN2 | ≤ ρ−N1
1 ρN1

2 (1 − ρ2

ρ1
)−1.

ØOÏLÍ�Ë¾Ã
fN
ÅHÀ�âHÌ�ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ9ÍpÅ�À�Ú�Â&á�âaÌaÇ@Å�Â&Ã¾À+Õ

K(0, ρ2)
7®Ç�Õ�Ã¾ê�Ä�Â&Ã¾ÀLî7ÇWË&ÅHÀ�Ú�Â&á�âHÌaÇ@ÅHÂ&Ã¾À+Õ

K(0, ρ)
Ú�ásÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ

f(z)
½Fð�á�Ú�á{ñ&Â&ÃæÀ�ç<á�ÄSÐ&á�Ú�Â&À

f(z)
âSå>à{ÔaÇWÂ&ÃæÄLåFÂ&Ã¾ÀLî7ÇWË3ÅHÀ�Ú�Â&á�âHÌaÇ@ÅHÂ	åµç<á�ÄaÐ&á�Ú�Â9Í�ÄaÐCÌHÀLà{áeÄ:Ã1å9à{É�½µÓÑÇWÛ�Ú�Í

ÏÿÀLË¾ÀLîpÀLÂDÌ/�dÕ ÌHÀLà{áûÄ:ÃæåDà{ÉVâaç�À@Ù1Â&ÃæÇ?Õ�ÇWÔHÉ&Â&ÊDÃ�Ø�ÇWÉ	ÄSÐ9Í<ßÝÀLà{á��Dø�Ã¾ÀLî7ÇWÂ&Â	Ç�½ ä<ÇWÌHÀLî Ã£à{ÔaÇWÂ&ÃæÄLÇNâHç<À@Ù1Â&ÃæÇBÌHÀ
ÕOÇWÔHÉ&Â&Ê�Ão½

b Ú�ádÕOá�Ú�Â&Ã ÅHî�ÍûÌHÀLÔaÇWÏÿÒ�(a½�ä�Â&Ã¾ÀLÔ/�dÕ�Â&á�ôaÄ:ÃUØ�ÇWÉ	ÄSÐ9Í<ßÝÀLà{áNÕ�ÍDÂ&Ã¾ÊWÇ)7�ÛLÀ7Å�À�ôHËæÃ
r1 ≤ r

7�ÌHá?ÃæâHÌHÂ&ÃæÀ Å�À
CÌaÇWÊ�Ã¾À
7ÝÛLÀ

|an| ≤ Cr−n1ä<ÇWÌHÀLî âHÏLÀLÔHÀLà
∞∑

n=0

anz
n

ÅHÀ�âHÌ7ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂDÍûÕ Ê{á{ËæÀ
K(0, r1)

½ Ó á{ÔHÏLÍ�âaÌaÇ@ÅHå{ÄeÏ�ÅHÀ�Ú�Â&á�âHÌaÇ@ÅHÂ&À Å�ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ&á�ôaÄ:Ã�ç&ÔHÏLÍûÏ�ÇWîpÃæÇWÂ&ÃæÀ>Ê{á{Ë¾À ÅHÂ&á�ôaÄ:Ã
ÄLÇ9Ù1Ê{ádÕ�ÇWÂ&ÃæÇpÃ�âHÉ&îpádÕ�ÇWÂ&ÃæÇ�Ú�ËæÇ

r2 < r1
Ú�á�âHÌaÇ@Å�ÀLî�Í

f(z) = 1
2πi

∫
∂K(0,r2)

f(ξ)
ξ−zdξ

= 1
2πi

∫
∂K(0,r2)

f(ξ)
ξ

1
1− z

ξ
dξ

= 1
2πi

∑∞
n=0 z

n
∫
∂K(0,r2)

f(ξ)
ξn+1 dξ

=
∑∞

n=0 z
n f

(n)(0)
n!

2

� ç&ÔaÇWÊDÌÆÍ�Ä:ÀUÕ�Í�âHÌaÇWÔaÄ:Ï�Ç@Åaå�ç&ÔHá�âHÌaâaÏLÀXÊDÔHÍ�ÌHÀLÔHÃæÇ)c
¼2( ��� �@¹�¸�³5�-·P­E� � gSy�¶P³����}³��d¸�´m� õ{À�ôaË¾Ã

lim
n→∞

|an+1|
|an|

ï



ÃæâHÌHÂ&ÃæÀ Å�À
7�ÌHá�ÅHÀ�âHÌ�Ô/�dÕ�Â&À &H¼W½¾¼{¼2(��
Ò�( ��� �@¹�¸�³5�-·P­E� eU´	­�±,
<¹hg ³
i	� � õ{À�ôHË¾Ã

lim
n→∞

|an|1/n
ÃæâHÌHÂ&ÃæÀ Å�À
7�ÌHá�ÅHÀ�âHÌ�Ô/�dÕ�Â&À &H¼W½¾¼{¼2(a½

� �-º{¹®°�� ´k��¹ � ��º
 p·P¯�·��
M � ­�¯�°J±�²�·�´	¯�´&¶P·æ¸�¹®±�º9¯<¹®±,


(1 − z)−1 =

∞∑

n=0

zn, |z| < 1;

(1 − z)−m =
∞∑

n=0

m(m+ 1) . . . (m+ n− 1)

n!
zn, |z| < 1, m = 1, 2, . . . ;

(1 + z)m =
m∑

n=0

(
m

n

)
zn, z ∈ C, m = 0, 1, . . . .

�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��u«�! ��H+��º
 p·P¯�·��9±�·P³  ��º9³5�-³
i �}´	­��@³�¯<¸�g ´m� ��������� 213/476 �!8?' f ������ �!� �/",RS"�+{"�(U� �  ?4 '& -m�!�1( �1�N�!� 4 � 3
{z : r < |z| < R},

T �� �!� 0 ≤ r < R ≤ ∞ �<:<$=� � * 4 'W$�*,+�-m�!�1( �1�N�!� 4 � 3

f(z) =
∞∑

n=−∞
bnz

n.
&H¼W½¾¼�Ò�(

:B>=-7C�td�  * 4\4 � 6 � bn +{"�D 4 ';" � R��!�  * �  ��&  "%( 3
bn =

1

2πi

∫

∂K(0,ρ)

f(ξ)

ξn+1
dξ.

T �� �!� r < ρ < R
�

� �  �I���� ü Ã¾À�ÄSÐ r < r1 < |z| < R1 < R
½ �VÌHÀ�Ú�Í

f(z) = 1
2πi

∫
∂K(R1,0)

f(ξ)
ξ−zdξ − 1

2πi

∫
∂K(r1,0)

f(ξ)
ξ−zdξ

=
∑∞

n=0
1

2πi

∫
∂K(R1,0)

f(ξ)
ξn+1 z

ndξ +
∑∞

n=0
1

2πi

∫
∂K(r1,0)

f(ξ)
zn+1 ξ

ndξ

=
∑∞

n=−∞ bnz
n.

2

� �-º{¹®°�� ´k��� í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ
3 − 2z

2 − 3z + z2
=

1

1 − z
+

1

2 − zî7Ç+Â	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:ÀXÔHá{ÏLÕ�Ã¾Â&Ãæê�Ä:ÃæÇ
∞∑

n=0

(1 + 2−n−1)zn, |z| < 1;

¼Lò



−
∞∑

n=0

z−n−1 +

∞∑

n=0

2−n−1zn, 1 < |z| < 2;

−
∞∑

n=0

(1 + 2n)z−n−1, 2 < |z|.

F�G�� � W MZY�QSRUT �,_$Y�	/T �ZM O8Q)`�T
í&É&Â&Ê�ÄÆÅHêXÕ�Í�Ê&ÙPÇ{Ú�Â&ÃæÄ:Ï�åpîpá{ÛLÂ	Ç+Ï�Ú�À:Á	Â&Ã¾ádÕ�Ç{öXç&ÔHÏLÀLÏUâaÏLÀLÔHÀLà

ez =

∞∑

n=0

1

n!
zn, z ∈ C.

í&É&Â&Ê�ÄÆÅaÇ�ÌaÇ�î7Ç�Â	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:ÀUÕ�ÙPÇ{âaÂ&á�ôaÄ:ÃHc
ez1ez2 = ez1+z2 ,

e−z = 1
ez ,

d
dz e

z = ez,

ez = ez,

ez = 1
Õ�ÌHÀ�Ú�Í�Ã®ÌÆÍDËæÊ{á�Õ�ÌHÀ�Ú�Í�à�Ú�Í

z = i2kπ, k ∈ Z.

äµÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHå
ez
ÏLÕ�Ã1åWÏ�ÇWÂ&ÀUâaå�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ÀÑÌHÔHÍ�à{á{Â&á{îpÀLÌHÔHÍ�Ä:ÏLÂ&À

cos z :=
eiz + e−iz

2
, sin z :=

eiz − e−iz

2i
,

Ã�Ð&Ã¾ç<ÀLÔHñ�á{ËæÃæÄ:ÏLÂ&À
chz :=

ez + e−z

2
, shz :=

ez − e−z

2í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÀ
ez
7
cos z

7
sin z

7
chz
Ã
shz
á{ñ3Ä:Ã¾êLÌHÀUÚ�á

R
î7Ç@Åaå�ÕOÇWÔHÌHá�ôSÄ:Ã�ÔHÏLÀ�Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæâHÌHÀ{½ #µá{ÛLÀLî�Íþç&ÔHÏLÍ�ÃæÄaÐ

ç<á{îpá�Ä:Í�Õ�ÍDÔaÇWÏLÃ1ö
ez
ÅHÇWÊsÂ	Ç{âHÌHêLç&É-ÅHÀ
c

ex+iy = ex(cos y + i sin y).

í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÀ
cos z

7
sin z

7
chz
Ã
shz
âSå ÕCç<ÀLÕ�Â9Í�îúâaÀLÂ	âHÃ¾À�ç&ÔHÏLÀ@Ù1É&ÛLÀLÂ&ÃæÇWîpÃ&ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂDÍDîpÃ@ÅHÀ�Ú�Â&À Å�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ÃH7

Â	Ç�ç&ÔHÏLÍ�Ê&ÙPÇ{Ú
chz

c
sht = −ich(t− iπ2 ), sin t = ch(it− iπ2 ).

� ÌHápÕ�ÙPÇ{âHÂ&á�ôSÄ:Ã�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ
chz

c

chz = ch(−z), ch(z + iπ) = −chz,

i∂zchz = ch(z + iπ2 ), ch2z + ch2(z + iπ2 ) = 1.

¼{¼



F�G�� � W MZY�QSRUT0] �	��T � _$^�� O V3W MZY�QSRUT � � ^
	��	� � T
í&É&Â&Ê�ÄÆÅaÇ

ez
ç&ÔHÏLÀLÊ�âHÏLÌaÇ9ÙPÄLÇUñ&Ã Å�ÀLÊ�ÌÎÍ�Õ�Â&Ã¾À�ç	Ç{â {z : −π < Imz < π} Â	Ç C\]−∞, 0]

½�í&É&Â&Ê�ÄÆÅ�ê�á�Ú�Õ�ÔHá{ÌHÂ	å
Ú�á

ez
á{Ê�ÔHÀ�ôHË¾á{Â	å+Â	Ç

C\] −∞, 0]
&H¼W½¾¼�×�(

Â	ÇWÏLÍ�ÕOÇWî�Í)à�Ç9Ù1êLÏLÃæåFàDÙ �dÕ�Â	åeË¾á{à�ÇWÔHÍ�ÌHî�ÉBÃOá{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇWî�Í
log(0) z

½�&l¿�ÏLÃ¾À�Ú�ÏLÃ¾Â	Ç�&H¼W½¾¼�×�(£ÏLá�âHÌaÇ9ÙPÇeÕ�Í�ñ&ÔaÇWÂ	Ç
Ú�á�ôaöÑÇWÔHñ&Ã¾ÌHÔaÇWËæÂ&Ã¾ÀU(a½Z#FÇ+Õ�ÙPÇ{âaÂ&á�ôaÄ:ÃHc

d
dz log(0) z = 1

z

log(0) 1 = 0.¿�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�ÍsÏ�ÇWÌHÀLî Õ�Ï��{Ô
log(0) z =

∫

γ

dw

wà�Ú�ÏLÃ¾À
γ
ÅHÀ�âHÌ�Ú�á@Õ�á{Ë¾ÂDÍDî
Ê{á{Â9ÌHÉ&ÔHÀLî ÕOÀLÕ�Â	åWÌHÔHÏ+&H¼W½¾¼�×�(�Ï�Ç{Ä:ÏLÍDÂ	Ç@Åaå{Ä:ÍDî
âHÃ¾ê£Õ

1
Ã�Ê{á{ó	Ä:Ï�å{Ä:Í�î
âHÃ¾ê£Õ

z
½

ØOÏ�Ç{âaÇWî7Ã�ç&ÔHÏLÍ�Ú&ÇWÌHÂ	ÇÑÅ�À�âHÌ�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇ7ÇWÔHà{É&îpÀLÂ9Ì &uÊ�Ì/�{ÔaÇ�Â&Ã¾ÀOÅHÀ�âHÌ�Ð&á{Ë¾á{îpá{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç (
arg(0)z := Im log(0) z.

� Í�ÄaÐ&á�Ú�Ï�å{ÄXÏLÀÑÕ�ÏLá{ÔHÉ
d

dz
log(0)(1 + z) =

1

1 + zÃ®ÄLÇ9Ù1Ê�É-ÅHå{ÄÑÔHá{ÏLÕ�ÃæÂ&Ã¾ê�Ä:Ã¾ÀÑÚ�ËæÇ 1
1+z

Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í

log(0)(1 + z) =

∞∑

n=0

(−1)n+1

n
zn, |z| < 1.

ä<ÇWÉDÕOÇWÛLî�Í
7®ÛLÀ�Ú�ËæÇpÏ�Ú�À:Á	Â&Ã¾á@ÕOÇWÂ&À ÅÑç�á@Õ�ÍDÛLÀ Å�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃiË¾á{à�ÇWÔHÍDÌHî Â&Ã¾À+Ú�ËæÇpÕ�âaÏLÍ�âHÌHÊ�ÃæÄSÐ
z1, z2 ∈ C\] −

∞, 0]
Ï�Ç{ÄaÐ&á�Ú�ÏLÃ�Õ�Ï��{Ô

log(0)(z1z2) = log(0) z1 + log(0) z2.
&H¼W½¾¼:Ü)(

&H¼W½¾¼:Ü)(�ÅHÀ�âHÌ�âHç<À@Ù1Â&Ã¾á{Â9Í
7{Å�À�ôHËæÃ |argz1 + argz2| < π.í&É&Â&Ê�ÄÆÅaÇ
log(0) x

á{ñ3Ä:Ã¾êLÌaÇ�Ú�á
R+
î7Ç Õ�ÇWÔHÌHá�ôaÄ:Ã�Õ

R
½ií&É&Â&Ê�ÄÆÅHê

log(0) z
îpá{ÛLÀLî�Í�Â	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:á Õ�Í�ÔaÇWÏLÃæö

ç&ÔHÏLÀLÏÑÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ÀÑÔHÏLÀ�Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæâHÌHÀ
c
log(0) (r(cosφ+ i sinφ)) = log r + iφ, r ∈ R+, φ ∈] − π, π[.

õ{À�ôaË¾Ã
µ ∈ C

7&ÌHápÚ�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHÀLî�Ísà�Ç9ÙPå �XàDÙ �dÕ�Â	åpÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ�ç<á{ÌHêLà{ádÕ�À Å�ÅaÇWÊ{á
C\] −∞, 0] 3 z 7→ zµ(0) := eµ log(0) z.

ä<ÇWÉ9Õ�ÇWÛLî�Í
7iÛLÀ�à�Ú�Í
µ ∈ Z

ÌHáþç<ádÕ�Í�Û�âHÏ�Ç>Ú�À:Á	Â&ÃæÄÆÅaÇþâHç&ÔHádÕ�Ç{Ú�Ï�ÇµâHÃæê�Ú�á�ÏLÕ�Í�Ê&Ù1À ÅÑç<á{ÌHêLà{Ã-&uÊDÌ/�{ÔaÇþÏ�Ú�À:Á	Â)1
Ã¾á@ÕOÇWÂ	Ç�ÅHÀ�âHÌ�Â	ÇpÄLÇ9Ù1Í�î

C
7�ñ9Í�öÑîpá{ÛLÀÑÏXÕ�ÍdÅaåWÌHÊDÃ¾ÀLî {0} (a½ #eÇWî�Í7ÌHá{Û�âaÇWîpá�ôSÄ:Ã

1µ(0) = 1,

d
dz z

µ
(0) = µzµ−1

(0) ,

zµ1+µ2

(0) = zµ1

(0)z
µ2

(0), |argz1 + argz2| < π.

¼�Ò



ä<Ú�À:Á	Â9É-ÅHî�Í
(
µ

n

)
:=

µ(µ− 1) . . . (µ− n+ 1)

n!
.

�VÌHÀ�Ú�Í�Õ�Í�ÄaÐ&á�Ú�Ï�å{ÄXÏLÀÑÕ�ÏLá{ÔHÉµÞ�Ç�Í�Ë¾á{ÔaÇpÚ�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í�Â	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:ÀXÔHá{ÏLÕ�Ã¾Â&Ãæê�Ä:Ã¾À�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ®ç<á{ÌHêLà{ádÕ�À Å�c

(1 + z)µ(0) =
∞∑

n=0

(
µ

n

)
zn, |z| < 1.

í&É&Â&Ê�ÄÆÅaÇ
zµ(0)
Ú�Ë1Ç

z ∈ R+
Ã
µ ∈ R

î7Ç7ÕOÇWÔHÌHá�ôaÄ:Ã�Õ
R+
½�í	É&Â&Ê�ÄÆÅ�ê

zµ(0)
îpá{ÛLÀLî�Í�Â	Ç{âHÌHêLç&É-ÅHå{Ä:áþÕ�Í�ÔaÇWÏLÃæö

ç&ÔHÏLÀLÏÑÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ÀÑÔHÏLÀ�Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæâHÌHÀ
c

(r(cosφ+ i sinφ))α+iβ
(0) = rαe−βφeiαφ+iβ log(0) r, r ∈ R+, φ ∈] − π, π[.

ü Ã¾À�ÄaÐ θ ∈ R
½Xí	É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ

ez
ÅHÀ�âHÌ�ñ&Ã Å�ÀLÊ�ÄÆÅaå�Ô/�dÕ�Â&Ã¾ÀLÛ�ÅHÀ�ôHË¾ÃiÚ&ÇWî�Í+ÅHÀ Å�Â	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{ÄLå�Ú�ÏLÃ¾À�Ú�ÏLÃ¾Â&ê�Ãiç&ÔHÏLÀ�Ä:Ã 1

Õ�Ú�ÏLÃ¾À�Ú�ÏLÃ¾Â&ê
c
{z : θ − π < Imz < θ + π} 3 z 7→ ez ∈ C\eiθ] −∞, 0].

� Ú�Õ�ÔHá{ÌHÂ	Ç7Ú�á�Â&ÃæÀ Å�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇ+ÌHÀLÛUñ�ê�Ú�ÏLÃ¾À£Â	ÇWÏLÍ�ÕOÇWÂ	Ç7Ë¾á{à�ÇWÔHÍDÌHî7ÀLî>½ �Oê�Ú�ÏLÃæÀLî�ÍUÅHå+á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Ç{ö

Ωθ := C\eiθ] −∞, 0] 3 z 7→ log(θ)(z).

ä<ÇWÉ9Õ�ÇWÛLî�Í
7DÏLÀ�Å�À�ôHËæÃ
θ1 < θ2 < θ1+2π

7{ÌHá£Â	Ç�Å�À�Ú�Â&À Å�ÏLÀ�âHç �-ÅHÂ9Í�ÄaÐ+âHÊ&ÙPÇ{Ú�á@Õ�Í�ÄSÐ
Ω(θ1)∩Ω(θ2) logθ1(z) =

logθ2(z)
Â	ÇpÚ�ÔHÉ&à{Ã¾À Å�Ï�Ç{ô�7

log(θ1) z + i2π = log(θ2) z
½

ð�á�Ú�á{ñ&Â&ÃæÀXîpá{ÛLÂ	Ç+Ï�Ú�À:Á	Â&Ã¾á@ÕOÇ{ö

Ωθ 3 z 7→ zµ(θ) := eµ log(θ)(z).

õ{À�ôHËæÃ
θ1 < θ2 < θ1 + 2π

7�ÌHásÂ	ÇUÅHÀ�Ú�Â&À Å�ÏLÀ�âHç �-Å�ÂDÍ�ÄSÐ)âHÊ&ÙPÇ{Ú�á@Õ�Í�ÄSÐ
Ωθ1 ∩ Ωθ2

î7ÇWî�Í
zµ(θ1) = zµ(θ2)

Â	Ç
Ú�ÔHÉ&à{Ã¾À Å�Ï�Ç{ô�7

zµ(θ1)e
i2πµ = zµ(θ2)õ{À�ôaË¾Ã

µ
Å�À�âHÌ Õ�Í�îpÃ¾ÀLÔHÂ&ÀÑÃ�Ô/�@Õ�Â&ÀUÂ&Ã¾À�âHÊ�ÔaÇ{ÄLÇWË¾Â&ÀLî�ÉþÉ�ÙPÇWîpÊ{ádÕ�Ã p

q

7&ÌHá

zµ(θ) = zµ(θ+q2π).

�÷ç&ÔHÏLÍ�âHÏ@Ù1á�ôaÄ:Ã3ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀLî�ÍpÌHÔaÇWÊDÌHá@ÕOÇ{ö
log(0) z

Ã
zµ(0)
ÅaÇWÊ{á�âHÌaÇWÂ	Ú&ÇWÔaÚ�ádÕOÀXá�Ú�î7ÃæÇWÂ9Í+ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã<Ë¾á{à�ÇWÔHÍ�ÌHî

Ã3ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã®ç<á{ÌHêLà{ádÕOÀ Å�Ã®ñ�ê�Ú�ÏLÃæÀLî�Í�ç�á{îpÃÝÅHÇ{ö�Ã¾Â	Ú�ÀLÊ�â
(0)
½

F�G�� � W MZY$^�_ � 
 ��� ]HO ��J VXWPMZYEQSR2O T\M T ]8O ^�_ZQ)`�ME_ Q5a
ð�É&Â&Ê�Ì

z0
Â	ÇWÏLÍDÕ�ÇWî�ÍsÃ¾ÏLá{Ë¾á@ÕOÇWÂDÍDî!ç&É&Â&Ê�ÌHÀLî!á�âHá{ñ&Ë¾Ã¾Õ�Í�î�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ

f
ÅHÀ�ôHË¾Ã<ÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ

r > 0
ÌaÇWÊDÃ87DÛLÀ

f
Å�À�âHÌ

Ð&á{Ë¾á{îpá{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç�Â	Ç
K(z0, r)\{z0}

ÇWË¾À
z0
Â&Ã¾À�Â	ÇWË¾ÀLÛLÍ£Ú�á Ú�ÏLÃ¾À�Ú�ÏLÃæÂ9Í�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ

f
½�ø�á{ÏLÔ/�{ÛLÂ&Ã1ÇWî�Í�Â	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:À

ç&ÔHÏLÍ�ç	Ç{Ú�ÊDÃo½
�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��u« � &H¼2( n 3/476 �!8?' f +{'W&

z0
á�âHá{ñ&Ë¾Ã¾ÕOá�ôaö£ç�á{ÏLá{ÔHÂ	å'&uÉ	âHÉ9Õ�ÇWË¾Â	å ( T � *W�U>�$ 4 ���08N�

lim
z→z0

f(z) 6= ∞.

¼�×



&oÒ�( n 35476 �!81' f +{'B&
z0
ñ&Ã¾ÀLà{É&Â�ÔHÏLê�Ú�É

k = 1, 2, . . .
T � *W�U>�$ 4 ���08N�

lim
z→z0

f(z)(z − z0)
k 6= 0,∞.

&o×�( [\���)R��\�  ",RS"�&�' 4 *�- 3/476 $l"r>1" � R��0&h* z0 4 ���K8?��>�$l' 4 �K"r>?" � R���&�" �1�?�!9 -/"  "%( 4 9�' 4 � � ����T 3/4 �1+ v $`"]+�C%&h��+�* vD�� 21354k6 �!8?' f +�'B&
z0
á�âaá{ñ&Ë¾Ã¾Õ�á�ôSö�Ã1âHÌHá{ÌHÂ	å �

� Õ�ÍDÛLÀ Å�á{ç&ÃæâaÇWÂ&À Å�âHÍ�ÌHÉ	Ç{ÄÆÅ�Ã�Õ�Ã¾ÀLî�Í
7�ÛLÀ>Ú�Ë1Çÿç�ÀLÕ�Â&ÀLà{á
R > 0

îpá{ÛLÀLî�ÍýÔHá{ÏLÕ�Ã¾Â	å{öþÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHê
f
Â	Ç

K(z0, R)\{z0}
Õ âHÏLÀLÔHÀLà %®ÇWÉ&ÔHÀLÂDÌaÇ)c

f(z) =

∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n.

#Fá{ÛLÀLî�ÍsÕ�ÌHÀ�Ú�ÍþÔHá{ÏLç�á{ÏLÂ	Ç{öÑÌÆÍDçµá�âHá{ñ&Ë¾Ã¾ÕOá�ôaÄ:ÃHc
�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��u« � &H¼2( n 3/476 �!8?' f +�';&

z0
",>1" � R��0&�"�� �]-7"  "�( 4 9 
 3 > 3 &�'�R 4 9 G ⇔ an = 0 � RS' n =

−1,−2, . . .
&oÒ�( n 35476 �!81' f +�'f&

z0 � ����T 3/4 (  �����3 k = 1, 2, . . . ⇔ a−k 6= 0
�
an = 0 � RS' n = −k−1,−k−2, . . .

&o×�( n 35476 �!81' f +{'B&
z0

"r>?" � R���&�" � �f�q>1$`"�$ 4 9 v ⇔ inf{n : an 6= 0} = −∞.

� �-º{¹®°�� ´k���
sin z

zî7Ç+Õ
0
á�âHá{ñ&ËæÃ¾Õ�á�ôaö�É	âHÉDÕOÇWË¾Â	å�½

(1 + z2)−2

î7Ç+Õ ±i
ñ&Ã¾ÀLà{É&ÂDÍ�Ú�ÔHÉ&à{Ã¾ÀLà{á�ÔHÏLê�Ú�É�½

e1/z

î7Ç+Õ
0
á�âHá{ñ&ËæÃ¾Õ�á�ôaö�ÃæâaÌHá{ÌHÂ	å�½

��³%	�¯�·1±S²d´C«K�u«��p���������
Ω ⊂ C ������ �!�;"�$�&�'%()$�*��<n 3/476 �!8?' f 8?�)>1$ îpÀLÔHá{î7á{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç 4 ' Ω

T � * �q>1$ 4 �!�!819- 3/476 $�* z1, z2, . . . ∈ Ω
$`' 6 �!� v D�� f 8N�)>1$��/",RS"�+{"�(����  ?4 ' 4 ' Ω\{z1, z2, . . .}

� - 35476 $�* z1, z2, . . . >19
� ����T 3/4 '�+�� 21354k6 �!81� f �

� �-º{¹®°�� ´k��� í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ
(sin z)−1

ÅHÀ�âHÌ�îpÀLÔHá{îpá{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç+Â	Ç
C
½

��³%	�¯�·1±S²d´C«K�u« ��� �)>1� ��3/3 + 21354k6 �!81� f & - 3/476 �N�!� z0 8N�)>�$  N� �!� 4 �!"�&�' 4 ��81' 6 "

Resf(z0) :=
1

2πi

∫

∂K(z0,R1)
f(z)dz,

T �� �!� 0 < R1 < R
�

¼:Ü



ä<ÇWÉDÕOÇWÛLî�Í
7�ÛLÀXÚ�À:Á	Â&ÃæÄÆÅaÇ+ÌaÇ�Â&Ã¾À£Ï�ÇWË¾ÀLÛLÍsá�ÚþÕ�ÍDñ<á{ÔHÉ
R1
½Z#FÇWî�Í

d

dz

zn+1

n+ 1
= zn, n ∈ Z\{−1}.

¿�ËæÇWÌHÀLà{á
∫

∂K(z0,R1)
zndz = 0, n ∈ Z\{−1}.

ð�á{Ï�ÇpÌÎÍ�î
∫

∂K(z0,R1)
z−1dz = 2πi.

éDÌaå{Ú�Õ�Í�Â&Ã¾ÊWÇ�Õ�Ï��{Ô
Resf(z0) = a−1.

&H¼W½¾¼�Ö�(
õ{À�ôHËæÃ

f
î7Ç+ñ&ÃæÀLà{É&Â�ÔHÏLê�Ú�É>Â	Ç@Å�Õ�Í�ÛLÀ Å

k
7	ÌHá�ÔHÀ�âHÃæÚ�É&É&î!îpá{ÛLÂ	Çpá{ñ&Ë¾ÃæÄ:ÏLÍ�ö�ÏLÀÑÕ�ÏLá{ÔHÉ

Resf(z0) = lim
z→z0

1

(k − 1)!

dk−1

dzk−1
(z − z0)

kf(z).
&H¼W½¾¼�ã�(

õ{À�ôHËæÃ3ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅaÇ
f
Å�À�âHÌ Ð&á{Ë¾á{î7á{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç�Â	Ç

Ω\{z1, . . . , zn}
7	ÌHá�Ï�Ç{ÄaÐ&á�Ú�ÏLÃ�Õ�Ï��{Ô

∫

∂Ω
f(z) =

n∑

j=1

2πiResf(zj).
&H¼W½¾¼dè5(

� �-º{¹®°�� ´k��� õ{À�ôHË¾Ã
f(z) =

1

z2 + a2
,

ÌHá
Resf(i) = − i

2aä<ÇWÌHÀLî
∫ ∞

−∞

1

x2 + a2
dx =

∫ ∞

−∞
f(z)dz = 2πiResf(ia) =

π

a
.

�}³ �ý´�¸�«��u« � ����³��B´�¸�� �	�r��´	¯�´m���u�!���1�
a > 0

� QuR�'
R > 0

"  ?4 '%�  '�+�*

γR := [R,R + iR] ∪ [R+ iR,−R+ iR] ∪ [−R+ iR,−R]

:<$=� � *
sup
R>0

∫

γR

∣∣eiaz
∣∣ |dz| <∞.

� �  �I���� #eÇWî�Í"c
∫
γR

∣∣eiaz
∣∣ |dz| = 2

∫ R
0 e−aydy + e−aR

∫ R
−R dx

= 2a−1(1 − e−aR) + 2Re−aR ≤ 2a−1 + 2ae−1.

¼�Ö



2

b ÕOÇWà�Ç)c�ç�á�Ú�á{ñ&Â&À�á�âHÏ�Ç{Ä:ádÕ�ÇWÂ&Ã¾À�ÅHÀ�âHÌ®â�Ù1É	âaÏLÂ&À3Å�À�ôaË¾ÃWÏ�Ç{âHÌaå9ç&Ãæî�Í
γR
à
�{ÔHÂ9Í�î ç �DÙ1á{ÊDÔHêLà{Ã¾ÀLî�á ç&ÔHá{îpÃ¾ÀLÂ&Ã¾É

R
½
� �-º{¹®°�� ´k��� ü Ã¾À�ÄSÐ

f(z) :=
zeiz

1 + z2

�VÌHÀ�Ú�Í
Resf(i) =

e−1

2
.

ð�á{Ï�ÇpÌÎÍ�î,7
∣∣∣
∫
γR
f(z)dz

∣∣∣ ≤ sup
R>0

∫
γR

∣∣eiaz
∣∣ |dz| supz∈γR

∣∣∣ z
1+z2

∣∣∣ ≤ C sup
z∈γR

∣∣∣ z
1+z2

∣∣∣ ,
Ä:á7Ú&åWÛLÍþÚ�ápÏLÀLÔaÇ+à�Ú�Í

R→ ∞ ½Oä<ÇWÌHÀLî
∫ ∞

−∞

x sinx

1 + x2
dx = Im

(
lim
R→∞

∫

[−R,R]
f(z)dz

)
= Im (2πiResf(i)) = πe−1.

� �-º{¹®°�� ´k���

lim
R→∞

∫ R

−R

eixξ

x+ i
dx =





0 ξ < 0,
−iπ ξ = 0,

−2iπe−ξ , ξ > 0.

�}³ �ý´�¸�«��æ» � �u�!����� 2�3/476 �!8?'.�/",RS"�+{"�(U� �  ?4 ' f +{' &
z0 � �!�`T 354 -m�!�1(�&A>  ��T%" (  �����3 � � � �0� 4 � 3 8�+�*

6 (  *,&�9
γr := {z0 + reiφ : φ0 < φ < φ1}.:<$=� � *

lim
r→0

∫

γr

f(z)dz = (φ1 − φ0)iResf(z0).

� �  �I���� #eÇWî�Í
f(z) =

a−1

z
+ g(z),

à�Ú�ÏLÃ¾À
g
ÅHÀ�âHÌ�Ð&á{Ë¾á{î7á{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç+Õ

z0
½ � Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:ÃæÀ
7

lim
r→0

∫

γr

g(z)dz = 0.

� �-º{¹®°�� ´k��� õ{À�ôHË¾Ã
f(z) :=

eiz

z
,

ÌHá
Resf(0) = 1¿�ËæÇWÌHÀLà{á

lim
R→∞

∫ R

−R

sinx

x
dx = lim

R→∞
Im

∫ R

−R
f(z)dz = Im(πiResf(0)) = π.

¼�ã



F�GHF�� � W MZY�QSRUJ T\MPT\]HO ^�_ Q)`�M J T �NWPMZY$^ � M OHJ 
 Y����NQ)` ��M ���UQ)O
ð�ÔHÏLÀLÏ

C
ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀLî�Í7á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Ç{ö�â�ÈPÀLÔHêXø Ã¾ÀLî7ÇWÂ&Â	Ç)7�ÌHápÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÍ

C ∪ {∞} ½ü Ã¾À�ÄaÐ Ω ⊂ C
½Z#'�@Õ�Ã¾î�Í
7&ÛLÀ

f
ÅHÀ�âHÌ�ÇWÂ	ÇWË¾ÃæÌÎÍ�Ä:ÏLÂ	Ç+Õ ∞ 7	à�Ú�Í

f( 1
z )
ÅHÀ�âHÌ�ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ	Ç+Õ

0
½

ð�É&Â&Ê�Ì ∞ Â	ÇWÏLÍ�ÕOÇWî�ÍþÃ¾ÏLá{Ë¾á@ÕOÇWÂ9Í�î ç&É&Â&Ê�ÌHÀLî á�âHá{ñ&ËæÃ¾Õ�ÍDî ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã f 7&à�Ú�ÍþÚ�Ë1Ç+ç�ÀLÕ�Â&ÀLà{á R ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇ
f
ÅHÀ�âHÌ�Ð&á{Ë¾á{îpá{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	ÇeÂ	Ç

C\K(0, R)
Ã ∞ Â&Ã¾À�Â	ÇWËæÀLÛLÍýÚ�á Ú�Ï:ÃæÀ�Ú�ÏLÃ¾Â9Í f ½)ø á{ÏLÔ/�{ÛLÂ&ÃæÇWî�Í Â	Ç{âHÌHêLç&É-ÅHå{Ä:Àç&ÔHÏLÍ�ç	Ç{Ú�ÊDÃHc

¼2(
f
î7Ç+Õ ∞ á�âHá{ñ&ËæÃ¾Õ�á�ôaö�ç<á{ÏLá{ÔHÂ	å)7{ÅHÀ�ôHË¾Ã<ÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ

lim
z→∞

f(z) 6= ∞.

Ò�(
f
î7Ç+Õ ∞ ñ&Ã¾ÀLà{É&Â�ÔHÏLê�Ú�É k = 1, 2, . . .

7&à�Ú�Í�ÃæâaÌHÂ&Ã¾À Å�À

lim
z→∞

f(z)z−k 6= 0,∞.

×�(
f
î7Ç+Õ ∞ á�âHá{ñ&ËæÃ¾Õ�á�ôaö�ÃæâaÌHá{ÌHÂ	å+Õ�ç&ÔHÏLÀ�Ä:Ã¾Õ�Â9Í�î ÔaÇWÏLÃ¾À{½� Õ�ÍDÛLÀ Å�á{ç&ÃæâaÇWÂ&À Å�âHÍ�ÌHÉ	Ç{ÄÆÅ�Ã�Õ�Ã¾ÀLî�Í
7�ÛLÀ>Ú�Ë1Çÿç�ÀLÕ�Â&ÀLà{á

R > 0
îpá{ÛLÀLî�ÍýÔHá{ÏLÕ�Ã¾Â	å{öþÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHê

f
Â	Ç

C\K(z0, R)
Õ�âHÏLÀLÔHÀLà+%®ÇWÉ&ÔHÀLÂ9ÌaÇ)c

f(z) =
∞∑

n=−∞
anz

n.

#Fá{ÛLÀLî�ÍsÕ�ÌHÀ�Ú�ÍþÔHá{ÏLç�á{ÏLÂ	Ç{öÑÌÆÍDçµá�âHá{ñ&Ë¾Ã¾ÕOá�ôaÄ:ÃHc
¼2(�í&É&Â&Ê�ÄÆÅaÇ

f
î7Ç+Õ ∞ á�âHá{ñ&ËæÃ¾Õ�á�ôaö£ç<á{ÏLá{ÔHÂ	å,&uÉ	âHÉDÕOÇWË¾Â	å (Oà�Ú�Í an = 0

Ú�ËæÇ
n = 1, 2, . . .Ò�(�í&É&Â&Ê�ÄÆÅaÇ

f
î7Ç+Õ ∞ ñ&Ã¾ÀLà{É&ÂµÔHÏLê�Ú�É k = 1, 2, . . .

à�Ú�Í
ak 6= 0

Ã
an = 0

Ú�ËæÇ
n = k + 1, k + 2, . . .×�(�í&É&Â&Ê�ÄÆÅaÇ

f
î7Ç+Õ ∞ á�âHá{ñ&ËæÃ¾Õ�á�ôaö£Ã1âHÌHá{ÌHÂ	å)7-Å�À�ôaË¾Ã

sup{n : an 6= 0} = ∞.

� �-º{¹®°�� ´k��� í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÇ
ez
î7Ç+Õ ∞ ÃæâHÌHá{ÌHÂDÍ�ç&É&Â&Ê�Ì�á�âHá{ñ&Ë¾ÃæÕ�Í{½

��³%	�¯�·1±S²d´C«K�æ»3« [k����R��
Ω ⊂ C

8?�)>1$ "�$�&�'�(�$�*{$`"a+{C�&h�0+�* v D�� 2135476 �!81' f 8N�)>�$�+a�1(�"�+{"�(����  N4 ' 4 ' Ω
T � *�U>�$ 4 ���08?9 - 35476 $�* z1, z2, . . . ∈ Ω

$`' 6 ��� v D�� f 8?�)>1$A�/",RS"�+{"�(����  ?4 ' 4 ' Ω\{z1, z2, . . .}
� +�'f& {z1, z2, . . .}"r>?" � R���&�"��?�?�l-/"  "�( 4 � � 9 ���{� �!��T 354 *��

� �-º{¹®°�� ´k��� ð�É&Â&ÊDÌ ∞ Â&Ã¾ÀOÅ�À�âHÌ�ÃæÏLá{Ë¾ádÕ�ÇWÂ9Í�î ç&É&Â&ÊDÌHÀLî á�âHá{ñ&Ë¾Ã¾Õ�Í�î ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ

(sin z)−1.

ä<ÇWÌHÀLî,7�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇpÌaÇ+Â&Ã¾À�Å�À�âaÌ�îpÀLÔHá{îpá{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç+Â	Ç
C
½

��³%	�¯�·1±S²d´C«K�æ»J» � �)>1� ��3/3 + 21354k6 �!81� f & ∞ 8?��>�$ (�C�& 4 �

Resf(∞) :=
1

2πi

∫

∂(C\K(0,R1))
f(z)dz = − 1

2πi

∫

∂K(0,R1)
f(z)dz

T �� �!� R1 > R
�

¼dè



ä<ÇWÉDÕOÇWÛLî�Í
7�ÛLÀXÚ�À:Á	Â&ÃæÄÆÅaÇ+ÌaÇ�Â&Ã¾À£Ï�ÇWË¾ÀLÛLÍsá�ÚþÕ�ÍDñ<á{ÔHÉ
R1

#FÇWî�Í�Õ�Ï��{Ô

Resf(∞) = −a−1.
&H¼W½¾¼�ì�(

� ç&ÔaÇWÊDÌÆÍ�Ä:ÀXî7á{ÛLÀLî�ÍsÕ�ÍDËæÃæÄ:Ï�Ç{ö�ÔHÀ�âHÃæÚ�É&É&î!Õ�Â&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&á�ôSÄ:Ã®ÏLÀXÕ�ÏLá{ÔHÉ

Resf(∞) = Resg(0), g(w) := −f
(

1

w

)
1

w2

&H¼W½¾¼�ï�(

õ{À�ôHËæÃ3ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅaÇ
f
Å�À�âHÌ Ð&á{Ë¾á{î7á{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç�Â	Ç

Ω\{z1, . . . , zn}
7	à�Ú�ÏLÃ¾À

Ω ⊂ C
7&ÌHá7Ï�Ç{ÄaÐ&á�Ú�ÏLÃ�Õ�Ï��{Ô

∫

∂Ω
f(z) =

n∑

j=1

2πiResf(zi).
&H¼W½rÒWò (

� �-º{¹®°�� ´k��� ü Ã¾À�ÄSÐ f(z) := z99

1−z100
½ ��ÌHÀ�Ú�Í

Resf(∞) = 1.

¿�ËæÇWÌHÀLà{á�7
∫

∂K(0,2)
f(z)dz = −2πiResf(∞) = −2πi.

�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��æ»�� ��'�D � ' 2135476 �!81' +a�1(�"�+{"�(����  ?4 ' 4 ' C
8?��>�$f&h*r+����1( 4 '%��� 4\4 *,+��}>�td"�&h* v�6 '�D � '

2135476 �!81'<' 4 ',R��0$�*��  ?4 '  C
&

C
8N�)>1$ &h*,+��!�1( 4 '%�

� �  �I���� ü Ã¾À�ÄSÐ f ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾À�îpÀLÔHá{îpá{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç�Â	Ç C
½�ð�á{Â&Ã¾ÀLÕOÇWÛpâHÈPÀLÔaÇ�ø�Ã¾ÀLî7ÇWÂ&Â	ÇÑÅ�À�âaÌ ÏLÕOÇWÔHÌaÇ�Ç�ç&É&Â&Ê�ÌÎÍ

á�âHá{ñ&Ë¾ÃæÕ�À
f
âaåþÃ¾ÏLá{ËæádÕOÇWÂ&À
7�Õ�Ã¾ê�Ä�ÅHÀ�âHÌXÃ1ÄaÐýâHÊ{á{ó	Ä:ÏLÀLÂ&ÃæÀpÕ�Ã¾ÀLË¾À{½ ü Ã¾À�ÄSÐ {z1, . . . , zm,∞} ñ�ê�Ú&å>ç&É&Â&ÊDÌaÇWîpÃá�âHá{ñ&Ë¾ÃæÕ�ÍDîpÃ�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã

f
½ ü Ã¾À�ÄaÐ

ki∑

n=1

an,i(z − zi)
−n

ñ<ê�Ú&å+á�âHá{ñ&Ë¾Ã¾Õ�Í�îpÃ�Ä:ÏLê�âaÄ:ÃæÇWîpÃ3ÔHá{ÏLÕ�Ã¾Â&Ãæê�ö£Õ�âHÏLÀLÔHÀLà %®ÇWÉ&ÔHÀLÂDÌLß ÇpÕ�á{Ê
�DÙ
zi
á{ÔaÇWÏ

k∞∑

n=1

an,∞z
n

Â&Ã¾À�ÄSÐ>ñ�ê�Ú�ÏLÃæÀ£Ä:ÏLê�ôSÄ:Ãæå+ÔHá{ÏLÕ�Ã¾Â&Ã¾ê�Ä:ÃæÇ�Õ âaÏLÀLÔHÀLà�%®ÇWÉ&ÔHÀLÂ9ÌLß Ç�Õ�á{Ê
�DÙ ∞ ÏXÚ�á�Ú&ÇWÌHÂ&Ã¾î7Ã�ç�á{ÌHêLà�ÇWîpÃÎ½E�VÌHÀ�Ú�Í

f(z) −
m∑

i=1

ki∑

n=1

an,i(z − zi)
−n −

k∞∑

n=1

an,∞z
n

ÅHÀ�âHÌ ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅaå�ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ	å+Â	Ç
C
½Oä<ÇWÌHÀLî Â	Ç�îpá�Ä:Í7ÌÆÕ�Ã¾ÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&ÃæÇ %�Ã¾á{É
��Ã¾Ë¾ËæÀ{ß Ç�ÅHÀ�âHÌ�âHÌaÇ9ÙPÇ�½

2

¼�ì



F�GHF F � W MZY�QSRUJ T\MPT\]HO ^�_ Q)`�M J `
C
�

C
��³%	�¯�·1±S²d´C«K�æ»�!����������

Ω ⊂ C
�
f : Ω → C

��� C�&h�0+f* v D�� f 8?�)>1$�' 4 ',R��0$�*��  ?4 ' &
z0 ∈ Ω v T � *>=-k��t 4 �0" 4 �u>19 4 'r>�$ � - 3 8?9%�@�f&�'%( 3/476 �!EF�G T � * z0 6= ∞ v f(z0) 6= ∞ v $`" f 8?��>�$ ' 4 ',R���$�*��  N4 'B& "�$`"N�  � 4 � 3 z0 &  &h* 6 t *,+ >?� 4 >������b?G T � * z0 6= ∞ v f(z0) = ∞ v $`" 1

f(z)

8?��>�$�' 4 ',R���$�*��  N4 'W& "�$`"N�  � 4 � 3 z0 &  &h* 6 t *r+ >N� 4 >1�!���w1G T � * z0 = ∞ �
f(z0) 6= ∞ v $`" f(1

z )
8?��>�$�' 4 ',R���$�*��  N4 'W& "�$`"N�  � 4 � 3 0

&  &h* 6 t=*,+ >N� 4 >������xrG T � * z0 = f(z0) = ∞ v $`" 1
f( 1
z
)

8?��>�$�' 4 ',R���$�*��  N4 'W& "�$`"N�  � 4 � 3 0
&  &h* 6 t *,+ >?� 4 >����?�

�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��æ» �z���������
f ������ ���a+a�1(�"�+{"�(����  N4 ' 4 ' Ω ⊂ C

� �#"  >  �1(  +�* 2135476 �!8 � f 4 ' ��'�t * Ω
6 td' � 9
�

f(zj) := lim
z→zj

f(z),

&P>  �  ��T%C,R 4 "��?�?� & � ����T 3/4 '%��� 213/476 �!81� f 6 td' �� �!�?+f* f(zj) := ∞ �;:<$=� � * 213/476 �!8?'

f : Ω → C,

8N�)>�$ ' 4 ',R���$�*��  N4 'B&P>?� 4 >���� � �0� 4 �!�!81� 
 F � b�xrG �
�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��æ»�� 
 F�G �f'�D � ' 21354k6 �!8?'a�7",R�"%+�"%(U���  ?4 '  C

&
C
8N�)>�$�>�$`'�td'%�


 bNG �f'�D � ' � � 8?� 6 �!81'<' 4 ',R��0$�*��  ?4 ' C
&P>���� � ��� 8?��>�$ �/"�+{"�T�(�'���9%�
 w?G �f'�D � ' 2�3/476 ��81'<' 4 '�R��0$�*��  ?4 '  C
&

C
8N�)>�$�&h*,+f���1( 4 '%�

� �  �I���� &H¼2(�Å�À�âHÌ�ç&ÔHÀ:Èuá{ÔHî�É�Ù1ádÕOÇWÂ&ÃæÀLî ÌÎÕ�ÃæÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&ÃæÇ-%�Ã¾á{É
��Ã¾Ë¾ËæÀ{ß Ç�½$&o×�(�Å�À�âHÌ�ç&ÔHÀ:Èuá{ÔHî�É�Ù1ádÕOÇWÂ&ÃæÀLî Þ®Õ�ÃæÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&ÃæÇ
&H¼W½rÒ{×�(a½P*�ñ9Í�Ú�ádÕ�ÃæÀ�ôaö &oÒ�(�Ê{á{ÔHÏLÍ�âHÌaÇWî�ÍsÏ�&o×�(a½

2

F�GHF � �$J �ZM ��`�MPT Q)`�M ����� ���5`�J ��	XW���T M OHT VXW MZY�QSRUO[T\MPT\]HO ^�_ZQ)`�ME_ZQ a
�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��æ» � ���������

f v g �@��� 9Y�/"�R�"�+{"�(����  N4 �;& "�$�&�'�(�$�*,+ >=-7C�8 4 *r+ " � >  '�(  � Ω ⊂ C
� � '

�tdC�D?+�* v D�� �U>�$ 4 �!�08N� �N�09NT {zn} ⊂ Ω
$`' 6 � v D�� limn→∞ zn =: z0 ∈ Ω

�
zn 6= z0 � RS' n = 1, 2, . . .

�
���������

f(zn) = g(zn), n = 0, 1, 2, . . . .
:<$=� � * f = g 4 '<��'�t=*,+ Ω

�
� �  �I���� ü Ã¾À�ÄSÐ

Ω1 := {z ∈ Ω : f (j)(z) = g(j)(z), j = 0, 1, . . .}.
ä�ñ&Ã �{Ô

Ω1
ÅHÀ�âHÌ�Ú�á{îpÊ�Â&Ã¾êLÌÎÍsÕ

Ω
ÅaÇWÊ{á�ç&ÔHÏLÀ�Ä:Ã¾ê�Ä:Ã¾ÀXÚ�á{îpÊ�Â&Ã¾êLÌÎÍ�ÄaÐ�Õ

Ω
ÏLñ&Ã¾á{Ô/�dÕ

{z ∈ Ω : f (j)(z) = g(j)(z)}.
õ{À�âaÌ�á{Â�Ô/�dÕ�Â&Ã¾ÀLÛUá{ÌÎÕOÇWÔHÌÆÍ
7�ñ<ápÚ�ËæÇ+ÊWÇWÛ�Ú�ÀLà{á

z̃0 ∈ Ω1
ÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ

r > 0
ÌaÇWÊ�Ã¾À
7�ÛLÀXÂ	Ç

K(z̃0, r)

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(z̃0)

n!
(z − z̃0)

n =
∞∑

n=0

g(n)(z̃0)

n!
(z − z̃0)

n = g(z).

¼�ï



õ{À�âHÌ á{Â�Õ�ÔHÀ�âHÏ�Ä:Ã¾ÀÑÂ&Ã¾ÀLç&É	âHÌÆÍ
7	ñ<á
z0 ∈ Ω1

½ � ÔHÏLÀ�Ä:ÏLÍ�âaÇWîpÀ Å�7�Ã1âHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ
r > 0

ÌaÇWÊ�Ã¾À
7&ÛLÀÑÂ	Ç
K(z0, r)

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n

Ã
g(z) =

∞∑

n=0

bn(z − z0)
n.

ü Ã¾À�ÄaÐ cj := aj − bj
Ã
m
Â&Ã¾À�ÄaÐµñ�ê�Ú�ÏLÃ¾À£Â	Ç@ÅHîpÂ&Ã¾À ÅaâHÏLÍ�î ÃæÂ	Ú�ÀLÊ�âHÀLî!ÌaÇWÊ�Ã¾î,7�ÛLÀ

cm 6= 0
½Z��ÌHÀ�Ú�Í

0 = lim
n→∞

f(zn) − g(zn)

(zn − z0)m
= cm 6= 0

Ä:á£ÅHÀ�âHÌ�âHç&ÔHÏLÀ�Ä:ÏLÂ&á�ôaÄ:Ãæå�½
2

F�GHF � � �5`�J � 	/W ��T\M OHJ V3W MZY�QSRUO[T\MPT\]HO ^�_ Q)`�ME_ZQ a ��`
� 	/W � � � �	��O

ü Ã¾À�ÄaÐ Ω ⊂ C
ñ�ê�Ú�ÏLÃ¾Àÿá{ÌÆÕOÇWÔHÌÎÍ�î âaç"�-ÅHÂ9Í�î ÏLñ&Ã¾á{ÔHÀLî Ã

f : Ω → C
ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅaåNÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ	å�½ ü Ã¾À�ÄaÐ

[0, 1] 3 τ 7→ γ(τ) ∈ C
ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾À�Ê�ÔHÏLÍ�ÕOå+ÌaÇWÊWå)7�ÛLÀ

γ(0) ∈ Ω
½ #'�@Õ�Ã¾î�Í
7�ÛLÀÑîpá{ÛLÂ	Ç�ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&ÛLÍ�ö

f
Õ�Ï�ÚJÙ1É&Û

γ
7&à�Ú�Í�Ú�ËæÇ�ÊWÇWÛ�Ú�ÀLà{á

τ ∈ [0, 1]
ÃæâHÌHÂ&Ã¾À Åaå

rτ > 0
Ã3ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅaÇ�ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ	Ç

fτ : K(γ(τ), rτ ) → C
ÌaÇWÊDÃ¾À
7&ÛLÀ

&H¼2(
f0 = f

Â	Ç
K(γ(0), r0) ∩ Ω

�

&oÒ�( ¿�ËæÇ�Ê-ÇWÛ�Ú�ÀLà{á
τ0 ∈ [0, 1]

ÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ
ε > 0

ÌaÇWÊDÃH73ÛLÀpÚ�ËæÇsÊWÇWÛ�Ú�ÀLà{á
σ ∈ [0, 1] ∩ [τ0 − ε, τ0 + ε]

î�ÇWî�Í
γ(τ0) ∈ K(γ(σ), rσ)

á{ÔaÇWÏ
fτ = fσ

Â	Ç
K(γ(τ0), rτ0) ∩K(γ(σ), rσ)

½
�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«��æ» �����������

σ ∈ [0, 1]
�
zσ = γ(σ)

�<:<$=� � * fτ (zτ )  ',Rq��DN*�$�*rR 6 "a" � 213/476 �!81� f : Ω → C� 6 (  *,& �08 γ 
 ' 4 ���  ',Rq��D?*;" � &h* � "�( 3 rτ v fτ G �
��³%	�¯�·1±S²d´C«K�æ»����h�!�  ��@�

f(zσ)zσ=γ(σ) := fσ(zσ)

4 '  *,&�'�+�*{&�'�()$`" �1�?�!9;& - 3/476 �?��� zσ 21354k6 �!81� f -�(  � � t 3 DN" 4 �08X&  N� t 3 D 6 (  *,& �08 γ �
� �  �I���� ü Ã¾À�ÄSÐ rτ , fτ Ã r̃τ , f̃τ âaåÑÚ�Õ�Ã¾ÀLî7Ç�ÔHá�Ú�ÏLÃ¾Â	ÇWîpÃ	âHç<À@Ù1Â&ÃæÇ@Åaå{Ä:ÍDî7ÃDÕ�ÇWÔHÉ&Â&ÊDÃ<Ú�À:Á	Â&ÃæÄÆÅ�Ã&ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&ÛLÀLÂ&Ã1ÇÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ão½�ä<Ç9Ù �{ÛLî�Í
7JÛLÀÑÃæâaÌHÂ&Ã¾À Å�À

τ ∈ [0, 1]
ÌaÇWÊ�ÃH7�ÛLÀ

fτ 6= f̃τ
Â	Ç

K(γ(τ),min(rτ , r̃τ ))
½ ü Ã¾À�ÄSÐ

τ0 = inf{τ ∈ [0, 1] : fτ 6= f̃τ
Â	Ç

K(γ(τ),min(rτ , r̃τ )}.
� Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:Ã¾À
7

τ0 > 0
½ ü Ã¾À�ÄSÐ ε > 0

âHç<À@Ù1Â&ÃæÇ�ÕOÇWÔHÉ&Â&ÀLÊ &oÒ�(�Ú�À:Á	Â&ÃæÄÆÅHÃ�Ï�ÇWÔ/�@Õ�Â&áþÚ�Ë1Ç�ÔHá�Ú�ÏLÃæÂ9Í�ÏXÌÆÍDËæÚ&åÑÅHÇWÊþÃ
ñ<ÀLÏÑÌÎÍ�ËæÚ�Í{½ ü ÃæÀ�ÄaÐ τ− ∈ [τ − ε, τ0[

7
τ+ ∈ [τ0, τ + ε]

½ ��ÌHÀ�Ú�Í

fτ− = fτ+
Â	Ç

K(γ(τ−), rτ−) ∩K(γ(τ+), rτ+);

f̃τ− = f̃τ+
Â	Ç

K(γ(τ−), r̃τ−) ∩K(γ(τ+), r̃τ+);

fτ− = f̃τ−
Â	Ç

K(γ(τ−),min(rτ− , r̃τ−)).

ÒWò



ØOÏLÍ�Ë¾Ã
fτ+ = f̃τ+

Â	Ç

K(γ(τ−),min(rτ− , r̃τ−)) ∩K(γ(τ+),min(rτ+ , r̃τ+)).
&H¼W½rÒ�¼2(

ä�ñ&Ã �{Ô &H¼W½rÒ�¼2(�ÅHÀ�âHÌ£Â&Ã¾ÀLç&É	âHÌÆÍ
7�ñ�á
γ(τ0)

Ú�á�Â&Ã¾ÀLà{áþÂ	ÇWË¾ÀLÛLÍ
7&Å�À�âHÌ£á{ÌÆÕOÇWÔHÌÎÍÿÃ�Õ�Í�ç&É&Ê&Ù1ÍpÅHÇWÊ{á�ç&ÔHÏLÀ�Ä:Ãæê�Ä:Ã¾À+Ê
�DÙ
á{ÌÎÕ�ÇWÔHÌÎÍ�ÄaÐ�½�õ{À�âHÌ�Õ�Ã¾ê�Ä âHç �-Å�ÂDÍ{½}ä<ÇWÌHÀLîxÂ	Ç£î7á�Ä:Í ÅHÀ�Ú�Â&á{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÂ&á�ôaÄ:Ã	ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&Û�ÇWÂ&Ã1Ç£ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ	ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂDÍ�ÄSÐ
fτ+ = f̃τ+

Â	Ç
K(γ(τ+),min(rτ+ , r̃τ+))

7JÄ:ápç&ÔHÏLÀ�Ä:ÏLÍ�Ú�À:Á	Â&ÃæÄÆÅHÃ
τ0
½
2

� �-º{¹®°�� ´k��� ü Ã¾À�ÄaÐeÊDÔHÏLÍ�ÕOÇ [0, 1] 3 τ 7→ γ ⊂ C \ {0} ñ�ê�Ú�ÏLÃ¾À�Ï�ÇWîpÊ�Â&Ã¾êLÌaÇ�&lÄ:ÏLÍ�Ë¾Ã w := γ(0) = γ(1)
Ã

á{Ê�ÔaåWÛ�Ç�ç&É&Â&Ê�Ì
0 n ∈ Z

ÔaÇWÏLÍ{½�ä<Ç9Ù �{ÛLî�ÍµÌHÀLÛ
7�ÛLÀ
γ(0) ∈ C \ eiθ] −∞, 0]

½ ��ÌHÀ�Ú�Í>î7á{ÛLÂ	Ç�ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&ÛLÍ�ö
ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�À

log(θ) z
Ã
zµ(θ)
Õ�Ï�ÚJÙ1É&ÛXÊ�ÔHÏLÍ�Õ�À Å

γ
Ã�î7ÇWî�Í

log(θ)(w)w=γ(1)) = n2πi + log(θ) w, wµ(θ)w=γ(1)
= enµ2πiwµ(θ).

� �-º{¹®°�� ´k��� � ÔaÇWî7Ç{ÄSÐµÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÏLÍ�ÔHÏLÀ�Ä:ÏLÍDÕ�ÃæâaÌHÀ Å�Ú�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHÀXâHÃ¾êÑá�âaá{ñ&Â&á�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÀÑá�Ú�Õ�ÔHá{ÌHÂ&À�Ú�á�ÌHÔHÍ�à{á{Â&á{î 1
ÀLÌHÔHÍ�Ä:ÏLÂ9Í�ÄaÐµÃ�Ð&Ãæç�ÀLÔHñ<á{Ë¾ÃæÄ:ÏLÂDÍ�ÄSÐ

archt = log(
√
t2 − 1 + t)

= − log(
√
t2 − 1 + t), t ∈ [1,∞[

arsht = log(
√
t2 + 1 + t)

= − log(−
√
t2 + 1 − t), t ∈ R

arccos t = 1
i log(i

√
t2 − 1 + t)

= −1
i log(−i

√
t2 − 1 + t), t ∈ [−1, 1[.

í&É&Â&Ê�ÄÆÅHÀ�ÌHÀsîpá{à�åeñ9Í�ö�ÌHÔaÇWÊ�ÌHádÕ�ÇWÂ&À�ÅHÇWÊ{áÿç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&ÛLÀLÂ&ÃæÇ ÇWÂ	ÇWËæÃ¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ&ÀXÅHÀ�Ú�Â&À Å�ÏsÂ&ÃæÄSÐ 7}Â	Çeç&ÔHÏLÍDÊ	ÙPÇ{Ú
archt
½P#eÇWî�Í�ñ�á@Õ�Ã¾ÀLî

arch(±is) = ±iπ4 + arshs, s ∈ R,

archt = ±i arccos t, t ∈] − 1, 1[,

arch(−t) = ±iπ + archt, t ∈ [1,∞[,à�Ú�ÏLÃ¾À
+
Ë¾É&ñ − Ï�ÇWËæÀLÛLÍ�á�ÚþÌHÀLà{á�7JÄ:ÏLÍsç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&Û�ÇWî�Í�à
�{ÔaåpÄ:ÏLÍþÚ�áDÙ1ÀLî>½ä<ÇWÉDÕOÇWÛLî�ÍXÌHÀLÛ
7@ÛLÀ�á{ÊDÔaåWÛLÀLÂ&Ã¾ÀOç&É&Â&ÊDÌHÉ ±1

ç&ÔHádÕ�Ç{Ú�ÏLÃ�Ú�á ç�á{îpÂ&á{ÛLÀLÂ&Ã1Ç
archt

ç&ÔHÏLÀLÏ −1
7-Ï�Ç{ô®á{Ê�ÔaåWÛLÀLÂ&Ã¾À

[−1, 1]
ç&ÔHádÕ�Ç{Ú�ÏLÃ�Ú�á7Ú�á�Ú&ÇWÂ&ÃæÇ

2πi
Ú�á

archt
½

� �-º{¹®°�� ´k���
arctgt =

1

2i
(log(1 + it) − log(1 − it)) .

� �-º{¹®°�� ´k��� ø�á{ÏLÕOÇWÛLî�Í�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHê

f(z) = zα(z − 1)β .

#Fá{ÛLÀLî�Í�ÅaåpÔHá{ÏLÉ&îpÃæÀ�ö�ÅHÇWÊ{ásÃ¾Ë¾á�Ä:ÏLÍ�Â�à�Ç9Ù1êLÏLÃ�àDÙ �@Õ�Â9Í�ÄaÐ
zα
Ã
(z − 1)β

7�Ê�Ì/�{ÔHÍ�Å�À�âaÌ Ú�á{ñ&ÔHÏLÀ�á{Ê�ÔHÀ�ôHË¾á{ÂDÍ�Â	Ç
C\] −∞, 1]

½

Ò�¼



ä<Ç9Ù �{ÛLî�Í
7�ÛLÀ>Ê�ÔHÏLÍDÕ�Ç
γ
Ï�Ç{Ä:ÏLÍDÂ	ÇBâHê>Õ Ú�á@Õ�á{Ë¾ÂDÍDî ç&É&Â&Ê�Ä:Ã¾À

C\] − ∞, 1]
7 á{ñ&Ã¾ÀLà�Ç á�Ú&Ä:Ã¾Â&ÀLÊ

[0, 1]Õ�Ê�Ã¾ÀLÔHÉ&Â&Ê�É)ç&ÔHÏLÀ�Ä:Ã¾Õ�ÂDÍDî Ú�áµÔHÉ	ÄaÐDÉCÕ�âHÊ-ÇWÏ��@Õ�ÀLÊ ÃOÕ�ÔaÇ{ÄLÇµÚ�áµç&É&Â&Ê�ÌHÉýÕ�ÍdÅaôaÄ:ÃæÇ)7�Â&ç�½
∂K(0, R)

7�à�Ú�ÏLÃ¾À
R > 1

½$��ÌHÀ�Ú�Í�Õ�ÇWÔHÌHá�ôaö�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã
f(z)
ç�áUç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&ÛLÀLÂ&Ã¾ÉsÇWÂ	ÇWËæÃ¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ9Í�î�Õ�Ï�ÚJÙ1É&Û

γ
Õ�ÇWÔHÌHá�ôaö�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ

f(z)îpÂ&á{ÛLÍþâHÃ¾ê£ç&ÔHÏLÀLÏUÄ:ÏLÍ�Â&Â&Ã¾Ê
ei2π(α+β) ½ � âHÏ�Ä:ÏLÀLà
�{ËæÂ&á�ôaÄ:ÃH7-ÅHÀ�ôHË¾Ã

α+ β ∈ Z,
&H¼W½rÒ{Ò�(

ÌHá�Õ�ÔaÇ{ÄLÇWî�Í�Ú�á�ÌHÀ ÅiâSÇWîpÀ Å®ÕOÇWÔHÌHá�ôaÄ:Ã�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã
f
½ �VÌHÀ�Ú�ÍXîpá{ÛLÀLî�ÍÑÂ	Ç{âHÏ�å ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHê Ï�Ú�À:Á	Â&Ã¾ádÕ�Ç{öOÂ	Ç

C\[0, 1]ÅaÇWÊ{á�Å�À�Ú�Â&á{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÂ	åpÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHêUÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ	å�½
� �-º{¹®°�� ´k��� ð�á{Ë¾Ã1Ä:ÏLî�ÍsÄLÇ9Ù1Ê{ê

I =

∫ 1

0

1√
x(1 − x)(1 + x)

dx

ø�á{ÏLÕ�ÇWÛLî�Í
f(z) =

1√
z(z − 1)(1 + z)ÔHá{ÏLÉ&îpÃæÇWÂ	åÑÅHÇWÊ{á�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ê�ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ	å�Â	Ç

C\[0, 1] Õ âHç<á�â/�{ñµá{ç&ÃæâSÇWÂ9Í>ç<ádÕ�Í�ÛLÀ Å:½ � ∞ ÔHÀ�âaÃæÚ�É&É&î�ÅHÀ�âHÌÔ/�dÕ�Â&À
0
½Oä<ÇWÌHÀLî

∫

[1,0−,1−]
f(z)dz = −e−i

1
2
πI + e−i

3
2
πI = −2πiResf(−1),

Resf(−1) = lim
z→−1

f(z)(z + 1) =
1√

z(z − 1)

∣∣∣
z=−1

= − 1√
2
.

ä<ÇWÌHÀLî
I =

π√
2
.

F�GHF � ∗ � � �'OHJ
�5`�Q a MPOHJ�� OHJ �0T M MPT0O VXW MZY�QSRUJ T\MPT\]HO ^�_ Q)`�M J �'OHJ�] � `�MPT Q)`�MPJ

ü Ã¾À�ÄaÐ Ξ
ñ�ê�Ú�ÏLÃæÀsç&ÔHÏLÀ�âaÌHÔHÏLÀLÂ&ÃæåÿÌHá{ç�á{Ëæá{à{ÃæÄ:ÏLÂ	å ù ÇWÉ	âaÚ�á{Ô���ÇÿÃ φ á�Ú�Õ�ÏLá{ÔHá@ÕOÇWÂ&Ã¾ÀLî#Ï Ξ

Õ
C
½ #'�@Õ�Ã¾î�Í
7

ÛLÀ
(Ξ, φ)

ÅHÀ�âHÌÑç<ádÕ�Ã¾ÀLÔHÏ�ÄSÐ&Â&Ãæå�ø�ÃæÀLî7ÇWÂ&Â	Ç7Â	Ç{Ú
C
7�à�Ú�ÍeÚ�Ë1Ç�ÊWÇWÛ�Ú�ÀLà{á

v ∈ Ξ
Ã1âHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ

r > 0
á{ÔaÇWÏ7Ä:ÃæåDàDÙ1À

á�Ú�Õ�ÏLá{ÔHádÕOÇWÂ&ÃæÀ
ψv,r : K(φ(v), r) → Ξ

ÌaÇWÊ�Ã¾À
7&ÛLÀ

φ ◦ ψv,r(z) = z, z ∈ K(φ(v), r)

Ã
ψv,r (K(φ(v), r))

Å�À�âaÌ�á{ÌÎÕOÇWÔHÌÆÍ>Õ
Ξ
½

ü Ã¾À�ÄaÐ (Ξ, φ)
ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀÑç�á@Õ�Ã¾ÀLÔHÏ�ÄaÐ&Â&Ã1åpø�Ã¾ÀLî�ÇWÂ&Â	Ç�Â	Ç{Ú

C
½

#eÇ�îpÃ¾À ÅaâaÄ:ÀÑÂ	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:ÍþÈlÇWÊDÌ�c�¿�Ë1Ç�Ê-ÇWÛ�Ú�ÀLà{á
v ∈ Ξ

7	Ã1âHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ
rv ∈]0,∞]

ÌaÇWÊ�Ã¾À
7	ÛLÀUá�Ú�Õ�ÏLá{ÔHádÕ�ÇWÂ&Ã¾À
ψv,rv
áUÕ�ÙPÇ{âaÂ&á�ôaÄ:ÃæÇ{ÄaÐsá{ç&ÃæâaÇWÂDÍ�ÄSÐ7ç<ádÕ�Í�ÛLÀ Å�ÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ
7�Ï�Ç{ô�Ú�ËæÇ

r > rv
ÌaÇWÊDÃæÀ

ψr,v
Â&Ã¾À�ÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ{½�¿�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í

Õ�ÌHÀLÂµâHç<á�â/�{ñþÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ê
Ξ 3 v 7→ rv ∈]0,∞]

½P��ê�Ú�ÏLÃ¾ÀLî�Í�ç&ÃæâSÇ{ö
ψv := ψv,rv

½
ü Ã¾À�ÄaÐ f : Ξ → C

½ #��dÕ�Ãæî�Í
7<ÛLÀ
(Ξ, φ, f)

ÅHÀ�âHÌ�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅaå�ÇWÂ	ÇWË¾ÃæÌÎÍ�Ä:ÏLÂ	å7Â	Ç
Ξ
7Jà�Ú�ÍFÚ�ËæÇpÊWÇWÛ�Ú�ÀLà{á

v
ÌHá

f ◦ ψv : K(φ(v), rv) → C
ÅHÀ�âHÌ ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅaå�ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ	å+Õ ÏLÕ�ÍDÊ	Ù1ÍDî âaÀLÂ	âHÃ¾À{½

ü Ã¾À�ÄaÐ (Ξ, φ, f)
ñ�ê�Ú�ÏLÃæÀ>ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHåBÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ	åBÂ	Ç

Ξ
½ ¿�ËæÇ)ÊWÇWÛ�Ú�ÀLà{á

v ∈ Ξ
7�Â&Ã¾À�ÄSÐ

rv,f
á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Ç

ç&ÔHá{îpÃ¾ÀLó�ÏLñ&ÃæÀLÛLÂ&á�ôaÄ:Ã3ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ
f ◦ ψv,r

Ú�ËæÇ+ç<ÀLÕ�Â&ÀLà{á
r > 0
½ � Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:ÃæÀ
7

0 < rv < rv,f
½

Ò{Ò



#��dÕ�Ã¾î�Í
7�ÛLÀ
(Ξ, φ, f)

ÅHÀ�âHÌ�î�ÇWÊ�âHÍ�î7ÇWË¾Â	Ç�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅaå�ÇWÂ	ÇWË¾ÃæÌÎÍ�Ä:ÏLÂ	å)7�à�Ú�ÍpÚ�Ë1ÇUÊWÇWÛ�Ú�ÀLà{á
v ∈ Ξ

7
rv = rv,f

½
#��dÕ�Ã¾î�Í
7�ÛLÀ

(Ξ, φ, f)
ÅHÀ�âHÌ7ÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{á@ÕOÇWÂ	Ç)7�à�Ú�Í?ÏFÌHÀLà{á�7�ÛLÀ

v1, v2 ∈ Ξ
7
φ(v1) = φ(v2) = z0

Ã
0 < r < min(rv1 , rv2)

Õ�Í�Â&Ã¾ÊWÇ)7&ÛLÀ£ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÀ

K(z0, r) 3 z 7→ f(ψv1,r(z)),

K(z0, r) 3 z 7→ f(ψv2,r(z)),

âaåBÔ/�{ÛLÂ9Í�îpÃ�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅaÇWîpÃo½úõ{À�ôHË¾Ã
(Ξ, φ, f)

Â&Ã¾À7Å�À�âHÌ7ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅaåBÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{ádÕOÇWÂ	å)7ÑÏ�ÇdÕ�âHÏLÀÿîpá{ÛLÂ	Ç>ÅHåBÕ�ÅHÀ�Ú 1
Â&á{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÂ9ÍNâHç<á�â/�{ñ?ÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{ádÕ�Ç{öW½ � ç&ÔHádÕOÇ{Ú�Ï�ÇWî�ÍCÕ

Ξ
ÔHÀLË1Ç{ÄÆÅ�ê
c

v1 ∼ v2
à�Ú�Í

φ(v1) = φ(v2)
Ã�Ú�ËæÇ

r := min(rv1 , rv2)
f ◦ ψv1,r = f ◦ ψv2,r.

�VÌHÀ�Ú�Í ∼ ÅHÀ�âHÌ�ÔHÀLËæÇ{ÄÆÅaå+Ô/�dÕ�Â&á@ÕOÇWÛLÂ&á�ôaÄ:Ão½ ¿�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHÀLî�Í

Ξred := Ξ/ ∼,

ü Ã¾À�ÄaÐ φred : Ξ → Ξred
ñ�ê�Ú�ÏLÃ¾ÀÑÊWÇWÂ&á{Â&ÃæÄ:ÏLÂ	å�âHÉ&ÔPÅHÀLÊ�ÄÆÅaå�½�¿�À:Á	Â&Ã¾É-Å�ÀLî�Í7Ô/�@Õ�Â&Ã¾ÀLÛ

φred([v]) := φ(v), fred([v]) := f(v).

�VÌHÀ�Ú�Í
(Ξred, φred)

ÅHÀ�âHÌ�ç�á@Õ�Ã¾ÀLÔHÏ�ÄaÐ&Â&Ã1åXø�Ã¾ÀLî�ÇWÂ&Â	Ç�Â	Ç{Ú
C
7
(Ξred, φred, fred)

ÅHÀ�âHÌ�ÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{ádÕ�ÇWÂ	åXÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅaå
ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ	å+Ã®âaç�À@Ù1Â&Ã¾á{Â&ÀXâSå+ÕOÇWÔHÉ&Â&Ê�Ã

φ = φred ◦ φred, f = fred ◦ φred.

ü Ã¾À�ÄaÐ (Ξ1, φ1, f1)
Ã

(Ξ, φ, f)
ñ�ê�Ú&å?ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇWî7ÃXÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ9Í�îpÃo½ #��dÕ�Ã¾î�Í
7£ÛLÀ

(Ξ1, φ1, f1)
ÅHÀ�âHÌ

ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&ÛLÀLÂ&Ã¾ÀLî
(Ξ0, φ0, f0)

7&à�Ú�Í
Ξ0 ⊂ Ξ1

Ã
φ1, f1

á{ñ3Ä:Ã¾êLÌHÀXÚ�á
Ξ0
ç<á{ÊDÔHÍ�ÕOÇ@Åaå�âHÃ¾ê£Ï

φ0, f0
½

ÓÑÇWÛ�Ú&å£ÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{á@ÕOÇWÂ	åÑÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHê ÇWÂ	ÇWËæÃ¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ	å�îpá{ÛLÂ	Ç�ÕûâHç�á�â��{ñ�ÅHÀ�Ú�Â&á{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÂ9Í+ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&ÛLÍ�ö�Ú�áÑî7ÇWÊ�âaÍ51
î7ÇWË¾Â&À Å ÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{ádÕ�ÇWÂ&À Å ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ®ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ&À ÅL½
F�GHF � ∗ � � � � ^�� �NOHT Y��5`)_��,_ZQ a

ü Ã¾À�ÄaÐ Ω
ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾À�á{ÌÆÕOÇWÔHÌÎÍ�îúç�á�Ú�ÏLñ&Ã¾á{ÔHÀLî

C
Ã
z1, z2 ∈ Ω

½ � ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLî�ÍÑç&ÔHÏLÀLÏ
K(z0, z1,Ω)

ÏLñ&Ã �{Ô®Ê�ÔHÏLÍDÕ�Í�ÄaÐ
Ï�Ç{Ä:ÏLÍ�Â	Ç@ÅHå{Ä:Í�ÄaÐeâHÃ¾ê£Õ

z0
Ã�Ê{á{ó	Ä:Ï�å{Ä:Í�ÄaÐeâHÃ¾ê£Õ

z1
7&ÌHÏLÂ

γ(0) = z0
7
γ(1) = z1

½
ü Ã¾À�ÄaÐ γ0, γ1 ∈ K(z0, z1,Ω)

½ #��dÕ�Ã¾î�Í
7 ÛLÀ
γ0
Å�À�âaÌ�Ð&á{îpá{ÌHá{ç&ÃÝÅ�Â&Ã¾ÀeÔ/�dÕ�Â&á@ÕOÇWÛLÂ	Ç

γ1
Ã£ç&ÃæâHÏLÀLî�Í

γ0 ∼ γ1
Õ�ÌHÀ�Ú�Í>ÃiÌÎÍ�Ë¾Ê{ásÕ�ÌHÀ�Ú�Í>à�Ú�Í�ÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀÑÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇsÄ:ÃæåDàDÙPÇ

[0, 1] × [0, 1] 3 (t, s) 7→ H(t, s)
ÌaÇWÊWÇ)7�ÛLÀ

H(t, 0) = γ0(t)
Ã
H(t, 1) = γ1(t)

½
�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«�� � �����������

f : Ω → C �@���� ���~' 4 ',R��0$�*��  ?4 ' v γ0, γ1 ∈ K(z0, z1,Ω) �@��� 9 6 '%&�'�t 6 '�+��T�td' �r6 �!���A�/"�+{"�$`"1-�� 8 4 ���u(�C�& 4 "%&�'�D 4 �N�~:<$=� � *
∫

γ0

f(z)dz =

∫

γ1

f(z)dz.

�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«�� ��«��u"�+{"�$`"�-m� 8 4 'a(�C�& 4 "%&�'�D 4 " � ��8?��>�$ (���RS'%�!8?9<(dC%& 4 "�&�'�D 4 "��1�N�0�

Ò{×



� �  �I���� ÓUÙPÇ{Ú&å{Ä
H(t, s) = γ0(t)

Ú�á�âHÌaÇ@Å�ÀLî�Í
γ0 ∼ γ0

½
ÓUÙPÇ{Ú&å{Ä

H10(t, s) := H01(t, 1 − s)
Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í

γ0 ∼ γ1 ⇒ γ1 ∼ γ0
½

ÓUÙPÇ{Ú&å{Ä
H)2(t,s :=

{
H01(t, 2s), 0 ≤ s ≤ 1

2 ;
H12(t, 2s− 1), 0 ≤ 1

2 ≤ s ≤ 1,Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í
γ0 ∼ γ1, γ1 ∼ γ2 ⇒ γ0 ∼ γ2

½
ä�ñ&Ã �{Ô�Ê�ËæÇ{âiÐ&á{îpá{ÌHá{ç&Ã¾Ã�ÊDÔHÏLÍ�Õ�Í�ÄaÐ�Ï�Ç{Ä:ÏLÍ�Â	Ç@ÅHå{Ä:Í�ÄaÐpâHÃæêOÕ

z0
Ã�Ê{á{ó	Ä:Ï�å{Ä:Í�ÄaÐpÕ

z1
á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇWÂ9Í�ÅHÀ�âHÌ�ç&ÔHÏLÀLÏ

Π(z0, z1,Ω) := K(z0, z1,Ω)/ ∼ .

�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«�� ��»z���������
Ω ⊂ C ������ ���u"�$�&�'%()$�*���> -/C�8 4 *�� �X'r>�$ � - 3 8?9%�@�u&�'�( 35476 � >?9�(dC�& 4 "�&�'�D 4 �?E&H¼2(

Π(z0, z0,Ω)
8N�)>�$K8?� �%4 "���Rq�1+a� 4 $`"�&h* � RS' 6 '�D � �`T%" z0 ∈ Ω

�
&oÒ�( �@>1$ 4 �!�!8?� z0 ∈ Ω

$`' 6 � v D�� Π(z0, z0,Ω)
8?��>�$�8?� �%4 "���Rq�1+a� 4 $`"�&h*��

õ{À�ôaË¾Ã®âHç<À@Ù1Â&Ã¾á{Â&ÀXâaå+ÕOÇWÔHÉ&Â&Ê�Ã®ç<ádÕ�Í�Û�âHÏLÀLà{ápÌÆÕ�Ã¾ÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&ÃæÇ)7	î��@Õ�Ã¾î�Í
7&ÛLÀÑÏLñ&Ã �{Ô
Ω
Å�À�âaÌiÅ�À�Ú�Â&á�âHç �-ÅHÂ9Í{½

F�GHF � ∗ ��Y 	XT �PT M OHJ Y��5`)_��,_ZQ a O � �5W � T a � � � ^�� � OHO

ü Ã¾À�ÄaÐ z0, z1 ∈ Ω
7
γ ∈ K(z0, z1,Ω)

½O¿�À:Á	Â&ÃæÉ-Å�ÀLî�Í
γ−1 ∈ K(z1, z0,Ω)

½

γ−1(t) := γ(1 − t).

� Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:Ã¾À
7@ÅHÀ�ôHË¾Ã
γ′ ∼ γ

7&ÌHá
(γ′)−1 ∼ γ−1 ½

ü Ã¾À�ÄaÐ z0, z1, z2 ∈ Ω
7
γ0 ∈ K(z0, z1,Ω)

7
γ1 ∈ K(z1, z2,Ω)

½O¿�À:Á	Â&ÃæÉ-Å�ÀLî�Í
γ0 ◦ γ1 ∈ K(z0, z2,Ω)

c

γ0 ◦ γ1(t) :=

{
γ0(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2 ;
γ1(2t− 1), 1

2 ≤ t ≤ 1.

� Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:Ã¾À
7@ÅHÀ�ôHË¾Ã
γ0 ∼ γ′0

7
γ1 ∼ γ′1

7&ÌHá

γ0 ◦ γ1 ∼ γ′0 ◦ γ′1.
õ{À�ôHËæÃ

γ2 ∈ K(z2, z3,Ω)
(γ0 ◦ γ1) ◦ γ2 ∼ γ0 ◦ (γ1 ◦ γ2).õ{À�ôaË¾Ã�ç&ÔHÏLÀLÏ

z
á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇWî�ÍsÊ�ÔHÏLÍ�ÕOåpâHÌaÇ9ÙPåpÔ/�dÕ�Â	å

z ∈ Ω
7&ÌHápÚ�ËæÇ

z0, z1 ∈ Ω
7
γ ∈ K(z0, z1,Ω)

7

z0 ◦ γ ∼ γ ◦ z1 ∼ γ.

� âHÏ�Ä:ÏLÀLà
�{ËæÂ&á�ôaÄ:ÃH7�Ú�ËæÇ�ÊWÇWÛ�Ú�ÀLà{á
z0 ∈ Ω

7
Π(z0, z0,Ω)

Å�À�âHÌ�à{ÔHÉ&ç	å�½µõ{À�ôHËæÃ}ÏLñ&Ã �{Ô
Ω
Å�À�âaÌ�âHç �-Å�ÂDÍ
7�ÌHá

à{ÔHÉ&ç	Ç
Π(z0, z0,Ω)

ÅHÀ�âHÌ�ÃæÏLá{îpá{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	Ç�Ú�Ë1Ç7Ô/�{ÛLÂDÍ�ÄSÐ
z0 ∈ Ω

½ ü ÇWÏLÍ�ÕOÇWî�Í�Åaå�à{ÔHÉ&ç	å�Ð&á{î7á{ÌHá{ç&Ã¾Ã�ÏLñ&Ãæá{ÔHÉ
Ω
½ � ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇWî�ÍUÅaå+ç&ÔHÏLÀLÏ

Π(Ω)
½

� �-º{¹®°�� ´k��¹
&H¼2(

Π(C)
Å�À�âHÌ�à{ÔHÉ&ç	å£Å�À�Ú�Â&á�ÀLË¾ÀLîpÀLÂDÌHádÕOå�½

&oÒ�(
Π(C\{0}) = Z

&uË¾ÃæÄ:ÏLñ	Ç�á{Ê�ÔaåWÛLÀLó>Õ�á{Ê
�DÙ�ÏLÀLÔaÇ (a½

Ò-Ü



&o×�(
Π(C\{0, 1}) = F2

�sà{ÔHÉ&ç	ÇpÕ�á{ËæÂ	Ç�á7Ú�ÕP��ÄaÐFà{ÀLÂ&ÀLÔaÇWÌHá{ÔaÇ{ÄaÐ�½�õ�ÇWÊ{á�à{ÀLÂ&ÀLÔaÇWÌHá{ÔHÍ�îpá{ÛLÂ	Ç�Õ�Í�ñ&ÔaÇ{ö
τ0�7á{Ê�ÔaåWÛLÀLÂ&Ã¾À

0
7
τ1

��á{Ê�ÔaåWÛLÀLÂ&Ã¾À
1
½N
�ÔHÉ&ç	Ç

F2
âHÊ&ÙPÇ{Ú&Ç�âaÃ¾ê£ÏXÀLË¾ÀLîpÀLÂDÌ/�dÕ�Â	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:Í�ÄaÐ>ÌÆÍDç �dÕ c

τ
np
1 τ

mp
0 · · · τn0

1 τm0
0 , τ

mp+1

0 τ
np
1 · · · τn0

1 τm0
0 ,

τ
np
1 τ

mp
0 · · · τm1

0 τn0
1 , τ

mp+1

0 τ
np
1 · · · τm1

0 τn0
1 ,

&H¼W½rÒ{×�(
à�Ú�ÏLÃ¾À

ni,mi ∈ Z\{0} ½
F�GHF � ∗ � T Y�� _ZQ)OHJ WPM O � J
� 
2T ]8MPJ

ü Ã¾À�ÄaÐ Ω ⊂ C
ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀUá{ÌÆÕOÇWÔHÌHÀ+Ã�âaç"�-ÅHÂ&À{½ b âaÌaÇWË¾î�Í

z0 ∈ Ω
½ ü ÇWÊDÔHÍ�Ä:Ã¾ÀLî
É&Â&Ã¾Õ�ÀLÔaâaÇWËæÂ9Í�î Ω

Ï�ç&É&Â&ÊDÌHÀLî
ñ	ÇWÏLádÕ�Í�î

[z0]
Â	ÇWÏLÍDÕ�ÇWî�Í

(Cov(Ω), φ, [z0])
7	à�Ú�ÏLÃæÀ

Cov(Ω) :=
⋃

z∈Ω

Π(z0, z,Ω),

γ : Cov(Ω) → Ω
ÅHÀ�âHÌ�Ï�Ç{Ú&ÇWÂ&À�ç&ÔHÏLÀLÏ

φ([γ]) := γ(1)
½
Cov(Ω)

Å�À�âaÌ�Õ�Í�ç�á�âaÇWÛLá{Â&ÀOÕBÂ	ÇWÌHÉ&ÔaÇWËæÂ	å�ÌHá{ç<á{Ë¾á{à{Ã¾ê{½
� Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:Ã¾À
7

(Cov(Ω), φ)
ÅHÀ�âHÌ�âHç �-Å�Â	å�Ã�ÅHÀ�Ú�Â&á�âHç �-Å�Â	å+ç<ádÕ�Ã¾ÀLÔHÏ�ÄSÐ&Â&Ãæåpø�ÃæÀLî7ÇWÂ&Â	Ç�Â	Ç{Ú

C
½

F�GHF � ∗ � T Y�� _ZQ)OHJ �,_ `�MPT Q)` ��M J ���5`�J�` � ��� � �5W � 	 � �5W �$_ a � � � ^�� � OHO

ü Ã¾À�ÄaÐ G ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀFç�á�Ú�à{ÔHÉ&ç	å Π(z0, z0,Ω)
½ �

Π(z0, z,Ω)
Õ�ç&ÔHádÕ�Ç{Ú�Ï�ÇWî�ÍVÔHÀLËæÇ{ÄÆÅHê
c)¿�Ë1Ç

[γ1], [γ2] ∈
Π(z0, z,Ω)

ç&ÃæâHÏLÀLî�Í
[γ1]∼

G
[γ2]

7�à�Ú�Í
[γ1 ◦ γ−1

2 ] ∈ G
½ûõ{À�âaÌ�ÌHá ÔHÀLËæÇ{ÄÆÅHÇÿÔ/�@Õ�Â&ádÕ�ÇWÛLÂ&á�ôaÄ:Ão½ ��ê�Ú�ÏLÃ¾ÀLî�Í

á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇWË¾Ã®ç&ÔHÏLÀLÏ
[γ]G
Ê�ËæÇ{âHêÑÇWñ	âHÌHÔaÇWÊ�ÄÆÅHÃ

γ
Õ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�ÀLî ÌHÀ Å�ÔHÀLËæÇ{ÄÆÅHÃo½�¿�À:Á	Â&Ã¾É-Å�ÀLî�Í

ΠG(z0, z,Ω) := Π(z0, z,Ω)/∼
G
.

ü ÇWÊDÔHÍ�Ä:Ã¾ÀLî Ω
ÏLÕ�ÃæåWÏ�ÇWÂ9Í�î ÏXà{ÔHÉ&ç	å

G
Â	ÇWÏLÍDÕ�ÇWî�Í

(CovG(Ω), φG, [z0]G)
7	à�Ú�ÏLÃ¾À

CovG(Ω) :=
⋃

z∈Ω

ΠG(z0, z,Ω),

φG([γ]G) = γ(1).
#eÇWî�Ísá�Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:ÃæÀ�Â	ÇWÌHÉ&ÔaÇWË¾Â&ÀUá�Ú�Õ�ÏLá{ÔHá@ÕOÇWÂ&Ã¾À

φG : Cov(Ω) → CovG(Ω), φG([γ]) = [γ]G,

âHç<À@Ù1Â&ÃæÇ@Åaå{Ä:À�ÏLÕ�Ã1åWÏLÀLÊ
φG ◦ φG = φ

½ � Ä:ÏLÍDÕ�ÃæôSÄ:Ã¾À
7
(CovG(Ω), φ)

Å�À�âaÌ�âHç �-ÅHÂ	å &uËæÀLÏ�Â&ÃæÀLÊ{á{Â&Ã¾À�Ä:ÏLÂ&Ã¾À Å�À�Ú 1
Â&á�âHç �-Å�Â	å (}ç<ádÕ�ÃæÀLÔHÏ�ÄaÐ&Â&Ãæåpø Ã¾ÀLî7ÇWÂ&Â	Ç�Â	Ç{Ú

C
½

F�GHF � ∗ � WPMPY�QSRUT �NOHJ � � � ^
MPT
�  p·1³����iº�³D¯�·P³B«�� �	�����������

Ω ⊂ C ������ �!��8N� ��4 ",>=-/C�8 4 *,+ " � >  '�(��1+ '
Ω 3 z 7→ f(z) 2135476 �!819 �/",RS" �+{"�(����  ?4 9%��� >�$`'�R�+�* z0 ∈ Ω

� � � �0� 4 � 3 81+�*

F (z) :=

∫

γz

f(w)dw,

Ò{Ö



T �� �!� γz 8N�)>1$ � "�&�",R 4 9 6 (  *,&�9fRS��D�9%��9{& Ω
td9%�  9
��9 z0 � z �;:<$=� � * F (z) 4 ���  ',Rq��D?*�" � &h* � "�( 3{6 (  *r& �!8�
F ′(z) = f(z).

õ{À�ôaË¾Ã
Ω
Å�À�âHÌ�âHç"�-ÅHÂ9Í�Ã�á{ÌÎÕ�ÇWÔHÌÎÍ
7�ÇWË¾À�Â&Ã¾ÀLÊ{á{Â&Ã¾À�Ä:ÏLÂ&Ã¾À�Å�À�Ú�Â&á�âHç �-ÅHÂ9Í
73ÌHá7ç<ádÕ�Í�Û�âHÏ�å�Ê{á{Â	âHÌHÔHÉ&Ê�ÄÆÅ�ê�Â	ÇWË¾ÀLÛLÍ

ÏLîpá�Ú�Í9Á	Ê{á@ÕOÇ{öW½�õ{À�ôHË¾Ã
[γ] ∈ Π(z0, z,Ω) ⊂ Cov(Ω)

7	ÌHápÊ	ÙPÇ{Ú�ÏLÃ¾ÀLî�Í

F ([γ]) :=

∫

γ
f(w)dw.

¿�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHêXÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ	å
F : Cov(Ω) → C

7&Ê�Ì/�{ÔaÇ�âHç�À@Ù1Â&Ã1Ç

F ′([γ]) = f(φ([γ])), F ([z0]) = 0.

F�G���� ∗ � WPMPY�QSRUT ] ����T � _$^ � O � � ^
	���� ��T
í&É&Â&Ê�ÄÆÅHê7Ë¾á{à�ÇWÔHÍ�ÌHî î7á{ÛLÂ	Ç�Ï�Ú�À:Á	Â&ádÕ�Ç{öXÅaÇWÊ{á>ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHêpç&Ã¾ÀLÔHÕ�á{ÌHÂ	åeÚ�á>ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ 1

z

Ï�ç&É&Â&ÊDÌHÀLî ñ	ÇWÏLádÕ�Í�î
z0 = 1

½O¿�á�âaÌaÇ@Å�ÀLî�Í7Õ�ÌHÀ�Ú�ÍsÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�êÑÂ	Ç�Â	ÇWÊ�ÔHÍ�Ä:Ã¾É�É&Â&Ã¾Õ�ÀLÔaâSÇWË¾Â9Í�î

Cov(C\{0}) 3 v 7→ log v :=

∫

γ

dw

w
, v = [γ].

õ{À�âHÌ á{Â	Ç+ÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{ádÕOÇWÂ	ÇsÃ�î7ÇWÊ�âHÍ�î7ÇWË¾Â	Ç�½
ü Ã¾À�ÄaÐ µ ∈ C

½}í	É&Â&Ê�ÄÆÅ�ê
zµ
Ú�À:Á	Â&ÃæÉ-Å�ÀLî�Í�Â	Ç@ÅHç&Ã¾ÀLÔHÕ�Â	Ç�Â	ÇWÊ�ÔHÍ�Ä:Ã¾ÉþÉ&Â&Ã¾Õ�ÀLÔaâaÇWËæÂ9Í�î

C\{0} ÅHÇWÊ{á

Cov(C\{0}) 3 v 7→ eµ log v.
&H¼W½rÒ-Ü)(

õ{À�ôHËæÃ
µ 6= 0, 1, 2, . . .

7&ÅHÀ�âHÌÑÌHá>î7ÇWÊ�âHÍ�î7ÇWË¾Â	Ç�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅaÇ>ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ	Ç�½põ{À�ôaË¾Ã
µ 6∈ Q

7®ÌHá�Å�À�âHÌÑá{Â	Ç>Ô/�dÕ�Â&Ã¾ÀLÛ
ÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{ádÕ�ÇWÂ	Ç�½
õ{À�ôaË¾Ã

µ ∈ Q
7iÌHá &H¼W½rÒ-Ü)(�Å�À�âaÌ�Â&Ã¾ÀLÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{á@ÕOÇWÂ	Ç ü Ã¾À�ÄSÐ µ = p

q

Ú�ËæÇ>Â&Ã¾À�âaÊDÔaÇ{ÄLÇWË¾Â&ÀLà{áeÉ�ÙPÇWîpÊWÇ)7�à�Ú�ÏLÃ¾À
q ∈ {1, 2, . . .} 7���ÌHÀ�Ú�Í vµ = 1

7&ÅHÀ�ôHË¾Ã
v ∈ Zq ⊂ Π(1, 1,C\{0}) ⊂ Cov(C\{0}) ½�ð�áFÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{ádÕ�ÇWÂ&Ã¾ÉÚ�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ê

CovZq (C\{0}) 3 v 7→ eµ log v.
&H¼W½rÒ{Ö�(

F�G�� F ∗ � WPMPY�QSRUT
z
α(z − 1)β

G
í&É&Â&Ê�ÄÆÅHê

zα(z − 1)β
îpá{ÛLÂ	Ç�Â	Ç@ÅHç&Ã¾ÀLÔHÕ�Ï�Ú�À:Á	Â&Ã¾á@ÕOÇ{öUÂ	ÇpÂ	ÇWÊ�ÔHÍ�Ä:Ã¾É�É&Â&ÃæÕ�ÀLÔaâaÇWË¾ÂDÍDî

Cov(C\{0, 1}) ½�õ{À�âHÌá{Â	Ç�Õ�ÌHÀ�Ú�ÍsÂ&Ã¾ÀLÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{ádÕ�ÇWÂ	Ç�½
� ç&ÃæâaÏLî�Í�ÌHÀLÔaÇWÏ�Å�À Å�ÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{á@ÕOÇWÂ&ÀXÕOÀLÔaâPÅHÀ�Õ�Â&Ã¾ÀLÊDÌ/�{ÔHÍ�ÄaÐþâHÍ�ÌHÉ	Ç{ÄÆÅHÇ{ÄSÐ�½Oä<Ç9Ù �{ÛLî�Í�Â	Ç@Å�ç&ÃæÀLÔHÕ 7DÛLÀ�î7ÇWî�Í

Ú�á£Ä:ÏLÍDÂ&Ã¾ÀLÂ&Ã1Ç�Ï�à{ÀLÂ&ÀLÔHÍ�Ä:ÏLÂ	åÑâHÍ�ÌHÉ	Ç{ÄÆÅaå)7-Ê�Ã¾À�Ú�Í
α
Ã
β
âaå Â&ÃæÀLÕ�ÍDîpÃæÀLÔHÂ&À�Ã�Â&Ã¾ÀLÕ�âHç �DÙ1îpÃ¾ÀLÔHÂ&À
7-ÌHÏLÂ�½

αn+βm ∈
Q
Ã¾îpç&ËæÃ¾ÊDÉ-ÅHÀ

n = m = 0
½Z�VÌHÀ�Ú�ÍsÕ�à{ÔHÉ&ç&Ã¾À

F2
Õ�ç&ÔHádÕOÇ{Ú�Ï�ÇWî�Í>ç<á�Ú�à{ÔHÉ&ç<ê

G
Ï�Ç{Ú&ÇWÂ	å�ç&ÔHÏLÀLÏ

∑

j

nj =
∑

j

mj = 0,

à�Ú�ÏLÃ¾À
nj,mi

âSå£Ë¾ÃæÄ:ÏLñ	ÇWîpÃ�Õ�Í�âHÌHêLç&É-ÅHå{Ä:Í�îpÃ&Õ &H¼W½rÒ{×�(a½ �VÌHÀ�Ú�Í
zα(z−1)β

îpá{ÛLÂ	Ç£ç&ÔHÏLÀLÂ&Ã¾À�ôaö�Â	ÇXÂ	ÇWÊDÔHÍ�Ä:Ã¾À
CovG(C\{0, 1}) 7�Ã�Ú�á�âaÌaÇ@Å�ÀLî�Í7Õ�ÌHÀ�Ú�ÍþÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{ádÕ�ÇWÂ	å7î�ÇWÊ�âHÍ�î7ÇWË¾Â	åUÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�êUÇWÂ	ÇWËæÃ¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ	å�½

Ò{ã



�ÆÂ&Â	åUâHÍ�ÌHÉ	Ç{ÄÆÅHê î7ÇWî�Í
79à�Ú�Í
α+β ∈ Z

7
α 6∈ Q

½E� ç&ÔHá@ÕOÇ{Ú�Ï�ÇWî�Í7Õ�ÌHÀ�Ú�Í�ç<á�Ú�à{ÔHÉ&ç<ê
H
Ï�Ç{Ú&ÇWÂ	å�ç&ÔHÏLÀLÏ

∞∑

j=0

nj =
∞∑

j=0

mj

Ã}ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHê
zα(z − 1)β

ç&ÔHÏLÀLÂ&á�âaÃ¾î�Í Â	ÇµÂ	ÇWÊDÔHÍ�Ä:Ã¾À
CovH(C\{0, 1}) ½ÿ¿�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�ÍeÕ�ÌHÀ�Ú�Í ÏLÔHÀ�Ú�É&Ê{á@ÕOÇWÂ	åî7ÇWÊ�âHÍ�î7ÇWË¾Â	åUÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHêXÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ	å�½

F�G���� � � ^
T QSR2T � � ��`�MPT Q)`�T\MPO8T Y��5`)_��,_ZQ a
Þ®ÀLÔaÇWÏ�á{ç&ÃæâHÏLÀLî�Í7Â&á{ÌaÇ{ÄÆÅHê
7	Ê�Ì/�{Ôaå+ñ�ê�Ú�ÏLÃ¾ÀLî�ÍþâHÌHá�âHádÕ�Ç{öXÚ�ápá{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇWÂ&ÃæÇpÊDÔHÏLÍ�Õ�Í�ÄSÐ�½
ØOÏ�Ç{âaÇWî7Ã�îpá{ÛLÂ	Ç�âHÌHá�âHá@ÕOÇ{ö�ÙPÇWî�ÇWÂ&ÀXç�á�âaÌaÇ{Ä:Ã

[w0, u, w1] := [w0, u] ∪ [u,w1].

u

w1w0

� âHá{ñ&ËæÃ¾Õ�á�ôaöpÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ�Õ
u
îpá{ÛLÀ�ç&ÔHá@ÕOÇ{Ú�ÏLÃæöþÚ�áeÊ&Ù1á{ç<á{Ì/�dÕ Õ ç�á�âHÌaÇ{Ä:ÃOÔHá{ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ&á�ôaÄ:Ã ÄLÇ9Ù1ÊDÃÎ½�#Fá{ÛLÂ	Ç

Ô/�dÕ�Â&ÃæÀLÛXá{îpÃ ÅaÇ{ö�ç&É&Â&ÊDÌ
u
î7Ç9Ù1ÍDî
Ù1É&Ê�Ã¾ÀLî!á�ç&ÔHá{îpÃæÀLÂ&Ã¾É

r
Ã�ÔHá{ÏLÕ�ÇWÛ�Ç{ö�ÙPÇWî7ÇWÂ	åpç�á�âHÌaÇ{Ä:Ã8c

[w0, u+ reiφ0 ] ∪ {u+ reiφ : φ ∈ [φ0, φ1]} ∪ [u+ reiφ1 , w1].
&H¼W½rÒ{ã�(

à�Ú�ÏLÃ¾À
w0 := u+Reiφ0

7
w1 := u+R1e

iφ1
7
R0 > r

7
R1 > r

7
φ0 < φ1

Ã |φ0 − φ1| < 2π
½ � Ä:ÏLÍDÕ�ÃæôSÄ:Ã¾À
7

ÄLÇ9Ù1ÊWÇþç�áþÌaÇWÊ�Ã¾î Ê{á{Â9ÌHÉ&ÔHÏLÀ7Â&ÃæÀ�Ï�ÇWËæÀLÛLÍµá�Ú
r
7®Ú�ËæÇþÚ�á�âHÌaÇWÌHÀ�Ä:ÏLÂ&Ã¾À�î�Ç9Ù1ÀLà{á

r
½pä<ÇWÉ9Õ�ÇWÛLî�Í
7iÛLÀ�ç&É&Â&Ê�ÌÑÔHá{ÏS1

à�Ç9Ù1êLÏLÃ¾ÀLÂ&ÃæÇ
u
ÅHÀ�âHÌOá{î7Ã ÅHÇWÂDÍsÙ1É&Ê�Ã¾ÀLî�Õ Ê�Ã¾ÀLÔHÉ&Â&Ê�É�ç&ÔHÏLÀ�Ä:Ã¾Õ�ÂDÍDî!Ú�á+ÔHÉ	ÄaÐ�Õ�âaÊ-ÇWÏ��@Õ�ÀLÊ<½�Ó£ÔHÏLÍDÕ�å+ç�á@Õ�ÍDÛ�âaÏ�å

ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀLî�Í�á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇWË¾Ã

[w0, u
+, w1].

u

w1w0

ð�á�Ú�á{ñ&Â&ÃæÀ
7	ÕOÇWÔHÌHá�îpÃ¾À�ö�á{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÀLÂ&Ã¾ÀXÂ	Ç7ÙPÇWî7ÇWÂ	å
[w0, u+ reiφ0 ] ∪ {u+ reiφ : φ ∈ [φ1, φ0]} ∪ [u+ reiφ1 , w1].

&H¼W½rÒ�è5(
à�Ú�ÏLÃ¾À

R0 > r
7
R1 > r

7
φ1 < φ0

7 |φ0 − φ1| < 2π
½�ø-�{ÛLÂ&ÃÑâHÃ¾êFá{Â	Ç?á�Ú &H¼W½rÒ{ã�(�ÌÎÍ�î,7�ÛLÀÿç&É&Â&ÊDÌ

ÔHá{ÏLà�Ç9Ù1êLÏLÃ¾ÀLÂ&ÃæÇ
u
á{ñ&Ã¾ÀLà�ÇWî�Í�ÏLà{á�Ú�Â&ÃæÀ�Ï�ÔHÉ	ÄaÐ&ÀLî!Õ�âHÊWÇWÏ��dÕOÀLÊ�½OÓ£ÔHÏLÍDÕ�å &H¼W½rÒ�è5(�ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀLî�Í�á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Ç{ö£ç&ÔHÏLÀLÏ

[w0, u
−, w1].

Ò�è



w1w0

u

[u+]
ñ�ê�Ú�ÏLÃ¾ÀÑá{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Ç9Ù1ásÊ{á{Â9ÌHÉ&Ô�á{ñ&Ã¾ÀLà�Ç@Åaå{Ä:Í�ç&É&Â&Ê�Ì

u
ç<ápî7Ç9Ù1Í�î!á{ÊDÔHêLà{ÉFÕ�ÊDÃæÀLÔHÉ&Â&ÊDÉ>ç&ÔHÏLÀ�Ä:ÃæÕ�Â9Í�î

Ú�á)ÔHÉ	ÄSÐ9ÉVÕ�âHÊ-ÇWÏ��@Õ�ÀLÊ<½
[u−]
ñ�ê�Ú�ÏLÃæÀ�á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Ç9Ù1áBÊ{á{ÂDÌHÉ&Ô�á{ñ&Ã¾ÀLà�Ç@Åaå{Ä:Í?ç&É&Â&ÊDÌ

u
ç<á)î7Ç9Ù1Í�î#á{ÊDÔHêLà{É�Õ

Ê�Ã¾ÀLÔHÉ&Â&ÊDÉ�ÏLà{á�Ú�Â9Í�î Ú�á�ÔHÉ	ÄSÐ9ÉµÕ�âaÊ-ÇWÏ��@Õ�ÀLÊ<½
[u+]

7
[u−]
½

u u

ð�Ã1âHÏ�å{Ä
γ = [u,w1, . . . , wn, u

+]
ñ�ê�Ú�ÏLÃæÀLî�ÍBîpÃ¾ÀLË¾ÃOÂ	Çÿî�Í�ôHË¾ÃH7�ÛLÀ

γ
Å�À�âHÌ+Ê{á{ÂDÌHÉ&ÔHÀLî#Ï�ÇWîpÊ�Â&Ã¾êLÌÎÍ�îëÃ

ç<áDÙPå{Ä:ÏLá{Â9Í�î�î7Ç9Ù1Í�î�Ù1É&Ê�Ã¾ÀLî�á{ñ&Ã¾ÀLà�Ç@Åaå{Ä:ÍDî
u
ÕûÊ�Ã¾ÀLÔHÉ&Â&Ê�Épç&ÔHÏLÀ�Ä:Ã¾Õ�Â9Í�î�Ú�áUÔHÉ	ÄaÐ9ÉsÕ�âHÊWÇWÏ��dÕOÀLÊ�½}ð�á�Ú�á{ñ)1

Â&Ã¾À
7®Å�À�ôHËæÃ
γ = [u,w1, . . . , wn, u

−]
7OÌHá

γ
Å�À�âaÌ�Ê{á{Â9ÌHÉ&ÔHÀLî Ï�ÇWî7ÊDÂ&Ã¾êLÌÆÍDîëç<áDÙPå{Ä:ÏLá{Â9Í�î î7Ç9Ù1Í�î Ù1É&Ê�Ã¾ÀLî

á{ñ&Ã¾ÀLà�Ç@Åaå{Ä:ÍDî
z
Õ�ÊDÃ¾ÀLÔHÉ&Â&Ê�É�ÏLà{á�Ú�Â9Í�î ÏÑÔHÉ	ÄaÐ&ÀLî
Õ�âHÊ-ÇWÏ��@Õ�ÀLÊ<½

[u,w1, w2, u
+]
7

[u,w1, w2, u
−]
½

u u

w1

w
2

w1

w2

[u, eiα∞[
ñ�ê�Ú�ÏLÃ¾À+á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Ç{ö7ç"�DÙ1ç&ÔHá�âHÌaå {u + eiαt : t > 0} Ï�Ç{Ä:ÏLÍ�Â	Ç@ÅHå{ÄLå>âaÃ¾ê+Õ u Ã�ñ&Ã¾ÀLà{Â	å{ÄLå�Ú�áÂ&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&á�ôSÄ:Ã®ç�á�ÚþÊWåWÌHÀLî

α
½

[u, eiα∞[.

u

[(u+ eiφ0 · 0)+, w]
á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Ç{öUñ�ê�Ú�ÏLÃæÀXÙPÇWî�ÇWÂ	å

[u, u+ reiφ0 ] ∪ {u+ reiφ : φ ∈ [φ0, φ1]} ∪ [u+ reiφ1 , w],
à�Ú�ÏLÃ¾À

w = u+ Reiφ1
7
r < R

7
φ1 < φ0

7 |φ1 − φ0| < 2π
&ÎÙPÇWî7ÇWÂ	ÇpÕ�Í�ÄaÐ&á�Ú�ÏLÃ�ÏUç&É&Â&ÊDÌHÉ

u
ç<á�Ú>Ê-åWÌHÀLî

φ0
7&á{ñ&Ã¾ÀLà�Ç+ç&É&Â&Ê�Ì

u
î7Ç9Ù1Í�î
Ù1É&ÊDÃæÀLî!ç&ÔHÏLÀ�Ä:Ã¾Õ�Â&Ã¾ÀXÚ�ápÔHÉ	ÄSÐ9ÉµÕ�âaÊ-ÇWÏ��@Õ�ÀLÊþÃ�ñ&Ã¾ÀLà{Â&Ã¾ÀXÚ�á

w
(a½

[(u+ eiα0)+, w].

uw

Ò{ì
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�$GHF � W MZY�QSRUT	� T � � T RUT"Y �0W �	��
�]8MPOHJ�M OHJ 
2OH]HM O O
��� Q)T
	3Y\T�� WP]8J �5T
ð�ÔHÏLÍþç<á{îpá�Ä:Í�ÌHÏLÕÑ½���� ±�´ � °�· �£­�¶P³5�-´ Ú�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHÀLî�Í�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ê<
£ÇWî7î7Ç)c

Γ(z) :=
∫∞
0 e−ttz−1dt

= 2
∫∞
0 e−ξ

2
ξ2z−1dξ, Rez > 0,

&oÒ�½rÒ{ì�(

ä<ÇWÊ	ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í
7iÛLÀpÕxç<ádÕ�Í�Û�âHÏLÍDî Õ�ÏLá{ÔHÏLÀ7ñ&Ã¾ÀLÔHÏLÀLî�ÍFà�Ç9ÙPå �7àDÙ �dÕ�Â	åµÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ
tz−1 ½þä<Ú�À:Á	Â&Ã¾É-Å�î�ÍeÌHÀLÛpÌHÏLÕâHÍ�î�ñ<á{Ë�ð�á�ÄaÐ&Ð	ÇWî7îpÀLÔaÇ

(a)n := a(a+ 1) . . . (a+ n− 1), n = 0, 1, 2, . . .

(a)n := 1
(a−n)...(a−1) , n = . . . ,−2,−1.

� Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:Ã¾À
7
(1)n = n!

½
�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��u« � '%�1�/" �� 9 4 'r>�$ � - 3 8?9%�@��$`"�D�>1'%+�" �1�?�!E

Γ(z + 1) = zΓ(z),
&oÒ�½rÒ{ï�(

Γ(n+ 1) = n!, n = 0, 1, 2, . . . ,
&oÒ�½r×Wò (

Γ(z + n) = (z)nΓ(z), n ∈ Z.

� �  �I���� &oÒ�½rÒ{ï�(�Õ�ÍDÂ&ÃæÊ-Ç�ÏXÄLÇ9Ù1Ê{ádÕ�ÇWÂ&ÃæÇ�ç&ÔHÏLÀLÏUÄ:ÏLê�ôaÄ:Ão½ &oÒ�½r×Wò (OÕ�Í�Â&Ã¾ÊWÇ�Ï�&oÒ�½rÒ{ï�(�Ã
Γ(1) = 1

½
2ä<Ú�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHî�Í�ÏLñ&Ã �{Ô

Ωn := {z : Rez > −n}\{0,−1, . . . ,−n+ 1}
Ã3ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ê

Ωn 3 z 7→ Γn(z) :=
Γ(z + n)

z(z + 1) . . . (z + n− 1)
.

�VÌHÀ�Ú�ÍXÅHÀ�ôHË¾Ã
n > m

7&ÌHá
Γn(z) = Γm(z), z ∈ Ωm.� Í�Â&Ã¾Ê-Ç�ÌHápÏÑÌHá{Û�âSÇWîpá�ôaÄ:Ã

Γ(z + n) = Γ(z +m)(z +m) . . . (z + n− 1),
ñ<ê�Ú&å{Ä:À Å Ê{á{Â	âHÀLÊ�Õ�ÀLÂ	ÄÆÅaåpÕ�ÏLá{ÔHÉ &oÒ�½rÒ{ï�(a½ � âHÌaÇWÌHÀ�Ä:ÏLÂ&Ã¾À
7	Â	Ç

∞⋃

n=1

Ωn = C\{0,−1,−2, . . .}

Ú�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHÀLî�Í
Γ(z) := Γn(z), z ∈ Ωn.Þ�ÇWÊ�Ï�Ú�À:Á	Â&ÃæádÕOÇWÂ	Ç�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇ

Γ
ÅHÀ�âHÌ>ÌHá�î7ÇWÊ�âHÍDî�ÇWË¾Â9Í�î ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&ÛLÀLÂ&Ã¾ÀLî ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ9Í�î÷ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ

Γ(z)Ï�Ú�À:Á	Â&Ã¾á@ÕOÇWÂ&À Å ç&ÔHÏLÍsç�á{îpá�Ä:Í�ÄLÇ9Ù1Ê�ÃP&oÒ�½rÒ{ì�(a½
� ÌHápÃæÂ&Â&ÀÑÕ�ÏLá{ÔHÍ
7	ÊDÌ/�{ÔHÀUç�á{ÏLÕ�ÇWËæÇ@ÅHå+î�ÇWÊ�âHÍ�î7ÇWË¾Â&ÃæÀ ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&ÛLÍ�öÑÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ê<
£ÇWî7î7Ç)c

Ò{ï



�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��æ».��H �Jº�°�� ´k� � �d¹ �B´m�

Γ(z) =
∞∑

n=0

(−1)n

n!(n+ z)
+

∫ ∞

1
e−ttz−1dt, z ∈ C\{0,−1,−2, . . .}.

�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »�� � �dcúº%I	� eU´	­�±,
<¹�� � ´&´&¶ ��±,
���¸�º�´m�

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1

(
e−t −

n∑

k=0

(−t)k
k!

)
dt, −1 − n < Rez < −n. &oÒ�½r×�¼2(

� �  �I���� ü Ã¾À�ÄSÐ Γn(z)
ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀÑç&ÔaÇdÕOå7âaÌHÔHá{Â	å,&oÒ�½r×�¼2(a½ � Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:Ã¾À

Γ−1(z) = Γ(z), 0 < Rez.

Ø�Ç9Ù1Ê�É-ÅHå{ÄÑç&ÔHÏLÀLÏ�Ä:ÏLê�ôaÄ:Ã�Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í

Γn(z) = tz

z

(
e−t −

n∑
k=0

(−t)k
k!

)∣∣∣
∞

0
+ 1

z

∞∫
0

tz
(
e−t −∑n−1

k=0
(−t)k
k!

)
dt

= 1
zΓn−1(z + 1).

2

�$G�� � Q)T
	3Y\T�� WP]8J �5T O �ZT\] 
2`�J�^�� ��
2T � ���UQ)O
�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »�� ! � � ±�´ � °�´K��­�¶P³5�-´m�

Γ(u)Γ(v)
Γ(u+v) =

∫ 1
0 t

u−1(1 − t)v−1dt

= 2
∫ π

2
0 cos2u−1 φ sin2v−1 φdφ, Reu > 0, Rev > 0.

&oÒ�½r×{Ò�(

Γ(u)Γ(v)
Γ(u+v)

sinπu
sinπ(u+v) = Γ(1−u−v)Γ(v)

Γ(1−u) =
∫∞
0 (t+ 1)u−1tv−1dt

= 2
∫∞
0 ch2u−1θsh2v−1θ, Rev > 0, Re(1 − u− v) > 0.&oÒ�½r×{×�(

� �  �I���� éDÌHá�âaÉ-ÅHå{Ä�ç<á�Ú&âHÌaÇ�Õ�Ã¾ÀLÂ&ÃæÀ
t = 1

s + 1
Ï &oÒ�½r×{Ò�(�Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í &oÒ�½r×{×�(�7 Ï>Õ�ÍdÅHåWÌHÊ�Ã¾ÀLîëç&Ã¾ÀLÔHÕ�âHÏLÀ Å

Ô/�dÕ�Â&á�ôSÄ:ÃH79Õ�Í�Â&Ã¾ÊWÇ@ÅHå{Ä:À Å�Ï�ÌHá{Û�âaÇWîpá�ôSÄ:Ã &oÒ�½r×{ã�(�7DÊ�Ì/�{ÔaåXÚ�á@Õ�Ã¾À�Ú�ÏLÃ¾ÀLî�Í�ç ���LÂ&Ã¾À ÅL½ b Ú�ádÕOá�Ú�Â&Ã ÅHî�Í�Õ�Ãæê�Ä &oÒ�½r×{Ò�(
#eÇWî�Í

Γ(u)Γ(v) = 4

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−ξ

2−η2ξ2u−1η2v−1dξdη.
&oÒ�½r×-Ü)(

ð�ÔHÏLÀ�ÄSÐ&á�Ú�ÏLÃ¾î�Í�Ú�á�Õ�âHç �DÙ1ÔHÏLê�Ú�Â9Í�ÄaÐeñ&Ã¾ÀLà{É&Â&ádÕ�Í�ÄaÐFç�á�Ú&âHÌaÇ�Õ�Ã1Ç@ÅHå{Ä

ξ = r cosφ, η = r sinφ

×Wò



Ã�á{ÌHÔHÏLÍ�î�É-ÅHÀLî�Í
7JÛLÀ�&oÒ�½r×-Ü)(�Ô/�dÕ�Â	Ç�âHÃ¾ê

4
∫∞
0 e−r

2
r2u+2v−1dr

∫ π/2
0 cos2u−1 φ sin2v−1 φdφ.

= Γ(u+ v)
∫ 1
0 t

u−1(1 − t)v−1dt,

&oÒ�½r×{Ö�(

& � á�âHÌaÇWÌHÂ&Ã¾î!Ê�ÔHá{ÊDÉ�ç<á�Ú&âaÌaÇ�Õ�Ã¾Ë¾Ã1ôHî�Í
t = cos2 φ

(a½
2

� Ï��{Ô &oÒ�½r×{Ò�(®Å�À�âHÌ�É&Ï�Ç{âSÇ{Ú�Â&Ã¾ÀLÂ&Ã¾ÀLî!ÌHÀLà{á�7	ÛLÀUÄ:ÏLê�âaÌHá�Õ�ç&ÔHádÕOÇ{Ú�Ï�ÇsâHÃ¾êÑÌaÇWÊsÏLÕOÇWÂ	å�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHê ��ÀLÌaÇ)c

B(u, v) :=
Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)
.

�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��
� � '%�1�/" �� 9 4 'r>�$ � - 3 8?9%�@��$`"�D�>1'%+�" �1�?�!E

Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sinπz
,

&oÒ�½r×{ã�(

Γ(1/2) =
√
π

&oÒ�½r×�è5(
� �  �I���� ø�á{ÏLÕOÇWÛLî�ÍeÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHêpÐ&á{Ë¾á{î7á{Ô�ÁJÄ:ÏLÂ	å

C\[0, 1] 3 t 7→ f(t) = tz−1(t − 1)−z
&lí&É&Â&Ê�ÄÆÅHÀ

tz−1Ã
(t − 1)−z

ÔHá{ÏLÉ&îpÃ¾ÀLî�Í>Õ�âHÀLÂ	âHÃ¾À�ÃæÄSÐeà�Ç9Ù1êLÏLÃ�àDÙ �@Õ�Â9Í�ÄaÐBÏ�Ú�À:Á	Â&Ã¾ádÕ�ÇWÂ9Í�ÄaÐýá�Ú�ç<ádÕ�Ã¾À�Ú�Â&Ã¾áþÂ	Ç
C\[−∞, 0[Ã

C\[−∞, 1[
½ ä<ÇWÌHÀLî ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅaÇ

f(t)
Ï�Ú�À:Á	Â&Ã¾ádÕ�ÇWÂ	ÇeÅHÀ�âHÌ�Ç?ç&ÔHÃ¾á{ÔHÃ�Â	Ç

C\[−∞, 1[
7£ÇWË¾Àeç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&Û�ÇNâHÃ¾ê

ÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÆÍ�Ä:ÏLÂ&ÃæÀ£Ú�ápÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ�Â	Ç
C\[0, 1] ½ü Ã¾À�ÄaÐ γ = [0, 1−, 0−]
ñ�ê�Ú�ÏLÃæÀ Ê{á{Â9ÌHÉ&ÔHÀLî÷ÏLÕ�ÇWÂ9Í�î Ê{á�ôaÄ:Ãæå�½ �VÌHÀ�Ú�Í�ñ&Ãæá{Ôaå{Äÿç�á�ÚVÉ9ÕOÇWà{ê
7UÛLÀ Õ

Â&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&á�ôSÄ:Ã®ÔHÀ�âHÃæÚ�É&É&î ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã
f
ÅHÀ�âHÌ�Ô/�dÕ�Â&À −1

7JÚ�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í
2iπ = −2πiResf(∞) =

∫
γ f(t)dt

= (eiπz − e−iπz)
∫ 1
0 t

z−1(1 − t)−zdt = (2i sin πz)B(z, 1 − z) = (2i sin πz)Γ(z)Γ(1 − z).

éDÌaå{Ú�Õ�Í�Â&Ã¾ÊWÇ &oÒ�½r×{ã�(a½
ð�á�Ú&âaÌaÇ�Õ�ÃæÇ@Åaå{ÄÑÕ &oÒ�½r×{ã�(

z = 1/2
Ú�á�âHÌaÇ@Å�ÀLî�Í

Γ2(1/2) = π.

�VÃ¾ÀLî�Í
7�ÛLÀ
Γ(z) > 0, z > 0.

éDÌaå{Ú�Õ�Í�Â&Ã¾ÊWÇ &oÒ�½r×�è5(a½
2

cx¯�· �	��³D°�»l���.�)eU´ � °�´ �þ´	­ ����´m� [k���)R��
Rea > 0 v $`"
∫ ∞

−∞
e−at

2
dt =

√
π

a
.

&oÒ�½r×{ì�(

×�¼



� �  �I���� � Í�ÄaÐ&á�Ú�Ï�å{ÄXÏ�&oÒ�½r×�è5(Oç&ÔHÏLÀLÏXÏ�ÇWîpÃæÇWÂ&êÑÏLîpÃæÀLÂ&Â9Í�ÄaÐ>Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í
√
π = Γ(1/2) =

∫
]−∞,∞[ e

−t2dt

=
∫
]−√

a∞,
√
a∞[ e

−t2dt

=
√
a
∫
]−∞,∞[ e

−as2ds.

2

cx¯�· �	��³D°�»l��� �)eU´&°�´ý¬��@³��d¯�³D¶1´m� � '�+�*

lim
R→∞

∫ R

−R
e±ix2

dx = e±iπ
4
√
π.

� �  �I���� Ø�Ç9Ù1Ê�É-ÅHÀLî�Íþç<á�ñ�á{ÊWÇ{ÄaÐ>ÌHÔ/�-ÅHÊWåWÌaÇ
0, R,R + iR

½}ð�á7ç&Ã¾á{Â&á@Õ�ÍDî!ñ<á{Ê�É�î7ÇWî�Í
∫ R

0
e−R

2+y2dy =

∫ 1

0
e−R

2(1−t2)Rdt→ 0,

ç<á�Ï�Ç{âHÌHá�âHádÕ�ÇWÂ&Ã¾ÉµÞ�ÕÑ½ %�ÀLñ<À�âHà{É&À{ß Ç�½
2ä<ÇWÉDÕOÇWÛLî�Í
7�ÛLÀ£ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇ

Γ(z)
î7Ç+Õ

z = 0,−1, . . .
ñ&Ã¾ÀLà{É&ÂDÍe¼ 1oà{á7ÔHÏLê�Ú�É>ÏÑÔHÀ�âHÃæÚ�É	ÇWîpÃ

ResΓ(−n) = limz→−n Γ(z)(z + n)

= (z+n)π
Γ(1−z) sinπz = (−1)n

n! .

�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »���� :  C�( �o��T5� 4K� (���� ' "�-7" � &�'�8?' 4 � 3 E

22z−1Γ(z)Γ (z + 1/2) =
√
πΓ(2z),

� �  �I����
Γ(z)2

Γ(2z)
=

∫ 1

0
tz−1(1 − t)z−1dt = 2

∫ 1/2

0
tz−1(1 − t)z−1dt.

ð�á�Ú&âHÌaÇdÕ�ÃæÇWî�Í
s = 4t(1 − t)

Ã�á{ÌHÔHÏLÍDî�É-ÅHÀLî�Í

21−2z

∫ 1

0
sz−1(1 − s)−1/2ds = 21−2z Γ(z)Γ( 1

2 )

Γ(z + 1
2 )
.

2 ð�ÔaÇdÕ�Ú�ÏLÃ¾Õ�ÀFÅHÀ�âHÌµÌHÀLÛ?Â	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:ÀBÉ&á{à
�{ËæÂ&Ã¾ÀLÂ&Ã¾À)ç<ádÕ�Í�Û�âHÏLÀLà{áVÕ�ÏLá{ÔHÉ 7UÏLÕOÇWÂ&ÀCÕ�ÏLá{ÔHÀLî 
£ÇWÉ	âaâaÇ�á
îpÂ&á{ÛLÀLÂ&Ã¾É 7&Ê�Ì/�{ÔHÀÑÉ	Ú�ádÕOá�Ú�Â&Ãæî�Íþç ���LÂ&Ã¾À ÅSc

Γ(nz) = (2π)
1−n

2 nnz−
1
2
n−1
Π
k=0

Γ(z + k
n)

&oÒ�½r×{ï�(

×{Ò



�$G�� � W MZY�QSRUT	� T � � T0O Q)T
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�� ��] ��M J�R
�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »�� � �dcúº%I	����´	¯�°J³D¶1´m�

1

Γ(z + 1)
=

1

2πi

∫

[−∞,0+,−∞[

ess−z−1ds.
&oÒ�½ÝÜ�ò (

� �  �I����
∫

[−∞,0+,−∞[

ess−z−1ds = e−iπ(−z−1)
∫
]−∞,0] e

s(−s)−z−1ds+ eiπ(−z−1)
∫
[0,−∞[ e

s(−s)−z−1ds

(
e−iπ(−z−1) − eiπ(−z−1)

) ∫∞
0 e−tt−z−1dt

= i2 sin(−πz)Γ(−z) = 2πi
Γ(z+1)

2

�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��u« �
Γ(u+v+1)

Γ(u+1)Γ(v+1) = 1
2πi

∫
]−∞,0+,−∞[ t

−u−1(1 − t)−v−1dt

= 1
2πi

∫
]∞,1−,∞[ t

−u−1(1 − t)−v−1dt, u+ v + 1 > 0.

� �  �I���� ä<ÇWÉDÕOÇWÛLî�Í
7�ÛLÀ
] −∞, 0+,−∞[

Ã
]∞, 1−,∞[

Ú&Ç@ÅHå+ÌHêUâSÇWî7å+ÄLÇ9Ù1Ê{ê{½
∫

]∞,0−,∞[

t−u−1(1 − t)−v−1dt = (−e−iπ(v+1) + eiπ(v+1))
∫∞
1 t−u−1(t− 1)−v−1dt

= −2i sinπv Γ(−v)Γ(1+u+v)
Γ(1+u) = 2iπ Γ(1+u+v)

Γ(1+u)Γ(1+v) .

2 õ{À�ôaË¾Ã
u+v =∈ Z

7{ÌHá£ç<êLÌHËæÇ�á{ÊDÔaåWÛ�Ç@Åaå{ÄLÇ
1
Ã
0
ç&ÔHÏLÀ�Ä:Ã¾Õ�Â&Ã¾À Ú�á£ÔHÉ	ÄaÐDÉpÕ�âHÊWÇWÏ��dÕ�ÀLÊ�Ë¾ÀLÛLÍXÂ	Ç�ç<ádÕ�Ã¾ÀLÔHÏ�ÄSÐ&Â&Ã

ø�ÃæÀLî7ÇWÂ&Â	Ç�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÃ
tu−1(t− 1)v−1 Ã®Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�ÍsÕ�Ï��{Ô�c

�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��u«J«p���������
n ∈ Z

�B:<$=� � *
Γ(u)

Γ(n+ 1)Γ(u− n)
=

(u− 1) . . . (u− n)

n!
=

1

2πi

∫

[0,1+,0+]
tu−1(t− 1)n−udt,

&oÒ�½ÝÜ	¼2(

� �  �I���� 
ÑÚ�Í�Ï�Ç{âHÌHá�âaÉ-Å�ÀLî�Í�Ð&á{î7á{à{ÔaÇ-Á	ê
t = −s−1 ÌHápÚ�á�âHÌaÇWÂ&ÃæÀLî�Í

1
2πi

∫
[0,1+,0+] t

u−1(t− 1)n−udt = 1
2πi

∫
[0+] s

n+1(1 − s)n−uds

= 1
n!

(
d
ds

)n
(1 − s)n−u|s=0=

(u−1)...(u−n)
n! .

&oÒ�½ÝÜ9Ò�(

2

* á{ÌHá7ÄLÇ9Ù1ÊWÇ�É&ÛLÍDÕ�Ç@ÅHå{ÄLÇ��5ç�á�Ú�ÕP�-ÅHÂ&À Å-��âHÀLîpÊ�Ã��2c

×{×



�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��u«�»

eiπ(u+v) 1

Γ(u+ v)Γ(1 − u)Γ(1 − v)
=

1

(2π)2

∫

[1,0−,1−,0+,1+]
tu−1(1 − t)v−1dt,

&oÒ�½ÝÜ9×�(
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� �  �I����

∫
[1,0−,1−,0+,1+] t

u−1(1 − t)v−1dt

=
(
−1 + e−iπ(u−1) − e−i2π(u−1)−i2π(v−1) + e−i2π(v−1)

) ∫ 1
0 t

u−1(1 − t)v−1dt

= −eiπ(u+v)(eiπu − e−iπu)(eiπv − e−iπv)B(u, v)

= −eiπ(u+v)(2i sin πv)(2i sin πu)Γ(u)Γ(v)
Γ(u+v)

= eiπ(u+v)(2π)2 1
Γ(u+v)Γ(1−u)Γ(1−v)

2

�$G�� ��] �$Q)`)_ ME_ M OHJ 
 Y����NQ)` ��MPJ
ð�ÔHÏLÍ�ç�á{î7Â&Ã Å�î�ÍpÂ	Ç@ÅHç&Ã¾ÀLÔHÕ�ç<á�Ú&âaÌaÇ�Õ�á@Õ�ÀUÈuÇWÊ�ÌÎÍþÚ�á{ÌÎÍ�Ä:Ï�å{Ä:À�âHÏLÀLÔHÀLà
�@ÕÑ½
õ{À�ôaË¾Ã�ÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â	Ç)à{ÔaÇWÂ&Ã1ÄLÇ

I := limn→∞
∑n

j=1 bj
7�ÌHá)î��dÕ�Ãæî�Í
7�ÛLÀµâHÏLÀLÔHÀLà ∑∞

j=1 bj
ÅHÀ�âHÌ

ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂDÍ�Õ�ÇWÔHÉ&Â&Ê{ádÕ�áþÃ�ç&ÃæâaÏLÀLî�Í
I =

∑∞
j=1 bj
½

õ{À�ôaË¾Ã ∑∞
j=1 |bj | <∞ 7�ÌHá£î��@Õ�Ã¾î�Í
7-ÛLÀ�âHÏLÀLÔHà ∑∞

j=1 bj
ÅHÀ�âHÌ�ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ9Í�ñ�ÀLÏLÕ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�Â&ÃæÀ{½E#Fá{ÛLÂ	Ç�ç�á{ÊWÇWÏ�Ç{öU7

ÛLÀµÏLñ&ÃæÀLÛLÂ&á�ôaö�ñ<ÀLÏLÕ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�Â	ÇýâHÏLÀLÔHÀLà{É�ç�á�Ä:ÃæåDà�ÇÿÏ�Ç)âHá{ñ	å ÏLñ&ÃæÀLÛLÂ&á�ôaö>Õ�ÇWÔHÉ&Â&Ê{ádÕOå)7�Ô/�dÕ�Â&Ã¾ÀLÛFç�áýÏLîpÃæÇWÂ&Ã¾À
Ê{á{Ë¾À ÅHÂ&á�ôaÄ:Ã�Õ�Í�ÔaÇWÏ��dÕ�Õ âaÏLÀLÔHÀLà{É>Ã�Å�ÀLà{á�Õ�ÇWÔHÌHá�ôaöXÂ&ÃæÀ�Ï�ÇWËæÀLÛLÍ�á�ÚþÌHÀ Å Ê{á{ËæÀ Å�Â&á�ôaÄ:ÃÎ½
õ{À�ôaË¾Ã®ÃæâHÌHÂ&ÃæÀ Å�ÀÑâHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â	Ç7à{ÔaÇWÂ&ÃæÄLÇ

I := limn→∞
∏n
j=1(1 + aj)

7JÌHá7î��@Õ�Ã¾î�Í
7JÛLÀXÃ¾Ë¾á�Ä:ÏLÍDÂþÂ&Ã¾À�âaÊ{á{ó	Ä 1
ÏLá{Â9Í ∏∞

j=1(1 + aj)
Å�À�âaÌ�ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ9ÍþÕOÇWÔHÉ&Â&Ê{á@Õ�ásÃ�ç&ÃæâHÏLÀLî�Í

I =
∏∞
j=1(1 + aj)

½
#��dÕ�Ã¾î�Í
7{ÛLÀ�Ã¾Ë¾á�Ä:ÏLÍDÂ�Â&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â9Í ∏∞

j=1(1+aj)
Å�À�âHÌiÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂDÍUñ<ÀLÏLÕ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�Â&Ã¾À�Õ�ÌHÀ�Ú�ÍUÃ�ÌÎÍ�Ë¾Ê{á�Õ�ÌHÀ�Ú�Í
7

à�Ú�ÍUÅ�À�Ú�Í�Â&Ã¾ÀXâHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â	Ç�ËæÃæÄ:ÏLñ	Ç�Õ�ÍDÔaÇWÏ��@Õ
aj
ÅHÀ�âHÌ Ô/�dÕ�Â	Ç −1

Ã
∞∑

n=1

| log(1 + an)| <∞,
&oÒ�½ÝÜ{Ü)(

&uç&ÔHÏLÍ�Ä:ÏLÍDî!Õ�âaÏLÀLÔHÀLà{É�&oÒ�½ÝÜ{Ü)(OÉ	âHÉ&Â&êLËæÃæôHî�ÍpÕ�ÍDÔaÇWÏLÍ
aj = −1

(�7
& � ç<ádÕ�Í�Û�âHÏLÍDî Õ�ÏLá{ÔHÏLÀ>ç&ÔHÏLÀLÏ | log(1 + a)| ÔHá{ÏLÉ&îpÃ¾ÀLî�ÍýÕ�ÇWÔHÌHá�ôaö>ñ<ÀLÏLÕ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�Â	å à�Ç9Ù1êLÏLÃ àDÙ �@Õ�Â&À ÅË¾á{à�ÇWÔHÍ�ÌHî�ÉÿÔHá{Ï�âHÏLÀLÔHÏLá{Â	åþç&ÔHÏLÀLÏpÄ:Ã1å9àDÙ1á�ôaö+Ú�áþÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã�Â	Ç

C\{−1} 7�Ê�Ì/�{ÔaÇUÅ�À�âHÌOÅHÀ�Ú�Â&á{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÂ	Ç)7�îpÃæîpá7ÛLÀâaÇWî
log(1 + a)

ÅHÀ�Ú�Â&á{ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÂ9Í�Â&Ã¾À�ÅHÀ�âHÌS(a½
� Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:Ã¾À
7�Ëæá{à�ÇWÔHÍDÌHî�É-ÅHå{Ä+Õ�Í�ÔaÇWÏ�ç<á�Õ�ÍDÔaÇWÏLÃ¾À�ÃæË¾á�Ä:ÏLÍ�Âeñ�ÀLÏLÕ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�Â&ÃæÀ�ÏLñ&ÃæÀLÛLÂ9ÍÿÚ�á�âHÌaÇ@Å�ÀLî�ÍÿâHÏLÀLÔHÀLà

ñ<ÀLÏLÕ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�Â&Ã¾ÀUÏLñ&ÃæÀLÛLÂ9Í{½ ¿�ËæÇWÌHÀLà{á�ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ&á�ôaöXñ<ÀLÏLÕ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�Â	Ç�Ã¾Ë¾á�Ä:ÏLÍDÂDÉ>Â&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&ÀLà{ásç<á�Ä:ÃæåDà�Ç�Ï�Ç�âHá{ñ	å
ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ&á�ôaö�ÕOÇWÔHÉ&Â&Ê{á@ÕOå)79Ô/�@Õ�Â&Ã¾ÀLÛ�ç�á�ÏLî7ÃæÇWÂ&Ã¾À�Ê{á{Ë¾À ÅHÂ&á�ôaÄ:Ã9Õ�Í�ÔaÇWÏ��dÕ?ÕýÃæË¾á�Ä:ÏLÍ�Â&Ã¾À�Ã�Å�ÀLà{á�ÕOÇWÔHÌHá�ôaöOÂ&Ã¾À}Ï�ÇWË¾ÀLÛLÍ
á�ÚþÌHÀ Å Ê{á{Ë¾À ÅHÂ&á�ôaÄ:Ão½

×-Ü



�}³ �ý´�¸�»��u« � �)RS"N�  * 4B4 ���)> 6 "��K�  " 4 * ∏∞
j=1(1+aj)

8?��>�$  �� ����D 4 * � �  &  T,R ����4 ���]&h$=� � *��m$�*rR 6 "f&h$=� � *�T � *
∞∑

n=1

|an| <∞,
&oÒ�½ÝÜ9Ö�(

� �  �I���� ü Ã¾À�ÄaÐ�âHç<À@Ù1Â&Ã¾á{Â&Àÿñ<ê�Ú�ÏLÃ¾À�&oÒ�½ÝÜ9Ö�(a½ �VÌHÀ�Ú�Í
limj→∞ aj = 0

ÃXÚ�ËæÇWÌHÀLà{áNâHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â	ÇûË¾ÃæÄ:ÏLñ	Ç
Õ�Í�ÔaÇWÏ��dÕ

aj
ÅHÀ�âHÌ�Ô/�dÕ�Â	Ç −1

Ã®Ú�ËæÇ+ç<á{ÏLá�âHÌaÇ9Ù1Í�ÄSÐ>ÃæâHÌHÂ&ÃæÀ ÅHå
0 < A1, A2

ÌaÇWÊDÃ¾À
7&ÛLÀ

A1 ≤ |aj + 1| ≤ A2.
&oÒ�½ÝÜ9ã�(

C\{−1} 3 t 7→
∣∣∣ log(1+t)

t

∣∣∣ ÅHÀ�âHÌ ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHå�Ä:Ã1å9àDÙPå+Ã®Ú�á�Ú&ÇWÌHÂ&Ãæå�½�ä<ÇWÌHÀLî Ú�Ë1Ç A1 ≤ |t+ 1| ≤ A2
ÃæâHÌHÂ&ÃæÀ ÅHå

0 < C1 ≤ C2
7&ÌaÇWÊ�Ã¾À
7&ÛLÀ

C1 ≤
∣∣∣∣
log(1 + t)

t

∣∣∣∣ ≤ C2.

ä<ÇWÌHÀLî
| log(1 + an)| ≤ C2|an|.

*�ñ9ÍÿÚ�ádÕ�Ã¾À�ôSö+Ã¾îpç&Ë¾Ã¾ÊWÇ{ÄÆÅHêUç&ÔHÏLÀ�Ä:Ã¾Õ�Â	å)7�Õ�Í�âHÌaÇWÔaÄ:ÏLÍeÏ�Ç9Ù1á{ÛLÍ�öU7�ÛLÀ�Õ�âHÏLÍ�âHÌHÊ�Ã¾À
aj
âSåþÂ&Ã¾ÀLÏLÀLÔHádÕOÀ{½,&oÒ�½ÝÜ{Ü)(

ç<á�Ä:ÃæåDà�Ç�Ï�ÇsâHá{ñ	å
limn→∞ log(an + 1) = 0

7<Ç�Õ�Ã¾ê�Ä+&oÒ�½ÝÜ9ã�(�ÅHÀ�âHÌ�âaç�À@Ù1Â&Ã¾á{Â&À�Ú�ËæÇ�ç<ÀLÕ�Â9Í�ÄaÐ
0 < A1

7
A2
½

¿�ËæÇWÌHÀLà{á�ÌHÀLÛ
|an| ≤ C−1

1 | log(1 + an)|.
2

�$G�� � W MZY�QSRUJ�^ � _ �	��M � � J�^ � _ZQ)`�M J+RUT Y�� OH] � Q)`)_ ME_ MPO8J 
 Y���� Q)` � MPJ
�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��u«�! � '�+�* 4 'r>1$ � - 3 819%�)�f&  "�(�*�E

∑∞
j=−∞

1
(z−j)2 = π2

sin2 πz
,

&oÒ�½ÝÜDè5(
1
z + 2

∑∞
j=1

z
z2−j2 = limn→∞

∑n
j=−n

1
z+j = π cosπz

sinπz ,
&oÒ�½ÝÜ9ì�(

z
∞
Π
j=1

(1 − z2

j2
) = sinπz

π .
&oÒ�½ÝÜ9ï�(

�  �´ki�´ �ÆË¾á�Ä:ÏLÍ�ÂþÂ&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{ÂDÍsÕ�Í�âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:Í�ÕOÀXÕ�ÏLá{ÔHÏLÀ &oÒ�½ÝÜ9ï�(�Å�À�âHÌ ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂDÍþñ�ÀLÏLÕ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�Â&ÃæÀ{½
� �  �I����

∞∑

j=−∞

1

(z − j)2
− π2

sin2 πz

ÅHÀ�âHÌ�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHåpÄLÇ9Ù1Ê{á@Õ�Ã¾Ìaå�½�õ{À�âHÌ�á{Â	Ç7á{ÊDÔHÀ�âaádÕOÇ7ÏUá{Ê�ÔHÀ�âHÀLî
1
Ã�Ú&åWÛLÍ>Ú�á7ÏLÀLÔaÇ7Ú�ËæÇ |Imz| → ∞ ½Oõ{À�âaÌ Õ�Ã¾ê�Äá{à{ÔaÇWÂ&ÃæÄ:ÏLá{Â	Ç�½ ü Ç+îpá�Ä:Í7ÌÆÕÑ½ %�Ã¾á{É
��Ã¾Ë¾ËæÀ{ß Ç ÅHÀ�âHÌ�Õ�Ã¾ê�Ä£Ô/�dÕ�Â	Ç7ÏLÀLÔHá&½�Þ®á�Ú�ádÕ�á�Ú�ÏLÃ &oÒ�½ÝÜDè5(a½

ü Ç+îpá�Ä:Í�&oÒ�½ÝÜDè5(�ç<á�ÄSÐ&á�Ú�Â	Ç

1

z
+ 2

∞∑

j=1

z

z2 − j2
− π cos πz

sinπz
,

&oÒ�½rÖWò (

×{Ö



ÅHÀ�âHÌ Ô/�dÕ�Â	Ç�ÏLÀLÔHá&½�&oÒ�½rÖWò (3ÅHÀ�âHÌ�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHå+Â&Ã¾ÀLç	ÇWÔHÏLÍ�âHÌaå�Ã®âHÌaÇ9ÙPå)7&Õ�Ã¾ê�Ä�ÅHÀ�âHÌ Ô/�dÕ�Â&ÀXÏLÀLÔHá&½OÞ®ápÚ�ádÕOá�Ú�ÏLÃ &oÒ�½ÝÜ9ì�(a½
ü Ç+îpá�Ä:Í�&oÒ�½ÝÜ9ì�(�î7ÇWî�Í

d
dz log

(
z

∞
Π
j=1

(1 − z2

j2
)
)

= d
dz log

(
sinπz
π

)

ä<ÇWÌHÀLî
z

∞
Π
j=1

(1 − z2

j2
) = C sinπz

π .
&oÒ�½rÖ�¼2(

ð�á{Ô/�dÕ�Â9É-Åaå{Ä�ç�á�ÄaÐ&á�Ú�Â&ÀXá{ñ&ÉµâHÌHÔHá{Â�Õ &oÒ�½rÖ�¼2(�Õ�ÏLÀLÔHÏLÀUÚ�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í
C = 1

½�Þ�á7Ú�ádÕOá�Ú�ÏLÃN&oÒ�½ÝÜ9ï�(a½
2

�$G�� � W MZY�QSRUT	� T � � T0T OH] �$Q)`)_ ME_ M OHJ 
 Y����NQ)` ��MPJ
ä<Ú�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHî�ÍþâHÌaÇ9ÙPå ��É&ËæÀLÔaÇ218#FÇ{âaÄSÐ&ÀLÔHá{Â&Ã¾ÀLà{á

γ = limn→∞
(∑n

k=1
1
k − log n

)
= 1 +

∑∞
j=2(

1
j + log(1 − 1

j )) ∼ 0, 577 . . . .

�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��u« �.�dcúº%I"�,�þ´	­ ���d´m�

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)

�dcúº%I	�Bc ³D·1³�� ��¸��@´����d´m�
1

Γ(z) = zeγz
∞
Π
n=1

(1 + z
n) exp(− z

n).

�  �´ki�´ �ÆË¾á�Ä:ÏLÍ�ÂþÂ&Ã¾À�âHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{ÂDÍsÕ�Í�âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:Í�ÕOÀXÕ�ÏLá{ÔHÏLÀ � ÀLÃ¾ÀLÔaâaÌHÔaÇ{âaâaÇ�ÅHÀ�âHÌ�ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ9Ísñ<ÀLÏLÕ�ÏLà{Ë¾ê�Ú�Â&Ã¾À{½
�}³ �ý´�¸�»��u« � QuRS'

0 ≤ t ≤ n
+{'�+�*

0 ≤ (1 − t
n)n ≤ e−t, 0 ≤ limn→∞(1 − t

n)n = e−t.

� �  �I���� ¿�ËæÇ
fn(t) := et(1 − t

n)n
î7ÇWî�Í

fn(n) = 0
7
fn(0) = 1

f ′n(t) = −et(1 − t
n)n−1 t

n ≤ 0.

ä<ÇWÌHÀLî
0 ≤ fn(t) ≤ 1

½
2

� �  �I�� �  p·P³5�r�iº�³D¯�·1´C»l�u« ��� #FÇWî�Í
∫ 1

0
(1 − β)nβz−1dβ =

Γ(n+ 1)Γ(z)

Γ(z + n+ 1)
=

n!

z(z + 1) · · · (z + n)
.

ä<ÇWÌHÀLî
∫ n
0 (1 − t

n)ntz−1dt = n!nz

z(z+1)···(z+n) .

×{ã



*�Ë¾ÀÑÚ�ËæÇ
0 ≤ t ≤ n

limn→∞ θ(t− n)(1 − t
n)ntz−1 = e−ttz−1.

ü Ç�î7á�Ä:Í %®ÀLî7ÇWÌHÉ>Ò�½¾¼�ã�îpá{ÛLÀLî�Í7Ï�Ç{âHÌHá�âHádÕ�Ç{öXÞ®Õ�ÃæÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&Ã¾À %�ÀLñ<À�âHà{É&À{ß Ç+á+ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ&á�ôaÄ:Ã3î7Ç@ÅHá{ÔHÍDÏLá@ÕOÇWË¾Â&À Å
&uÏÑî7Ç@ÅHá{ÔaÇWÂ9Ìaå�Ô/�@Õ�Â	å

e−ttz−1 (a½Oä<ÇWÌHÀLî
limn→∞

∫ n
0 (1 − t

n)ntz−1dt =
∫∞
0 e−ttz−1dt.Þ®á�Ú�ádÕ�á�Ú�ÏLÃ�Õ�ÏLá{ÔHÉ 
£ÇWÉ	âaâaÇ�Ú�ËæÇ

Rez > 0
½

*�ñ9Ísç�á{ÊWÇWÏ�Ç{öÑÕ�Ï��{Ô-� ÀLÃæÀLÔaâHÌHÔaÇ{âaâaÇ+Ï�ÇWÉDÕOÇWÛLî�Í
7JÛLÀ
zeγz

∞
Π
n=1

(1 + z
n) exp(− z

n).

= z limn→∞ exp z(
∑n

k=1
1
k − log n)

n
Π
k=1

(1 + z
k ) exp(− z

k )

= limn→∞ n−zz
n
Π
k=1

(1 + z
k ) = limn→∞

n−zz(z+1)···(z+n)
n! .

2

� ÏLá{ÔHÍ 
£ÇWÉ	âaâSÇ Ë¾É&ñ[� ÀLÃ¾ÀLÔaâHÌHÔaÇ{âaâaÇ î7á{à�å ñ9Í�ö�Õ�ÍDÊ{á{ÔHÏLÍ�âHÌaÇWÂ&À�Ú�á�É	Ú�á@Õ�á�Ú�Â&Ã¾ÀLÂ&ÃæÇ�ÔHÀLÏLÉ&ËæÌaÇWÌ/�dÕýÏ�ç<á{ç&ÔHÏLÀ�Ú 1
Â&ÃæÄSÐ�ÔHá{Ï�Ú�ÏLÃæÇ9Ù �dÕÑ½ ü Ç+ç&ÔHÏLÍ�Ê&ÙPÇ{Ú\7�âHÌHá�âHÉ-Åaå{Ä£Õ�Ï��{Ô 
£ÇWÉ	âaâaÇ�Ú�á�âaÌaÇ@Å�ÀLî�Í

Γ(z+1) = lim
n→∞

n!nz+1

(z + 1) · · · (z + n+ 1)
= z lim

n→∞

( n

n+ 1

)z+1
lim
n→∞

(n+ 1)!(n+ 1)z

z(z + 1) · · · (z + n+ 1)
= zΓ(z).

éDÌHá�âHÉ-Åaå{ÄÑÏ�Ç{ô�Õ�Ï��{Ô-� ÀLÃæÀLÔaâHÌHÔaÇ{âaâaÇ�Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�ÍþÙPÇWÌÎÕOá
1

Γ(z)Γ(1−z) = −1
zΓ(z)Γ(−z)

= z
∞
Π
n=1

(1 − z2

n2 ) = sinπz
π .

� �  �I��  pº �	�W­ �þ´	­ ����´K�)º
 p·P³9¶ �J° �2�	¸d¯�·1´	¯�·u­ �a»l� �	���N� ü ÃæÀ�ÄaÐ

G(z) =
m−1
Π
k=0

Γ(z +
k

m
).

�VÌHÀ�Ú�Í�Ê{á{ÔHÏLÍ�âHÌaÇ@Åaå{ÄÑÏLÀÑÕ�ÏLá{ÔHÉ 
£ÇWÉ	âSâaÇ�Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í

1
G(z) = lim

n→∞

nm+m−1
Π
n=0

(mz+k)

(n!)mnmz+
1
2 (m−1)mm(n+1)

,

Γ(mz) = limn→∞
(mn)!(mn)mz
mn
Π
k=0

(mz+k)
.

ä<ÇWÌHÀLî
Γ(mz)
G(z) = limn→∞

(mn)!mmz−m(n+1)n−
1
2 (m−1)

(n!)m

mn+m−1
Π

k=mn+1
(mz + k)

= limn→∞
(mn)!mmz−mn−1)n

1
2 (m−1)

(n!)m = (2π)
1
2
(m−1)mmz− 1

2 ,à�Ú�ÏLÃ¾ÀÑÉ&ÛLÍ�Ë¾ÃæôHî�ÍpÂ	Ç@ÅHç&Ã¾ÀLÔHÕ
lim
n→∞

nm+m−1
Π

k=nm+1

mz + k

n
= mm−1,

Ç+ç<á{ÌHÀLî âHÊ{á{ÔHÏLÍ�âHÌaÇWË¾ÃæôHî�ÍpÏLÀÑÕ�ÏLá{ÔHÍµéDÌHÃ¾ÔHË¾ÃæÂ&à�Ç�½
2

×�è



�$G�� � J �'M J�Q)T
	XY$O[` � T �5T � J�^ ��J �
� ¸  p·P³5�r��º�³�¯�·P³)»l�u«��p���������

f(t) ������ �!�W�/"�R�"�+{"�(����  N4 ' � RS' 0 ≤ argt ≤ α
� �?�!9NT�td' 4 ' � "�+ 6�4 � � �?� 3$=��T%"  �� �!"�( 3 �	� '�tdC�D?+�* v D�� � RS'u-7�1& 4 ��T
" ε > 0

|f(z)| ≤ C|z|−ε, |f(z) − f(0)| ≤ C|z|ε.
:<$=� � * � RS' 0 ≤ argz ≤ α ∫ ∞

0
(f(t) − f(zt))

dt

t
= f(0) log z.

� �  �I����
∫ R
r (f(t) − f(zt))dt

t =
( ∫

[r,R] +
∫
[zR,zr]

)
f(t)dt

t

=
( ∫

[r,zr] +
∫
[zR,R]

)
f(t)dt

t

→
∫
[r,zr] f(0)dt

t = f(0) log(z),à�Ú�ÏLÃ¾ÀÑÂ	Ç�Ê{á{ó	Ä:É
r → 0

7
R→ ∞ ½ 2

ü Ç+î7ÇWÔHà{Ã¾Â&À�âHÃæÀ�Õ�âaç�á{îpÂ&ÃÝÅ�î�Í
7DÛLÀUÃæâHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ �ÎÕ�ÇWÔHÃæÇWÂ9Ì�ÔHÏLÀ�Ä:ÏLÍDÕ�Ã1âHÌÎÍ ��ç<ádÕ�Í�Û�âHÏLÀLà{á7âHÌÆÕ�Ã¾ÀLÔaÚ�ÏLÀLÂ&ÃæÇ)c
� ¸  p·P³5�r��º�³�¯�·P³)»l�u« �z���������

f(t) ������ �!� 213/476 �!8?9;+f���1(  ',R 4 9 4 ' [0,∞[
$`' 6 9 v D��

∫ ∞

1
|f(t)|dt

t
<∞,

∫ 1

0
|f(t) − f(0)|dt

t
<∞.

:<$=� � * � RS' z ∈ [0,∞[ ∫ ∞

0
(f(t) − f(zt))

dt

t
= f(0) log z.

cx¯�· �	��³D°�»l�u«)� � '%���7" �� � &  C�(
log z =

∫∞
0 (e−t − e−zt)dt

t .
� ¸  p·P³5�r��º�³�¯�·P³)»l�æ» � � '�+�* 4 ',>�$ � - 3 8?9%��9<(�� -�(��  � 4 $`'%�!8 � ��'�t 6 "�&�9W>1$`'�t��08�� 3 RS�1(�' � � 'r>1�1�7�1(�" 4 ����T%"%E

γ =
∫∞
0

(
1

et−1 − 1
tet

)
dt.

� �  �I���� #eÇWî�Í
∫∞
0

1−e−nt

1−e−t
e−tdt =

∑n
j=1

∫∞
0 e−jtdt =

∑n
j=1

1
j ,

∫∞
0 (e−t − e−(n+1)t)dt

t = log(n+ 1),

limn→∞
∫∞
0 ( 1

1−e−t
− 1

t )e
−t(n+1)dt = 0.éDÌaå{Ú

γ = lim
n→∞

(
1 + 1

2 + · · · + 1
n − log(n+ 1)

)

= limn→∞
∫∞
0 (1−e−nt

1−e−t
e−t − (1 − e−nt)t−1e−t)dt

=
∫∞
0

(
1

et−1 − 1
tet

)
dt.

2

×{ì



� ¸  p·P³5�r��º�³�¯�·P³)»l�æ»3« �dc º%I"� � �@·u¯ i	��
�³9· �ý´m�

1
2 + 1

2 log 1
2 =

∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t − 1

2

)
e−

1
2 t

t dt

=
∫∞
0

(
1

et−1 − 1
t + 1

2

)
e−

1
2 t

t dt

.

� �  �I���� ä<ÇWÉDÕOÇWÛLî�Í�Â	Ç@Å�ç&ÃæÀLÔHÕ 7	ÛLÀ
1

1 − e−t
− 1

t
− 1

2
∼ 1

12
t.

¿�ËæÇWÌHÀLà{á�ç<ádÕ�Í�Û�âHÏ�ÇpÄLÇ9Ù1ÊWÇ�Å�À�âaÌ�ÏLñ&Ã¾ÀLÛLÂ	Ç�½
∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t − 1

2

)
e−

1
2 t

t dt

=
∫∞
0

(
e−

1
2 t+1

2(1−e−
1
2 t)

− e−t

1−e−t
− e−

1
2 t

t

)
dt
t

=
∫∞
0

(
e−

1
2 t+1

2(1−e−
1
2 t)

− 2e−
1
2 t

t

)
dt
t +

∫∞
0

(
− e−t

1−e−t + e−
1
2 t

t

)
dt
t

=
∫∞
0

(
e−t+1

2(1−e−t) −
e−t

t

)
dt
t +

∫∞
0

(
− e−t

1−e−t + e−
1
2 t

t

)
dt
t

=
∫∞
0

(
e−

1
2 t−e−t

t − 1
2e−t

)
dt
t = −

∫∞
0

(
d
dt

e−
1
2 t−e−t

t

)
dt− 1

2

∫∞
0

e−
1
2 t−e−t

t dt

= 1
2 + 1

2 log 1
2 .

2

�$G�� � � Q a � �PMPT ] �	��T � _$^�� O8Q)`�M T VXW MZY�QSRUO � T � � T
ä�ÀXÕ�ÏLá{ÔHÉ,� ÀLÃæÀLÔaâHÌHÔaÇ{âaâaÇ+Õ�Í�Â&Ã¾ÊWÇ�Â	ÇWÌÆÍ�ÄSÐ&îpÃæÇ{âHÌ�7&ÛLÀ

log Γ(z) = −γz − log z +
∑∞

n=1 ( zn − log(1 + z
n)),

∂z log Γ(z) = −γ +
∑∞

n=0 ( 1
n+1 − 1

n+z ),

∂2
z log Γ(z) =

∑∞
n=0

1
(n+z)2 .

&oÒ�½rÖ{Ò�(

#eÇWî�ÍsÌHÀLÛ
log Γ(1) = 0, log Γ(

1

2
) =

1

2
log π, ∂z log Γ(1) = −γ.

� ¸  p·P³5�r��º�³�¯�·P³)»l�æ»J»

Γ(n+ 1 + ε) = n!
(
1 + ε(−γ +

∑n
j=1

1
j )
)

+O(ε2), n = 1, 2, . . . ,

Γ(−n+ ε) = (−1)n

n!

(
ε−1 − γ +

∑n
j=1

1
j

)
+O(ε), n = 1, 2, . . . .

&oÒ�½rÖ{×�(

×{ï



� �  �I���� ü Ç@ÅHç&Ã¾ÀLÔHÕ�Ï�ÇWÉ9Õ�ÇWÛ�ÇWî�Í
7<ÛLÀ

∂z log Γ(n+ 1) = −γ +

n∑

j=1

1

j
, n = 1, 2, . . .

*�Ë¾À
Γ′(z) = Γ(z)∂z log Γ(z)

Ã
Γ(n+ 1) = n!

½}Þ�ápç�á{ÊWÇWÏLÉ-ÅHÀXç&Ã¾ÀLÔHÕ�âHÏLÍ�Õ�Ï��{ÔL½
ü Ç{âHÌHêLç&Â&Ã¾À

∂z(log Γ(z) +
1

z + n
)
∣∣∣
z=−n

= −γ +

n∑

j=1

1

j
.

*�Ë¾À
∂zΓ(z)(z + n) = (z + n)Γ′(z) + Γ(z) = (z + n)Γ(z)∂z

(
log Γ(z) + (z + n)−1

)
.

2

�$G�� �E`�J
�5J���O[T 
 _ � �P^�� ^�_ Q)`�M J

ü Ã¾À�ÄaÐþÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇ f ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀÑá{Ê�ÔHÀ�ôHË¾á{Â	Ç�Â	Ç�ÏLñ&Ã¾á{ÔHÏLÀ K(z0, r) ∩ {α1 < arg(z − z0) < α2}
½�ð�ÃæâHÏLÀLî�Í

f(z) ∼
∞∑

j=0

aj(z − z0)
j ,

à�Ú�ÍþÚ�ËæÇ+Ê-ÇWÛ�Ú�ÀLà{á
n
Ã1âHÌHÂ&Ã¾À ÅHÀ

Cn
ÌaÇWÊDÃæÀ
7&ÛLÀ

∣∣∣f(z) −
n∑

j=0

aj(z − z0)
j
∣∣∣ ≤ Cn|z − z0|n+1.

� Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:Ã¾À
7@ÅHÀ�ôHË¾Ã
f(z) =

∑∞
j=0 ajz

j Ú�ËæÇ z ∈ K(z0, r)
7&ÌHá

f(z) ∼∑∞
j=0 aj(z − z0)

j ½
� �-º{¹®°�� ´k��� Ú�ËæÇ −π

2 + ε < argz < π
2 − ε

e−
1
z ∼

∞∑

j=0

0zj .

� �-º{¹®°�� ´k��� Ú�ËæÇ −π
4 + ε < argz < π

4 − ε
Ã −π

4 + ε < arg − z < π
4 − ε

e−
1
z2 ∼

∞∑

j=0

0zj .

� âHÏ�Ä:ÏLÀLà
�{Ë¾Â&á�ôaÄ:ÃH7&Õ�âaÏLÍ�âHÌHÊ�Ã¾À�ç�á�ÄaÐ&á�Ú�Â&ÀÑÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã
R 3 x→ e−

1
x2
Õ�ÏLÀLÔHÏLÀ�âaå+Ô/�dÕ�Â&ÀXÏLÀLÔHá&½

� �-º{¹®°�� ´k� jû¬®­i¯�°�±S²�´�� � �
��­��
Erf(z) :=

∫ z

0
e−t

2
dt.

� Ä:ÏLÍ�Õ�ÃæôaÄ:Ã¾À
7
limz→∞ Erf(z) = 1

2

√
π
½û¿�Ë1Ç −π

2 + ε < argz < π
2 − ε

ÙPÇWÌÎÕOáýç<á{Ê-ÇWÏLÉ-ÅHÀLî�Í?îpÀLÌHá�Ú&å
ÄLÇ9Ù1Ê{ádÕ�ÇWÂ&ÃæÇpç&ÔHÏLÀLÏ�Ä:ÏLê�ôaÄ:ÃH7&ÛLÀ

1

2

√
π − Erf(z) =

∫ ∞

z
e−t

2
dt ∼ e−z

2

2z

(
1 +

∞∑

k=1

(−1)k
1 · 3 · · · (2k − 1)

(2z2)k

)
.

Ü�ò



�$GHF�� �+OHJ � � 
2`)_ ��` 
 ����O8MPJ�^
T
�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��æ»�� � � ·1³��� ���º�¹  pº%I	���+·P¯�³�¸�´m�

log Γ(z) = (z − 1
2 ) log z − z + 1

2 log 2π +
∫∞
0

(
1
2 + 1

et−1 − 1
t

)
e−zt dtt ;

&oÒ�½rÖ-Ü)(

∂z log Γ(z) = log z +
∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t

)
e−ztdt;

&oÒ�½rÖ{Ö�(

∂2
z log Γ(z) =

∫∞
0

te−tz

1−e−tdt.
&oÒ�½rÖ{ã�(

�  �´ki�´ ä�Õ�Ô/��ö:î�Í)É9Õ�ÇWà{êsÂ	ÇFÌHá�7�ÛLÀsç�á@Õ�ÍDÛ�âHÏLÀþÄLÇ9Ù1Ê�Ã�âaåFâHÊ{á{ó	Ä:ÏLá{Â&À{½ � âHÏ�Ä:ÀLà
�{Ë¾Â&á�ôaÄ:ÃOÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Àsç�á�Ú 1
ÄLÇ9Ù1Ê{ádÕOÀ�âSå�Ä:Ãæå9àDÙ1ÀÑÕ�ÏLÀLÔHÏLÀ
c

limt→0

(
1
2 + 1

et−1 − 1
t

)
1
t = 1

12 ,

limt→0

(
1

1−e−t −
1
t

)
= 1

2 ,

limt→0
t

1−e−t = 1.
� �  �I���� ü Ç@ÅHç&Ã¾ÀLÔHÕ�Ú�ádÕOá�Ú�ÏLÃ¾î�ÍK&oÒ�½rÖ{ã�(a½�Ó�á{ÔHÏLÍ�âHÌaÇ@Åaå{ÄÑÏ�&oÒ�½rÖ{Ò�(�Ú�á�âaÌaÇ@Å�ÀLî�Í

∂2
z log Γ(z) =

∑∞
n=0

1
(n+z)2

=
∑∞

n=0

∫∞
0 e−t(z+n)tdt

=
∫∞
0

te−tz

1−e−t
dt.

&oÒ�½rÖ�è5(

Þ®á�Ú�ádÕ�á�Ú�ÏLÃ &oÒ�½rÖ{ã�(a½ ü Ç{âHÌHêLç&Â&ÃæÀÑç&ÔHÏLÀLÊ�âHÏLÌaÇ9ÙPÄLÇWî�ÍK&oÒ�½rÖ�è5(OÚ�á�âHÌaÇ@Åaå{Ä
∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t

)
te−tzdt+

∫∞
0 e−tzdt

=
∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t

)
te−tzdt+ 1

z .

ä<ÇWÌHÀLî
∂z log Γ(z) = ∂z log Γ(1) +

∫ z
1 ∂

2
y log Γ(y)dy

= −γ +
∫ z
1

1
ydy +

∫ z
1

∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t

)
te−tydtdy

= −γ + log z −
∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t

)
e−tydt

∣∣∣
y=z

y=1

= log z −
∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t

)
e−tzdt,

&oÒ�½rÖ{ì�(

à�Ú�ÏLÃ¾À�Õûá�âaÌaÇWÌHÂ&Ã¾î�Ê�ÔHá{ÊDÉ�Õ�Í�Ê{á{ÔHÏLÍ�âaÌaÇWË¾ÃæôHî�ÍXÕ�Ï��{ÔOÄLÇ9Ù1Ê{á@Õ�Í�Â	ÇÑâHÌaÇ9ÙPå
γ
½�Þ�á�Ú�ádÕOá�Ú�ÏLÃE&oÒ�½rÖ{Ö�(a½ ü Ç{âaÌHêLç&Â&Ã¾Àç&ÔHÏLÀLÊ�âHÏLÌaÇ9ÙPÄLÇWî�ÍK&oÒ�½rÖ{ì�(OÚ�á�âaÌaÇ@ÅHå{Ä

log z − 1
2

∫∞
0 e−tzdt−

∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t − 1

2

)
e−tzdt

= log z − 1
2

1
z −

∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t − 1
2

)
e−tzdt.

Ü	¼



éDÌaå{Ú
log Γ(z) = log Γ( 1

2 ) +
∫ z

1
2
∂y log Γ(y)dy

= 1
2 log π +

∫ z
1
2

log ydy − 1
2

∫ z
1
2

1
ydy −

∫ z
1
2

∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t − 1
2

)
e−tydtdy

= 1
2 log π + z − log z − 1

2 log 1
2 + 1

2 − 1
2 log z + 1

2 log 1
2 +

∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t − 1

2

)
e−ty dt

t

∣∣∣
y=z

y= 1
2

= (z − 1
2) log z − z + 1

2 log 2π +
∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t − 1

2

)
e−tz dt

t ,

à�Ú�ÏLÃ¾ÀÑÕ�á�âHÌaÇWÌHÂ&Ãæî ÊDÔHá{Ê�É�Õ�Í�Ê{á{ÔHÏLÍ�âHÌaÇWËæÃæôHî�ÍpÕ�Ï��{Ô ð�ÔHÃ¾Â&à�âaÐ&ÀLÃ¾î7Ç�½�Þ®ápÊ{á{ó	Ä:ÏLÍ�Ú�á@ÕP��Ú &oÒ�½rÖ-Ü)(a½
2

cx¯�· �	��³D°�»l�æ»�!z���������
ε > 0

� |argz| < π
2 − ε

�

 F1G � '
���/" �� � cúº%I	� � ¸�· �-¶1·u¯oi�´

limz→∞
(

log Γ(z) − ((z − 1
2 ) log z − z + 1

2 log 2π)
)

= 0,

limz→∞
Γ(z)

zz−
1
2 e−z

√
2π

= 1.


 bNG �u�!�����
f(t) =

1

1 − e−t
− 1

t
− 1

2
.

:<$=� � * f 8N�)>�$ "�T�(�' 4 �!�  " 4 'B&h(�'  � �X&A>  *�>�$ 6 ��+���-/"N���7" ��4 *,+�� � RS' t ∈ [0,∞[
�

f(t) =

∞∑

n=1

fnt
n, |t| < 2π.

� '�+�* 4 'r>�$ � - 3 8?9%�@�f(�"  &h� 4�� �N�!� 2135476 �!8�� V '�+�+�'W&.>  �1(���T~'r>1*,+�-m$`"�$�*��  ?4 *�E
∣∣∣ log Γ(z) − ((z − 1

2) log z − z + 1
2 log 2π −∑n

j=1(j − 1)!z−jfj)
∣∣∣ ≤ C|z|−n−1.

�$GHF F � ` 
 � �+]HT\ME_ O � �5W ��O��'` 
 � ��O8MPJ�^
T
�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��æ» �.�dcúº%I"� � ¶P´	¯<¹ � �u�!�����

m ≤ n ����� 9u��'�t 6 "%&h��$=� v φ(z) 2�3/476 �!8?' ' 4 ',R��0$�*,�  ?4 ' v |φ(z)| ≤
e(1−ε)|Imz| � RS' ε > 0

�
m ≤ Rez ≤ n

�;:<$=� � *
1
2φ(m) + φ(m+ 1) + . . . + φ(n− 1) + 1

2φ(n)

=
∫ n
m φ(z)dz − i

∫∞
0

φ(n+iy)−φ(n−iy)
e2πy−1

dy + i
∫∞
0

φ(m+iy)−φ(m−iy)
e2πy−1

dy

� �  �I���� � ç&ÔHá@ÕOÇ{Ú �Lî�Í>Ê{á{Â9ÌHÉ&ÔHÍ
γ+ = [m−, (m+ 1)−, . . . , (n− 1)−, n−, n+ iR,m+ iR,m],

γ− = [m+, (m+ 1)+, . . . , (n− 1)+, n+, n− iR,m− iR,m].

Ü9Ò



Ó�á{ÔHÏLÍ�âHÌaÇ@Åaå{ÄÑÏÑÌHÀLà{á�7	ÛLÀ
Res

φ(z)

e±2πiz − 1

∣∣∣
z=k

= ∓ 1

2πi
φ(k), k ∈ Z,

Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í

0 =

∫

γ+

φ(z)

e−2πiz − 1
dz

→
R→∞

−i

∫ ∞

0

φ(m+ iy)

e2πy − 1
dy + i

∫ ∞

0

φ(n+ iy)

e2πy − 1
dy

+P

∫ n

m

φ(x)

e−2πix − 1
dx+

1

4
φ(m) +

1

2

n−1∑

j=m+1

φ(j) +
1

4
φ(n);

&oÒ�½rÖ{ï�(

0 =

∫

γ−

φ(z)

e2πiz − 1
dz

→
R→∞

i

∫ ∞

0

φ(m− iy)

e2πy − 1
dy − i

∫ ∞

0

φ(n− iy)

e2πy − 1
dy

+P

∫ n

m

φ(x)

e2πix − 1
dx+

1

4
φ(m) +

1

2

n−1∑

j=m+1

φ(j) +
1

4
φ(n).

&oÒ�½rãWò (
&oÒ�½rã�¼2(

ü Ç{âHÌHêLç&Â&Ã¾ÀXÚ�á�Ú&Ç@Å�ÀLî�Í &oÒ�½rÖ{ï�(OÃZ&oÒ�½rãWò (�7	Ê{á{ÔHÏLÍ�âaÌaÇ@ÅHå{ÄÑÏÑÌHá{Û�âSÇWîpá�ôaÄ:Ã

(e2πix − 1)−1 + (e−2πix − 1)−1 = −1.

2

�  p·1³����iº�³D¯�·P³ »��æ»�� ��� �W­ iJ·Z pº
I	����·u¯�³�¸�´m�

log Γ(z) = (z − 1
2) log z − z + 1

2 log 2π + 2
∫∞
0

arctg t
z

e2πt−1dt, ,
&oÒ�½rã{Ò�(

∂z log Γ(z) = log z − 1
2z − 2

∫∞
0

tdt
(z2+t2)(e2πt−1) ,

&oÒ�½rã{×�(
∂2
z log Γ(z) = 1

2z2
+ 1

z + 4
∫∞
0

ztdt
(z2+t2)2(e2πt−1)

.
&oÒ�½rã-Ü)(

� �  �I���� * ñDÍsç<á{ÊWÇWÏ�Ç{ö�&oÒ�½rã-Ü)(OâHÌHá�âHÉ-ÅHÀLî�Í+� Ï��{Ô�ð�ËæÇWÂ9ÍþÚ�á
φ(z) = (z + t)−2 ½ ü Ç{âHÌHêLç&Â&Ã¾À�ÄLÇ9Ù1ÊDÉ-ÅHÀLî�ÍÚ�Õ�É&Ê�ÔHá{ÌHÂ&Ã¾ÀXÃ®Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í

log Γ(z) = A+Bz + (z − 1

2
) log z + 2

∫ ∞

0

arctg tz
e2πt − 1

dt.

ð�á{Ô/�dÕ�Â9É-Åaå{Ä�ÏXç&Ã¾ÀLÔHÕ�âHÏLÍ�î!Õ�ÏLá{ÔHÀLî ��Ã¾Â&ÀLÌaÇ�Ú�ËæÇ
z ∼ 0

Ú�á�âaÌaÇ@Å�ÀLî�Í
A = 1

2 log 2π
7
B = −1

½
2

Ü9×



� � @ ¥&¦���¥���� @ = ¤�@
�$GHF �$J �ZM � � � �ZM J � _ 
 ^ �5_ �NW QSRUJ O O Q a ^ �5T\M 
2V � � �0T ^�_ � � W �5OHJ
�5T
¿�ËæÇ

λ ∈ C
î7á{ÛLÀLî�ÍsÏ�Ú�À:Á	Â&Ã¾ádÕ�Ç{öUÚ�Í�âHÌHÔHÍ�ñ&É	ÄÆÅ�ÀÑÌHÀLîpç<ÀLÔHádÕ�ÇWÂ&À

(±ix+ 0)λ := lim
ε→0

(±ix+ ε)λ.

� ÏLá{ÔHÍ
xλ+ := xλθ(x), xλ− := (−x)λθ(−x)

Ï�Ç{Ú&Ç@ÅaåNÚ�Í�âHÌHÔHÍ�ñ&É	ÄÆÅHÀeÌÆÍDËæÊ{á?Ú�ËæÇ
Reλ > −1

½ #µá{ÛLÀLî�Í ÅHÀeÔHá{Ï�âHÏLÀLÔHÏLÍ�öÿÂ	Ç?Õ�âHÏLÍ�âHÌHÊ�Ã¾À
λ ∈ C

ç&Ô/��Ä:Ï
z = −1,−2, . . .

Ê	ÙPÇ{Ú&å{Ä

xλ+ := 1
2i sin π

2
λ

(
− e−iπ

2
λ(ix+ 0)λ + eiπ

2
λ(−ix+ 0)λ

)
,

xλ− := 1
2i sin π

2
λ

(
− e−iπ

2
λ(−ix+ 0)λ + eiπ

2
λ(ix+ 0)λ

)

� Í�à{á�Ú�Â&ÃæÀ�Å�À�âHÌ�ÔHá{ÏLÕ�ÇWÛ�Ç{ö xλ
±

Γ(λ+1)

½Z#eÇWî�ÍsÕ�ÌHÀ�Ú�Í

x−n±
Γ(n+ 1)

= (±1)nδ(n−1), n = 1, 2, . . . .

éDç<À@Ù1Â&ÃæÇ@ÅHå+á{Â&ÀUÏLÕ�ÃæåWÏLÊDÃ�ÔHÀLÊ�É&ÔHÀLÂ	Ä:ÍdÅ�Â&À
c

∂z
xλ±

Γ(λ+ 1)
= ±x

λ−1
±

Γ(λ)
.

* á{ÌHápÌHÔaÇWÂ	â�Èuá{ÔHî7ÇWÌÎÍþí&á{É&ÔHÃ¾ÀLÔaÇ)c
∫

e−iξx xλ±
Γ(λ+ 1)

dx = (±iξ + 0)−λ−1,

∫
e−iξx(∓iξ + 0)λdξ = 2π

ξ−λ−1
±

Γ(−λ)
.

éDÏ�Ä:ÏLÀLà
�{Ë¾Â&ÃæÀXâHÍDî7ÀLÌHÔHÍ�Ä:ÏLÂ&ÀÑÕ�ÏLá{ÔHÍþÂ	Ç+ÌHÔaÇWÂ	â�Èuá{ÔHî7ÇWÌÎÍ�í&á{É&ÔHÃæÀLÔaÇ�Ú�á�âHÌaÇWÂ&Ã¾ÀLî�Í�Õ�ç&ÔHá@ÕOÇ{Ú�Ï�Ç@Åaå{Ä

ηλ(x) := Γ(λ2 + 1
2 )2−

λ
2 |x|λ = (2π)−1Γ(−λ

2 + 1
2)2−

λ
2

(
(ix+ 0)λ + (−ix+ 0)λ

)
,

νλ(x) := Γ(λ2 + 1)2−
λ
2
− 1

2 |x|λsgnx = i(2π)−1Γ(−λ
2 )2−

λ
2
− 1

2

(
(ix+ 0)λ − (−ix+ 0)λ

)
.

#eÇWî�ÍsÂ	Ç{âHÌHêLç&É-Åaå{Ä:ÀXÏLÕ�ÃæåWÏLÊ�ÃHc

∂xη
λ = λνλ−1, ∂xν

λ = ηλ−1,

η̂λ =
√

2πη−λ−1, ν̂λ =
√

2πν−λ−1.

Ü{Ü



�$G�� �+T
	XY$O��'O8J�] � �,_ � OHT � � ��J
� ÌÎÍ�î ÔHá{Ï�Ú�ÏLÃæÇWË¾À£ÔHá{ÏLÕOÇWÛ�ÇWî�Í

d
1oÕ�Í�îpÃæÇWÔHá@ÕOå�ç&ÔHÏLÀ�âHÌHÔHÏLÀLóµÀLÉ&ÊDË¾Ã1Ú�À�âHádÕ�å�½

�  p·1³����iº�³D¯�·P³ � �u« � "�RS�u> 2 �1(�*#8N� ��4 "r>1$ 6 "�& �08 d− 1 �
&h*,+��!'�(d"%& �08u&h* 4 "r>��

Sd−1 =
2π

d
2

Γ(d2)
.

� �  �I���� #µÀLÌHá�Ú&Ç ��½ � ñ&Ë¾ÃæÄ:Ï�ÇWî�Í�ÒÑâHç<á�âHá{ñ	ÇWîpÃ	ÄLÇ9Ù1Ê{ê à�ÇWÉ	âSâHádÕ�âHÊWå)c�Õ�À�Õ�âaç"�DÙ1ÔHÏLê�Ú�ÂDÍ�ÄSÐsÊWÇWÔHÌHÀLÏ ÅaÇWó	âHÊDÃ1ÄaÐ
∫

e−x
2
1−···−x2

ddx1 · · · dxd = π
d
2 ,

Ã�Õ�ÀUÕ�âHç"�DÙ1ÔHÏLê�Ú�ÂDÍ�ÄSÐeâHÈPÀLÔHÍ�Ä:ÏLÂ9Í�ÄaÐ
Sd−1

∫∞
0 e−r

2
rd−1dr = 1

2Γ(d2).

#FÀLÌHá�Ú&Ç ���S½)� ÀÑÕ�âHç �DÙ1ÔHÏLê�Ú�Â9Í�ÄaÐÿâ�ÈuÀLÔHÍ�Ä:ÏLÂDÍ�ÄSÐ>ç<á{Ë¾ÀÑâ�ÈPÀLÔHÍUÅHÀ�âHÌ Ô/�dÕ�Â&À

Sd−1 =

∫ π

0
sind−2 φd−1dφd−1 · · ·

∫ π

0
sinφ2dφ2

∫ 2π

0
dφ1

ü Ç{âHÌHêLç&Â&Ã¾ÀXâHÌHá�âHÉ-ÅHÀLî�Í
∫ π

0
sink−1 φkdφk =

√
πΓ(k−1

2 )

Γ(k2 )
, k = 2, . . . , d− 1;

∫ 2π

0
dφ1 = 2π.

2

�  p·1³����iº�³D¯�·P³ � �æ»�eU´ � °�·  �¹��L¸ �
O�­�² �&±�³K |�i·1´ki"�@´��B´&±,
 ¬�³9¹�¯��B´	¯�¯�´ : -�(  ��>�$�(  � 4 � � 3
6 R�� � �)> �"�& �08
d �
&h*,+��0'�(�"�& �08�+�'%+f*

∫
(x2 +m2)−αddx = π

d
2md−2αΓ(α− d

2)

Γ(α)
,

&o×�½rã{Ö�(
∫

(x2 + 2xy +m2)−αddx = π
d
2 (m2 − y2)

d
2
−αΓ(α− d

2)

Γ(α)
,

&o×�½rã{ã�(
∫
xµ(x

2 + 2xy +m2)−αddx = −π d2 yµ(m2 − y2)
d
2
−αΓ(α− d

2)

Γ(α)
,

&o×�½rã�è5(
∫
xµxν(x

2 + 2xy +m2)−αddx = π
d
2 yµyν(m

2 − y2)
d
2
−α Γ(α− d

2
)

Γ(α)

−π d2 δµν(m2 − y2)
d−1
2

−α Γ(α− d
2
−1)

Γ(α) .

&o×�½rã{ì�(

� �  �I���� éDÌHá�âaÉ-Å�ÀLî�Í�Õ�Ï��{Ô Â	Ç�ç�á@Õ�Ã¾ÀLÔHÏ�ÄaÐ&Â&ÃæêUâ�ÈuÀLÔHÍ7Ã
∫ ∞

0
(r2 +m2)−αrd−1dr = 2−1md−2αΓ(d2)Γ(α − d

2)

Γ(α)
.

2

Ü9Ö



�  p·1³����iº�³D¯�·P³ � � � � � �!� 4 � 3 81+�*

ηλ(x) :=
1

Γ(λ+d
2 )

2−
λ
2 |x|λ.

:<$=� � *
η̂λ = (2π)

d
2 η−λ−d.

� �  �I���� éDÌHá�âaÉ-Å�ÀLî�Í�Õ�âaç"�DÙ1ÔHÏLê�Ú�Â&À�â�ÈPÀLÔHÍ�Ä:ÏLÂ&À{½
∫
|x|λe−ixξdx =

∫∞
0 dr

∫ π
0 dφd−1r

λ+d−1e−ir|ξ| cosφd−1rλ+d−1 sind−2 φd−1Sd−2

= Γ(λ+ d)
∫ π

2
0

(
(i|ξ| cos φd−1 + 0)−λ−d + (−i|ξ| cos φd−1 + 0)−λ−d

)
sind−2 φd−1dφd−1Sd−2

= Γ(λ+ d)2 cos(λ+d
2 π)|ξ|−λ−d

∫ π
2

0 cos−λ−d φd−1 sind−2 φd−1dφd−1Sd−2.

ü Ç{âHÌHêLç&Â&Ã¾ÀXâHÌHá�âHÉ-ÅHÀLî�Í

Sd−2 = 2π
d−1
2

Γ( d−1
2

)
,

∫ π
2

0 cos−λ−d φd−1 sind−2 φd−1dφd−1 = 1
2

Γ(−λ−d+1
2

)Γ( d−1
2

)

Γ(−λ
2
)

,

Γ(λ+ d) = π−
1
2 2λ+d−1Γ(λ+d

2 )Γ(λ+d+1
2 )

Γ(λ+d+1
2 )Γ(−λ−d+1

2 ) cos λ+d
2 π = π,

Ã®Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í
∫

|x|λe−ixξddx = |ξ|−λ−d2λ+dπd
Γ(λ+d

2 )

Γ(−λ
2 )
.

2

�$G�� �AT Q)OHJ ��`�J

ü Ã¾À�ÄaÐ c = [cij ]
ñ�ê�Ú�ÏLÃæÀOî7Ç{Ä:ÃæÀLÔHÏ�å�½�� Í�ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�Ç£á{Â	Ç�ÈPá{ÔHî7êOÊ�ÕOÇ{Ú�ÔaÇWÌHá@ÕOåXÏ�Ú�À:Á	Â&ÃæádÕOÇWÂ	åUÚ�ËæÇ

x = [xi] ∈ RdÅaÇWÊ{á
xcx =

d∑

i,j=1

xicijxj.

ÓÑÇWÛ�Ú&åsî7Ç{Ä:Ã¾ÀLÔHÏ�ç&ÔHÏLÀLÏ�Ï�ÇWî7ÃæÇWÂ&êUÕ�âHç �DÙ1ÔHÏLê�Ú�Â9Í�ÄaÐ
yj =

∑d
i=1 ajixi

îpá{ÛLÂ	Ç7âaç&ÔHádÕOÇ{Ú�ÏLÃ1ö�Ú�ásç<á�âHÌaÇ{Ä:Ã
Ú�ÃæÇWà{á{Â	ÇWË¾Â&À Å�c

xcx =

d∑

i=1

λi(yi)
2.

%�ÃæÄ:ÏLñ	Ç�Ú�á�Ú&ÇWÌHÂ&Ã1ÄaÐ�Ã�É-Å�ÀLîpÂDÍ�ÄSÐ
λi
Â&Ã¾À)Ï�ÇWË¾ÀLÛLÍ á�Ú�Õ�ÍDñ<á{ÔHÉ�ç&ÔHÏLÀLÊ�âHÏLÌaÇ9ÙPÄ:ÀLÂ&ÃæÇ�Ã�Ú�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHÀýâHÍ�à{Â	ÇWÌHÉ&ÔHê

î7Ç{Ä:Ã¾ÀLÔHÏLÍ
(d+, d−)

½ � Ä:ÏLÍDÕ�ÃæôSÄ:Ã¾À
7
d ≥ d++d−

½E�ÆÂ	Ú�ÀLÊ�â�î�Ç{Ä:Ã¾ÀLÔHÏLÍ
c
Ú�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHÀLî�Í�ÅHÇWÊ{á

indc := d+−d−
½

Ü9ã



#��dÕ�Ã¾î�Í
7�ÛLÀ£î7Ç{Ä:Ã¾ÀLÔHÏ
c
Å�À�âaÌOÂ&Ã¾ÀLÏ�Ú�ÀLà{ÀLÂ&ÀLÔHá@ÕOÇWÂ	Ç)7�à�Ú�Í7Ú�ËæÇ�Ê-ÇWÛ�Ú�ÀLà{á

x ∈ Rd 7 x 6= 0
7�ÃæâHÌHÂ&ÃæÀ Å�À

y ∈ RdÌaÇWÊ�ÃH7�ÛLÀ
ycx =

d∑

i,j=1

yicijxj 6= 0.

ø-�@Õ�Â&ádÕ�ÇWÛLÂ9Í>Õ�ÇWÔHÉ&Â&ÀLÊ"c
d+ + d− = d

½
ä<ÇWÊ	ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í
7WÛLÀ}Õ

Rd Õ�ç&ÔHádÕ�Ç{Ú�ÏLá{Â9Í�Å�À�âHÌ�ÊWÇWÂ&á{Â&ÃæÄ:ÏLÂDÍ�ÃæË¾á�Ä:ÏLÍ�ÂÑâHÊWÇWËæÇWÔHÂ9Í x·y :=
∑d

j=1 xiyi
½�#eÇ{Ä:Ã¾ÀLÔHÏ

îpá{ÛLÂ	Ç�âHç&ÔHádÕ�Ç{Ú�ÏLÃæöCÚ�á�ç<á�âHÌaÇ{Ä:Ã�Ú�ÃæÇWà{á{Â	ÇWËæÂ&À Åµá�Ú�Õ�ÏLá{ÔHá@ÕOÇWÂ&Ã¾ÀLî á{ÔHÌHá{à{á{Â	ÇWË¾ÂDÍDî>½ ØOÃæåDà
λ1, . . . , λd

Ï
Ú�á{Ê	ÙPÇ{Ú�Â&á�ôaÄ:Ãæå Ú�á ç<ÀLÔHî�É&ÌaÇ{ÄÆÅHÃ Â&Ã¾ÀþÏ�ÇWË¾ÀLÛLÍýá�Ú?Õ�ÍDñ<á{ÔHÉûÚ�ÃæÇWà{á{Â	ÇWË¾Ã¾ÏLÉ-Åaå{Ä:ÀLà{áÿá�Ú�Õ�ÏLá{ÔHá@ÕOÇWÂ&ÃæÇ)á{ÔHÌHá{à{á{Â	ÇWË 1
Â&ÀLà{á&½ � Í�ÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÂ&Ã¾Ê�î�Ç{Ä:Ã¾ÀLÔHÏLÍUÂ&Ã¾À�ÏLî7Ã¾ÀLÂ&ÃæÇ£âHÃ¾ê�ç<áÑÏ�Ç{âHÌHá�âHá@ÕOÇWÂ&Ã¾É�ÌHÔaÇWÂ	â�ÈPá{ÔHî�Ç{ÄÆÅ�Ã&á{ÔHÌHá{à{á{Â	ÇWË¾Â&À ÅL½�¿�ËæÇWÌHÀLà{á

det[cij ] =
d∏

i=1

λi.

#��dÕ�Ã¾î�Í
7&ÛLÀXî7Ç{Ä:ÃæÀLÔHÏ
c
ÅHÀ�âHÌ�Ú�á�Ú&ÇWÌHÂ&Ãæápá{ÊDÔHÀ�ôaË¾á{Â	Ç)7-Å�À�ôaË¾Ã<Ú�Ë1Ç

x ∈ Rd 7 x 6= 0
7

xcx > 0.

ø-�@Õ�Â&ádÕ�ÇWÛLÂ9Í>Õ�ÇWÔHÉ&Â&ÀLÊ"c
d+ = d

½
�$G�� � OHJ	] � �'_ �0OHT � � � J Q)T
	XY$O �KT\W 
 
2T O ���5J 
2M J�]HT

ü Ã¾À�ÄaÐ�î7Ç{Ä:ÃæÀLÔHÏ c ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀXÚ�á�Ú&ÇWÌHÂ&Ã¾á�á{ÊDÔHÀ�ôaË¾á{Â	Ç�½ ��ÌHÀ�Ú�Í
∫

dx exp(−xcx) = π
d
2 (det c)−

1
2 .

&o×�½rã{ï�(
ä<ÇWîpÃ¾ÀLÂ&Ã1ÇWî�Í�ñ<ádÕ�ÃæÀLî�Õ�âHç �DÙ1ÔHÏLê�Ú�Â&À}á�Ú�Õ�ÏLá{ÔHá@ÕOÇWÂ&Ã¾ÀLî á{ÔHÌHá{à{á{Â	ÇWË¾Â9Í�î Ú�Ã1ÇWà{á{Â	ÇWË¾Ã¾ÏLÉ-Åaå{Ä�î�Ç{Ä:Ã¾ÀLÔHÏ

c
½$#FÇWî�Í

Õ�ÌHÀ�Ú�Í
dx = dx1 · · · dxd = dy1 · · · dyd = dy

ÃZ&o×�½rã{ï�(�ÅHÀ�âHÌ�Ô/�dÕ�Â&À
∫

dy exp

(
−
∑

i

λi(yi)
2

)
=

d∏

i=1

∫
e−λi(yi)

2
dyi =

d∏

i=1

√
π

λi
.

õ{À�ôaË¾Ã
c
ÅHÀ�âHÌ�î7Ç{Ä:ÃæÀLÔHÏ�å+Â&Ã¾ÀLÏ�Ú�ÀLà{ÀLÂ&ÀLÔHádÕ�ÇWÂ	å)7�ÌHá

∫

|x|<R

dx1 · · · dxd exp(ixcx) = πd/2eiπ
4
indc|det c|− 1

2 .
&o×�½jè-ò (

�$G�� �AJ�^�� �ZT��-T � ]8T\Q)J�� T�� �NWPMPYE^
W 
2O � � 	 � � J������
¿�ËæÇ+Ú�É&ÛLÍ�ÄSÐ

λ
ÔHá{ÏLÕOÇWÛ�ÇWî�Í>ÄLÇ9Ù1Ê{êXÌÎÍ�ç&É

I(λ) =

∫ b

a
f(x)eλφ(x)dx.

ÜDè



ä<ÇWÊ	ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í
7WÛLÀ
f
7
φ
ÔHá{Ï�âHÏLÀLÔHÏ�Ç@Åaå âHÃæê�Ú�á�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�ÃDÇWÂ	ÇWË¾Ã¾ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ9Í�ÄaÐ�Â	Ç�á{ÌHá�Ä:ÏLÀLÂ&Ã¾É

[a, b]
Õ

C
Ã�ÛLÀ�ÏLÂ	Ç@ÅaÚ�ÏLÃ¾ÀLî�Í

Ú�ÔHá{à{ê
γ
7�Ê�Ì/�{ÔaÇ�ÙPå{Ä:ÏLÍ

a
Ï
b
Ã<ç&ÔHÏLÀ�ÄSÐ&á�Ú�ÏLÃ�ç&ÔHÏLÀLÏÑç&É&Â&Ê�Ì

z̃
7�Õ ÊDÌ/�{ÔHÍ�î

φ′(z̃) = 0
½Oä<ÇWÊ&ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í7ÌHÀLÛ
7&ÛLÀ£Õ

z̃
ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇ

Reφ
á{ñ3Ä:Ã¾êLÌaÇ�Ú�á

γ
î7Ç+î7ÇWÊ�âHÃ¾î�É&î>½ � á{ÌHá�Ä:ÏLÀLÂ&ÃæÉ

z̃
î7ÇWî�Í

φ(z) ≈ φ(z̃) +
1

2
φ′′(z̃)(z − z̃)2.

&o×�½jè�¼2(
� ç&ÔHádÕ�Ç{Ú �Lî�Í�Õ�âaç"�DÙ1ÔHÏLê�Ú�Â&À

(t, s) ∈ R2 ÌaÇWÊ 7&ñ9Í

z = z̃ + (t+ is)eiψ,

à�Ú�ÏLÃ¾À
φ′′(z̃)e2iψ < 0

½7¿�ËæÇþÉ&ç&ÔHá�âHÏ�Ä:ÏLÀLÂ&Ã1Ç�Ï�ÇWÊ&ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í
7�ÛLÀ |ψ| < π
2

½ ��ÌHÀ�Ú�Í &o×�½jè�¼2( îpá{ÛLÂ	Çþç&ÔHÏLÀLç&Ã1âaÇ{ö
ÅaÇWÊ{á

φ(z) ≈ φ(z̃) +
1

2
φ′′(z̃)e2iψ

(
t2 − s2 + 2its

)
.

ä<ÇWÌHÀLî ç<á{ÏLÃ¾á{îpÃæÄ:À
Reφ
Õ�á{Ê
�DÙ

z̃
ç&ÔHÏLÍDç<á{îpÃ¾Â	Ç@Åaå+ç<á{ÏLÃ¾á{îpÃæÄ:À�Õ�á{Ê
�DÙ�ç&ÔHÏLÀ@Ù1ê�Ä:ÏLÍ &uç&É&Â&Ê�ÌHÉµâHÃæá�ÚJÙ1á@Õ�ÀLà{á)(a½

ü Ç@Å�Õ�ÃæêLÊ�âHÏLÍ?Õ�Ê	ÙPÇ{ÚûÚ�áBÄLÇ9Ù1ÊWÇ ç<á)ÊDÔHÏLÍ�Õ�À Å γ ç�á�ÄaÐ&á�Ú�ÏLÃ�Ï>á{ÌHá�Ä:ÏLÀLÂ&ÃæÇýç&É&Â&ÊDÌHÉ z̃ 7Oà�Ú�ÏLÃ¾À γ îpá{ÛLÂ	ÇÏ�Ç{âHÌaåDç&ÃæöÑÄ:ÏLê�ôaÄ:Ãæå�ç&ÔHá�âHÌHÀ Å
R 3 t 7→ z̃ + eiψt

½}¿�á�âHÌaÇ@Å�ÀLî�Í

I(λ) =

∫

γ
f(z)eλφ(z)dz

≈
∫ ∞

−∞
f(z̃)eλφ(z̃)+λ

2
φ′′(z̃)ei2ψt2eiψdt

= f(z̃)eλφ(z̃)

√
2π

−λφ′′(z̃)e2iψ
eiψ

= f(z̃)eλφ(z̃)

√
2π

−λφ′′(z̃) .

�$G�� � 
 _ � � ^ ��^�_$Y T�VXWPMPY�QSRUO �KT � �0T � MPO8J 
 Y���� Q)` � M ���UQ)O �0J�^�� � ��� W MZY$^
W 
2O � ��	 � � J �	�ZG
�  p·1³����iº�³D¯�·P³ � � !��u�!���1�

ε > 0
� Q�RS' |argz| < π

2 − ε
+{'�+�*

lim
z→∞

Γ(z + 1)
√

2π z
z+1/2

ez

= 1.
&o×�½jèWÒ�(

� �  �I���� #eÇWî�Í
Γ(z + 1) =

∫ ∞

0
eφ(t)dt,

à�Ú�ÏLÃ¾À
φ(t) = −t+ z log t.

� ñ&Ë¾ÃæÄ:Ï�ÇWî�Í c
∂tφ(t) = −1 +

z

t
, ∂2

t φ(t) = − z

t2
.

Ü9ì



ä<ÇWÌHÀLî
φ(t)
î�Ç�Å�À�Ú�Â&á�Ã®ÌÆÍDÊ{á�ÅHÀ�Ú�ÀLÂ>ç&É&Â&Ê�Ì âHÌaÇ{ÄÆÅHá{Â	ÇWÔHÂ9Í c�Ú�ËæÇ

t0 = z
½P#eÇWî�Í

φ(t0) = −z + z log z, ∂2
t φ(t0) = −1

z
.

#Fá{ÛLÂ	Ç�ÏLîpÃ¾ÀLÂ&Ãæö�Ê{á{Â9ÌHÉ&ÔiÄLÇ9Ù1Ê{ádÕ�ÇWÂ&ÃæÇ�ÌaÇWÊ 7@ñDÍ�ç&ÔHÏLÀ�ÄSÐ&á�Ú�ÏLÃuÙ�ç&ÔHÏLÀLÏ
z
7@Â	Ç�ç&ÔHÏLÍDÊ	ÙPÇ{ÚXÄLÇ9Ù1Ê{á@ÕOÇ{öOç�á�ç �DÙ1ç&ÔHá�âHÌHÀ Å

[0, z∞[:

Γ(z + 1) =

∫

]0,z∞[
eφ(t)dt.

í&É&Â&Ê�ÄÆÅHê
φ(t)
ç&ÔHÏLÍ�ñ&Ë¾Ã¾Û�ÇWî�Í7ç&ÔHÏLÀLÏ ÅHÀ Å�ÔHá{ÏLÕ�ÃæÂ&Ã¾ê�Ä:Ã¾À£Õ�á{Ê{á{Ë¾ÃæÄ:Í

t0

φ(t) ∼ φ(t0) +
1

2
φ′′(t0)(t− t0)

2.

Þ®á7ç&ÔHádÕOÇ{Ú�ÏLÃ�Ú�á�ç&ÔHÏLÍ�ñ&Ë¾Ã¾ÛLÀLÂ&ÃæÇ+Ú�ËæÇ�ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã�
ÑÇWîpî7Ç)c

Γ(z + 1) ∼
∫

]0,z∞[
eφ(t0)+ 1

2
φ′′(t0)(t−t0)2dt,

Ó�á{ÂDÌHÉ&Ô�7�ç�áXÊ�Ì/�{ÔHÍ�î�ÄLÇ9Ù1ÊDÉ-ÅHÀLî�Í�ç&ÔHÏLÀ�ÚJÙ1É&Û�ÇWî�Í7Ú�áUÄLÇ9Ù1À Å�ç&ÔHá�âaÌHÀ Å
z]−∞,∞[

½�¿�ËæÇÑÚ�É&ÛLÍ�ÄaÐ
z
Õ�âHÀLÊ�ÌHá{ÔHÏLÀ

|argz| < π
2 − ε

ÌHÀ�îpá�Ú�Í9Á	ÊWÇ{ÄÆÅ�À�Â&Ã¾À+Õ�ç�Ù1Í�Â	åþÏLñ9Í�ÌHÂ&Ã¾áþÂ	ÇþÕOÇWÔHÌHá�ôaöpÄLÇ9Ù1Ê�Ão½ � Ä:ÏLÀLÊDÉ-ÅHÀLî�ÍFÕ�Ã¾ê�ÄU7�ÛLÀ
Γ(z)Ï�Ç{ÄaÐ&á@Õ�É-Å�À�âHÃ¾êÑÇ{âHÍ�îpç&ÌHá{ÌÎÍ�Ä:ÏLÂ&Ã¾À�ÅaÇWÊ

eφ(t0)

∫ ∞

−∞
e

1
2
∂2
t φ(t0)(t−t0)2dt =

zz

ez

√
2πz.

ð�á{Ê-ÇWÛLî�ÍþÌHÀLÔaÇWÏXÌHápÕ�ôaÄ:Ã1â�Ù1Í�âHç<á�â/�{ñ�½ ü Ã¾À�ÄaÐ Rez > 0
½ ��ÌHÀ�Ú�Í

Γ(z + 1) =
∫
[0,∞[ e

−ttzdt =
∫
[0,z∞[ e

−ttzdt

= e−z+z log z
∫
[0,z∞[ e

−z( tz−1−log t
z )dt

= e−zzz+1
∫∞
−1 e−z(s−log(1+s))ds,

à�Ú�ÏLÃ¾ÀXÚ�á{Ê{á{Â	ÇWË¾Ã1ôHî�Í�Ï�ÇWîpÃæÇWÂDÍ7ÏLîpÃ¾ÀLÂ&ÂDÍ�ÄSÐ

s =
t

z
− 1.

ä<ÇWÉ9Õ�ÇWÛLî�Í
7<ÛLÀ£ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHÇ
] − 1,∞[3 s 7→ s− log(1 + s)

î7ÇWË¾À ÅHÀ£Â	Ç
] − 1, 0]

á�Ú ∞ Ú�á 0
7	Õ

0
Ï�Ç{ÄaÐ&á@Õ�É-Å�À�âHÃ¾êOÅHÇWÊ s2

2

Ã�Â	Ç
[0,∞[

ÔHá�ôaÂ&Ã¾ÀXÚ�á ∞ ½Oä<ÇWÌHÀLî!ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅaÇ

R 3 s 7→ u(s) =
√

2(s− log(1 + s))

&uÕxÊ�Ì/�{ÔHÀ Å�ñ&Ã¾ÀLÔHÏLÀLî�ÍµÉ-ÅHÀLîpÂ9Íµç&Ã¾ÀLÔHÕ�ÃæÇ{âHÌHÀLÊeÚ�ËæÇ
s < 0

Ã}Ú�á�Ú&ÇWÌHÂ&Ã�ç&Ã¾ÀLÔHÕ�ÃæÇ{âaÌHÀLÊµÚ�ËæÇ
s > 0

(�ÅHÀ�âHÌ£àDÙPÇ{Ú�Ê-Ç�½
#eÇWî�Í

lim
s→0

u(s)

s
= 1,

du(s)

ds
=

s

u(s)(1 + s)
,

Ü9ï



á{ÔaÇWÏ
f(u) :=

ds

du
(u) =

(1 + s(u))u

s(u)
, f(0) = 1.

#eÇWî�ÍsÏ�ÇWÌHÀLî
I =

∫∞
−1 e−z(s−log(1+s))ds

=
∫∞
−∞ e−

z
2
u2
f(u)du.

ü Ã¾À�ÄaÐ
I0 =

∫ ∞

−∞
e−

z
2
u2

du =

√
2π

z
.

�VÌHÀ�Ú�Í
∣∣∣ II0 − 1

∣∣∣ =
R

∞

−∞
e−

z
2u

2
|f(u)−1|du

q

2π
z

≤ C
√
z
∫∞
−∞ e−

z
2
u2 |u|du = C1

1√
z
.

Þ®á7Ê{á{ó	Ä:ÏLÍþÚ�á@ÕP��Ú�&o×�½jèWÒ�(
2

�$G�� � 
 _ � � ^ ��^�_$Y T V3W MZY�QSRUO ��J�^
T � M OHJ 
 Y����NQ)` ��M ���UQ)O �0J�^���� � �NWPMPYE^
W�
2O � � 	 � � J����
*�âHÍDî7ç&ÌHá{ÌÎÍ�Ê{ê>Ú�ËæÇ

B(u, v)
îpá{ÛLÂ	Ç Ú�á�âHÌaÇ{ö>Ï>Ç{âHÍDî7ç&ÌHá{ÌÎÍ�ÊDÃ ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅ�Ã

Γ(z)
½ #FÍµÅ�À�Ú�Â	ÇWÊ?ç�á{ÊWÇWÛLÀLî�Í>Åaå

ñ<ÀLÏLç�á�ôHÔHÀ�Ú�Â&Ãæá�ÏÑîpÀLÌHá�Ú�Ísç&É&Â&Ê�ÌHÉ>âHÃ¾á�ÚJÙ1ádÕ�ÀLà{á&½
�  p·1³����iº�³D¯�·P³ � �
� �u�!���1�

ε > 0
� Q�RS' |argu| < π

2 − ε v |argv| < π
2 − ε v +�'%+f*

lim
u,v→∞

B(u+ 1, v + 1)
√

2π uu+1/2vv+1/2

(u+v)u+v+3/2

= 1.
&o×�½jèW×�(

� �  �I���� #eÇWî�Í
B(u+ 1, v + 1) =

∫ 1

0
eψ(t)dt,

à�Ú�ÏLÃ¾À
ψ(t) := u log t+ v log(1 − t).

� ñ&Ë¾ÃæÄ:Ï�ÇWî�Í c
∂tψ(t) =

u

t
− v

1 − t
, ∂2

t ψ(t) = − u

t2
− v

(1 − t)2
.

ä<ÇWÌHÀLî
ψ(t)
î7Ç�ÅHÀ�Ú�ÍDÂDÍ�ç&É&Â&Ê�Ì âHÌaÇ{ÄÆÅHá{Â	ÇWÔHÂ9Í c�Ú�ËæÇ

t0 = u
u+v

Ã

ψ(t0) = u log

(
u

u+ v

)
+ v log

(
v

u+ v

)
, ∂2

t ψ(t0) = −(u+ v)3

uv
.

õ{À�ôaË¾Ã
Reu > 0

Ã
Rev > 0

7�ÌHá
Reψ(t) → −∞ 7�à�Ú�Í

t
ÏLñ&Ë¾ÃæÛ�ÇýâHÃ¾êFÚ�á

0
ñ	å{Ú�Ï

1
½xÙPÇWÌÎÕ�áNÕ�Ãæê�Ä

É&Ï�Ç{âaÇ{Ú�Â&ÃæöU7�ÛLÀpÚ�À:ÈPá{ÔHî�É-ÅHå{Ä+Ê{á{ÂDÌHÉ&Ô
[0, 1]
îpá{ÛLÀLî�ÍFÚ�á�âHÌaÇ{ö+Ê�ÔHÏLÍDÕ�å

γ
Ï�Ç{Ä:ÏLÍ�Â	Ç@ÅHå{ÄLåµâHÃ¾ê+Õ

0
7®Ê{á{ó	Ä:Ï�å{ÄLå

âHÃ¾ê Õ
1
Ã�ç&ÔHÏLÀ�ÄaÐ&á�Ú�Ï�å{ÄLå�ç&ÔHÏLÀLÏ

t0
ÌaÇWÊ 7DÛLÀ

Reψ(t)
á�âaÃæå9à�ÇXÕ�Ï�ÚJÙ1É&Û�ÌHÀ Å�Ê�ÔHÏLÍ�Õ�À Å�î7ÇWÊ�âHÃ¾î�É&îxÕ

t0
½ #eÇWî�Í

B(u+ 1, v + 1) =

∫

γ
eψ(t)dt.

ÖWò



#Fá{ÛLÂ	Ç�á�Ä:ÏLÀLÊ�Ã¾Õ�Ç{öU7&ÛLÀXç&ÔHÏLÍ�Ä:ÏLÍ�Â&ÀLÊsÕ�á{Ê
�DÙ
t0
Õ�ÌHÀ Å�ÄLÇ9ÙPÄ:ÀXñ�ê�Ú�ÏLÃæÀXÚ�á{îpÃ¾Â&ádÕ�Ç{öW½�ä<ÇWÌHÀLî

B(u+ 1, v + 1) ∼
∫

γ
eψ(t0)+ 1

2
ψ′′(t0)(t−t0)2dt.

ü Ç{âHÌHêLç&Â&Ã¾ÀÑÏ�Ç{âHÌHêLç&É-ÅHÀLî�ÍsÊ�ÔHÏLÍDÕ�å γ ç&ÔHÏLÀLÏXç&ÔHá�âHÌaåpÂ	Ç{ÄaÐ9Í�Ë¾á{Â	å�ç<á�Úþá�Ú�ç<ádÕ�Ã¾À�Ú�Â&Ãæî!Ê-åWÌHÀLî α
7	Ä:ÏLÍ�Ë¾ÃHc

B(u+ 1, v + 1) ∼ eψ(t0)
∫

eα]−∞,∞[

e
1
2
∂2
t ψ(t0)t2dt

=
(

u
u+v

)u (
v

u+v

)v (
2πuv

(u+v)3

)1/2
=

√
2π uu+1/2vv+1/2

(u+v)u+v+3/2 .

2

�$G�� � OHJ	] � �'_ �0OHT � � � T ��J � 
3RUT �0J�^����Z_ �-T � ]HT Q)J	� T � �-J�` � �5`�J � 	/W ��J�M OHT T\MPT\]HO ^�_��
Q)`�MPJ �	���

¿�ËæÇ+Ú�É&ÛLÍ�ÄSÐ
λ
ÔHá{ÏLÕOÇWÛ�ÇWî�Í>ÄLÇ9Ù1Ê{êXÌÎÍ�ç&É

I(λ) =

∫

Θ
f(x)eλφ(x)dx,

à�Ú�ÏLÃ¾À
Θ
Å�À�âHÌÑç<á�Ú�ÏLñ&Ã¾á{ÔHÀLî Õ

Rd ½�ä<ÇWÊ	ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í
7�ÛLÀ φ ç<á�âHÃæÇ{Ú&Çþà{Ëæá{ñ	ÇWË¾Â&Àpî7ÇWÊ�âHÃ¾î�É&î Õ Θ
Õ�ç&É&Â&Ê�Ä:ÃæÀ

x̃
Â	ÇWË¾ÀLÛ�å{Ä:ÍDîëÚ�áeÕ�Â&êLÌHÔHÏ�Ç

Θ
ÃOÛLÀUÅ�À�âaÌUÔ/�{ÛLÂ&ÃæÄ:ÏLÊ{á@ÕOÇWË¾Â&À�Ú�ÕOÇFÔaÇWÏLÍ)Õ

x̃
½�#eÇWî�Í Õ�ÌHÀ�Ú�Í ∇φ(x̃) = 0

½
ä<ÇWÊ	ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í�ÌHÀLÛ
7 ÛLÀ ù À�âaâuÅHÇWÂ &lÚ�ÔHÉ&à�Ç?ç�á�ÄaÐ&á�Ú�Â	Ç ( φ Õ x̃

7 á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇWÂ9Í�ç&ÔHÏLÀLÏ ∇2φ(x̃)
7�ÅHÀ�âHÌsÉ-Å�ÀLîpÂ&ÃæÀ

á{Ê�ÔHÀ�ôHË¾á{Â9Í{½ �VÌHÀ�Ú�Í

I(λ) ≈
∫

Rd

f(x̃) exp


λφ(x̃) +

λ

2

d∑

i,j=1

∇i∇jφ(x̃)(xi − x̃i)(xj − x̃j)


dx

= f(x̃)eλφ(x̃)

(
2π

λ

) d
2 (

det(−∇2φ(x̃))
)− 1

2 .

�$G�� �AJ�^�� �ZT VXT `)_ 
 ^UT QSR ��M T ��MPJ�R
ä<ÇWÊ	ÙPÇ{Ú&ÇWî�ÍþÌHÀLÔaÇWÏ
7	ÛLÀ

f
Ã
φ
âaå�Ú�á�âHÌaÇWÌHÀ�Ä:ÏLÂ&Ã¾ÀUàDÙPÇ{Ú�ÊDÃ¾À{½O¿�Ë1Ç�Ú�É&ÛLÍ�ÄaÐ

λ
7	ÔHá{ÏLÕ�ÇWÛ�ÇWî�Í�ÄLÇ9Ù1Ê{êXÌÆÍDç&É

I(λ) =

∫

Θ
f(x)eiλφ(x)dx,

à�Ú�ÏLÃ¾À
Θ
Å�À�âHÌ ç�á�Ú�ÏLñ&Ã¾á{ÔHÀLî Õ

Rd ½�ä<ÇWÊ&ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í
7�ÛLÀ φ ç�á�âHÃ1Ç{Ú&Ç+à{Ë¾á{ñ	ÇWË¾Â&ÀXî7ÇWÊ�âHÃ¾î�É&î Õ Θ
Õ�ç&É&Â&Ê�Ä:Ã¾À

x̃Â	ÇWË¾ÀLÛ�å{Ä:Í�î�Ú�áÑÕ�Â&êLÌHÔHÏ�Ç
Θ
½$#FÇWî�ÍUÕ�ÌHÀ�Ú�Í ∇φ(x̃) = 0

½�ä<ÇWÊ&ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í+ÌHÀLÛ
7�ÛLÀ ù À�âSâPÅHÇWÂ φ Õ x̃ 7�á{ÏLÂ	Ç{Ä:Ï�ÇWÂDÍç&ÔHÏLÀLÏ ∇2φ(x̃)
7-ÅHÀ�âHÌ�Â&Ã¾ÀLÏ�Ú�ÀLà{ÀLÂ&ÀLÔHádÕ�ÇWÂ9Í{½ �VÌHÀ�Ú�Í

I(λ) ≈
∫

Rd

f(x̃) exp


iλφ(x̃) +

iλ

2

d∑

i,j=1

∇i∇jφ(x̃)(xi − x̃i)(xj − x̃j)


dx

= f(x̃)eiπ
4
ind∇2φ(x̃)eiλφ(x̃)

(
2π

λ

) d
2 ∣∣det∇2φ(x̃))

∣∣− 1
2 .
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�$GHF�� � 
 �'MPT\MPO8J �Z_ V3W `�RUO O � Q a �����POHM � J �5T
éDÕ�á{ñ<á�Ú�Â&ÀXÔ/�dÕ�Â	ÇWÂ&Ã¾À�é�ÄaÐ&Ô/.�Ú�Ã¾Â&à{ÀLÔaÇ)c

i
d

dt
ψt(x) = − 1

2m
∆ψt(x).

ø-�@Õ�Â	ÇWÂ&Ã¾ÀUÚ�ÍDÈPÉ&Ï ÅHÃ &lÄ:Ã¾ÀLç�ÙPÇ (�c
d

dt
ft(x) = κ∆ft(x).

� ç&ÔHádÕ�Ç{Ú �Lî�Í�á{ç<ÀLÔaÇWÌHá{Ô�ç<ê�Ú�É
pi = −i∇xi .�VÌHÀ�Ú�Í −∆ = p2 ½�#Fá{ÛLÂ	Ç�É&á{à
�{Ë¾Â&ÃæöiÔ/�@Õ�Â	ÇWÂ&Ã¾À�é�ÄaÐ&Ô/.�Ú�Ã¾Â&à{ÀLÔaÇ�Ú�á�Ú�Í�âHç<ÀLÔaâHÍdÅ�Â&ÀLà{á�Ô/�@Õ�Â	ÇWÂ&ÃæÇ�é�ÄSÐ&Ô/.�Ú�Ã¾Â&à{ÀLÔaÇ)7à{ÏLÃ¾À

ω
ÅHÀ�âHÌ�Ú�ádÕOá{Ë¾Â	å+ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHå�ç<ê�Ú�É c

i
d

dt
ψt(x) = ω(p)ψt(x).

í&á{ÔHî7ÇWËæÂ&ÀÑÔHá{ÏLÕ�ÃæåWÏ�ÇWÂ&Ã¾À
c
ψt = eitω(p)ψ0.Þ�ÔaÇWÂ	â�ÈPá{ÔHî�Ç{ÄÆÅHÇpí	á{É&ÔHÃ¾ÀLÔaÇ�Õ�Ê{á{Â9ÕOÀLÂ	ÄÆÅ�Ã �ÎÉ&Â&Ã¾ÌaÇWÔHÂ&À Å ��c

ψ̂(ξ) = (2π)−
d
2

∫
ψ(x)e−ixξdx,

ψ(x) = (2π)−
d
2

∫
ψ̂(ξ)eixξdξ.

Þ®ÔaÇWÂ	âHÈPá{ÔHî7Ç{ÄÆÅaÇpí&á{É&ÔHÃæÀLÔaÇ�Ú�ÃæÇWà{á{Â	ÇWË¾Ã¾ÏLÉ-ÅHÀ£ç�ê�Ú\c
p̂ψ(ξ) = ξψ̂(ξ).

� à
�{Ë¾Â&Ã¾À Å
ω̂(p)ψ(ξ) = ω(ξ)ψ̂(ξ).¿�ËæÇWÌHÀLà{á
i
d

dt
ψ̂t(ξ) = ω(ξ)ψ̂t(ξ),

ψ̂t(ξ) = e−itω(ξ)ψ̂0(ξ).� ÔHÀLç&ÔHÀLÏLÀLÂ9ÌaÇ{ÄÆÅHÃ�ç<áDÙ1á{ÛLÀLÂ&Ã¾á@Õ�À Å

ψt(x) =

∫
Ut(x− y)ψ0(y)dy,

à�Ú�ÏLÃ¾À �Îç&ÔHá{ç	ÇWà�ÇWÌHá{Ô � ÅHÀ�âHÌ�Ô/�dÕ�ÂDÍ

Ut(x) = (2π)−d
∫

e−itω(ξ)+ixξdξ.

� ç&ÔHÏLÍDç	Ç{Ú�Ê�ÉµÚ�ÍDÈPÉ&Ï ÅHÃ®Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í

ft(x) =

∫
(4πκt)−

d
2 e−

(x−y)2

4κt f0(y)dy.

ä<ÇWÉ9Õ�ÇWÛLî�Í
7<ÛLÀ

Ö{Ò



&H¼2( ∫
ft(x)dx =

∫
f0(x)dx

�

&oÒ�(
f0 ≥ 0

Ã¾îpç&ËæÃ¾ÊDÉ-ÅHÀ
ft ≥ 0

�

&o×�( ∫ |ft|2(x)dx =
∫
|f0|2(x)dx

½
¿�ËæÇ�âHÕOá{ñ�á�Ú�Â&ÀLà{ápÔ/�@Õ�Â	ÇWÂ&ÃæÇ�é�ÄaÐ&Ô/.�Ú�Ã¾Â&à{ÀLÔaÇ�Ï

m = 1
î�ÇWî�Í

ψt(x) =

∫
(2πti)−

d
2 e

i(x−y)2

2t ψ0(y)dy.

#eÇWî�Í ∫ |ψt|2(x)dx =
∫
|ψ0|2(x)dx

½
�$GHF F � �5T\M 
2V � � �0T QSRUT���J���J�M � �5J	� T

ü Ã¾À�ÄaÐ Ω
ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾ÀÑÕ�Í�ç&É&Ê&Ù1Í�î!ÏLñ&Ã¾á{ÔHÀLî Õ

Rd Ç
Ω 3 ξ 7→ ω(ξ) ∈ R

&o×�½jè@Ü)(
Â&Ã¾À�ÄSÐ�ñ<ê�Ú�ÏLÃ¾À}ÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅaå Õ�Í�ç&É&Ê&ÙPå�Ê�ËæÇ{âHÍ

C2 ½}é�Ä:ÃæôHË¾À Å�ÔHÏLÀ�Ä:Ï ñ&Ã¾á{Ôaå{ÄU7WÏ�ÇWÊ&ÙPÇ{Ú&ÇWî�Í
7�ÛLÀ Ú�ËæÇ�Ô/�{ÛLÂDÍ�ÄSÐ ξ1, ξ2 ∈ Ω,
ξ1 6= ξ2

7
0 < τ < 1

7
τω(ξ1) + (1 − τ)ω(ξ2) > ω (τξ1 + (1 − τ)ξ2) .�VÌHÀ�Ú�Í

Ω 3 ξ 7→ v(ξ) := ∇ω(ξ) ∈ Rd &o×�½jèWÖ�(
ÅHÀ�âHÌ�ÈPÉ&Â&Ê�ÄÆÅaåsÔ/�{ÛLÂ&ádÕOÇWÔHÌHá�ôSÄ:Ã¾ádÕ�å�½ ü ÃæÀ�ÄaÐ Ω̃

ñ�ê�Ú�ÏLÃ¾À+á{ñ&ÔaÇWÏLÀLî &o×�½jèWÖ�(a½�õ{À�âHÌ£ÌHá�ÏLñ&Ã �{Ô£Õ�Í�ç&É&Ê&Ù1Í{½ #Fá{ÛLÂ	Ç
Ï�Ú�À:Á	Â&Ã¾á@ÕOÇ{öÑÈuÉ&Â&Ê�ÄÆÅHê

Ω̃ 3 v 7→ ξ(v) ∈ Ωá�Ú�Õ�ÔHá{ÌHÂ	åpÚ�á'&o×�½jè@Ü)(a½�Þ�ÔaÇWÂ	â�ÈPá{ÔHî�Ç{ÄÆÅ�ê %®ÀLà{ÀLÂ	Ú�ÔHÀ{ß Ç7Ú�À:Á	Â&Ã¾É-ÅHÀLî�ÍUÅaÇWÊ{á
ω̃(v) := vξ(v) − ω(ξ(v)).

�  p·1³����iº�³D¯�·P³ � ��� &H¼2( ∇ω̃(v) = ξ(v)
�

&oÒ�( ∇2ω̃(v) = ∇vξ(v) =
(
∇2
ξω(ξ(v))

)−1 � � '�$=�1+
ω̃
8N�)>�$�&h*@- 3%6 td'%�

&o×�( ˜̃ω(ξ) = ω(ξ)
�

� �  �I���� &H¼2(
∇vω̃(v) = ξ(v) + v∇vξ(v) −∇ξω(ξ(v))∇vξ(v) = ξ(v).

&oÒ�(
∇2
vω̃(v) = ∇vξ(v) = ∇ξv(ξ(v))

−1 =
(
∇2
ξω(ξ(v))

)−1
.

&o×�(
˜̃ω(ξ) = ξv(ξ) − v(ξ)ξ(v(ξ)) + ω(ξ(v(ξ))) = ω(v).

2

� �-º{¹®°�� ´k��¹\�
&H¼2(

Ω = Rd 7 ω(ξ) = ξ2

2m

7
Ω̃ = Rd 7 ω̃(v) = mv2

2

½
&oÒ�(

Ω = Rd 7 ω(ξ) =
√
ξ2 +m2

7
Ω = {v ∈ Rd : |v| < 1} 7 ω̃(ξ) = −m

√
1 − v2

½
&o×�(

Ω = R
7
ω(ξ) = eξ

7
Ω̃ =]0,∞[

7
ω̃(v) = v log v − v

½

Ö{×



�$GHF � I _ 
��-J � 
 _�RUMPJ � 
 �'M T M OHJ �$Q5a � � �ZO8M ��J ��T ` � T �5T � J�^ ��J �
~

� ç&ÔHádÕ�Ç{Ú �Lî�Í�î�Ç9Ù1Í�ç	ÇWÔaÇWîpÀLÌHÔ
~
½Oä�îpÃæÀLó&î�ÍsÚ�À:Á	Â&ÃæÄÆÅ�êÑç<ê�Ú�É>Ã�ÀLÂ&ÀLÔHà{Ã¾Ã8c

pi = −i~∇xi , E = i~∂t.

¿�Í�âaç�ÀLÔaâHÍdÅHÂ&À�Ô/�@Õ�Â	ÇWÂ&Ã¾À�é�ÄSÐ&Ô/.�Ú�Ã¾Â&à{ÀLÔaÇ7Õ�ç�á�âaÌaÇ{Ä:Ã�Ï�Ç�Õ�Ã¾ÀLÔaÇ@Åaå{Ä:À Å
~
c

i~
d

dt
ψt(x) = ω(p)ψt(x).

&o×�½jèWã�(
#eÇ+á{Â&ápÔHá{ÏLÕ�ÃæåWÏ�ÇWÂ&Ã¾À
c

ψt = e
itω(p)

~ ψ0.
*�ñ9ÍUÅ�ÀÑÔHá{ÏLÕ�ÃæåWÏ�Ç{öXÕ�ÍDà{á�Ú�Â&Ã¾À�ÅHÀ�âHÌ�Ï�Ç{âHÌHá�âHá@ÕOÇ{öUâaÀLîpÃ¾Ê�ËæÇ{âHÍ�Ä:ÏLÂ	åXÕ�ÀLÔaâuÅ�êXÌHÔaÇWÂ	âHÈPá{ÔHî7Ç{ÄÆÅHÃ®í&á{É&ÔHÃ¾ÀLÔaÇ)c

ψ̂(ξ) = (2π~)−
d
2

∫
ψ(x)e−

ixξ
~ dx,

ψ(x) = (2π~)−
d
2

∫
ψ̂(ξ)e

ixξ
~ dξ.

#eÇ+á{Â	Ç�Õ�ÙPÇ{âHÂ&á�ôaÄ:Ã
∫

|ψ(x)|2dx =

∫
|ψ(ξ)|2dξ,

ω̂(p)ψ(ξ) = ω(ξ)ψ̂(ξ).

ð�ÔHá{ç	ÇWà�ÇWÌHá{Ô�Õ�ÍDÂ&á�âHÃ
Ut(x) = (2π~)−d

∫
e

−itω(ξ)+i(x−y)ξ
~ dξ.

�$GHF � � �5T\MPO8Q)T 
2J �0O Y ]HT 
�_ZQ)`�M T �Z_ 
��-J � 
�_�RUMPJ�R J
� ��]8W QSRUO
ä<Ç9Ù �{ÛLî�Í
7�ÛLÀ

ψt(x)
ÀLÕOá{Ë¾É&É-Å�ÀFÏLà{á�Ú�Â&ÃæÀ>Ï>Ô/�dÕ�Â	ÇWÂ&ÃæÀLî &o×�½jèWã�(a½ ØOÐ	Ä:ÀLî�ÍCÕ�ÍDÏLÂ	Ç{Ä:ÏLÍ�ö>ç&ÔHá{ç	ÇWà�Ç{ÄÆÅHêeÚ�Ë1Ç

î7Ç9Ù1Í�ÄaÐ>Õ�ÇWÔHÌHá�ôaÄ:Ã
~
Õ�Ï�ÇWË¾ÀLÛLÂ&á�ôaÄ:Ã�á�Ú

ψ̂0ü Ã¾À�ÄaÐ v(ξ) Ã ω̃(x)
ñ<ê�Ú&å�Ï�Ú�À:Á	Â&Ã¾á@ÕOÇWÂ&À�ÅHÇWÊsÕ�ç�á�Ú�ÔHá{Ï�Ú�ÏLÃæÇWË¾ÀX×�½¾¼{¼W½Z�VÌHÀ�Ú�Í

ψt(x) ≈ exp
(
i
π

4
ind∇ξv(ξ(x/t)

)

×t− d
2 |det |∇ξv(ξ(x/t)|−

1
2 exp

(
it

~
ω̃(x/t)

)
ψ̂0 ((ξ(x/t)) .

&o×�½jè{è5(
ØOÏLÍ�Ë¾Ã9ç	Ç{Ä:ÏLÊWÇ�ÈuÇWË¾á@ÕOÇ�á�ç�ê�Ú�ÏLÃ¾À

ξ
ç<á�Ú�Ô/�{ÛLÉ-ÅHÀOÏ ç&ÔHê�Ú�Ê{á�ôaÄ:Ã1å

v(ξ) = ∇ω(ξ)
ÏLÕ�ÇWÂ	å��Îç&ÔHê�Ú�Ê{á�ôaÄ:Ãæå�à{ÔHÉ&ç�á@ÕOå��a½

ä<ÇWÉ9Õ�ÇWÛLî�Í�ç&ÔHÏLÍsÌÎÍ�î,7&ÛLÀXÂ&á{ÔHî�Ç
L2 ç&ÔaÇ�ÕOÀ Å�âHÌHÔHá{Â9ÍK&o×�½jè{è5(�Â&Ã¾ÀÑÏ�ÇWËæÀLÛLÍ7á�Ú>Ä:Ï�Ç{âHÉ�½

*�ñ9Ísá{ÌHÔHÏLÍDî�Ç{ö�&o×�½jè{è5(�Ï�ÇWç&ÃæâHÉ-ÅHÀLî�Í
ψt(x)

Õ�ç<á�âHÌaÇ{Ä:Ã

ψt(x) = (2π~)−
d
2

∫
exp

(
iφt(x, ξ)

~

)
ψ̂0(ξ)dξ,

Ö-Ü



à�Ú�ÏLÃ¾À
φt(x, ξ) = −tω(ξ) + xξ.

éDÌHá�âHÉ-ÅHÀLî�ÍsîpÀLÌHá�Ú�ê£ÈuÇWÏLÍþâHÌaÇ{ÄÆÅHá{Â	ÇWÔHÂ&À Å

∇ξφ(x, ξ) = −t∇ξω(x) + x.

ä<ÇWÌHÀLî
x/t = ∇ξω(ξ) = v(ξ),

φ (x, ξ(x/t)) = xξ(x/t) − tω (ξ(x/t)) = tω̃(x/t).
ð�á{Ï�ÇpÌÎÍ�î

∇2
ξφ(x, ξ) = −t∇2ω(ξ) = −t∇ξv(ξ).

#FÀLÌHá�Ú&Ç�ÈuÇWÏLÍsâHÌaÇ{ÄÆÅ�á{Â	ÇWÔHÂ&À Å�ç&ÔHá@ÕOÇ{Ú�ÏLÃ�Ú�á

ψt(x) ≈ (2π~)−
d
2 (2π~)

d
2 exp

(
i
π

4
ind∇ξv(ξ(x/t)

)

×t− d
2 |det |∇ξv(ξ(x/t)|−

1
2 exp

(
it

~
ω̃(x/t)

)
ψ̂0 ((ξ(x/t))) ,

ÏÑÊ�Ì/�{ÔHÀLà{ápÕ�ÍDÂ&ÃæÊ-Ç+Õ�Ï��{Ô &o×�½jè{è5(a½
�$GHF � � 
 �'MPT\MPO8J � ]HJ�O8MPT ��� � � � ��MPT � VXT\] � � J
ð�á{Â&Ã¾Û�âHÏLÀpÔ/�@Õ�Â	ÇWÂ&Ã¾À�Ú�ËæÇ

m 6= 0
Â	ÇWÏLÍ�ÕOÇFâHÃ¾ê�Ô/�@Õ�Â	ÇWÂ&Ã¾ÀLî Ó£Ë¾ÀLÃæÂ	Ç213
�á{ÔaÚ�á{Â	Ç>Ç>Ú�ËæÇ

m = 0
Ô/�@Õ�Â	ÇWÂ&Ã¾ÀLî

ÈlÇWË¾ádÕ�Í�î,c
∂2
t ψ(t, x) = (∆ −m2)ψ(t, x).

&o×�½jèWì�(
�  p·1³����iº�³D¯�·P³ � ��� � 4 '�819%� ψ(t, ·) �

∂tψ(t, ·) � R�' t = 0
+{"�D��?+f* "�$�(  *,+{' �<(�"  &h�!9  ' 4 ���<(dC%& 4 ' 4 �!'
 w ����� G & � "�&�",R 4 �08f���5&h��R��  �u&  "�( 3

ψ(t) = −∂tG(t)ψ(0) +G(t)∂tψ(0),

T �� �!� 21354k6 �!8?' V (���� 4 ' G(t)
8?�)>1$  ' � ' 4 'u-�(  �  
G(t) = − i

2
(−∆ +m2)−

1
2 eit

√
−∆+m2

+
i

2
(−∆ +m2)−

1
2 e−it

√
−∆+m2

.

� �  �I���� &o×�½jèWì�(�îpá{ÛLÂ	Ç+ç&ÔHÏLÀLç&ÃæâaÇ{ö£Õ Èuá{ÔHîpÃ¾À
(
i∂t −

√
−∆ +m2

)(
i∂t +

√
−∆ +m2

)
ψ = 0.

¿�ÏLÃ¾ÀLË¾Ã¾î�Í
ψ
Â	Ç7Ä:ÏLê�ôaö£ápÚ�á�Ú&ÇWÌHÂ&ÃæÀ Å Ã�É-ÅHÀLîpÂ&À Å�Ä:ÏLê�âHÌHá{ÌHË¾Ã¾ÕOá�ôaÄ:ÃHc

ψ = ψ+ + ψ−
7	à�Ú�ÏLÃæÀ

(
i∂t ±

√
−∆ +m2

)
ψ± = 0.

Ö{Ö



#eÇWî�Í

ψ =
1

2

(
1 − i(−∆ +m2)−

1
2∂t

)
ψ

+
1

2

(
1 + i(−∆ +m2)−

1
2 ∂t

)
ψ.

¿�ËæÇWÌHÀLà{á
ψ± =

1

2

(
1 ∓ i(−∆ +m2)−

1
2 ∂t

)
ψ.

éDÌHá�âHÉ-Åaå{Ä
ψ±(t) = e±i

√
−∆+m2

ψ±(0),
Ú�á�âHÌaÇ@ÅHÀLî�Í

ψ(t) = ei
√
−∆+m2

ψ+(0) + e−i
√
−∆+m2

ψ−(0)

=
1

2
(eit

√
−∆+m2

+ e−it
√
−∆+m2

)ψ(0)

+
i

2

(
−(∆ +m2)−

1
2 eit

√
−∆+m2

+ (−∆ +m2)−
1
2 e−it

√
−∆+m2

)
∂tψ(0).

2
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