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1 Funkcje analityczne

1.1 Definicja funkcji analitycznych

Utozsamiamy R? z C odwzorowaniem R? > (z,y) — 2 := z+iy € C. Wprowadzamy nastepujace
operatory dzialajce na C

0. = (0 —id,), 0= (D +idy).

i jednoformy:
dz =dz +idy, dz =dz —idy.



Zauwazmy, ze
0,z=1, 0,z=0,

0z2=0, 0z =1,
df =0, fdz + 0zfdz.
Twierdzenie 1.1 (Definicja funkcji holomorficznej). Niech Q2 C C bedzie otwartym podzbiorem

i Q3 2z f(2) € C funkcjg. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
1) (Rézniczkowalnos$é w sensie zespolonym) Dla kazdego zy € 2 istnieje

MOEFIE)

z2—20 zZ— 20

. (1.1)

Granice te nazywamy pochodng w sensie zespolonym funkcji f w zy. Jest ona oznaczana przez

0. f(20). Stosujemy tez oznaczenia f'(zg) @ %

2) (Warunki Cauchy’ego—Riemanna) Funkcja [ jest jednokrotnie rézniczkowalna w sensie
rzeczywistym i spetnione sq nastepujgce wzory:

Opu = Oyv,
Oxv = —0yu,

gdzie u = Ref, v =Imf.
3) Funkcja f jest jednokrotnie rézniczkowalna w sensie rzeczywistym i zachodzi

o=zf = 0.

4) (Analityczno$¢) Dla kazdego zy € Q2 istnieje r > 0 takie, zZe na K(zo,r)

flz) = Zan(z —20)".
0

Definicja 1.2 Funkcje f speiniajgcg jeden, a zatem i wszystkie, powyzsze warunki nazywamy
funkcjg holomorficzng na Q) lub, co traktujemy jako synonim, funkcjg analityczng na €.

Dowéd Twierdzenia 1.1. Udowodnijmy 1) = 2). We wzorze

f(z0 + h) — f(20)
h )
gdzie h = h, + ih,, mozemy potozy¢ h, = 0 i zbiegaé¢ z h, — 0, wtedy dostajemy

f(20+hm) —f(Z)

)=

f'(20) oy . Ozu(20) + 10,v(20) (1.2)
lub mozemy trzymaé h, = 0, wtedy
oy
Feo) = tim LT ZTE) 4 0,000) (13)
hy—0 Zhy



Przez poréwnanie (1.2) i (1.3) dostajemy wzory Cauchy’ego-Riemanna.
Rownowaznosé 2) i 3) jest oczywista.
Udowodnijmy teraz 2) = 1). Rozniczkowalno$¢ w sensie rzeczywistym oznacza, ze

f(z0+h) = f(z0) + f'(20)h + R(z0,h)

gdzie f'(zy) oznacza macierz Jacobiego pochodnej

Ozu  Oyu
Oz Oyv |’
h jest wektorem
hy
hy
* R(zg,h
RG]
h—0 |h|

Mozna to zapisaé jako

f(zo+h) = f(z0) = 0rf(20)ha + Oy f(20)hy + R(20,h)
= azf(ZO)(hm + Zhy) + a?f(z(])(h:v - Zhy) + R(Z(]a h)

Z tego wynika istnienie granicy (1.1) i to, ze jest rowna 0, f(20).
Dowo6d réwnowaznosci warunku 4) zostawiamy na pézniej. O

Stwierdzenie 1.3 Jesli f, g sq holomorficzne w (), to réwniez f+g i fg. Jesli w dodatku f # 0
na €, to % jest holomorficzna na Q. Jesli f jest holomorficzne na QL a g na f(QQ), to gof jest

holomorficzne na Q. Jesli f jest bijekcjg 2 Q na f(Q) i f~1 jest funkejg odwrotng do f, to f~!
jest holomorficzne na f(2). Zachodzq wzory

(f+9) =L+ Ly,

(f9) = (&Ng+ [ 9,

_ _Lif
9of (2) = dp9(w) g5 f(2), gdzie f(z) = w,
d -1 _ 1 - _

15 (w) o) gdzie f(z) = w.

§le &l &= &l
e

Whniosek 1.4 Funkcja wymierna, czyli funkcja postaci

P(z)
Q2)’

gdzie P, Q) sq wielomianami, jest holomorficzna poza zerami Q(z).



1.2 Krzywe

Krzywa sparametryzowana nazywamy odwzorowanie ciggle
10,1[> 7 — ~(7) € C. (1.4)

Na og6t bedziemy milczaco zakladali, ze v jest kawatkami gladka.

W zbiorze krzywych wprowadzamy relacje: 1 ~ 79, gdy istnieje kawaltkami gltadka rosnaca
bijekcja ]0,1[> 7 — k(1) €]0,1] taka, ze 713 = 72 o K. Jest to relacja réwnowaznosci. Klase
abstrakcji wzgledem tej relacji nazywamy krzywa zorientowana (niesparametryzowana).

W zbiorze krzywych wprowadzamy tez relacje: v; ~ 79, gdy istnieje kawatkami gltadka ros-
naca lub malejaca bijekcja |0, 1[> 7 — k(1) €]0,1] taka, ze v1 = 72 o k. Jest to rowniez relacja
rownowaznosci. Klase abstrakcji wzgledem tej relacji nazywamy krzywa niezorientowana (nies-
parametryzowana).

W definicji (1.4) mozna réwniez zamieni¢ |0, 1[ na [0,1], ]0,1], [0,1] badz S! (okrag). W
ostatnim wypadku mamy do czynienia z krzywa zamknieta.

Zaltozmy, ze brzeg zbioru otwartego sktada sie z krzywych zamknietych. Wtedy kazda z tych
krzywych ma naturalng orientacje: posuwamy sie wzdluz niej w dodatnim kierunku, jesli zbiér
mamy z lewej strony.

1.3 Calki wzdluz krzywych

Niech krzywa 7 bedzie sparametryzowana przez [0,1] > 7 — (1) € Q. Zakladamy, ze parame-
tryzacja jest kawalkami C'. Zalézmy tez, ze na ([0, 1]) okreslona jest funkcja f (niekoniecznie
holomorficzna). Zdefiniujmy catke z funkcji f po krzywej v wzorem

1
dvy(r
[ = [ s iar (15)
¥ 0 T
Definicja ta nie zalezy od parametryzacji zachowujacej orientacje. Przy zmianie orientacji zmienia

sie znak catki,
Wprowadzamy réwniez oznaczenie na niezorientowana catke wzdluz krzywej ~:

[ serasti= [ om0

Definicja ta nie zalezy od parametryzacji, rowniez zmieniajacej orientacje.

dr.

Zauwazmy, ze

L F(2)g(2)dz

< / F@Ndz sup g(2).

z€7[0,1]
Przyklad. Niech v bedzie okregiem [0,27] 5 ¢ +— eia + b € C.
2 ) )
/z"dz = / i(ae'® + b)"ae'®de
¥ 0

n 21
— Z / ambnfmi . ei(erl)d)d(b — O,
—0V0

nl
‘ m!l(n —m)!



2m
/z"|dz| = / (ael® + b)"ade
0 0
= b "a2m;
2m . _ .
/Edz = / (@ + b)ae'®idg
o7 0

= i27|al®

1.4 Twierdzenie Cauchy’ego i jego konsekwencje
Twierdzenie 1.5 (Twierdzenie (Eiuchy’ego). Niech f bedzie holomorficzna na otwartym i

ograniczonym zbiorze § i ciggta na 2. Wtedy

f(z)dz = 0. (1.6)
o

Dowdd. Korzystamy z twierdzenia Stokesa:

Joq f()dz = [, df Adz = [;,8:fdZ Adz = 0.

a

Wnhiosek 1.6 (Wzoér Cauchy’ego) Przy tych samych zatozeniach, co powyzej, jesli zo € Q, to

flao) = —— [ L2 4, (1.7)

21 Joq 2 — 20

Dowd6d. Funkcja j£—2 jest holomorficzna w Q\ K (29, r). Zatem
— f(z)
0 = fo@\K(eor) =592

_ f(z f(z
- fBQ z—(z)o dz — faK(Z()J’) z—(zi) dz

Ale przez podstawienie z = zy + re!? dostajemy, ze

lim 16 4

z = 27if(20).
r—0 OK (z0,7) ¥ — 20

a

Whniosek 1.7 Kazda funkcja holomorficzna jest rézniczkowalna nieskoriczenie wiele razy w sen-
sie zespolonym. Zachodzi wzor

o

£ (z0) = 2= /89 & jij§n+1dz- (1.8)



Whiosek 1.8 (Nieré6wnos§é Cauchy’ego) Jesli [ jest holomorficzna w K(zo,7) i ciggla na
K (zp,7), to
n!

FO) < 5 s 15(2) (L9)

r z€K (zo,r)
Wnhiosek 1.9 (Twierdzenie Liouville’a) Kazda funkcja holomorficzna na C i ograniczona jest
stata.
Dowéd. Dla dowolnego zp € Cir > 0 z nieréwnosci Cauchy’ego wynika oszacowanie

/()| < el

Zatem f'=0.0

Wnhiosek 1.10 (Twierdzenie Gaussa) Kazdy wielomian rézny od statej ma na C miejsce ze-
rowe.

Dowod. Zalozmy, ze wielomian P(z) stopnia n > 1 nie ma pierwiastka. Niech

f(z) = (P(2)"".

Wtedy f jest holomorficzna na C. Poza tym, wiemy, ze dla z > R, |P(z)| > |z|". Zatem,
lim,|_, f(2) = 0. Funkcja ciagta zbiezna do zera w nieskoficzonosci jest ograniczona. A wigc z
Twierdzenia Liouville’a wynika, ze f jest stala. O

1.5 Zwiazki dyspersyjne

Warto$é¢ gtowna calki z gﬁ—i)} definiujemy jako

e[ ) e

Twierdzenie 1.11 (Wzér Sochockiego) Niech —{- € L' i |f(¢) — f(w)| < c|€ —wl|®, niech f

1+[e]
bedzie ciggta w w i w pewnym otoczeniu w, | (&) — f(w)| < c|€ —w|®, § > 0. Wtedy
S f(§)

Twierdzenie 1.12 (Zwiazki dyspersyjne) Niech [ bedzie ciggta na {Imz > 0} i analityczna
w {Imz > 0}. Zakladamy, e na R jest rézniczkowalna, —— € L' lim,| oo f(w) = 0. Niech

7 14 |w]
f = fr+1f1 bedzie rozktadem na cze$é rzeczywistq i urojong. Wtedy dla w € R
1 fi(§)
= —P [ —=d
fr(w) Ll S
1
fw) = 2 [ 128
s E—w



Dowédd.
1 f(©)
flw+ie) = 2_7ri/§—ie—wd£
Nastepnie korzystamy z tego, ze f(w + i€) — f(w) i ze wzoru Sochockiego:
. f(€ . f(&)
O

Fizyczne zastosowania Twierdzenia 1.12 sa oparte na nastepujacym schemacie. Zalézmy, ze
g(t) jest “bodzcem” a h(t) “reakcja”. Zakladamy, ze h(t) zalezy od g(t) liniowo i przyczynowo.
Oznacza to, ze

h(t) = /OOO €(s)g(t — s)ds. (1.10)
Po przejs$ciu do transformat Fouriera dostajemy
hw) = éw)g§(w).
(Stosujemy konwencje é(w) = [e(t)e™dt.) Zalézmy, ze e € L. Wtedy funkcja ¢ przedluza sie
analitycznie na {Imz > 0} i zatem stosuje sie do niej powyzsze twierdzenie.
1.6 Szeregi potegowe

Ponizsze twierdzenie implikuje rownowazno$¢ warunku 4) z twierdzenia 1.1 z pozostalymi warunk-
ami.

Twierdzenie 1.13 1) Niech (ag, a1, ...) bedzie ciggiem i

p~t = limsup |a, |/ (1.11)
n—oo
Wted
edy .
f(z) = Zanz”
n=0

2) Niech f(z) bedzie holomorficzna w kole K(0,7). Wtedy jesli
_ /™)

n!

an I

to

lim sup |a, |'/" < r~!
n—oo



i w K(0,7) mamy
f(z) = Z anz".
n=0

Dow6d. Udowodnijmy 1). Niech py < p1 < p. Wtedy dla n > Ny, |a,| < p;". Zatem dla
N > Ny
002 an =" < S0y ol = oy V[N (1= B

Czyli
N
fn(z) = Zanz"
n=0

spelnia dla No < Ny < Ny iz € K(0, p2)

= Fal < Moy = B2
P1

Czyli fn jest zbiezny jednostajnie w K (0, p2), a wiec niemal jednostajnie w K (0, p) do funkcji
f(2). Podobnie pochodne f(z) sa granica niemal jednostajna pochodnych tego ciagu. Kazdy
z elementéw tego ciggu spelnia warunki Cauchy’ego—Riemanna. Zatem i granica spelnia te
warunki.

Udowodnijmy teraz 2). Z nieréwnosci Cauchy’ego wynika, ze jesli 71 < r, to istnieje C'
takie,ze

lan| < Cry"

Zatem szereg
o0
g anz"
n=0

jest zbiezny w kole K (0,71). Korzystajac z jednostajnej zbieznosci przy zamianie kolejnosci
catkowania i sumowania dla ry < r; dostajemy

flz) = ﬁ fBK(O,rg) ﬁ@df

1 £ 1
= 571 Jor (0.m) e

= ﬁ Do 2" faK(O,m) gfrf—i)ldﬁ

(n)
=3 e L !(0)

n

W praktyce wystarczaja prostsze kryteria:
1) (Kryterium D’Alemberta) Jesli

. ’an—i-l‘




istnieje, to jest rowne (1.11);
2) (Kryterium Cauchy’ego) Jesli

lim |a,|"/"
n—oo

istnieje, to jest réwne (1.11).
Przyklady rozwinieé¢ funkcji analitycznych

(1—2)" Zz |z| <1,

(o]
1)... —1
(1—2)*’”:5 m(m + 1) '(m+n )z”, |z <1, m=12,...;
n

n=0
/m
(1—|—z)m:§ < >z", 2€C, m=0,1,....
n
n=0

Twierdzenie 1.14 (Rozwiniecie w szereg Laurent’a) Niech funkcja f bedzie holomorficzna
w pierscieniu
{z : r<|z| < R},

gdzie 0 < r < R < oco. Wtedy na tym pierscieniu
o0
> a2 (1.12)
n=—o00

Wspotczynniki b, mozna obliczyé ze wzoru

yo_ L 1(©)

2m Jor(o,p) €

de.

gdzie r < p < R.
Dowo6d. Niech r < r; < |z| < Ry < R. Wtedy
/() J L€~ 5 orc(ry0) Eordé
27r1 0K ( Rl, § z 27r1 0K (r1,0)

= Zn 0 27r1 f@K R1,0) gn(il 2§ + Zn 0 27r1 f@K (r1,0) z"+1§nd§
=3 b

Przyklad. Funkcja

ma nastepujace rozwiniecia

10



[e.e] o0
- Z g 227"712", 1<z <2
n=0 n=0

o
=D (1+2m 2< 2,

n=0

1.7 Funkcja wykladnicza

Funkcje wyktadnicza mozna zdefiniowaé przez szereg

1
z n
ef = E il z € C.
n=0

Funkcja ta ma nastepujace wlasnosci:

e*le?2 — ezl+227

—z 1

€ = o=
d .z _ A2
ae = e7,
"z —

e* = e”,

e =1 wtedy i tylko wtedy gdy z = 2kn, k € Z.

7 funkcja e* zwiazane sg funkcje trygonometryczne

eiz + e—iz ) eiz _ e—iz
cosz:=——, sinzg (= ———,
2 21
i hiperboliczne
z —Zz z —Zz
e +e e —e
chz:=—, shz i = ———
2 2

Funkcje €7, cos z, sin z, chz i shz obciete do R maja wartosci rzeczywiste. Mozemy przy ich
pomocy wyrazi¢ € jak nastepuje:

e® W = e”(cos y + isiny).

Funkcje cos z, sin z, chz i shz s3 w pewnym sensie przeluzeniami analitycznymi jednej funkcji,
na przyklad chz:
sht = —ich(t —if), sint = ch(it —iF).

Oto wtlasnosci funkcji chz:
chz = ch(—z), ch(z+ir)= —chz,

i0,chz = ch(z +13), ch®z +ch?(z +i%) = 1.

11



1.8 Funkcja logarytm i funkcja potegowa

Funkcja e* przeksztalca bijektywnie pas {z : —7 < Imz < 7} na C\] — 00, 0]. Funkcje odwrotna

do e* okreslong na
C\] — o0, 0] (1.13)

nazywamy galezia giéwna logarytmu i oznaczamy logy 2. (Dziedzina (1.13) zostala wybrana
do$é arbitralnie). Ma wtasnosci:

d 1
1z log(o) z = Z
log(o) 1=0.
Dostajemy zatem wzoér
dw
log(o) z = —
y W

gdzie ~y jest dowolnym konturem wewnatrz (1.13) zaczynajacym sie w 1 i koiczacym sie w z.
Czasami przydatna jest funkcja argument (ktéra nie jest holomorficzna)

arg )z := Imlog ) .

Wychodzac ze wzoru

d
—log() (1 +2) =

dz 1+2
i caltkujac rozwiniecie dla ?b dostajemy
co (_1 n+1
log(o)(1+2) = — " <1
n=0

Zauwazmy, ze dla zdefiniowanej powyzej funkcji logarytm nie dla wszystkich 2,29 € C\] —
00, 0] zachodzi wzoér
log gy (2122) = log(gy 21 + log ) 22. (1.14)
(1.14) jest spelniony, jesli |argz; + argzs| < 7.
Funkcja log g) = obcigta do R ma wartosci w R. Funkcje log ) 2 mozemy nastepujaco wyrazic
przez funkcje rzeczywiste:

log(g) (r(cos¢ +ising)) =logr +ip, r € Ry, ¢ €] —m,w|.
Jesli p € C, to definiujemy galaz gléwna funkcji potegowej jako
C\| — ,0] 2 z — Zﬁ)) = eH1o80) %,

Zauwazmy, ze gdy i1 € Z to powyzsza definicja sprowadza sie do zwyklej potegi (ktoéra zdefin-
iowana jest na calym C, by¢ moze z wyjatkiem {0}). Mamy tozsamosci

b
Tg =1

d pu _ , p1

EZ(O) - /’[/Z(O) )

pitpz o p1

Z(Ol) P = 2(01)2(02)7 largz; + argzo| < .

12



Zdefinujmy

n n!

(M) _HAp=D...(p—n+1)

Wtedy wychodzac ze wzoru Taylora dostajemy nastepujace rozwiniecie funkcji potegowej:
— (1
Mo n
(1 —i—z)(o) = Z% <n>z , 2zl < 1.
n—=

Funkcja zég) dla z € Ry i p € R ma wartoéci w R. Funkcje zﬁ)) mozemy nastepujaco wyrazié

przez funkcje rzeczywiste:
(r(cos ¢ + isin gb))‘(lOJ)”ﬁ = pe PriaetiBlog) T e R p €] —m, 7.

Niech 6 € R. Funkcja e* jest bijekcja réwniez je§li damy jej nastepujaca dziedzine i przeci-
wdziedzine: ‘
{z : -1 <Imz<B+47}3 2z e € C\e¥| - 00,0].

Odwrotna do niej funkcja tez bedzie nazywana logarytmem. Bedziemy ja oznaczaé
Qg :=C\e’] — 00,0] 3 z log g (2)-

Zauwazmy, ze jesli ¢ < 02 < 01+2m, to na jednej ze spojnych sktadowych Q)N Q(4,) logy, (2) =
logg, (2) na drugiej zas, logy,) 2 + i2m = logg,) 2.
Podobnie mozna zdefiniowaé

B oplogigy(2)
anz»—>z(€) = el 8O\,

Jesli 01 < 0 < 01 + 27, to na jednej ze spojnych sktadowych gy, N Qy, mamy 2?01) = 2?02) na
drugiej za$, zégl)ei%“ = éf%)

Jesli p jest wymierne i réwne nieskracalnemu utamkowi g, to

2(g) = H(o4q2n)

W przyszlosci bedziemy traktowac log ) i 2?0) jako standardowe odmiany funkcji logarytm

i funkcji potegowej i bedziemy pomija¢ indeks (0).

1.9 Punkty osobliwe funkcji analitycznych

Punkt zp nazywamy izolowanym punktem osobliwym funkcji f jesli istnieje r > 0 taki, ze f jest
holomorficzna na K (zg,7)\{z0} ale z( nie nalezy do dziedziny funkcji f. Rozrozniamy nastepujace
przypadki.

Twierdzenie 1.15 (1) Funkcja f ma w zo osobliwo$¢ pozorng (usuwalna) gdy istnieje

lim f(z) # oo.

z2—20
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(2) Funkcja f ma w zy biegun rzedu k = 1,2,... gdy istnieje

lim f(z)(z — 20) # 0, c0.

z—20

(3) Jesli izolowany punkt osobliwy zy nie jest ani osobliwoscig pozorng ani biegunem, to mowimy,
ze funkcja f ma w zy osobliwo$¢ istotna.

W wyzej opisanej sytuacji wiemy, ze dla pewnego R > 0 mozemy rozwinaé¢ funkcje f na
K(z0,R)\{z0} w szereg Laurenta:

Mozemy wtedy rozpoznaé typ osobliwosci:

Twierdzenie 1.16 (1) Funkcja f ma w 2y 0sobliwosé pozorng (usuwalng) < a, =0 dla n =
—1,-92,...

(2) Funkcja f ma w zo biegun rzedu k =1,2,... @ a_ #0ia,=0dlan=—-k—1,—k—2,...

(3) Funkcja f ma w zy osobliwosé istotng, < inf{n : a, # 0} = —cc.

Przyklad.

sin 2z

z
ma w 0 osobliwo$¢ usuwalna.
(14297

ma w =£i bieguny drugiego rzedu.

el/z

ma w 0 osobliwo$¢ istotna.

Definicja 1.17 Niech 2 C C bedzie otwarty. Funkcja f jest meromorficzna na Q gdy istniejg
punkty z1,zo,... € §Q takie, Ze f jest holomorficzna na Q\{z1, 22,...} © punkty z1,22,... sq
biegunamsi funkcji f.

Przyktlad. Funkcja

(sin z)~*

jest meromorficzna na C.
Definicja 1.18 Residuum funkcji f w punkcie zo jest zdefiniowane jako
1
Resf (7o) = —— f(2)dz,

2mi 0K (z0,R1)

gdzie 0 < R < R.
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Zauwazmy, ze definicja ta nie zalezy od wyboru R;. Mamy

d ZnJrl
Tnrl- 2", neZ\{-1}.
Dlatego
/ 2"dz =0, neZ\{-1}.
0K (z0,R1)
Poza tym

/ 2"tz = 2ni.
0K (z0,R1)

Resf(z0) = a_1. (1.15)

Stad wynika wzor

Jesli f ma biegun rzedu najwyzej k, to residuum mozna obliczyé ze wzoru

) 1 dk—l L
Jesli funkcja f jest holomorficzna na Q\{z1,...,2,}, to zachodzi wzor
f(z) = 2miResf(z)). (1.17)
B e
Przyktlad. Jesli
1
&=
to .
i
R ) = ——
sf(i) = 5
Zatem
00 1 0o ] ‘ -
/_OO mdx = /_OO f(2)dz = 2wiResf(ia) = -

Lemat 1.19 (Lemat Jordana) Niech a > 0. Dia R > 0 oznaczamy
Yr:=[R,R+iR|U[R+iR,—R+iR|U[-R+iR,—R]

Wtedy

sup/ |eiaz| |dz| < oo.

Dowéd. Mamy:

fm {eiaz{ |dz| =2 fOR e Wdy 4 et ffR dz
=2a71(1 — e %) + 2Re % < 207! + 2ae™ 1.
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O
Uwaga: podobne oszacowanie jest stuszne jesli zastapimy vr gérnym potokregiem o promieniu

R

Przyklad. Niech
zeiz
Wtedy
o1
Resf(i) = —.
2
Poza tym,
Tz SO ||
ZEYR

[ ()] < sup [, [e"*] |dz] sup.e,

co dazy do zera gdy R — oco. Zatem

o s
/ x&nxdlem(hm
R—oo

/ f (Z)d2> — Im (27iRes f(i)) = me "
[-R,R]

oo L+ 22
Przyktad.
R eixf 0 £< 0,
lim -dx = —ir £=0,
Rooo /R T +1 —2ime™¢, £ >0.
Lemat 1.20 Niech funkcja holomorficzna f ma w zy bieqgun pierwszego rzedu. Zdefiniujmy
krzywq '
Y= {z0+1e? 1 ¢g <P < P}
Wtedy
lim [ f(2)dz = (¢1 — ¢o)iResf(z0)-
Yr
Dowéd. Mamy
a1
7e) = =4 g(a),

gdzie g jest holomorficzna w zy. Oczywiécie,
lim [ g(z)dz =0.

r—0 "
Przyktlad. Jesli _
1z
f(Z) = ?a
to
Resf(0) =1
Dlatego
R sing R
lim dz = lim Im f(z)dz = Im(wiRes f(0)) = =.
R—o0 _R

R—o0 _R I
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1.10 Funkcje analityczne a punkt w nieskoriczono$ci

Przez C bedziemy oznaczaé sfere Riemanna, to znaczy C U {oo}.

Niech Q C C. Méwimy, ze f jest analityczna w oo, gdy f (%) jest analityczna w 0.

Punkt oo nazywamy izolowanym punktem osobliwym funkcji f, gdy dla pewnego R funkcja
f jest holomorficzna na C\K (0, R) i co nie nalezy do dziedziny f. Rozr6zniamy nastepujace
przypadki:
1) f ma w oo osobliwo$¢ pozorng, jesli istnieje

lim f(z) # oc.

Z— 00

2) f ma w oo biegun rzedu k = 1,2,. .., gdy istnieje

lim f(z)z7% # 0, 00.

3) f ma w oo osobliwo$é istotna w przeciwnym razie.
W wyzej opisanej sytuacji wiemy, ze dla pewnego R > 0 mozemy rozwinaé¢ funkcje f na
C\K (20, R) w szereg Laurenta:

flz)= Z anz".

n=—oo

Mozemy wtedy rozpoznaé typ osobliwosci:

1) Funkcja f ma w oo osobliwo$é pozorna (usuwalna) gdy a, =0dlan=1,2,...

2) Funkcja f ma w oo biegun rzedu k =1,2,... gdy ap #0ia, =0dlan=%k+1,k+2,...
3) Funkcja f ma w oo osobliwoé¢ istotna, jesli

sup{n : a, # 0} = oco.
Przyklad. Funkcja e ma w oo istotny punkt osobliwy.

Definicja 1.21 Jesli Q C C jest otwarty to mowimy, Ze funkcja f jest meromorficzna na 0 gdy
istniejq punkty z1, zo, ... € Q) takie, Ze f jest holomorficzna na Q\{z1,29,...} i ma w {z1, 22,...}
osobliwosci pozorne bgdZz bieguny.

Przyklad. Punkt co nie jest izolowanym punktem osobliwym funkcji
(sinz) L.
Zatem, funkcja ta nie jest meromorficzna na C.

Definicja 1.22 Residuum funkcji f w oo jest réwne
Resf(o0) = 5- flede =~ f(2)d
esf(o0) i = — 2)dz = —— z)dz
211 Jo(C\K (0,R1)) 271 Jok (0,R1)

gdzie Ry > R.
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Zauwazmy, ze definicja ta nie zalezy od wyboru R; Mamy wzoér
Resf(o0) = —a_1.

W praktyce mozemy wyliczaé¢ residuum w nieskoriczonosci ze wzoru

Resf(00) = Resg(0), g(w) :=—f <%> :

w?

Jegli funkcja f jest holomorficzna na Q\{z1,...,2,}, gdzie Q C C, to zachodzi wzér

o0

flz) = Z 2miRes f(z;).
j=1

99

Przyktad. Niech f(z) := o0 Wtedy
Resf(o0) = 1.

Dlatego,
/ f(z)dz = —27iRes f(o0) = —2mi.
9K (0,2)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

Twierdzenie 1.23 Kazda funkcja meromorficzna na C jest wymierna. Innymi stowy, kazda

funkcja analityczna z C w C jest wymierna.

Dowo6d. Niech f bedzie meromorficzna na C. Poniewaz sfera Riemanna jest zwarta a punkty
osobliwe f sa izolowane, wiec jest ich skoriczenie wiele. Niech {z1,..., 2,00} beda punktami

osobliwymi funkcji f. Niech
ki
Z an,i(z —zi))™"
n=1

beda osobliwymi czesciami rozwinie¢ w szereg Laurent’a wokot z; oraz

koo
E Ap oo
n=1

niech bedzie czeécig rozwiniecia w szereg Laurent’a wokél oo z dodatnimi potegami. Wtedy

m  k; koo
F) =300 ani(z=2)7" =) anoo?”
i=1 n=1 n=1

jest funkcja analityczng na C. Zatem na mocy twierdzenia Liouville’a jest stata. O
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1.11 Funkcje analityczne z C w C

Definicja 1.24 Niech Q C C i f : Q — C. Moéwimy, ze [ jest analityczna w zy € Q, gdy
spelnione sq¢ nastepujgce warunki:

1) gdy zo # o0, f(z0) # 00, to f jest analityczna w otoczeniu zy w zwyktym sensie;

2) gdy zo # o0, f(z0) = o0, to ﬁ jest analityczna w otoczeniu zg w zwyktym sensie;

3) gdy zo = 00 i f(20) # o0, to f(%) jest analityczna w otoczeniu 0 w zwyktym sensie;

4) gdy zo = f(z0) = o0, to f(ll) jest analityczna w otoczeniu 0 w zwyktym sensie.

Twierdzenie 1.25 Niech [ bedzie meromorficzna na Q0 C C. Rozszerzmy funkcje f na caly €
ktadgc
f(zj) = lim f(z),

Z—Z5

w szczegdlnosci w biegunach funkcji f ktadziemy f(z;) := co. Wtedy funkcja
f:Q—C,
jest analityczna w sensie definicji (1.24).

Twierdzenie 1.26 (1) Kazda @nkcja holomorficzna z C w C jest stata.
(2) Kazda bijekcja analityczna C_w siebie jest homografig.
(8) Kazda funkcja analityczna z C w C jest wymierna.

Dowod. (1) jest preformutowaniem twierdzenia Liouville’a. (3) jest preformutowaniem Twierdzenia
(1.23). Aby dowies¢ (2) korzystamy z (3). O

1.12 Jednoznaczno$é przedluzania funkcji analitycznych

Twierdzenie 1.27 Niech f, g bedg holomorficzne w otwartym spdjnym obszarze Q2 C C. Za-
tozmy, ze istnieje cigg {z,} C Q taki, zZe lim, o002, =: 20 € Q i 2, # 2o dlan = 1,2,....
Niech

f(zn) =9(zn), n=0,1,2,....

Wtedy f = g na catym Q.

Dowdd. Niech ‘ )
Q= {Z e : f(J)(Z) - g(])(z)7 J= 0a17"'}'

Zbior 1 jest domkniety w 2 jako przeciecie domknietych w 2 zbioréw
{ze: f9(z) = g9 ()}

Jest on réwniez otwarty, bo dla kazdego Zy € 2, istnieje r > 0 takie, ze na K(Zy,7)

n! n

()3 > 4(n)(3
f(Z):Zf (0)(Z—Zo)nzzg ('0)(,2_20)7129(2)'
n=0 n=0 ’
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Jest on wreszcie niepusty, bo zp € 1. W rzeczy samej, istnieje r > 0 takie, ze na K (zo,7)

o0
= Z an(z — 20)"
n=0

= Z bn('z - ZO)n
n=0

Niech c; := a; — bj i m niech bedzie najmniejszym indeksem takim, ze c,, # 0. Wtedy

_ e fzn) —g(2n)
0= nh—{go (Zn — Zo)m

=cn #0

co jest sprzeczno$cia. O

1.13 Przedluzanie funkcji analitycznych wzdtuz drogi

Niech 2 C C bedzie otwartym spdéjnym zbiorem i f : 0 — C funkcja analityczna. Niech
[0,1] > 7 — 7(7) € C bedzie krzywa taka, ze v(0) € 2. Moéwimy, ze mozna przedtuzyé¢ f wzdtuz
v, gdy dla kazdego 7 € [0, 1] istnieja r, > 0 i funkcja analityczna f. : K(v(7),7;) — C takie, ze

(1) fo = f na K(v(0),r0) N4
(2) Dla kazdego 19 € [0, 1] istnieje € > 0 taki, ze dla kazdego o € [0,1] N [1p — €, 79 + €] mamy

V(1) € K(7(0),75) oraz fr = fo na K((10),77) N K (y(0),75).

Twierdzenie 1.28 Niech o € [0,1] i z, = y(0). Wtedy f(z:) zalezy tylko od funkcji f : Q@ — C
i krzywej v (a nie zalezy od wyboru rr, f;).

Definicja 1.29 Liczbe
f(za)z(,:ﬂ/(o) = fo(zs)

nazywamy wartoscig w punkcie z, funkcji f przediuzonej wzdtuz krzywej .

Dowdd. Niech 7, fi7r, f, sa dwiema rodzinami spelniajacymi warunki definicji przedtuzenia
funkcji. Zalozmy, ze istnieje 7 € [0, 1] taki, ze f, # fr na K(y(r), min(r,,7;)). Niech

70 = inf{r € [0,1] : fr # fr na K(y(7), min(r,7,)}.

Oczywiscie, 79 > 0. Niech € > 0 spelnia warunek (2) definicji zar6wno dla rodziny z tylda jak i
bez tyldy. Niech 7_ € [1 — €, 79[, 7+ € [10,7 + €]. Wtedy

fro = frp ma K(y(7-), 77 ) N K(y(74), 77, );
fT_ = fn_ na K(’Y(T )? Tr_ ) ( ( )’f7+);
)

fT_ = fT_ na K(’Y(T

,min(r,_, 7r_)).
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Ceyli fr, = fn na
K(vy(r-),min(r,_,7,_)) N K(y(74), min(r-_, 77, )). (1.21)

Zbior (1.21) jest niepusty, bo () do niego nalezy, jest otwarty i wypukly jako przeciecie kot
otwartych. Jest wiec sp6jny. Zatem na mocy jednoznacznosci przedtuzania funkcji analitycznych
fry = frp na K(y(r4), min(r., ,77,)), co przeczy definicji 79. O

Przyktad. Niech krzywa [0,1] 5 7 — v C C\ {0} bedzie zamknieta (czyli w := v(0) = v(1) i
okraza punkt 0 n € Z razy. Zalézmy tez, ze v(0) € C )\ €] — 00,0]. Wtedy mozna przedtuzyé
funkcje log g 2 1 zé‘g) wzdluz krzywej v i mamy

I

log(é)) (w)w:7(1)) = n27wi+ log(g) w, w(e)w:'y(l) nu2mi,

=€ ’U)(e)

Przyklad. W ramach analizy rzeczywistej definiuje sie osobno funkcje odwrotne do trygonom-
etrycznych i hiperbolicznych

archt =log(Vt? —1+1)
= —log(Vt? —1+t), tell, o0

arsht =log(Vt2+1+1)
=—log(—vVt2+1—-1t), teR

arccost = tlog(ivt2 — 1 +1t)
= —Llog(—-ivtZ —1+1t), te[-1,1].

i

Funkcje te moga by¢ traktowane jako przedluzenia analityczne jednej z nich, na przyktad

archt. Mamy bowiem
arch(+is) = +i% + arshs, s€R,

archt = f+iarccost, te€]—1,1],
arch(—t) = +ir + archt, ¢ € [1,00],

gdzie + lub — zalezy od tego, czy przedluzamy goéra czy dolem.

Zauwazmy tez, ze okrazenie punktu +1 prowadzi do pomnozenia archt przez —1, za$ okrazenie
[—1,1] prowadzi do dodania 27i do archt.

Przyklad.

1
arctgt = % (log(1 +it) — log(1 —it)).
i
Przyklad. Rozwazmy funkcje
f(z) = 2%z —1)P.

Mozemy ja rozumieé jako iloczyn galezi gléwnych 2® i (z — 1)?, ktory jest dobrze okreslony na

C\] — o0, 1].
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Zalozmy, ze krzywa -y zaczyna se w dowolnym punkcie C\] — oo, 1], obiega odcinek [0, 1]
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek i wraca do punktu wyjscia, np. 0K (0, R), gdzie
R > 1. Wtedy wartosé¢ funkcji f(z) po przedtuzeniu analitycznym wzdtuz v warto$é funkeji f(z)
mnozy sie przez czynnik 270 W szczegolnosci, jesli

at+pBez, (1.22)

to wracamy do tej samej wartosci funkcji f. Wtedy mozemy nasza funkcje zdefiniowaé na C\[0, 1]
jako jednoznaczna funkcje analityczng.
Przyktad. Policzmy catke

dx

! 1
! :/o Vel —z)(1+x)

1
z(z=1)(1+2)

rozumiang jako funkcje analityczng na C\[0, 1] w sposéb opisany powyzej. W oo residuum jest
réowne 0. Zatem

Rozwazmy

f(z) =

/ F(2)dz = —e ™27 + ¢ 757 = —2riResf(—1),
[1,0-,17]

) )

Zatem

1.14 * Powierzchnie Riemanna i funkcje analityczne wieloznaczne

Niech = bedzie przestrzenia topologiczna Hausdorffa i ¢ odwzorowaniem z = w C. Moéwimy,
ze (E,¢) jest powierzchnia Riemanna nad C, gdy dla kazdego v € E istnieje r > 0 oraz ciagte
odwzorowanie ¢, , : K(¢(v),r) — = takie, ze

pothyr(2) =2, z€ K(p(v),r)

iy, (K(p(v),r)) jest otwarty w =.

Niech (£, ¢) bedzie powierzchnia Riemanna nad C.

Ma miejsce nastepujacy fakt: Dla kazdego v € E, istnigje 7, €]0, 00| takie, ze odwzorowanie
u,r, 0 wlasno$ciach opisanych powyzej istnieje, za$ dla r > r, takie 1, , nie istnieje. Dostajemy
w ten sposob funkcje = 5 v — 7, €]0, 00]. Bedziemy pisa¢ 1, 1= ¥y r, -

Niech f: 2 — C. Méwimy, ze (2, ¢, f) jest funkcja analityczng na =, gdy dla kazdego v to
fovy : K(p(v),r,) — C jest funkcja analityczng w zwyklym sensie.

Niech (Z,¢, f) bedzie funkcja analityczng na Z. Dla kazdego v € Z, niech 7, oznacza
promien zbiezno$ci funkcji f o ¢, dla pewnego r > 0. Oczywiscie, 0 < 1, <1, ;.
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Moéwimy, ze (=, ¢, f) jest maksymalna funkcja analityczna, gdy dla kazdego v € Z, 7, =7y 4.
Mowimy, ze (E, ¢, f) jest zredukowana, gdy z tego, ze vi,v2 € E, ¢(v1) = P(v2) = 20 i
0 < r < min(ry,,ry,) wynika, ze funkcje

K(ZO’T) 22 = f(,(vbvl,r(z))?
K(Zo,'l“) >z f(wmﬂ"(z))?

sa roznymi funkcjami. Jesli (E, ¢, f) nie jest funkcja zredukowana, zawsze mozna ja w jed-
noznaczny sposob zredukowaé. Wprowadzamy w = relacje: v1 ~ vy gdy ¢(v1) = ¢(v2) i dla
7= min(ry,, 7y, )

foqzz)vl,r = fowvg,r-

Wtedy ~ jest relacja rownowaznosci. Definiujemy

Niech ¢4 : E — Z,.q bedzie kanoniczng surjekcja. Definiujemy rowniez

Pred([v]) = 0(v),  frea([v]) := f(v).

Wtedy (Eied, Pred) jest powierzchniag Riemanna nad C, (E;eq, Gred, fred) jest zredukowang funkcja
analityczng i spelnione sa warunki

¢ — (bred o (bred’ f _ fred o gbred.

Niech (21,01, f1) 1 (E, 0, f) beda funkcjami analitycznymi. Moéwimy, ze (=1, 1, f1) jest
przedtuzeniem (Z¢, ¢o, fo), gdy Zo C =1 1 ¢1, f1 obciete do Ey pokrywaja sie z ¢, fo.

Kazda zredukowanga funkcje analityczng mozna w sposéb jednoznaczny przedtuzyé¢ do maksy-
malnej zredukowanej funkcji analityczne;.

1.15 * Homotopia krzywych

Niech (2 bedzie otwartym podzbiorem C1i z1, 29 € 2. Oznaczmy przez K (2, 21, 2) zbiér krzywych
zaczynajacych sie w zg i koriczacych sie w z1, tzn (0) = 29, v(1) = 2.

Niech 79,71 € K(z0,21,2). Moéwimy, ze 7 jest homotopijnie rébwnowazna ~; i piszemy
Yo ~ 71 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje funkcja ciagta [0,1] x [0,1] > (¢t,s) — H(t,s) taka, ze
H(t,0) = ’YO(t) i H(tv 1) = 71(t)'

Twierdzenie 1.30 Niech f : Q — C bedzie analityczna, vo,71 € K(20,21,12) bedg kawatkami
gtadkie i homotopijnie rownowazne. Wiedy

(2)dz = [ﬂ f(z)dz.

Y0

Twierdzenie 1.31 Homotopijna réwnowaznosé jest relacjg rownowaznosci.
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Dowéd. Kladac H(t,s) = o(t) dostajemy vo ~ 7o-
Ktadac Hio(t,s) := Hpi(t,1 — s) dostajemy vo ~ v1 = 71 ~ 0.
Ktadac

H L H()l(t, 25), 0
26 "7\ Hyg(t,2s — 1), 0
dostajemy vo ~ 1, Y1~ Y2 = Y0 ~ Y2

?

<
<s<1,

o NoI—

s
1
2

ININ

Zbiér klas homotopii krzywych zaczynajacych sie w zq i koniczacych w 21 oznaczany jest przez
H(Zo, 21, Q) = K(ZQ, 21, Q)/ ~ .

Twierdzenie 1.32 Niech 2 C C bedzie otwarty i spojny. Nastepujgce warunki s¢ rownowazne:
(1) TI(zo, 20,R2) jest jednoelementowy dla kazdego zy € €.

(2) Istnieje zog € 2 taki, zZe (20, 20,€2) jest jednoelementowy.

Jesli spelnione sg warunki powyzszego twierdzenia, méwimy, ze zbiér €2 jest jednospdjny.

1.16 * Skladanie krzywych i grupa homotopii

Niech zg, 21 € Q, v € K (29, 21,9). Definiujemy v~ ! € K (21, 29, Q).
) == (1 =)
Oczywiscie, jesli 7/ ~ 7, to (7))~ ~ 7L,
Niech zg, 21,22 € Q, v0 € K(20,21,2), 11 € K(21, 22,2). Definiujemy ~y o v1 € K(z0, 22,Q):
{ Y0(2t),
’)/1(215 — 1),

Yoo vi(t):

= O
IAIA
~

IAIA
U

Oczywiscie, jesli vo ~ 7, 71 ~ 7, to

Y001~ Y 0 M-
Jesli vy € K (29, 23,Q)
(Yo o71) 092 ~ 00 (71 °72)-
Jesli przez z oznaczamy krzywa stala rowna z € Q, to dla 29,21 € Q, v € K(20, 21, ),
2007y ~ Y02~ .
W szczegolnosci, dla kazdego zp € Q, II(zo, 20,$2) jest grupa. Jesli zbior €2 jest spojny, to

grupa II(zp, 29, 2) jest izomorficzna dla réznych zy € Q. Nazywamy ja grupa homotopii zbioru
Q. Oznaczamy ja przez I1(Q).

Przyklady

(1) II(C) jest grupa jednoelementowa.
(2) II(C\{0}) = Z (liczba okrazeni wokoét zera).
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(3) II(C\{0,1}) = F5 — grupa wolna o dwoch generatorach. Jako generatory mozna wybraé 7
— okrazenie 0, 7, — okrazenie 1. Grupa Fo sklada sie z elementéw nastepujacych typow:

np _Mp ng,_mo Mp+1__MNp no Mo
Ty Tg 0Ty To s To T T T
Np,__Mp mi ,__no Mp4+1,_Np mi ,__no
Ty LTy T To T T Y, (1.23)

gdzie n;, m; € Z\{0}.

1.17 * Nakrycie uniwersalne

Niech 2 C C bedzie otwarte i spdjne. Ustalmy zy € 2. Nakryciem uniwersalnym €2 z punktem
bazowym [z9] nazywamy (Cov(Q2), ¢, [20]), gdzie

Cov(Q2) := U Iz, 2,92),
2€Q

v : Cov(§2) — Q jest zadane przez ¢([y]) := v(1). Cov(Q2) jest wyposazone w naturalna topologie.
Oczywiscie, (Cov(2), @) jest spojna i jednospéjna powierzchniag Riemanna nad C.
1.18 * Nakrycie wyznaczone przez podgrupe grupy homotopii

Niech G bedzie podgrupa II(zo, 20,). W II(zg, 2,) wprowadzamy relacje: Dla [vy1],[12] €
I1(z0, 2,2) piszemy [’yl]g[’yg], gdy [y1 075 '] € G. Jest to relacja réwnowaznosci. Bedziemy

oznaczali przez [y]g klase abstrakcji v wzgledem tej relacji. Definiujemy

HG’(Z()aZvQ) = H(ZQ,Z,Q)/’E .

Nakryciem 2 zwiazanym z grupa G nazywamy (Covg(Q2), ¢, [20]c), gdzie

Covg(Q2) := U e (20,2, 9),
z€Q

¢c(la) =~(1).

Mamy oczywiscie naturalne odwzorowanie

¢ 1 Cov(2) — Covg(Q),  ¢“(1) = Mles

spetiajace zwiazek ¢g o ¢¢ = ¢. Oczywiscie, (Covg(Q), ¢) jest spojna (lez niekoniecznie jed-
nosp6jna) powierzchnia Riemanna nad C.

1.19 * Funkcja pierwotna

Twierdzenie 1.33 Niech Q C C bedzie jednospdjnym obszarem a Q > z — f(z) funkcjg holo-
morficzng. Ustalmy zg € Q). Zdefiniujmy

Fe) = | S,
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gdzie 7y, jest dowolng krzywa lezgcg w 2 tgczqeq zg 1 z. Wtedy F(z) nie zalezy od wyboru krzywej
i

Jesli Q jest spdjny i otwarty, ale niekoniecznie jednospdjny, to powyzsza konstrukcje nalezy
zmodyfikowaé. Jesli [v] € II(zp, z,Q2) C Cov(R2), to kladziemy

1.20 * Funkcja logarytm i potegowa

Funkcje logarytm mozna zdefinowaé jako funkcje pierwotna do funkcji % z punktem bazowym
zo = 1. Dostajemy wtedy funkcje na nakryciu uniwersalnym
dw
Cov(C\{0}) s v—logv:= [ —, v=[y].

ﬂ/w

Jest ona zredukowana i maksymalna.
Niech p € C. Funkcje 2# definiujemy najpierw na nakryciu uniwersalnym C\{0} jako

Cov(C\{0}) > v s eH1o8v, (1.24)

Jesli u # 0,1,2,..., jest to maksymalna funkcja analityczna. Je$li u & Q, to jest ona réwniez
zredukowana.
Jesli p € Q, to (1.24) jest niezredukowana Niech p = g dla nieskracalnego utamka, gdzie
g €{1,2,...}, Wtedy v* = 1, jesli v € Z, C II(1,1,C\{0}) C Cov(C\{0}). Po zredukowaniu
dostajemy funkcje
Covz, (C\{0}) 3 v s etlo8?. (1.25)

1.21 * Funkcja z%(z — 1)°.

Funkcje 2%(z — 1)® mozna najpierw zdefiniowa¢ na nakryciu uniwersalnym Cov(C\{0,1}). Jest
ona wtedy niezredukowana.

Opiszmy teraz jej zredukowane wersje w niektérych sytuacjach. Zalézmy najpierw, ze mamy
do czynienia z generyczna sytuacja, kiedy a i § sa niewymierne i niewspotmierne, tzn. an+(6m €
Q implikuje n = m = 0. Wtedy w grupie Fy wprowadzamy podgrupe G zadang przez

an :ij :0,
J J

gdzie n;, m; sa liczbami wystepujacymi w (1.23). Wtedy z%(z — 1)’ mozna przenie$¢ na nakrycie
Covg(C\{0,1}), i dostajemy wtedy zredukowana maksymalng funkcje analityczna.
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Inng sytuacje mamy, gdy a+ 3 € Z, a € Q. Wprowadzamy wtedy podgrupe H zadang przez
o0 oo
dong=) my
§=0 j=0

i funkcje 2%(z — 1)” przenosimy na nakrycie Covy(C\{0,1}). Dostajemy wtedy zredukowana
maksymalng funkcje analityczna.
1.22 Notacja do oznaczania krzywych
Teraz opiszemy notacje, ktéra bedziemy stosowaé¢ do oznaczania krzywych.
Czasami mozna stosowa¢ lamane postaci
[U](], u, ’U)l] = [w05 U] U [U, wl]'

W w1

Osobliwo$é funkcji w v moze prowadzi¢ do klopotéw w postaci rozbieznosci catki. Mozna
réwniez omijaé¢ punkt v malym tukiem o promieniu r i rozwazaé tamanga postaci:

[wo, w + 760l U {u + e’ : ¢ € [¢o, 1]} U [u + re®t, w]. (1.26)

gdzie wo := u + R’ wy := u+ R1e"' Ry >r, R > 1, ¢pg < ¢11 o — ¢1| < 2m. Oczywiscie,
catka po takim konturze nie zalezy od r, dla dostatecznie matego r. Zauwazmy, ze punkt roz-
galezienia u jest omijany tukiem w kierunku przeciwnym do ruch wskazéwek. Krzywa powyzsza
bedziemy oznaczali

[wo, u™, w1).

) w1

T

Podobnie, warto mieé oznaczenie na lamana
[wo, u + e 0] U {u + e = ¢ € [p1, do]} U [u + ret w]. (1.27)

gdzie Ry > r, Ry > r, ¢1 < ¢, |60 — ¢1| < 2mw. Rozni sie ona od (1.26) tym, ze punkt
rozgalezienia u obiegamy zgodnie z ruchem wskazowek. Krzywa (1.27) bedziemy oznaczaé przez

[wo’u_’wl]'
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[ J
u
[uT] bedzie oznaczalo kontur obiegajacy punkt u po matym okregu w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazoéwek. [u~] bedzie oznaczalo kontur obiegajacy punkt u po malym okregu w
kierunku zgodnym do ruchu wskazéwek.

[u™], [u”].
Piszac v = [u,w1,...,w,,u"| bedziemy mieli na mysli, Ze v jest konturem zamknietym i
polaczonym malym tukiem obiegajacym u w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek. Podob-
nie, jesli v = [u,wq,...,wy,u"], to v jest konturem zamknietym polaczonym malym ltukiem

obiegajacym z w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek.

[u, wy, wg, ut], [u, w1, wa, u”].

. u

" W

t > 0} zaczynajaca sie w u i biegnaca do

[u, e"“oo| bedzie oznaczaé pdlprosta {u + et

nieskonczonosci pod katem a.

[u, e o0].

u

[(u + e - 0)*, w] oznaczaé¢ bedzie tamana
[u, u+ re'] U {u+7re : ¢ € [po, d1]} U [u+ reit wl,
gdzie w = u + Re'®, r < R, ¢1 < ¢g, |¢1 — ¢o| < 27 (famana wychodzi z punktu u pod katem

¢o, obiega punkt u malym lukiem przeciwnie do ruchu wskazoéwek i biegnie do w).

[(u+ e 0)*, w].
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2 Funkcja Gamma Eulera

2.1 Funkcja Gamma jako uogdlnienie silni i IT calka Eulera

Przy pomocy tzw. II calki Eulera definiujemy funkcje Gamma:

D(z) = [ e tt* 1dt
] (2.28)
=2 [[Te ¢ ¢, Rez >0,

Zakladamy, ze w powyzszym wzorze bierzemy galaz gtéwna funkcji t*~!. Zdefiniujmy tez tzw
symbol Pochhammera
(@)p:=ala+1)...(a+n—-1), n=0,1,2,...

(G)nlzm, TL:...,—2,—1.

Oczywiscie, (1), = nl.
Twierdzenie 2.1 Zachodzg nastepujgce tozsamosci:
L(z+1) =2I(2), (2.29)
n+1)=n!l, n=0,1,2,..., (2.30)
I(z+n)=(2),I'(z), neZ.
Dowéd. (2.29) wynika z calkowania przez czesci. (2.30) wynika z (2.29)iI'(1) =1. O
Zdefiniujmy zbior
Q,:={z : Rez>-n}\{0,-1,...,—n+1}

i funkcje
I'(z+n)

a3 2= Tnl2) = 2y — o oy

Wtedy jesli n > m, to
Ih(z) =Th(2), z € Q.

Wynika to z tozsamos$ci
Fz+n)=T(z+m)(z+m)...(z4+n—-1),

bedacej konsekwencja wzoru (2.29). Ostatecznie, na
o
U =c\{0,-1,-2,..}
n=1

definiujemy
['(z) :=Tp(2), z € Q.

Tak zdefiniowana funkcja I' jest to maksymalnym przedluzeniem analitycznym funkcji I'(2)
zdefiniowanej przy pomocy catki (2.28).
Oto inne wzory, ktore pozwalaja maksymalnie przedtuzy¢ funkcje Gamma:
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Twierdzenie 2.2 (Rozklad Pryma)

I'(z) = Z%% + /100 e 't*7ldt,  zeC\{0,-1,-2,...}.

Twierdzenie 2.3 (Wzér Cauchy-Saalschiitza)

I'(z) = /OOO =1 <e7t - i (_kt!)k>dt, —1—-n < Rez < —n. (2.31)

k=0
Dowod. Niech I'),(2) bedzie prawg strona (2.31). Oczywiscie
I'_1(2) =T(2), 0<Rez.

Calkujac przez cze$ci dostajemy

2 ok |® o0 n—1 (—t)F
Ih(z) = %(e*t _/;o ( kt!) )‘0 + % E)ftz(et — k:é ( kt!) )dt
= %Fn_l(z—i—l)

2.2 1T calka Eulera i dalsze tozsamosci

Twierdzenie 2.4 (I calka Eulera)

I'(w)'(v 1, v—
F((12+S;)) = fo (1L —t)vdt (2.32)

=2 fog cos?~1 psin?*~! pdp, Reu > 0, Rev > 0.

P@l(@) singu  _ P—u—v)l'(v) _ oo u—1pv—1
I'(u+v) sinw(utv) I'(1—w) - fo (t+ 1) t di

f 2 fooo Ch2u_19Sh2v_19, ReU > O’ Re(l —Uu — U) > 0
(2.33)

Dowdd. Stosujac podstawienie t = 1 + 1 z (2.32) dostajemy (2.33), z wyjatkiem pierwsze;]
réwnosci, wynikajacej z tozsamosci (2.36), ktora dowiedziemy pédzniej. Udowodnijmy wiec (2.32)
Mamy

T(u)(v) = 4 /O h /0 h e & umTp2v=lqeqy (2.34)

Przechodzimy do wspoétrzednych biegunowych podstawiajac

E=rcos¢, n=rsing
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i otrzymujemy, ze (2.34) rowna sie

4 fooo o p2ut20—14, foﬂ/2 cos?u~1 ¢ sin2'1 pdb.
(2.35)
=T(u+w) [y t*" 11— t)*~tdt,
(W ostatnim kroku podstawilismy ¢ = cos? ¢). O
Wzoér (2.32) jest uzasadnieniem tego, ze czesto wprowadza sie tak zwana funkcje Beta:
I'(w)I'(v)

B(u,v) :== Tt o)

Twierdzenie 2.5 Zachodzq nastepujgce tozsamosci:

s

Fz)Ira-z) = (2.36)

T(1/2) = /7 (2.37)

Dowéd. Rozwazmy funkcje holomorficzng C\[0,1] > ¢ +— f(t) = t*~1(t — 1)~* (Funkcje t*~!
i (t —1)7* rozumiemy w sensie ich galezi gléwnych zdefiniowanych odpowiednio na C\[—o0,0[
i C\[—o0,1[. Zatem funkcja f(¢) zdefiniowana jest a priori na C\[—o0, 1], ale przedluza sie
analitycznie do funkcji na C\[0, 1].

Niech v = [0,17,07] bedzie konturem zwanym koscia. Wtedy biorac pod uwage, ze w
nieskonczonoéci residuum funkcji f jest réwne —1, dostajemy

2ir = —2miResf(c0) = [ f(t)dt
= (el™% — e717%) fol t*~1(1 —t)7*dt = (2isin72)B(z,1 — 2) = (2isin72)['(2)['(1 — 2).

Stad wynika (2.36).
Podstawiajac w (2.36) z = 1/2 dostajemy

r?(1/2) = .

Wiemy, ze
I'(z) >0, z>0.
Stad wynika (2.37). O

Whiosek 2.6 (Catka Gaussa) Jesli Rea > 0, to

/ e~ qt = \/E . (2.38)
oo a
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Dowo6d. Wychodzac z (2.37) przez zamiane zmiennych dostajemy

VE=T(1/2) = [l_ e dt
42
= Ji-vavoaso At
= \/af]foo,oo[e_agds'

a
Wnhiosek 2.7 (Caka Fresnela) Mamy

R
. 2 i
lim et 4y = et /7.
R—oo J_p

Dowéd. Catkujemy po bokach tréjkata 0, R, R 4+ iR. Po pionowym boku mamy

R 1
/ ey = / U= Rat — 0,
0 0

po zastosowaniu Tw. Lebesgue’a. O
Zauwazmy, ze funkcja I'(z) ma w z = 0,—1,... bieguny 1-go rzedu z residuami

ResI'(—n) =lim,_,T'(2)(z 4+ n)

L w1
I'(1-z)sinmz n!

Twierdzenie 2.8 Wzor Legendre’a o podwajaniu:
227102 (2 4+ 1/2) = V7l (22),

Dowdéd. ) ) 12
I'(z) / 1 —1 / ~1 ~1
= 1=t dt =2 71 —t)* dt.
o/, (1-1) ; (1-1)

Podstawiamy s = 4¢(1 — ¢) i otrzymujemy

—

9l-2z /1 §1(1 — 5)"V2ds = 2172211(2)”%).
0 L(z+3)

Prawdziwe jest tez nastepujace uogdblnienie powyzszego wzoru, zwane wzorem (Gaussa o
mnozeniu, ktére udowodnimy poédzniej:

1—n

n—1
P(nz) = (2m) 2 0™ 2 11 T(z + &) (2.39)
k=0
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2.3 Funkcja Gamma i calki w dziedzinie zespolonej

Twierdzenie 2.9 (Wzér Hankela)

1 1 .
L 5572 1ds, 2.4
T(z+1)  2n es @ (240)

[_0070+7_OO[

Dowéd.
[—o00,0%,—o0] e's7 s =e T [ pet(=s) T s e i) et (—s) 77 s
(e—iw(—z—l) _ eiw(—z—l)) fooo e_tt_z_ldt
sin(oran() —
Od

Twierdzenie 2.10

I(utv+1) 1 w1 o1
TarOTerD = 2 Jjoso0t, oot (L= )77t
= om1 Joon- oot T =)7L, ut o1 >0,

Dowéd. Zauwazmy, ze | — 00,0, —oo[ i Joo, 17, co[ daja te sama calke.

[t =)l = (e g eimlvbl)) fRopmuslp — 1)mv-lqy

Joo,0~ ,00[

F(—vy)T(d4utv) 92 C(14u+tv)

= —2isin T =—rq1, = M ()T (140)

a

Jedli u+v =€ Z, to petla okrazajaca 1 i 0 przeciwnie do ruchu wskazéwek lezy na powierzchni
Riemanna funkcji t“~1(t — 1)*~! i dostajemy wzor:

Twierdzenie 2.11 Niech n € Z. Witedy

Tr —1)...(u— 1
(u) _ (u ) (u—n) _ _/ tufl(t — 1), (2.41)
F'(n+1)I'(u—n) n! 211 Jijo,1+,04]
Dowdd. Gdy zastosujemy homografie t = —s~! to dostaniemy
ﬁ f[071+70+] el —1)nedt = % f[oﬂ s"HL(1 — 5)"uds (2.42)
n n—u u—1)...(u—n :
= b ()" (1= )] = L,

A oto caltka uzywajaca "podwojnej 6semki":
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Twierdzenie 2.12

| 1 1
i) _ / 1 (1 — 4)v (2.43)
[1,07,1*,0+,1+]

MNu4+v)I'(1—u)l'(1l—-v) (2m)?

(W ponizszym konturze mamy do czynienia z gateziami gtédwnymi w okolicy “177.)

Dowdéd.
f[1,0—,1—,0+,1+] tu_l(l o t)v_ldt
_ (_1 + e*iﬂ'('ll,*l) _ efi2ﬂ(u71)fi27r(v71) + 67127'('('071)) fOl tufl(l _ t)vfldt
_ _ei7r(u+v) (eiﬂu _ e—iﬂu)(eiﬂv _ e—i7rv)B(u7 ’U)
= —l™ (V) (21 sin 77v) (24 sin Tu) Fr(zgigg)
im(utv 1
= et )(27[-)21“(u+v)11(17u)F(17v)
a

2.4 TIloczyny nieskoriczone

Przypomnijmy najpierw podstawowe fakty dotyczace szeregéw.

Jesli istnieje skoriczona granica I := limy oo ) ;_; bj, to méwimy, ze szereg > 72, b; jest
zbiezny warunkowo i piszemy I = > 2%, b;.

Jesli 3272 |bj| < 0o, to mowimy, ze szerg ) °2, b; jest zbiezny bezwzglednie. Mozna pokazad,
ze zbieznosé bezwzgledna szeregu pociaga za soba zbiezno§é warunkows, réwniez po zmianie
kolejnosci wyrazéow w szeregu i jego warto$é nie zalezy od tej kolejnosci.

Jegli istnieje skoniczona granica I := lim,, .., H?Zl(l + a;), to méwimy, ze iloczyn nieskorc-
zony [[;2,(1 + a;) jest zbiezny warunkowo i piszemy I = [[;2,(1 + a; ).

Moéwimy, ze iloczyn nieskonczony H?’;l(l%—aj) jest zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy,
gdy jedynie skoniczona liczba wyrazéw a; jest réwna —1 i

o
Z |log(1 + ay)| < oo, (2.44)
n=1

(przy czym w szeregu (2.44) usuneliSmy wyrazy a; = —1),

(W powyzszym wzorze przez |log(l + a)| rozumiemy warto$¢ bezwzgledna galezi glownej
logarytmu rozszerzong przez ciaglo$¢ do funkcji na C\{—1}, ktéra jest jednoznaczna, mimo ze
sam log(1 + @) jednoznaczny nie jest).

Oczywiscie, logarytmujac wyraz po wyrazie iloczyn bezwzglednie zbiezny dostajemy szereg
bezwzglednie zbiezny. Dlatego zbiezno$¢ bezwzgledna iloczynu nieskoriczonego pociaga za soba
zbieznos$é warunkowa, réwniez po zmianie kolejno$ci wyrazéw w iloczynie i jego warto$é nie zalezy
od tej kolejnosci.
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Lemat 2.13 Iloczyn nieskoriczony H?‘;l(1+aj) jest zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wiedy gdy

> an| < oo, (2.45)
n=1

Dowéd. Niech spelnione bedzie (2.45). Wtedy lim; ,ca; = 0 i dlatego skoriczona liczba
wyrazéw a; jest rowna —1 i dla pozostatych istniejg 0 < Ay, Ao takie, ze

C\{-1} >t~ ‘w‘ jest funkcja ciagla i dodatnia. Zatem dla A; < |t + 1] < A, istnieja
0 < C7 < (s, takie, ze
C <

M‘ < .
t
Zatem

| og(1 + a)| < Cala|.

Aby dowies¢ implikacje przeciwna, wystarczy zalozy¢, ze wszystkie a; sa niezerowe. (2.44)
pociaga za soba lim,,_,, log(a, + 1) = 0, a wiec (2.46) jest spelmione dla pewnych 0 < A;, As.
Dlatego tez

lan] < C7 1 log(1 + an)].

a

2.5 Funkcje trygonometryczne jako iloczyny nieskoriczone

Twierdzenie 2.14 Mamy nastepujgce wzory:

2

1 _ s
2= oo P = st (2.47)
P2 R ot = i Y o = AT (2.48)
ﬁ (1 _ ﬁ) __ sinwz
szI o) =" (2.49)

Uwaga Iloczyn nieskoriczony wystepujacy we wzorze (2.49) jest zbiezny bezwzglednie.
Dowéd.

e 2

Y oo
(z—j4)? sin’nz

j=—o00

jest funkcja catkowita. Jest ona okresowa z okresem 1 i dazy do zera dla |Imz| — co. Jest wiec
ograniczona. Na mocy tw. Liouville’a jest wiec réwna zero. To dowodzi (2.47).
Na mocy (2.47) pochodna

sin 7wz

1 > z T COSTZ
Z 19 - 2.50
LS gt - T a0
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jest rowna zero. (2.50) jest funkcja nieparzysta i stala, wiec jest rowne zero. To dowodzi (2.48).
Na mocy (2.48) mamy

o0 .
(- - 9) - (52

Zatem

2T (1- ) = (¢dnnz, (2.51)
J:

<

Poréwnujac pochodne obu stron w (2.51) w zerze dostajemy C' = 1. To dowodzi (2.49). O

2.6 Funkcja Gamma a iloczyny nieskoriczone

Zdefiniujmy stata Eulera-Mascheroniego

~ = limp oo <ZZ:1%—logn> =14+ 552, ( +log(1 — 1) ~ 0,577

Twierdzenie 2.15 (Wz6r Gaussa)

I(z) = nlLHc:o z2(z4+1)---(z+n)

(Wzoér Weierstrassa)

Uwaga Iloczyn nieskonczony wystepujacy we wzorze Weierstrassa jest zbiezny bezwzglednie.
Lemat 2.16 Dla 0 <t <n mamy

0<(1-Li)m<e, 0<limpo(l—L)" =6t
Dowéd. Dla f,(t) := ef(1 — L) mamy f,(n) =0, £,(0) =1

falt) = —et(1 - Lyt

IN

0.

Zatem 0 < f,,(t) < 1. O
Dow6d Twierdzenia 2.15. Mamy

1 o  Tn+1)I(2) n!
A(Lﬁﬂﬁ Bl e Rl P e e

Zatem

n t\npz—1 _ nln®
Jo (=3t = gy

36



Aledla0<t<n
limy, 00 O(t — n)(1 — L)z~ = etz

Na mocy Lematu 2.16 mozemy zastosowaé¢ Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowalnej
(z majoranta réwna e~ ‘t*~1). Zatem

limp, oo [y (1 — L)t 1dt = [J% et 1dt.

To dowodzi wzoru Gaussa dla Rez > 0.
Aby pokazaé wzor Weierstrassa zauwazmy, ze

o0
zeV? nl;ll(l + Z)exp(—2).

n
= 2l xp (S5 £~ logn) 11 (14 7) exp(—3)
=limy oon %2 TI (1 + %) = limy, oo
k=1

n_zz(z+1')~~~(z+n) )

a

Wzory Gaussa lub Weierstrassa moga by¢ wykorzystane do udowodnienia rezultatéw z poprzed-
nich rozdzialéw. Na przyklad, stosujac wzér Gaussa dostajemy

z+1 (n+ 1Dl (n+1)* B
> nﬂooz(z—kl)---(z—i—n—{—l)_ZF(Z)'

nin?t1
I'(z+1) = lim =z lim (

Stosujac za$ wzoér Weierstrassa dostajemy latwo
1 -1

P(z)I'(1—-2z) — 20(z)I'(—=2)

n
n—+1

— x 22\ _ sinmz
— 2 I1 (1— &) = sarz,
n=1

Dow6d wzoru Gaussa o zwielokrotnianiu (2.39). Niech

a mﬁlr . k)
(z)—kzo (z —)-

Wtedy korzystajac ze wzoru Gaussa dostajemy

nm+m—1

1 I (mz+k)

= lim n U ,
G(Z) n—oo (n[)mnmz+§(m_1)mm(n+l)

T'(mz) = lim,— o0 (mn)!(mn)™*

II (mz+k)
k=0
Zatem .
['(mz) 1 (mn)!mmz—m(”‘*l)n*Q(m*l) mn+tm—1
= lim,,_, — mz + k
G(z) n—00 n) k:rlr:[nJrl ( + )
1
. lyymz—mn—1) 5 (m—1) 1 _ _ 1
= lim,, oo (mn)tm e n = (27r)2(m Dpmz—3
gdzie uzyliémy najpierw
. nm+m—1mz + k _
lim II =mm
n—00 k=nm+1 n

a potem skorzystaliémy ze wzory Stirlinga. O
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2.7 Pewne calki z parametrem

Stwierdzenie 2.17 Niech f(t) bedzie holomorficzna dla 0 < argt < « i ciggla na domknieciu
tego zbioru. Zatozmy, ze dla pewnego € > 0

[f(2) < Cll™ [f(2) = f(0)] < Clz]“.
Wtedy dla 0 < argz < « . 1
| @ = 1Gng = royos=
Dowéd.
SEG® = 1604 = (S + Jora ) SO
= <f[r,zr] + f[zR,R] )f(t)%

= Jipan FO)§ = £(0) log(2),
gdzie na koricu r — 0, R — oco. O

Na marginesie wspomnijmy, ze istnieje “wariant rzeczywisty” powyzszego stwierdzenia:

Stwierdzenie 2.18 Niech f(t) bedzie funkcjq mierzalng na [0, 00| takg, Ze

JRC /|f 0% < .

| =1 F = roe-.

Wtedy dla z € [0, 00[

Whniosek 2.19 Zachodzi wzdr
logz = [ (e — e_z’f)%.

Stwierdzenie 2.20 Mamy nastepujgcg reprezentacje catkowq statej Fulera-Mascheroniego:

= fooo (et£1 tet)dt

Dowé6d. Mamy

—nt __ —q
Joo et = 0 foT et = 300, 5,
fow(e—t _ e—(n—i—l)t)% — log(n + 1)’

limy oo [y — Lottt — 0,
Stad
v = lim <1+%+---+%—log(n+1)>
n—oo

nt

= limy oo [y (e — (1 — e ™)t e ™) dt

1—e—t

= fooo (et£1 tet>dt
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Stwierdzenie 2.21 (Wz6r Pringsheima)

1
1,1 1 00 1 1 1)\e 2!
stalogs =J; <1_—e—t—?—§)et dt

1
_ oo 1 1)e 2¢
—fo <et—1__+§)et dt

|

Dowé6d. Zauwazmy najpierw, ze

1 1 1 1
— -~

l—et ¢t 2 12

Dlatego powyzsza calka jest zbiezna.

1
o0 1 1 1)e 2t
Jo (m—z—ﬁ) —dt

-1 —t — Lt
_ [©°° ( e 241 e e 2 >@
- 1 ot
0 21— 7§t) l1—e t t
_1l, 1, —t -1,
__ [0 e 241 _ 2”2 g_{_foo __e +e2 dt
—Jo [ t t 0 1—e? t t
2(1—e” 2%)

1
— (oo (el et\dt o oqoo (et | eT2'\dt
=Jo (2(176_’5) 7 ) t T Jo ( T T 7 )%

0o [(d e 3t _et 1 oo e_%t—eftd
fo <E t )dt ) fo t t

I
S5
o

8
N—= 77\
®
1
@
4
|
N[ —
[¢)

&
N——
=%
I
|

I
N[
+

2.8 Pochodna logarytmiczna funkcji Gamma

Ze wzoru Weierstrassa wynika natychmiast, ze

logT'(2) = —yz —logz + 3,2, (£ —log(1 + 2)),

62 10g F(Z) = Z;L.O:O (71"'%)2

Mamy tez
1 1
]Og F(l) = O’ logr(i) = 5 10g7‘(’7 82 log F(l) = —7.

Stwierdzenie 2.22

F'n+1+e) :n!(l—i—e(—’y—i—Z?:l %)) +0(?), n=12,...,
(2.53)

n!

T(—n+e) = (671 Y %) +O0(), n=12,....
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Dowéd. Najpierw zauwazamy, ze
"1
O logl(n+1) = —'y—l—Z—_, n=12,...
=17
AleT"(z) =T(2)0,1log'(z) i I'(n + 1) = nl. To pokazuje pierwszy wzor.

Nastepnie
1 "1
=17

Z+n

0.(log'(z) +

)

zZ=—n

Ale
0.0 (2)(z+n)=(z+n)"(2) +T(2) = (z + n)F(z)(?Z(log L(z)+ (2 + n)_1>.
(]

2.9 Szeregi asymptotyczne

Niech funkcja f bedzie okreslona na zbiorze K (zp,7) N{a1 < arg(z — z9) < az}. Piszemy
s .
F(2)~) aj(z— =),
=0
gdy dla kazdego n istnieje C,, takie, ze
n
£(2) =" a2 = 20)| < Cul — 2™,
7=0

Oczywiscie, jesli f(z) = > 72, a;z0 dla z € K(z0,7), to f(2) ~ > o ai(z — 20).
Przyktad. dla —5 +e<argz < § —¢

o
e_% NZOzj.
§=0
Przyklad. dla -7 +e<argz < 7 —ei—Fte<arg—2< 7] —¢
1 [e.e]
e =2 NZOzj.
j=0

W szczegolnosci, wszystkie pochodne funkcji R> z — e
Przyklad — Funkcja bledu.

1
«2 W Zerze s rowne zero.

Erf(z) ::/ e dt.
0

Oczywidcie, lim, .o Erf(z) = 3/7. Dla —Z + ¢ < argz < I — ¢ latwo pokazujemy metoda
calkowania przez czeici, ze

(&

22
2z

%\/E—Erf(z):/zooe_thtw <1+k§::1(—1)’“1'3.(.2';22)]7@_1))'
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2.10 Pierwszy wzér Bineta

Twierdzenie 2.23 (Pierwszy wzoér Bineta)

logT(2) = (2 — 3)logz — z + 2 log 27 + I” <% s — %)e‘”%; (2.54)
d:1og'(2) =logz + [° (1—“ - %)e*ztdt; (2.55)
92logD(z) = [° &=t (2.56)

Uwaga Zwr6émy uwage na to, ze powyzsze calki sg skonczone. W szcegoélnosci funkcje pod-

catkowe sg ciagle w zerze:

. 1 1
limy 0 (5 + oo

: 1 1
lim o (m - ?)

: t
hmtﬁo T—e—t =1.

- L
-1

=
N——

)

1
t
1
2

Dowod. Najpierw dowodzimy (2.56). Korzystajac z (2.52) dostajemy
02logT'(z) =30, W
=3 Jo e et mtdt (2.57)

_ [00 te~l?
—Jo lfe_tdt'

To dowodzi (2.56). Nastepnie przeksztalcamy (2.57) dostajac

I <1 —= %)te*tZdtJrfooo otz dy

1 — 1
=Jo <1 = _?>te dt + 2

Zatem
d.logT(z) = d.logT(1) + [] 921ogT'(y)dy

=7+ 7 ;dy + il (1 et %)teitydtdy
y=z
= -7 + 10gZ fo (T — %)e_tydt‘y:1

=logz — [;° (1 — = t)e_tzdt,

gdzie w ostatnim kroku wykorzystaliSmy wzor catkowy na stala v. To dowodzi (2.55). Nastepnie
przeksztatcamy (2.58) dostajac

(2.58)
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Stad
logT(2) =logT(3) +f Oy log I'(y)dy
:%logﬁ—i—fé log ydy — fl 1dy fl fo <1 — = —%—%)e*tydtdy

=10 421 —Lliggl 1 1 11 1 f 11 fty@yzz
= 5logm+ 2z —logz 2og2—|—2 0g 2+ 3 og2+0 —17e—t 7 —5)€ 7

= (z— )logZ—Z—}—llogQTr—l—fO <1 — —%—%>e_t3%,

gdzie w ostatnim kroku wykorzystaliémy wzor Pringsheima. To koriczy dowod (2.54). O

Whiosek 2.24 Niech ¢ > 0 i |argz| < § —e.
(1) Zachodzi Wzoér Stirlinga

lim, 00 <logI‘(z) —((z— 3)logz — 2 + 3 log 271')) =0,

(2) Niech

T 1t 1 2

Wtedy f jest ograniczona wraz ze wszystkimi pochodnymi dla t € [0, 00[ i
o0
= fat", [t <2m
n=1

Mamy nastepujgce rozwinecie funkcji Gamma w szereg asymptotyczny:
logT'(2) — ((z — ) log z — 2 + 3 log 27 — PR DIz f;)| < Clz| L

2.11 Wzér Plany i drugi wzoér Bineta

Twierdzenie 2.25 (Wzor Plany) Niech m < n bedq catkowite, ¢(z) funkcja analityczna, |¢(z)| <
e=9Mmzl 15 ¢ > 0 i m < Rez < n. Wtedy

Lo(m) +d(m+1)+...+d(n— 1)+ 2¢(n)
— [T o(z)de —i [0 Slutiy)—dn=iy) 4, 4 ; IS d(m-+iy)—¢(m—iy) 4

e2my —1 2Ty 1 Y
Dowé6d. WprowadZzmy kontury
Yy =m ,(m+1)",...;,(n=1)",n",n+iR,m+ iR, m],

yo=mT,(m+1)*", ... ,(n—1)",nT,n—iR,m—iR,m].
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Korzystajac z tego, ze

¢(z) 1
Res——— =F—o¢k), keZ
ez _ 1|, :':27T1¢( ) kez,
dostajemy
0 = / —2(?1'522) dz
v+ © —1
. _1/ <b(2m+1y dy +i / ¢2n+1y
R—oo 0 e“Ty Ty
+P/ %dx—i— ~¢(m +— Z (j
m a ] =m+1
0 = / #dz
~ —1
> ¢(m —iy) > p(n —1iy)
Rno : 0 e2”y—1 ez W eQWy—ldy

n n—1
+p [ %a FIolm) t 1 3 6() +1o(n).

j=m+1

Nastepnie dodajemy (2.59) i (2.60), korzystajac z tozsamosci
(627rix o 1)—1 + (e—Qﬂ'ix o 1)—1 - 1.

a

Twierdzenie 2.26 (Drugi wzo6r Bineta)

logl'(2) = (2 — 3)logz — 2z + %log27r—|—2f0 %gldt

9. logI'(z) = logz — 2f0 (ZQHQI)E?#_U,

0?logT'(z) = #+;+4f0 %-

(n);

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

Dowoéd. Aby pokazaé (2.64) stosujemy Wzoér Plany do ¢(z) = (z + t)~2. Nastepnie catkujemy

dwukrotnie i dostajemy

arctg =

1 o
logF(z):A+Bz+(z—§)logz+2/ S
0

Poréwnujac z pierwszym wzorem Bineta dla z ~ 0 dostajemy A = %log 27, B=—1. O
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3 Zastosowania

3.1 Jednorodne dystrybucje i ich transformaty Fouriera
Dla A € C mozemy zdefiniowaé dystrybucje temperowane
(fiz + 0)* := lim (i + ).
Wzory
2= M), 2t = (—2) ()

zadaja dystrybucje tylko dla ReA > —1. Mozemy je rozszerzy¢ na wszystkie A € C procz
z=—1,-2,... kladac

x) = m ( —e 13N iz + 0) + 2N (—iz + 0))‘),

= m ( — e 12N iz + 0)N + €2 iz + 0))‘)

:1,‘)‘

Wygodnie jest rozwazaé¢ ~+—. Mamy wtedy
F()\+1)

. n 5(n—1) _
T D) (£1)"6 , n=12....

Spelniaja one zwigzki rekurencyjne:

A oto transformaty Fouriera:

A
7161’ l':t — i —-A—1
/e r(/\+1)dx (+iE+0)

e A &
/e (Fi€ +0) d£:27rr(_)\).

Szczegdlnie symetryczne wzory na transformaty Fouriera dostaniemy wprowadzajac

@) =T+ 52 3z = @r) 7' T(=3 + 1272 (2 + 0 + (—iw +0)*),

0
v (z) = I‘(%+1)2_%_%\xl>‘sgnx:i(2ﬂ) (=2)2™ _%( iz +0)* — —ix+0))‘).

o[>

Mamy nastepujace zwiazki:
amn)\ — )\l/)\_l, axy)\ — 77)\—1

77/X = 271'777)‘71, 1;; =V2mv L
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3.2 Calki wielowymiarowe
W tym rozdziale rozwazamy d-wymiarows przestrzen euklidesows.
Twierdzenie 3.1 Pole sfery jednostkowej d — 1-wymiarowej wynosi

d
212

(g

Sq—1 =

Dowéd. Metoda I. Obliczamy 2 sposobami catke gaussowska: we wspélrzednych kartezjanskich

d
2

/ex%”'x?idxl coodrg =72,
i we wspolrzednych sferycznych
2 g
Sa—1 fgTe " rdtdr = 31(4).

Metoda II. We wspoélrzednych sferycznych pole sfery jest réwne

s ™ 27
Sa—1 :/ sin®~2 ¢d—1d¢d—1“'/ Sin¢2d¢2/ der
0 0 0

Nastepnie stosujemy
T =T k-1 27
/ sin* ! ¢pdey = M, k=2,...,d—1; / déy = 2m.
0

0 (%)
O

Twierdzenie 3.2 Calki wystepujace w diagramach Feynmanna W przestrzeni euklides-
owej d-wymiarowej mamy

(o — &
/(x2 +m?)"dd = ﬂ%md_m%, (3.65)
(o — &
/(m2 + 2y +m?)"d%z = TF%(’TTLQ - yQ)%’a (a 2), (3.66)
I(a)

(o — &

/xu(mz + 22y + m?)"d% = —ﬂgyﬂ(m2 - yQ)%fa (a 2), (3.67)
I(a)

_d

J 2w (@? + 20y +m?) 0% = iy, (m? - y?)i oG (3.68)

d d=1_,T(a—9-1
g (m? — ) 7oLl iD

Dowéd. Stosujemy wzoér na powierzchnie sfery i

oo
/ (7,,2 + m2)_0‘7"d_1d7° _ 2—1md—2a
0
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Twierdzenie 3.3 Zdefiniujmy

Wtedy

Dowédd. Stosujemy wspétrzedne sferyczne.
[|z|re"2¢dz =
oo dr [T dga- AL il cos pai pAtd—1 gnd=2 4 G,
=T(A+d) fy: <(i\§’ c08 @1+ 0) A4 4 (—i[¢] cos dg-1 + 0)7%(1) sin?~2 ¢q_1dgg_154-2
= T(A + d)2 cos(*5m)[¢] 9% cos™ 0 gy g sin 2 dy_1dbg 154 .

Nastepnie stosujemy

d—1 —A— d+1 d—1
_ or % —A—d 11(= (%)
Sq—2 = T fo cos Ga—15in?"2 pg_1dpg1 = §—r(_%) 2,

_1 _
(A +d) = m— 221 (AR (Abdtl)

F(AJrngl)F(f)\deJrl)cos Ad o T,

i dostajemy

s¥

L5
P(=3)

/|x|>‘e_ix£dd:6 — |€|—>\—d2>\+dﬂ_d

3.3 Macierze

Niech ¢ = [¢;;] bedzie macierza. Wyznacza ona forme kwadratowa zdefiniowana dla x = [z;] € R4
jako

d
ICT = E XiCijTj.

ij=1

Kazda macierz przez zamiane wspoétrzednych y; = Z?Zl a;;x; mozna sprowadzi¢ do postaci

diagonalnej:
d
rexr = Z Ni(yi)?
i=1

Liczba dodatnich i ujemnych A; nie zalezy od wyboru przeksztalcenia i definiuje sygnature
macierzy (dy,d_). Oczywiscie, d > dy +d_. Indeks macierzy c definiujemy jako indc := d; —d_.
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Mowimy, ze macierz c jest niezdegenerowana, gdy dla kazdego = € R?, x # 0, istnieje y € R?
taki, ze

d
ycxr = Z yicijz; # 0.

ij=1
Roéwnowazny warunek: di +d_ = d.
Zaktadamy, 7e w R? wprowadzony jest kanoniczny iloczyn skalarny z-y := Z;l:l x;y;- Macierz
mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej odwzorowaniem ortogonalnym. Ciag Aq,..., g 2z

doktadnoscia do permutacji nie zalezy od wyboru diagonalizujacego odwzorowania ortogonal-
nego. Wyznacznik macierzy nie zmienia sie po zastosowaniu transformacji ortogonalnej. Dlatego

d
det|e;;] = H i
i=1
Mowimy, ze macierz ¢ jest dodatnio okreslona, jesli dla = € R%, = # 0,
zcx > 0.
Roéwnowazny warunek: di = d.
3.4 Wielowymiarowe calki Gaussa i Fresnela

Niech macierz c bedzie dodatnio okreslona. Wtedy
/dx exp(—zcx) = 7t (det c)_%. (3.69)

Zamieniamy bowiem wspélrzedne odwzorowaniem ortogonalnym diagonalizujac macierz c. Mamy
wtedy de =dzq---daxg =dyp - - dyg = dy 1 (3.69) jest rowne

d d
/dy exp (— Z)\z(yz)2> = H/e)‘i(yi)Zdyi = H \/)\E
i i=1 i=1 v

Jesli ¢ jest macierza niezdegenerowana, to

/ da - - - dzgexp(izez) = 726 T0de| det c\_%. (3.70)
lz|<R

3.5 Metoda Laplace’a (punktu siodlowego)
Dla duzych A rozwazamy catke typu

I\) = /b fx)e*@dy,
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Zakladamy, ze f, ¢ rozszerzaja sie do funkcji analitycznych na otoczeniu [a, b] w C i ze znajdziemy
droge v, ktora laczy a z b i przechodzi przez punkt Z, w ktorym ¢'(2) = 0. Zakltadamy tez, ze w
Z funkcja Re¢ obcieta do v ma maksimum. W otoczeniu Z mamy

8(2) ~ 6(2) + 58 ()(= — 2

Wprowadzmy wspotrzedne (¢,s) € R? tak, by

z=Z+ (t+is)e'?,

(3.71)

gdzie ¢"'(2)e? < 0. Dla uproszczenia zakladamy, ze [1)| < 3. Wtedy (3.71) mozna przepisaé

jako

o(z) = ¢(2) + %qﬁ"(%)em (t2 — s% + 2its) .

Zatem poziomice Re¢ wokdl Z przypominaja poziomice wokot przeleczy (punktu siodlowego).
Najwiekszy wktad do catka po krzywej v pochodzi z otoczenia punktu Z, gdzie v mozna
zastapi¢ czescia prostej R 3 t — Z + ¢'¥t. Dostajemy

I = / f(2)eM@dz
vy

/ T RO e i gy

Q

2

5 T
= f(Z)e —A(b”(é)ewe
_ e [ 2T
- T Do

i)

3.6 Asymptotyka funkcji Gamma w nieskoriczono$ci metoda punktu siodlowego.

Twierdzenie 3.4 Niech ¢ > 0. Dla |argz| < § — € mamy

Dowo6d. Mamy

gdzie

Obliczamy:

T 1
lim (z+1)

2+1/2
200 O =

=1.

Nz+1) = / e?Mat,
0

o(t) = —t + zlogt.

Do) =—1+=,  Rot) = -
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Zatem ¢(t) ma jedno i tyko jeden punkt stacjonarny: dla t) = z. Mamy

o(to) = —z+ zlogz, 07¢(to) = —%-

Mozna zmienié kontur catkowania tak, by przechodzil przez z, na przyktad calkowaé po poéiprostej
[0, zoo:

N(z+1)= / e?®at.
10,z00]

Funkcje ¢(t) przyblizamy przez jej rozwiniecie w okolicy ¢

1
6(t) ~ dlto) + 56" (to) (t — t0)*.
To prowadzi do przyblizenia dla funkcji Gamma:

[(z41) ~ / e#(t0) 36" (t0)(t—t0)” g¢.
10,z00]

Kontur, po ktérym catkujemy przedtuzamy do calej prostej z] — 0o, oo[. Dla duzych z w sektorze
largz| < § — € te modyfikacje nie wplyna zbytnio na wartos¢ catki. Oczekujemy wiec, ze I'(2)
zachowuje sie asymptotycznie jak

z

P10 2 z
) / 03 020(t0) (o) gy — 2\ o
oo e*
Pokazmy teraz to w Scisty sposéb. Niech Rez > 0. Wtedy
T(z+1) = [ e tdt = [ e t7dt
— e—z+zlogz f[(],zoo[ e—z(%—l—log é)dt

— o~ %2+l fixi e—z(s—log(l—&—s))ds,

gdzie dokonaliémy zamiany zmiennych

Zauwazmy, ze funkcja
] —1,00[> s+ s —log(1 + s)

maleje na | — 1,0] od oo do 0, w 0 zachowuje sie jak % i na [0, 00| ro$nie do oo. Zatem funkcja

R 35— u(s) = \/2(s — log(1 + s5))

(w ktorej bierzemy ujemny pierwiastek dla s < 0 i dodatni pierwiastek dla s > 0) jest gladka.
Mamy
lim u(s) 1 du(s) B s

s—0 8 T ds u(s)(1+s)’
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oraz q 1 ()
S + s(u))u
= = =1.
fl) = o) = 25 f0)
Mamy zatem
= ffo e_Z(S_IOg(1+S))dS

— f e7%u2f )
Niech
o0
2 2
I():/ 5y = 4/ 2E.
o z
Wtedy
z,2
I 1‘ _ Joo e 2" | f(u)—1]du
Iy o

<CVz [%, e 3% |y|du = 01%.
To koniczy dowod (3.72) O

3.7 Asymptotyka funkcji Beta w nieskorniczono$ci metoda punktu siodlowego

Asymptotyke dla B(u,v) mozna dostaé¢ z asymptotyki funkcji I'(z). My jednak pokazemy ja
bezposrednio z metody punktu siodtowego.

Twierdzenie 3.5 Niech ¢ > 0. Dla |argu| < § — ¢, |argv| < § — €, mamy
B 1, 1
lim (utlo+1)

U,V—00 \/_u“+1/2v”+1/2
quv u+v+3/2

~1. (3.73)

Dowé6d. Mamy
1
Blu+1l,v+1)= / M,
0

gdzie
P(t) :=ulogt + vlog(l —t).
Obliczamy:
U v U v
OU(t) = — — —— Rt = LY
tw() ¢ 1—¢ tw() 2 (1—t)2
Zatem 1 (t) ma jedyny punkt stacjonarny: dla ¢ty = u—iv i
u v (u+v)3
tg) = ul —_— 1 —_— O*p(ty) = —~——~.
(to) u0g<u+v>+v 0g<u+v>, F¥(to) e

Jesli Reu > 01 Rev > 0, to Rey(t) — —oo, gdy ¢ zbliza sie do 0 badz 1. latwo wiec
uzasadni¢, ze deformujac kontur [0, 1] mozemy dostaé¢ krzywa 7 zaczynajaca sie w 0, koriczaca
sie w 1 i przechodzaca przez t( tak, ze Rei(t) osiaga wzdluz tej krzywej maksimum w ¢y. Mamy

Blu+1,v+1)= /ew(t)dt.
gl
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Mozna oczekiwaé, ze przyczynek wokoét ty w tej calce bedzie dominowaé. Zatem
B(u+1,v+1) ~ /ew(t””W(“’)(t‘to)gdt.
’y

Nastepnie zastepujemy krzywa y przez prosta nachylong pod odpowiednim katem «, czyli:
Bu+1,0+1) ~etlo) [ e300 gy

e¥]—00,00]

w v
o u v 2 uv uu+1/2 v+1/2
- (u+v> <u+v) ((u+v ) v u+v (utv)etvts/2:

3.8 Wielowymiarowa wersja metody Laplace’a (bez przedluzenia anality-
cznego)

Dla duzych X rozwazamy catke typu

= [ s
e

gdzie © jest podzbiorem w RY. Zakladamy, ze ¢ posiada globalne maksimum w © w punkcie
Z nalezacym do wnetrza O i ze jest rozniczkowalne dwa razy w 2. Mamy wtedy V¢(z) = 0.
Zaktadamy tez, ze Hessjan (druga pochodna) ¢ w &, oznaczany przez V2¢(Z), jest ujemnie
okreslony. Wtedy

I(A)

Q

/f 7 exp | Ao(@ va B)(; — ) | da

5,j=1

NI

= f(@)e® (27”) (det(—V?¢(7)))

3.9 Metoda fazy stacjonarnej
Zakladamy teraz, ze f i ¢ sa dostatecznie gladkie. Dla duzych A, rozwazamy catke typu

= [ sy
©

gdzie © jest podzbiorem w R?. Zaktadamy, ze ¢ posiada globalne maksimum w © w punkcie &
nalezacym do wnetrza ©. Mamy wtedy V¢(Z) = 0. Zakladamy tez, ze Hessjan ¢ w Z, oznaczany
przez V2¢(%), jest niezdegenerowany. Wtedy

Q

I()\) / f(z exp io(z —|— — Z ViV, (b ( —i’i)(a:j —QN,’j) dx

,Jl

= f(:z.)ei%indv2¢(f)ei)\¢(j) (2;) g ‘det v2¢(j))|*%
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3.10 Roéwnanie dyfuzji i Schrédingera

Swobodne réownanie Schrédingera:
.d 1
151/)15(30) = —%A¢t(l‘)

Rownanie dyfuzji (ciepla):
d
aft(l’) = K?Aft(.%')

Wprowadzmy operator pedu

Wtedy —A = p?. Mozna uogélnié réwnanie Schrodingera do dyspersyjnego réwnania Schrédingera,
gzie w jest dowolng funkcja pedu:

.d
lawt(ﬂﬂ) = w(p)Yi(x).

Formalne rozwiqzanie:
itw
¢t = (P )¢0

Transformacja Fouriera w konwencji “unitarnej”:

(E) = (2m) / (e =Eda,

Pla) = (2m)72

Transformacja Fouriera diagonalizuje ped:

[ iteicac.

pU(E) = €9(€).
Ogolniej
w(p)y (&) = w(©)d(9).
Dlatego

A~

.d o
i %e(€) = w(€)ve(8),
1[%(5) = efitw(g)l/zo(f)-

W reprezentacji potozeniowe;j

@) = [ Uite — pn(w)dy,
gdzie “propagator” jest rowny
Us(z) = (27)~ / o iel©)Hin g
W przypadku dyfuzji dostajemy

_(z=y)?

ft(x):/(élmit)%e it fo(y)dy.

Zauwazmy, ze
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1) [ f(@)de = [ fo(z)dz;
(2) fo > 0 implikuje f; > 0;
(3) [1filP(@)dz = []fol*(z)dz.
Dla swobodnego réwnania Schrédingera z m = 1 mamy
d i(z—y)?

bi(z) = / (2ti) 365" o (y)dy.

Mamy [ [[2(x)dz = [ |o[(x)dz.

3.11 Transformacja Legendre’a

Niech Q bedzie wypuktym zbiorem w R? a
N3&—wl@)eR (3.74)

niech bedzie funkcja wypukla klasy C2. Sciglej rzecz biorac, zaktadamy, ze dla réznych £, & € Q,
G #&, 0<7<1,
Tw(é) + (1 = mw(&e) > w (& + (1 = 7))
Wtedy
Q3¢ () = Vw(€) € R (3.75)

jest funkcja réznowartosciows. Niech Q bedzie obrazem (3.75). Jest to zbiér wypukly. Mozna
zdefiniowa¢ funkcje .

Ns3v—Ew) e
odwrotna do (3.74). Transformacje Legendre’a definiujemy jako

@(v) 1= v&(v) — w(E(v)).

Twierdzenie 3.6 (1) Va(v) = £(v).

—1

(2) V20 (v) = V,é(v) = <V§w(f(v))> . Zatem @ jest wypukia.

(3) w(&) = w(9).

Dowod. (1)

V@(v) = £(v) + vV€(v) = Vew({(v)) Vo€ (v) = £(v).
(2)

V20(v) = Vot (v) = Veu(§(v)) ™ = (Vaw(E(v))
(3) i

w(§) = &u(§) —v(§)E(v(E)) +w(§(v(§))) = w(v).

Od
Przyklady.
(1) Q=R%, w(§) = &, Q=R o) = =2,

(2) Q=RY, w(¢) =/ +m2, Q={velR!: |v| <1}, @& =-mV1-22
(3) A=R, w(€) =¢f, Q=]0,00[, &(v) =vlogv — v.
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3.12 Dyspersyjne rownanie Schriodingera z parametrem 7/

WprowadZzmy maly parametr i. Zmieimy definicje pedu i energii:
pi = —ihVy,, E =iho;.

Dyspersyjne réwnanie Schrédingera w postaci zawierajacej h:

. d
1ha¢t(m) = w(p)i(z). (3.76)
Ma ono rozwiazanie:
itw(p)
Ye=e h .

Aby je rozwiaza¢ wygodnie jest zastosowaé semiklasyczna wersje transformacji Fouriera:

izé

bE) = (2nh) 4 / Ple)e o da,
Gle) = (@nh)t / BE)eF de.

Ma ona wlasnosci

/ W(@)Pde = / (6 e,
SP)B(E) = w(©DE).

Propagator wynosi
—iiw(ﬁ)-gi(:t—y)f

U(z) = (27rh)_d/e d¢.

3.13 Granica semiklasyczna dyspersyjnej ewolucji

Zalozmy, ze i (z) ewoluuje zgodnie z réwnaniem (3.76). Chcemy wyznaczy¢ propagacje dla
malych wartosci i w zaleznosci od g
Niech v(€) i @(z) beda zdefiniowane jak w podrozdziale 3.11. Wtedy

LT,
(z) ~ exp <1Zde5v(§(m/t)>
_d _1 it N
<t det [Veo(e(o/0)F exp (3otaft) ) do ((6ta/). 30
Czyli paczka falowa o pedzie & podrézuje z predkoscia v(€) = Vw(&) zwana “predkoscia grupowa”.

Zauwazmy przy tym, ze norma L? prawe]j strony (3.77) nie zalezy od czasu.
Aby otrzymadé (3.77) zapisujemy v,(x) w postaci

te) = Can 4 [oxp (L) ey
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gdzie
Gi(x,§) = —tw(§) + x€.

Stosujemy metode fazy stacjonarnej
Vep(x,&) = —tVew(x) + .

Zatem
z/t = Vew(§) = v(8),
¢ (x,8(x/t)) = x{(x/t) — tw (§(2/t)) = tw(z/t).
Poza tym
Vid(x,6) = —tV2w(€) = —tVev(9).
Metoda fazy stacjonarnej prowadzi do

d
2

Y(x) =~ (27rh)_%(27rh) exp (i%indVg)(f(m/t))

e~ det [Veu(e(o/o)F exp (3a(a/t) ) o (/).
z ktorego wynika wzoér (3.77).

3.14 Roéwnanie Kleina-Gordona/falowe

Ponizsze réwnanie dla m # 0 nazywa sie rownaniem Kleina-Gordona a dla m = 0 réwnaniem
falowym:

OFp(t,x) = (A — m?)p(t, ). (3.78)

Twierdzenie 3.7 Znajgc ¥(t,-) i Ou)(t, ) dla t = 0 mozemy otrzymaé rozwigzanie réwnania
(3.78) w dowolnej chwili ze wzoru

P(t) = —0:G(1)¥(0) + G(£)0rp(0),
gdzie funkcja Greena G(t) jest zadana przez
Gt) = —%pﬂs+nﬂy%émcxﬁﬁ

+%(—A n mz)_%e_itm.

Dowdod. (3.78) mozna przepisa¢ w formie
@@—M—A+mﬂ0@+v—A+mﬂ¢:o

Dzielimy 1) na cze$é o dodatniej i ujemnej czestotliwosci: ¢ = ¥4 + ¢, gdzie

<i@t +vV-A+ m2> T—y
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Mamy

Dlatego

Stosujac

dostajemy

P(t)

VAT (0) + eV (0)

1 . .
§(elt\/—A+m2 _i_e—lt\/—A—i—mQ)w(O)
—i—% <_(A+m2)—%eit\/T+mQ+ (_A+m2)—%e—it\/m> 9(0).
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