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1 Roéwnania rézniczkowe w dziedzinie zespolonej

1.1 Punkty regularne
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W tym rozdziale rozwazamy réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu w C” i drugiego rzedu w C.

W C" bedziemy postugiwaé¢ sie norma wektorow

n 2

loll = { Y luil* | veC™

=0



Jedli A jest odwzorowaniem liniowym na C”, to norma A jest zdefiniowana jako

[A]l := sup [|Az].

[l=f|=1
Bedziemy rozwazaé réwnanie rézniczkowe
0.v(z) = A(2)v(2). (1.1)
gdzie v(z) € C™.

Definicja 1.1 Jesli w (1.1) funkcja A(z) jest analityczna w zo, to méwimy, ze zy jest punktem
reqularnym tego réwnania.

Twierdzenie 1.2 Niech ) bedzie spdjnym jednospdjnym zbiorem otwartym w C. Niech

ai1(z) ... a(2)
N3z Az) =
an1(z) ... anpn(2)
w1
bedzie funkcjg holomorficzng o wartoSciach w macierzach n xn iw = | ... | € C". Witedy
Wn,
v1(2)
istnieje jedna i tylko jedna funkcja holomorficzna Q > z +— v(z) = € C" bedgca
Un(2)

rozwigzaniem zagadnienia

(1.2)

Dowo6d. Ograniczmy sie najpierw do kota K (zg,r) takiego, ze K(zp,r) C §2. Mozna réwniez
zalozyé, ze zg = 0.
Niech

A(z) = ZAkzk
k=0

Wtedy szereg

gdzie

Vo = w,
. 1 m
U1 = 70T Dok Am—k V-

jest jedynym szeregiem formalnie spelniajacym réwnanie (1.2).



Pokazmy, ze szereg ten jest zbiezny w kole K (0, 7). Wiemy z nier6wnosci Cauchy’ego, ze

| Agl < Cr*.

Jesli potozymy

{ po = |[w]|
Pmt1 = g Soneo O™y,
to mozemy dowie$¢ indukcyjnie, ze
[vmll < prm.
W rzeczy samej, mamy
[[vol| = po.
Zalézmy, ze
logll < p, k=0,...,m.
Wtedy
[omirll < st Zoheo 1 Am w0kl

it 2o [Am—slllvell

IN

IN

To koniczy dowod (1.3).
Jesli odejmiemy wzory
r(m+ Dpmir = X Cr ™ py,
mpy =y Cro Ry
to dostaniemy
r(m+ Dpms1 = (Cr + m)pm,.

Wynika stad natychmiast ze
i Pm+1 1
m ——- T .

m—00 pm

Czyli na mocy kryterium d’Alemberta, szereg

[e.e]

k
> Pz
k=0

jest zbiezny w kole K (0,r). Zatem réwniez szereg

[e.e]

>

k=0

jest zbiezny w kole K (0,r).

1 m k— —
mt1 Zk:o CriMpy = pma1.

(1.3)

Powyzsze rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla dowolnego kota zawartego w €2. W ten
sposob, poniewaz () jest spojny, mozemy przedtuzy¢ funkcje v(z) na caly obszar Q. Jego jed-

nospéjnosé gwarantuje, ze nie dostaniemy funkcji wieloznacznej. O



Przyklad 1.3

Podstawiamy

Dostajemy wzor rekurencyjny;

Czyli

Oczywiscie, v(z) = €.

Przyklad 1.4 Niech p € C, z # —1
(0: — pu(z+1) ) w(z), v(0)=1.

Podstawiamy
v(z) = Z vp2".
n=0
Dostajemy wzor rekurencyjny;

nu, = (W —n+ 1)vy_1.
Czyli

o
oo (p—n+1)2"
v(z) = Z p , |zl < L
n=0 ’

Oczywiscie, v(z) = (1 4 z)H.
Rozwazmy teraz réwnanie skalarne drugiego rzedu
(02 + ¢(2)0. + d(z)) u(z) = 0. (1.4)

Definicja 1.5 Mdéwimy, zZe punkt zy jest regularnym punktem réwnania (1.4), jesli ¢(z) i d(z)
sq analityczne w 2g.

Stwierdzenie 1.6 Niech c(z), d(z) bedg holomorficzne w spdjnym jednospojnym zbiorze ot-
wartym §2. Wtedy zagadnienie

24 c(z z)) ulz) =
{(az+ (2)0: +d(2)) u(z) =0 (1.5)

u(z0) = wo, O.u(z0) = wi,

ma jedno i tylko jedno rozwigzanie w €.



Dowdd. Zdefiniujmy

=[0G ) =]

1 zastosowaé twierdzenie 1.2. O

Podajmy jeszcze wzoér rekurencyjny na wspotczynniki rozwiniecia

oo
u(z) = Z w2
k=0

dla rozwigzania réwnania

(b(2)02 + ¢(2)0, + d(2)) u(z) =0,
gdzie b(0) # 0. Mamy:

{ Ug = Wo, Ul = Wi,

S o k(k = Dugbm—k + S0t kem—p—1ug + > peg dm—k—2ug = 0.

1.2 Punkt regularny w nieskorczonosci

Definicja 1.7 Zalézimy, ze A(z) jest zdefiniowane dla |z| > R. Mdéwimy, zZe oo jest punktem
regularnym réwnania (1.1), gdy po zamianie zmiennych w = 2z~ dostajemy punkt reqularny w 0.

Oczywiscie, 0, = —w?3,,. Dlatego po zamianie zmiennych (1.1) zmienia sie w réwnanie
Dpv(w™) = —w 2 A(w Ho(w™).
Dlatego oo jest punktem regularnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje granica

lim z2A(z).

Z— 00

Twierdzenie 1.8 Niech oo bedzie regularnym punktem réwnania (1.6). Wtedy dla zadanego
w € C", istnieje doktadnie jedno analityczne w nieskoriczono$ci rozwigzanie zagadnienia

T = Al)(),
dz (1.6)
{ lim, o v(2) = w.

Rozwazmy teraz rownania drugiego rzedu postaci (1.4).



Definicja 1.9 Zaldzmy, ze c(z), d(z) sq zdefiniowane dla |z| > R. Méwimy, Ze oo jest punktem
regularnym réwnania (1.4), gdy po zamianie zmiennych w = 2z~ dostajemy punkt reqularny w 0.

Zamiana zmiennych prowadzi do réwnania
((930 + 2w —w2e(w1))0, + w_4d(w_1))u(w_1) = 0.
Zatem oo jest punktem regularnym, gdy istnieja granice

lim (22 — 2%¢(2)),  lim z%d(2).

Z—00 Z— 00

Twierdzenie 1.10 Niech co bedzie regularnym punktem rownania. Wtedy dla zadanych wy, wy
istnieje doktadnie jedno analityczne w nieskoriczono$ci rozwigzanie zagadnienia

0?4+ ¢(2)0, +d(2)) u(z) =0
( ( (2)) u(z) (1.7)
lim, o0 u(z) = wp, lim, oo (u(z) —wp)z = wy.
1.3 Regularne punkty osobliwe.
Rozwazmy teraz réwnanie rézniczkowe (1.2) dla ktérego prawa strona ma osobliwosci.
Definicja 1.11 Mdowimy, Ze réwnanie
d _
Z(ZZ) = A(2)v(2) (1.8)

ma w zo regularny punkt osobliwy, gdy /Nl(z) ma w zo biegun co najwyzej pierwszego rzedu.
Mozna wtedy zapisa¢ (1.2) w postaci
(2 — 20)0.0() = A(2)o(2),

gdzie A(z) jest holomorficzne w otoczeniu zy. Wartosci wlasne macierzy A(zp) nazywamy indek-
sami punktu osobliwego zy. Opiszmy teraz metode znajdowania rozwiazan wokol regularnego
punktu osobliwego. Dla uproszczenia przyjmiemy, ze tym punktem jest 0.

Twierdzenie 1.12 (Metoda Frobeniusa dla ukladéw réwnan) Niech () bedzie spdjnym jed-
nospdjnym zbiorem otwartym w C zawierajgcym 0. Niech

a11(z) ... ain(2)
N3z Az) =

an1(z) ... apn(z)
bedzie funkcjg holomorficzng o wartosciach w macierzach n x n. Niech w € C™ i A € C spetniajg
(A(0) = Nw =0,

1.9
A+ m nie jest wartoscig wiasng A(0) dlam =1,2,.... (1.9)



Wtedy istnieje jedna i tylko jedna funkcja ©(2) holomorficzna na Q taka, Ze v(z) := 2 0(2) jest
rozwigzaniem rownania
zdg—(j) = A(z)v(z2),
Y (1.10)
lim 2z~ (2) = w.

z—0

Dowod. Ograniczmy sie najpierw do kota K(0,r) takiego, ze K (0,7) C Q.
Niech

A(z) =) Ag®
k=0

Wtedy szereg

gdzie

{ Vo = w
U, 1= ()\ +m — Ao)il ZZ]:_Ol Amfkvk-
jest jedynym szeregiem formalnie spelniajacym réwnanie (1.10).
Pokazemy, ze szereg ten jest zbiezny w kole K (0,r). Wiemy z nier6wnoséci Cauchy’ego, ze

| Agl < Cr*.

Jesli potozymy

{ po = |[wl]
pm = [[(A+m = Ao) Y| Ry CrmtEpy,
to mozemy dowiesé¢ indukcyjnie, ze

[y

Jesli odejmiemy wzory
T“(A+m+1—f40)_1u_1pm+1 =Yty CrmmThpy,
H()\+m—z40)_1H_1pm = S Crmtkpy,

to dostaniemy
PO m 1= 407 o = (O 4+ [ m = 497 7)) pin

latwo sie przekonaé, ze
lim m||(A+m— A | =1.

m—0o0

Wynika stad natychmiast ze
i Pm+1 1
m ——- r .

m—0o0 pm

Czyli na mocy kryterium d’Alemberta, szereg definiujacy v(z) jest zbiezny w kole K (0,r).
Stosujac Twierdzenie 1.2 mozemy przedluzyé 0(z) na caly obszar 2. O



Przyklad 1.13 Niech

A
1 A

Rozwazmy réwnanie z0,v(z) = Av(z). Wtedy dostajemy réwnania

20,01 =  Avq,
v+ 20,03 = Avg,
Up—1 + 20,0, = Aup,.
Baze rozwigzan tego uktadu stanowig
_ 0 -
0
2 , m=1,....n
2 log z
| 2M(logz)™ ]

Przyklad 1.14 Nastepujgce réwnanie ma regularny punkt osobliwy w 0:

d.v(z) = (az™ ' + b)v(2).

aebz

Jego rozwigzaniem jest v(z) = z
Rozwazymy teraz rownania drugiego rzedu.

Definicja 1.15 Mowimy, zZe rownanie
(ag +B(2)0. + 5(2)) u(z) =0

ma w 2z regularny punkt osobliwy, gdy b(z) ma w zo biegun co najwyzej pierwszego rzedu a &(z)
ma w 2o biegun co najwyzej drugiego rzedu

Dla uproszczenia zalézmy, ze zyp = 0. Mozemy wtedy zapisaé powyzsze rownanie w formie:

(2202 + b(2)20. + c(2)) u(z) = 0.



Stwierdzenie 1.16 (Metoda Frobeniusa dla réwnan drugiego rzedu) Niech b(z), c(z) bedg
holomorficzne w jednospdinym obszarze €} zawierajgcym 0. Niech A € C spetnia

A — 1) + Ab(0) + ¢(0) = 0,
A+m)A+m—1)+ (A+m)b(0) +¢(0) #0, m=1,2,....
Wtedy istnieje jedna i tylko jedna funkcja i(z) holomorficzna w Q, taka, ze u(z) := 2 u(2) jest

rozwigzaniem zagadnienia

1.11
lim z M u(z) = 1, (1.11)

zZ—

{ (2202 + b(2)20; + ¢(2)) u(z) = 0,

Dowdd. Zdefiniujmy
oraz

Mamy wtedy

Zatem (1.11) mozemy przepisaé¢ w postaci

{ 22— A(z)(2),

lim 2 v (z) = w.

z—0
1 zastosowaé twierdzenie 1.12. O

Podajmy jeszcze wzoér rekurencyjny na wspétczynniki rozwiniecia

o
u(z) == ZuszJrk
k=0

dla réwnania

(a(2)2202 + b(2)20. + c(z)) u(z) = 0,

10



gdzie a(0) # 0. Mamy:

UuQ :1,
um == ((A+m)A+m—1)ao+ (A +m)by +co) "

X SH0 (A RN+ k= Dk + A+ k)b + o)t
Czyli, jesli szukamy rozwiazan réwnania postaci
(a(2)2202 + b(2)20, + c(2)) u(z) = 0,
gdzie a(0) # 0, to najpierw powinni$émy znalez¢ pierwiastki A1, Ao tak zwanego réwnania wskaznikowego:
AN = 1)a(0) + Ab(0) + ¢(0) = 0.
Jesli A} — Ao € Z, to mozemy znalezé dwa liniowo niezalezne rozwiazania zachowujace sie w zerze

jak 2M i 222, Jedli \{ — Ao € Z, to w ogolnosci mozemy wyzej opisana metoda znalezé tylko
rozwiazanie o zachowaniu z’\l, gdzie \; — A9 > 0.

1.4 Regularny punkt osobliwy w nieskoriczonosci

Definicja 1.17 Zaldzmy, ze A(z) jest zdefiniowane dla |z| > R. Méwimy, ze oo jest regularnym
punktem osobliwym réwnania (1.8), gdy po zamianie zmiennych w = 2~ dostajemy regularny
punkt osobliwy w 0.

Latwo zauwazyé, ze rownanie (1.8) ma regularny punkt osobliwy w oo, gdy istnieje granica
Wtedy mozemy przepisa¢ rownanie (1.8) w postaci
20,0(z) = A(2)v(z),
gdzie A(z) jest analityczne w co. Wartosci wlasne —A(o0) nazywamy indeksami punktu oc.

Twierdzenie 1.18 Niech Q bedzie spdjnym jednospdjnym zbiorem otwartym w C zawierajgcym
0o. Niech
a11(z) ... ain(2)
N3z Az) = e
an1(z) ... apn(z)
bedzie funkcjg holomorficzng o warto$ciach w macierzach n X n. Niech w € C" i A € C spetniajg
(A(o0) + Nw =0,

(1.12)
A+ m nie jest wartoscig wiasng A(occ) dlam =1,2,....

Wtedy istnieje jedna i tylko jedna funkcja ©(z) holomorficzna na Q taka, ze v(2) := 2 0(z) jest
rozwigzaniem rownania

dv(z) _
=g = A(2)v(2),
1.13
lim 2* ( )

(2) = w.

11



Przyktad 1.19 Kazde réwnanie pierwszego rzedu, ktére w C ma wylgcznie punkty reqularne
procz regularnych punktow osobliwych w z1, zo i 0o jest postaci

0,v(z) = (al(z —21) " Fas(z - 22)_1>v(z) (1.14)

Ma ono indeksy
AR aq, Z9 . as, oo —a1 — ayg,

i rozwigzanie (z — z1)" (z — 22)%2.

StwierdzeniE 1.20 Niech b(z), c(z) bedg holomorficzne w jednospdjnym spdjnym zbiorze ot-
wartym Q C C zawierajgcym oo. Niech A € C spetnia

AA+1) — Ab(0) + ¢(00) =0,
A+m)A+m+1) — (A+m)b(oco) +¢(o0) #0, m=1,2,....

Wtedy istnieje jedna i tylko jedna funkcja @(z) holomorficzna w 2, taka, ze u(z) := 2~ u(z) jest
rozwigzaniem rownania
(2202 + b(2)20, + c(2)) u(z) =0,

1.15
lim 2 u(z) = 1. ( )
zZ— 00

Przyktad 1.21 Kazde réwnanie drugiego rzedu, ktore w C ma wytgcznie punkty reqularne pricz
reqularnych punktow osobliwych w 0 i co jest postaci

(2202 + b2, + c)u(z) = 0. (1.16)

Bywa ono nazywane rébwnaniem jednorodnym Eulera. Jego rdwnania wskaznikowe majg
postaé
0: MA=1)+bA+c=0,

o:  AA+1)—bA+c=0.

Jesli p, p sqg indeksami réwnania w 0, to —p, —p sq¢ indeksami w co. Rozwigzania s¢ rowne 2P,
2P jesli p # p i 2P, zPlog z gdy p = p. Mozna réwnanie (1.16) zapisaé¢ w postaci

(220, + (1 — p— p)20. + pp)u(z) = 0.

Przyktad 1.22 Kazde réwnanie drugiego rzedu, ktére w C ma wytgcznie punkty reqularne précz
reqularnych punktow osobliwych w z1 i zo jest postaci

(33 + (gl(z —2) gz — z2)71>3z +h(z—2) (2 — z2)72>u(z) =0, (1.17)
gdzie g1 + go = 2. Mamy rownania wskaznikowe

21t AA=1)+ @A+ h(z1 — 22) 72 =0,
zo: AMA=1)+ @A+ h(z; — 20)2=0.

12



Jesli p, p sq indeksami w z1, to —p, —p sq indeksami w z2. Rozwigzania majq postac (z—21)P(2—
29)7P, (z=21)P(2—22) 77, jeslip # p i (z—21)P (2= 22) 77, (2= 21)P(2—22) " log(z—21)(2—22) ",
jesli p = p.
Rownanie (1.17) mozna przepisaé w postaci
(02+ (0 =p=p)z=2) " + (L p+ )z — 22) 7).
Fpp(z1 = 22)2(z — 21) 2z = 22) 7% Ju(z) = 0.

Przyktad 1.23 Kazde réwnanie drugiego rzedu, ktére w C ma wytgcznie punkty reqularne précz
reqularnych punktow osobliwych w z1, zo 1 00 jest postaci

(53 + <91(2 —21) "' 4 galz — 32)71)62

(1.18)
+hi(z—21)" 2+ ha(z —22) 2+ h(z — 1) 1z — 22)_1)u(z) = 0.

Jest to szczegdlna postaé r6wnania Riemanna (albo r6wnania Riemanna-Papperitza) Mamy
rownania wskaznikowe

z1: MA=1)4+gA+h =0,
zo:  AAN—=1)4+ goA+ he =0,
00 AA+1) = (91 +g2)A+h1+hs+h=0.
Jesli p1, p1 sq indeksami w z1, p2, P2 g indeksami w zo i p3, p3 sq¢ indeksami w oo, to
p1+p1+ p2+ P2+ ps+p3 = 1. (1.19)
Réwnanie (1.18) mozna zapisaé w postaci
(024 (1= pr =)z = 2) 7+ (1= p2 = o) (2 — 22) 1) 0
+p1p1(21 — 22) (2 — 21) 72 (2 — 22) "+ papa(ze — 21) (2 — 22) 2 (2 — 21) (1.20)
psis(z = 1) 7 (2 = )7 u(z) = 0,
Oznaczmy operator rézniczkowy wystepujocy w (1.20) przez

21, *2, OO
P | p1, p2, p3
P1s P2, P3
Wtedy przez podstawienie u(z1(1 —t) + z9t) = tP* (1 — t)P? réwnanie (1.20) przechodzi w
0, 1, 00
P 0, 0, P3 — P1 — P2 w(t) =0. (1.21)
pL—=p1, P2—= P2, P3—P1— P2

13



Réwnanie (1.21) mozna parametryzowaé trzema dowolnymi liczbami a,b, c:

0, 1, o0
P 0, 0, a | w(t)=0. (1.22)
l—¢, c—a—->b, b

Jesli pomnozymy (1.22) prez t(1 —t), to dostajemy réwnanie hipergeometryczne (Patrz rozdzial

5).
1.5 Wronskian
Niech wu;(2), ua(z) bedzie para rozwiazan réwnania
(0% 4+ b(2)0., + c(2))u(z) = 0.
Wrorniskian tej pary jest zdefiniowany jako
W, us)(2) = W(2) = un (2)u(2) — wh (2)ua(2).

Spelnia on réwnanie

(0- +b(2))W(z) = 0.

Jesli
121(,2) = a11uUl (Z) + CL12UQ(Z), ’&2(2) = CL21U1(Z) —+ CLQQUQ(Z)

jest druga para rozwiazan, to mamy

W (a1, u2) = (aj1a — aiga)W(u1, uz).

2 Szeregi hipergeometryczne
Przypomnijmy, ze dla a € C wprowadziliémy oznaczenie
(@) :=ala+1)---(a+n-—1).

Niech aq,...,a; € C, ¢1,...,¢y € C\{0,—1,-2,...} definiujemy (uogélniony) szereg hiper-
geometryczny typu i Fn,

° (a1); - (ag) ]
gFm(at, ... ag;¢1,. .. Cm;2) 1= J JZ (2.23)
" " ZO (c1)j -+ (em);js!
Zauwazmy, ze
(1) jesli m +1 > k, to szereg (2.23) zbiezny dla z € C;
(2) jeslim + 1 = k, to szereg (2.23) zbiezny dla |z| < 1;

(3) jesli m + 1 < k, to szereg (2.23) rozbiezny (ale mimo to czasem mozna nada¢ sens funkcji
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Wynika to z kryterium d’Alemberta: jesli f; jest j-tym wspolczynnikiem szeregu (2.23), to

fir1 (@ +7) - (ak +7)

i lat+i) o (emti)

Mozna réwniez uzywaé

kFm(at, ... ag;¢1,. .. Cm; 2)
d e, QR CL, ; =
k m(ah y A5 C1, 7cm7z) F(Cl)r(cm)
= T(er+ 7)) Tlem + )5
wtedy nie musimy ograniczaé wartosci cq, ..., ¢, € C. (Wtedy, jesli ktores ¢; € {0,—1,—-2...},

to funkcja ® jest réwna zero).
W praktyce, najczesciej spotykamy nastepujace funkcje hipergeometryczne:

2.1 Funkcja hipergeometryczna albo ,F}

F(a,b;c;2) = >0 @n®ln n,

n=0 nl(c),

Szereg jest zbiezny dla |z| < 1, przedluza sie do funkcji wieloznacznej na nakryciu C\{0, 1}.
Funkcja jest rozwigzaniem analitycznym i rownym w zerze 1 réwnania hipergeometrycznego

(2(1 - 2)02 + (¢ — (a+b+1)2)0, — ab) u(z) = 0.

2.2 Funkcja konfluentna albo ;F;

Fla;e;2) = Y0 g mis==".

Szereg jest zbiezny dla wszystkich z € C. Funkcja rozwigzaniem analitycznym i réwnym 1 w
zerze rOwnania konfluentnego

(202 + (c — 2)d. — a)u(z) = 0,

2.3 Funkcja (F}

F(—=icz) =F(c2) =Y 00 g =

_ 1 n
n=0 nl(c)n ©

Jest rozwigzaniem analitycznym i rownym w zerze 1 réwnania (spokrewnionego z réwnaniem
Bessela):
2
(207 + c0; — 1)u(z) = 0.
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24 Funkcja QFO

Dla tej funkcji szereg hipergeometryczny jest rozbiezny. Jest to wieloznaczna funkcja na nakryciu
C\{0} i dlatego nie mozna jej zdefiowaé szeregiem. Niemniej szereg hipergeometryczny daje jej
rozwiniecie asymptotyczne:

Fla,b—;2) ~ 302 (Wafleon

n!

Jest ono rozwigzaniem nastepujacego réwnania (spokrewnionego z réwnaniem konfluentnym):

(22(93 + (=14 (a4 b+1)2)d. + ab) u(z) = 0.

2.5 Funkcja potegowa czyli | Fj

Fla;—2) = (1—2)70 = Yoo, Geen

Szereg jest zbiezny dla |z| < 1, przedtuza sie do funkcji wieloznacznej na nakryciu C\{1}
Rozwiazanie réwnania

((z—=1)0, —a)u(z) = 0.

2.6 Funkcja wykladnicza czyli (Fj

F(—;—2)=e* =30 Lam,

n=0 n!
Rozwiazanie réwnania
(0, — u(z) = 0.
3 Roéwnanie konfluentne

3.1 Funkcja konfluentna

Roéwnaniem konfluentnym nazywamy réwnanie
(202 + (c — 2)0, — a)u(z) = 0.

Ma ono w 0 regularny punkt osobliwy z indeksami 0, 1 — c.
Uzywajac 770,27 = 0, + 1 dostajemy tozsamos¢

2 (20% 4 (¢ — 2)0, — a)2?
= 20°+(2y+c—2)0, —y—a+ (—y+  +ey)z L. (3.25)

W szczegolnosci,

2202 + (¢ — 2)0, —a)2' 7€
= 20°+(2—-c—2)0,—1+c—a, (3.26)
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co jest rownaniem konfluentnym z parametrami 1 4+a — ¢, 2 — c.
Roéwnanie na wspoélczynniki szeregu bedacego rozwiazaniem:

fn(n—i—)\)(n—i-)\—l—l—c):(n+/\—1+a)fn_1.

Rozwiazanie analityczne i réwne 1 w zerze nazywa sie funkcja konfluentna

F(a;e;2) = Z (@)n 2"

!
= nl(c)n

7 tozsamosci (3.26) wynika, ze rozwigzanie zachowujace sie w zerze jak z!~¢ mozna zapisaé jako

o]
1—c . . - (a—c+1)n l—c+n
V4 F(CL—C—‘—].,Q—C,Z)—TLZ_;]mZ .

3.2 Pierwsza tozsamo$§é Kummera
Korzystajac z e ?0,e* = 0, + 1 dostajemy

e (202 4 (¢ — 2)0. — a)e?
= 202+ (c+2)0,+c—a. (3.27)

Podstawiamy 2z = —w i mnozymy przez —1, dostajac
w2 + (¢ — w)dy — ¢+ a.

Jest to rownanie konfluentne z parametrami ¢ — a, ¢. Zatem e*F'(c — a; ¢; —z) jest rozwiazaniem
rownania konfluentnego analitycznym i réwnym 1 w zerze. Dostajemy zatem tozsamosé

F(a;c;2) =e*F(c— a;c;—2). (3.28)

3.3 Reprezentacje calkowe rozwigzan réwnania konfluentnego

Jesli [0,1] 3t +— ~(t) € Q jest krzywa i f jest funkcja na , to wprowadzamy oznaczenie

Twierdzenie 3.1 Niech krzywa v spetnia

s (1 —9) =0. (3.29)
gl

Wtedy
/ezssal(l —s)¢ % ds (3.30)
g

jest rozwigzaniem réwnania konfluentnego.
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Dowéd.

(20% + (c — 2)0. — a)e**s*71(1 — )71
— ZezssaJrl(l o S)cfafl + (C o Z)ezssa(l o S)Cfafl o aezssafl(l o S)cfafl
— _Zezssa(l . 8)0—(1 . aezssa—l(l _ S)c—a + (C _ a)ezssa(l _ S)c—a—l

= —0,°s%(1— )"

Dlatego dla Rea > 0, Re(c — a) > 0 mamy

! zs ,a—1 c—a—1 _ F(Q)F(C — CL) ac:z
/0 s (1 —s) ds = EETCHE F(a;c; 2). (3.31)

Mamy bowiem wtedy spelnione zalozenia (funkcja w (3.29) ma na koncach przedzialu wartosci
zerowe) 1 dostajemy rozwiazanie analityczne w otoczeniu zera. Sprawdzamy, ze w zerze ma ono
wartosé

/1 Sa—l(l _ S)C—a—lds — F(G)F(C B a’) .
0 I'(c)
Zauwazmy, ze jeSli n = —a € {0,1,2,...}, to F(—n;c; z) jest wielomianem stopnia n. Sa

to tzw. wielomiany Laguerre’a. Mozna je zapisaé przez caltke w ktérej krzywa ~ jest krzywa
okrazajaca punkt 0:
1+ a),

Lo(z) = 7'F(—n; 1+ a;2)
n!

1
= — e tFnml(1 — p)atnge,
2mi [Oﬂ

3.4 Punkt w oo i rownanie [
Stosujac (3.25) z v = —a dostajemy

2202 + (¢ — 2)0, —a)z™®

220% + 2(—2a +c—2)0, +a(l +a —c). (3.32)

= 2202+ 2(1 —a—b—2)0. + ab, (3.33)

gdzie podstawiliémy b := 1 + a — c. Podstawiajac w = —z1 (przy odwrotnym przeksztatceniu
z = —w™ 1), korzystajac z tego, ze 9, = w?0,,, dostajemy, ze (3.33) jest rowne

w202 + (=14 (1 + a + b)w)dy, + ab.

DostaliSmy w ten spos6éb réwnanie typu oFp. Zauwazmy, ze 0 jest nieregularnym punktem
osobliwym dla tego réwnania. Dlatego tez, oo jest nieregularnym punktem osobliwym réwnania
konfluentnego.
Jesli
(w22 + (=1 + (1 4 a + b)w)dy, + ab)g(w) = 0,
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to
(202 + (c — 2), — a)z %g(—z"1) = 0. (3.34)

I na odwrét, jesli

(207 + (¢ = 2)0. —a) f(2) = 0,

to
(w202 4 (=1 + (1 + a+ b)w)dy + ab)w ™ f(—w™') = 0.

3.5 Funkcja 5 Fj

Roéwnanie (3.34) probujemy rozwiazaé szeregiem

o
g(w) = Z gnw™.
n=0

Dostajemy
o0
Z (n(n — 1)gpw" — ngow™ ' + (1 + a + b)ng,w™ + abgo,w™) = 0
n=0

Zatem

n—14+a)(n—140b)gn—1 =ngy,.

Daje to wspotczynniki
(@)n(b)n

n!
i prowadzi do rozbieznego szeregu.
Twierdzenie 3.2 Niech krzywa v spetnia
e (1 —wt) b =0 (3.35)
¥

Wiedy
/ettal(l — wt)~dt
N

jest rozwigzaniem rownania (3.34).

Dow6d. Z Twierdzenia 3.1
/ezssal(l _ S)cfaflds
ol

jest rozwiazaniem réwnania konfluentnego. Wiec
_ sw-l a o
wa/e sw ca 1(1—S)ca1d8,
gl

dla b =1+ a — c jest rozwigzaniem réwnania (3.34). Nastepnie podstawimy ¢ = >. O
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Dla w € C\[0, ][, Rea > 0 definiujemy

1
(a)

F(a,b;—;w) := / e 101 — wt)~dt. (3.36)
0

(Na inne warto$ci a definujemy przez przedtuzenie analityczne). Mamy nastepujace rozwiniecie
asymptotyczne:

to znaczy, dla kazdego n, dla |argw| > € > 0,

n AT
lin% w " | F(a,b; —;w) — (a)],$ )s w? | =0.
w— " J:

Aby sie o tym przekonaé, korzystamy ze wzoru

i {0 ' L #(n) —_g)n1
1z) = Z fU (?)ZJ +z"/0 f (sz)ng s) ds,

=07

z ktorego wynika

} 1
(1-2)"t= — 4 / n(l—s)" (1 — z5) " "ds.
. 0
Dlatego tez

F(CL7 b7 _7w)

oo
= / e (1 — wt)7odt
r 0

00 It
_ Z L / efttafl(b)J?Ut dt
I'(a) Jo

4!

1 0o b n nyn 1
+ / efttafl()L / (1 —wts)™>"n(1 — s)" lds
0 0

n!

(b);L(a + j)w!
I'(a)j!

n 1 o
+= (O / n(l— s)”lds/ et (1 —wts) TPt
- JO 0

n!
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3.6 Rozwigzania ré6wnania konfluentnego majace okreslone zachowanie w oo
Rozwazmy funkcje analityczng okreS§long na gornej potplaszczyznie
S = ezssafl(l o S)cfafl7

gdzie potegi sa rozumiane w sensie wartosci gtéwnych. Zalézmy, ze Rea > 0, Re(c —a) > 0.
Pamietamy, ze

1
F(z) = /0 e*s97H1 — 5)¢7 0 s = TF(G; ¢ 2)

jest jednym z rozwigzan réwnania konfluentnego. Jedli Imz > 0, to mozemy jeszcze napisaé
nastepujace rozwigzania:

ei¢OO

Fy(z) = / e* 54711 — 5)797ds,
0
ei¢00

Fi(z) = / e*s27 11 — 5)e 97 1ds,
1

gdzie ¢ €] — argz, 37” — argz|[ gwarantuje, ze e*® wzdluz polprostej po ktorej catkujemy dazy
szybko do zera (co zapewnia spelnienie odpowiedniego warunku). Zauwazmy, ze

F(2) + Fi(2) — Fy(z) = 0. (3.37)
Podstawiajac s = —z~'t, gdzie t € [0, co[, dostajemy dla Rea > 0
o0
Fo(Z) — / eft(_zfl)afl(l + zflt)cfafl(_zfl)dt
0
= (—2)"T(a)F(a,a+1—c;—, —2z71).
Podstawiajac s = 1 — 271t gdzie t € [0, oo[ mozemy napisaé¢ dla Re(c — a) > 0
o0
Fl(Z) — _ez/ eft(l _ Zflt)aflzchratcfafldt
0
= "2 “TT(c—a)F(c—a,1—a;—, 2z 1)
Biorac pod uwage (3.37), dostajemy

F(a; G Z) — (_2),aF(a, a+1- G _Z_l) + chJranF(C -G, 1— a; —; Z_l)
I'(c) I'(c—a) I'(a)

3.7 Atom wodoru

Przeksztalcamy réownanie konfluentne:

e /2 (202 + (c — 2)0, — a) e*/? (3.38)
= 2834'0@4'%—@—2;
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Nastepnie

z—(1=e)/2 <28§ +c, + % —a— Z) Z(179)/2 (3.39)
gz, c_ (=0
= 20;+0, 1 + 5 0 P (3.40)
Dzielimy (3.39) przez z i podstawiamy z = 2w. Dostajemy
02 4 10y — 1+ (c—2a)~ — (1=¢ 1 (3.41)
v Y w 2 w2’ '
Mnozymy (3.41) przez w? i dostajemy
292 2 1-c\?
w0y + woy — w* + (¢ — 2a)w — 5 . (3.42)

czyli rownanie na cze$¢ radialng funkcji falowej dla potencjatu coulombowskiego w 2 wymiarach
(ktore latwo przeksztalci¢ na réwnanie na cze$é radialnag dla potencjalu coulombowskiego dla
wiekszego wymiaru).

Czyli jesli funkcja f spelnia réwnanie konfluentne, to e®w(l=¢)/2f (2w) spelnia réwnanie
(3.42).

4 Roéwnanie ([} i r6wnanie Bessela

4.1 Zmodyfikowane réwnanie Bessela

Naszym punktem wyjscia jest rownanie (3.41). Zalézmy, ze ¢ = 2a i m := (1 — ¢)/2. Wtedy
dostajemy zmodyfikowane réwnanie Bessela

m2

1
P+ =0,—1—— 4.4
Wt "k (4.43)

Czyli jesli f jest rozwiazaniem nastepujacego szczegblnego przypadku réwnania konfluentnego
1
<z8§ +@2m+1—-2)0, — (m+ 5)) f(z) =0,

to w™e™" f(2w), jak rowniez w™e" f(—2w), sa rozwiazaniami zmodyfikowanego réownania Bessela
(4.43).

W szczeg6lnoscei, jedyne rozwiazanie (4.43) zachowujace sie w zerze jak ng nosi nazwe
zmodyfikowanej funkcji Bessela:

Iw) = — (w>m “UE(m 4 S 2m 15 20)
w) = T 1) \2 e m+ 55 2m+ 132w
1 w\™ 1
= —— (B e Frm+ > 2m + 1;—2w). 4.44
F(m+1)(2> e F(m + 5:2m + 15 —2w) (4.44)
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4.2 Roéwnanie Bessela

Czesciej od zmodyfikowaneo réwnania Bessela uzywane jest rownanie zwane po prostu réwnaniem
Bessela, otrzymane z (4.43) przez podstawienie w = iz:

m2

1
2
0; + ;az +1-— g (4.45)
Rozwiazanie (4.45) zachowujace sie w zerze jak WZH) nazywamy funkcjqg Bessela:
1 P AN 1
J(z) = — <—> —izp ~om 4 1 2i
(2) T 1) \2 e (m—i—2 m + 1;2iz)
1 Z\™ i, 1 .
= — (= F Zi2m 4 1; -2
T(m+ 1) <2> eFF(m+ 5i2m+1;-2iz)
= e 2™I(iz). (4.46)

4.3 Rownanie Helmholtza w wymiarze 2

Roéwnanie Helmholtza ma postaé
(A+kK)F =0.

Rozwigzmy réwnanie Helmholza w wymiarze d = 2 w ukladzie biegunowym przez separacje

zmiennych. Jesli zapiszemy F' = f(r)g(¢), to na czes¢ katowa dostajemy réownanie Jpg(¢) =

C . Rozwiazuje je g(¢) = ¢™?, gdzie m?> = —C. Na czes¢ radialna dostajemy réwnanie
g ! g € !

<%6r7“8r - T—; + K) f(r)y=0.
Czyli jesli k > 0, to rozwiazania sa postaci
F(r,¢) = ™ g(Vrr),
gdzie g jest rozwigzaniem réwnania Bessela a jesli k < 0, to rozwigzania sg postaci
F(r,¢) = e™g(v/—kr),

gdzie g jest rozwiazaniem zmodyfikowanego rownania Bessela.
Jesli k = 0, to dostajemy réwnanie Laplace’a. Réwnanie na cze$é radialna jest postaci

2

(%arrar - %) ) =0

i ma rozwiazania ™ i r~™. Czyli rozwiazanie jest kombinacja liniowa r™e™? i r~mel™?. We
wspohrzednych kartezjariskich odpowiada to kombinacjom liniowym (x + iy)™ i (x — iy)™.
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4.4 Roéwnanie Helmholtza w dowolnym wymiarze

W dowolnym wymiarze rownanie na cze$¢ radialng ma postaé
(l+d—2
<T_d+1(9rrd_1(9r — LQ) + K) fir)y=0
r

Zauwazajac, ze

r2
2
= r 19,10, — (z L a2 ; 2) :

widzimy, ze i tym razem dostajemy réwnanie Bessela.

e (rdl&mdlar _lixd=2) + /{> =5

4.5 Roéwnanie ([} — rGwnowazno$é z rGwnaniem Bessela

Zamiast réwnania i funkcji Bessela wygodniej jest uzywaé réwnania o Fy:
(wd2, + Dy — 1) f(w) = 0. (4.47)

Rownanie to jest w pelni rownowazne réwnaniu Bessela.
Aby je uzyska¢ wygodnie jest wystartowaé z rownania (3.39) dla ¢ = 2a:

20% + c0, — Z (4.48)
1
Podstawiamy w nim w = %, czyli z = dw? | Uzywajac 0. = %~0,,, dostajemy
1
2
w%(?i + %0“} + gwéaw — w2, (4.49)
Dzielimy przez w? i dostajemy (4.47) dla ¢ = %
4.6 Funkcja (F)
Roéwnanie
(20% + cd, —1)f(z) = 0. (4.50)

ma regularny punkt osobliwy w 0 z indeksami 0, 1 —c i nieregularny punkt osobliwy w co. Posiada

ono symetrie
N2 4o, — 1) =02 + (2 —¢)0. — 1. (4.51)

Rozwiazaniem analitycznym w zerze i rownym w nim 1 jest funkcja

n

F(e;z) = Z (cjnn!'

n=0
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Stosujac symetrie (4.51) widzimy, ze rozwiagzaniem zachowujacym sie w zerze jak z!7¢ jest
Z17CF(2 — ¢ 2).
Wygodnie jest uzywa¢ zamiast funkcji F'(c; z) funkcji

F

L (c;z)_oo Z"
A O M T

Oto wyrazenia przedstawiajace funkcje Bessela i zmodyfikowana funkcje Bessela poprzez
funkcje o®P1:

Ip(w) = (%)m@(1+m;w2/4);
In(w) = (%)mq)(l—i—m;—wQ/ll);

Funkcje oF} mozemy przedstawi¢ poprzez funkcje konfluentna dostajac druga tozsamosé
Kummera:

2c—1
F(gz) = e_Z\/EF< 02 ;2c—1;4\/2>

— ViR (262_ 1;20— 1;—4\/E> .

Zeby sie o tym przekona¢, sprawdzamy, ze prawa strona spelia réwnanie (4.50), ze w zerze jest
analityczna i réwna 1.

4.7 Reprezentacje calkowe
Twierdzenie 4.1 Niech krzywa v spetnia

etez/ttfc

v

y

Wtedy

jest rozwigzaniem rownania (4.50).

Dowé6d. Sprawdzamy, ze

(za§ +co, — 1)et+2/tt_c = fpetta/te,

Stad dostajemy reprezentacje catkowa

1
D(c;2) = —/ etta/tedt, (4.52)
27r1 }—OO,O+7OO[
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Aby ja uzyskaé wystarczy sprawdzié, ze catka (4.52) spelnia zalozenia twierdzenia 4.1 i w zerze

jest analityczna i r6wna

1 b 1
tCdt = ——.
¢ T(c)

27Ti }—OO,O+7OO[

Nastepujaca reprezentacja wynika natychmiast z Twierdzenia 3.1 o reprezentacjach catkowych
rozwiazan réwnania konfluentnego:

Twierdzenie 4.2 Niech krzywa v spetnia

Wtedy

jest rozwigzaniem réwnania (4.50).

Z tego twierdzenia dostajemy

/ 11(1 —12)2e2VEQL = F(c; z)w. (4.53)

Sprawdzamy bowiem, ze catka w (4.53) spelnia zalozenia Twierdzenia 4.2, w zerze jest analityczna

! 2yc—3 _F(C_l)ﬁ
/_1(1—t) dt—ir(g) :

1 rébwna

4.8 Funkcja (F; dla calkowitych parametréw

Dla k € Z mamy tozsamos¢:
D(1+k;2) =2 F0(1 — k; 2).

Wynika to z rachunku

o0 n—k e m
—k . N z N z N .
2FB(2— ¢ 2) = 27(_k+n)!n! = Zoim!(k—i-m)! = O(1 + k; 2).

n=~k m=

Mamy tez funkcje tworzaca

ezt — Z t"®(n+1,2)
nez

oraz reprezentacje catkowa

B(n+152) = —— / oty (4.54)
0+]

2mi

Zauwazmy, ze (4.54) wynika z Twierdzenia 4.1.
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5 Roéwnanie hipergeometryczne
Roéwnanie hipergeometryczne ma postaé
(2(1 = 2)02 + (c — (a+ b+ 1)2)9, — ab) f(z) = 0. (5.55)

Ma ono punkty nastepujace regularne punkty osobliwe:
0, indeksy: 0, 1 — ¢;
1, indeksy: 0, c —a — b;
00, indeksy: a, b.
Rozwiazaniem analitycznym w zerze i rownym w nim 1 jest funkcja hipergeometryczna

F(a,b;c;z) = Z (a);(b); 2’

20, 0
Funkcja F'(a,b;c; z) jest zdefiniowana dla ¢ # 0,—1,—2,.... Czasem wygodnie] jest rozwazac
funkcje
F(a,b,c,z) ~= (a)j(b); 2
d(a,b;c;2) i = ———"—~ = e
( ) I'(c) jZOP(c—FJ) J!

zdefiniowana dla wszystkich a, b, c.

5.1 Rozwigzanie zachowujace sie jak 2!~ w zerze

Roéwnanie hipergeometryczne ma symetrie

2 z(1 = 2)02 + (e — (a+b+1)2)0, —ab) 2 ¢
= (2(1-2)02+2—c—(a+b+—2c+3)2)0, — (b—c+1)(a—c+1))

Dlatego rozwiazaniem réwnania (5.55) zachowujacym sie jak 2!~¢ w zerze jest
AP +1—ca+1—¢2—c¢2) (5.56)
5.2 Rozwiagzania majace okreslone zachowania w 1

Podstawienie, ktoére zamienia 0i 1 to w =1 — z:

2(1=2)0? + (c— (a+b+1)2)d, — ab
= w(l—w)d+(c—a—-b+1—(a+b+1)w)dy, — ab.

Dlatego, rozwiazaniem analitycznym w 1 i przyjmujacym tam wartos$é 1 jest

F(a,b;a+b+1—c¢;1—2).
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5.3 Rozwiagzania majagce okreslone zachowania w oo

Punkt w nieskoiniczonosci jest regularnym punktem osobliwym z indeksami a,b. Podstawienie

zamieniajace 0 i 0o to w = 2z~ 1.

(=)' (2(1 = 2)02 + (¢ — (a + b+ 1)2)0, — ab) (—z)" (5.57)
= (w(- w)02 + (a—b+1— (20— c+2)w)dy, — ala — c + 1)). (5.58)

Stad dostajemy rozwiazanie zachowujace sie w nieskoriczonos$ci jak z7¢

2 %F(a,a—c+1la—b+1;271),
Drugie rozwiazanie dostajemy zamieniajac a i b:
ZPF(b—c+1,b;b—a+1;271).

5.4 Tozsamosci

Nastepujace podstawienie nie zmienia 0, a zamienia 1 i co: z — w = -=5. Prowadzi ono do

—(1=2)"" (2(1 = 2)02 + (c = (a+ b+ 1)2)9; —ab) (1 — 2)~°
= (2(1=2)02+ (c— (c+1)2)0. —a(c - b)), (5.59)
Podobnie z zamiana a i b. Stad dostajemy tozsamosci
F(a,b;c; 2)
=1 -2 F(c—a,c—bc;2)
=(1—-2z)"F (a,c —b;¢ ﬁ)

=(1-2)""F <c— a,b;c; ﬁ) )

5.5 Reprezentacje calkowe

Twierdzenie 5.1 Niech krzywa v spetnia

1 = (- )7 =0,
v

Wtedy
/t‘”(l — )0t — z) Tt (5.60)
)

jest rozwigzaniem rownania hipergeometrycznego.

Dowéd. Sprawdzamy, ze
(2(1 = 2)02 + (c— (a+ b+1)2)0, — ab) t* (1 — t) 071 (t — 2)~2d¢

— _aattachrl(l _ t)cfb(t _ z)fafli
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Wynika stad nastepujaca reprezentacja catkowa funkcji hipergeometrycznej:

O ya—c(4 _ 1\e—b—1(4 Z)—a
ottt —1) (t —z)~edt (5.61)
=T0)(c—b)®(a,b;c;2), Re(c—b) >0, Reb> 0.

Aby ja dostaé, zauwazmy, ze (5.61) spelnia zalozenia Twierdzenia 5.1, w zerze jest analityczne i
przyjmuje wartosé

> a—c(y _ 1\c—b—1 — )@ :F(b)r(c_b)
/1t I

6 Rownanie Bessela

Ten rozdzial zawiera oméwienie réwnania Bessela alternatywne w stosunku do Rozdz. 4. Pochodzi
ono ze starszej wersji skryptu do MMF (rok 1999).

6.1 Rownanie Bessela i pokrewne réwnania
Roéwnanie Bessela ma postaé
(2202 + 20, + 2> — m*)v(z) = 0.
W zastosowaniach czesto spotyka sie d-wymiarowe réwnanie Bessela:
(220% 4+ (d — 1)20, 4+ 22 — (1 + d — 2))u(z) = 0.

Podstawiajac
d
u(z) = 217 20(z)

sprowadzamy je do r6wnania Bessela:
(222 + 20, + 22— (I+ 4 - 1)?)v(z) = 0.

Podstawienie do réwnania Bessela

prowadzi do réwnania

(202 + (1 4 2m)d, + 2)d(2) = 0. (6.62)

Podstawienie
v(z) = E)mu(-2), ec=1+m, t=-=

prowadzi do réwnania typu hipergeometrycznego

(td% + cdy — 1)u(t) = 0.
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Podstawienie \/zv(z) = w(z) prowadzi do réwnania Schrédingera postaci
<a§ +(t—m?)L + 1)w(z) ~0. (6.63)
Bardziej ogolnie: podstawienie v/#v(t°) = w(t) prowadzi do réwnania Schrédingera postaci
(a? + (5912 4 (3 —m20%) L+ 1)w(t) —0. (6.64)

Z tego wynika, ze je§li v_1 jest rozwigzaniem réwnania Bessela z parametrem m, to
1
u(t) = Vitv 2 3
1\ p+2

(0} +t°)u = 0.

jest rozwigzaniem réwnania

6.2 Reprezentacje calkowe rozwigzan réwnania Bessela

Rozwiazan réwnania Bessela mozna szukaé w postaci nastepujacych catek.

Twierdzenie 6.1 Przedstawienia typu Bessela—Schlafli Niech v bedzie konturem (na powierzchni
Riemanna funkcji t — t~"". Zatdimy,ze

2 2 1 (1)
<—(t +t7h + m> exp (—(t — t—l)) — =0, (6.65)
2 2 t™ |50
Wtedy dla dowolnej statej C
z dt
C/exp “(t—tTh) — (6.66)
~ (2 > pmtl
jest rozwigzaniem rownania Bessela.
Dow6d. Najpierw stosujemy rézniczkowanie calki po parametrze z:
(2202 + 20, + 22 — m?) J, exp (2t —t1)) 72
(6.67)

() (=t =) 422 Y exp (50 - )

7. drugiej strony, poniewaz catka z pochodnej jest r6znicag wartoséci funkcji na koricach konturu,
dostajemy

0 :(5(t+t_1)+m)exp( (t—tt )) E
_f O ((Bt+t ) +m)exp (3(t—t71)) &) dt (6.68)
=L (G ) 4 5 =) —m?) e (30— 17)

tatwo wida¢, ze (6.67) jest rowne (6.68). O

Istnieje tez druga nieréwnowazna klasa reprezentacji catkowych.
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Twierdzenie 6.2 Przedstawienia typu Poissona Niech

(1)
=0.

(1 _ t2)m+%eizt
~(0)

Wiedy
v(z) =z" /(1 - tZ)m_%eitht
g
jest rozwigzaniem rownania Bessela.
Dowéd.
(2202 + 20, + 22 — m?)v(2)
=m(m — D)v(z) + 2mizmH! J,1- £2)m=3eistdt — 22 J,(1- £2)m=3 eist2q¢
+muv(z) +izm J,1- 2y el#tdt + (22 — m?)v(2)
= 2i(m + 1)z [ (1 — #2)" 3eltdt + 22 [ (1 — 2" et

_ _Zm+1if7 <3t(1 _ tz)m+§eizt)dt —0

6.3 Funkcja Bessela

Roéwnanie Bessela ma w 0 regularny punkt osobliwy z réwnaniem wskaznikowym
AMA=1)+A—m?=0.

Indeksy rownania Bessela w 0 sa rowne AL = +m.
Metoda opisana w Stwierdzeniu 1.16 pozwala na znalezienie rozwigzaii réwnania Bessela
postaci

v(z) = kazk+m,
k=0
przynajmniej wtedy, gdy \y —A_ =m — (—m) =2m # —1,-2,....

Mamy nastepujace réwnanie rekurencyjne na wspoétczynniki

vk((m—|—k)(m—|—k—1)—|—(m+k:)—m2)—|—vk_2:0.

Czyli
Uk
P T kCm A+ k)
J§li m # —1,—2, ..., to mamy nastepujace rozwiagzanie rekurencji:
_ _ (=D)"wvo
Vont1 =0, vz = 22nnl(m+1)...(m+n)
(Jesli dodatkowo m # —1,—3 ... to jest to jedyne rozwiazanie). Tradycyjnie zakladamy, ze
vy = m i dostajemy

_ (="
~ 2ntmpIT(m 4+ n 4 1)

Van
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Zauwazmy, ze w ten sposob zdefiniowane vy jest dobrze okre§lone dla kazdego m. Prowadzi to
do nastepujacej definicji.
Definicja 6.3 Funkcjq Bessela J,,(z) nazywamy

[e'9) n (z\2nt+m
J(2) = Z (1) (5)

' .
= nll(m+n+ 1)

Funkcja Bessela J,,, jest rozwigzaniem réwnania Bessela z parametrem +m. Zauwazmy, ze

m # 0dlam # —1,-2,... Dla 2m # —1,—2,... funkcja J,, jest jedynym rozwigzaniem
rownania Bessela spelniajacym

1)~ (3)" gy *~O

co moze by¢ traktowane jako definicja funkcji Bessela. (Przez f(z) ~ g(z), z ~ 0 rozumiemy, ze
f; 8 jest analityczne w zerze i réowne w zerze 1

Jesli m ¢ 7Z, to funkcje J_,,,(2) 1 Ji,(2) sa liniowo niezalezne i rozpinaja przestrzen rozwiazan
réownania Bessela.

Dla dowolnego m mamy nastepujaca reprezentacje catkowa funkcji Bessela.
Twierdzenie 6.4 Jesli Rez > 0, to

_ 1

= 35 |00 0o P (3t —71) 7%

Im(2)

1
N (6.69)
1-

sm

2
= ﬁ (%)m f]foo,(]ﬂfoo[exp <S B %

Dowod. Poniewaz

(G mo (3-e)

=0,
tm
zatem spelniony jest warunek (6.65) dla konturu | — oo, 0", —oo] i
z dt
v(z) =C ex (—t—til)
@=c[  eo(-) g
jest rozwigzaniem réwnania Bessela.
Przez podstawienie s = %t dostajemy
2
zZ\™ z ds
) )
v 2 }—oo,Oi—oo[exp T ) e
Zatem q o
Z\~—m S i
o) (3) "o [ et o B
zLH%U(Z) 2 }_0070+7_Oo[e sm+1 P(m + 1)
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Czyli jesli C = 5 im # —1,-2,..., to

Na m = —1,—-2,... rozszerzamy te réwno$¢ przez cigglosé. O

Jesli 0 < argz < 7, to odpowiednim konturem w (6.69) jest Jico, 0", icc].
Poprzez wyboér odpowiedniego konturu i jego parametryzacji w Twierdzeniu 6.1 dostajemy
reprezentacje Schlifli

1 /7 1 &0
Im(z) = —/ cos(zsin g — me)dep — — sin(mﬂ')/ e *(h3HmB 43 Rez > 0.
T Jo n 0
Mamy tez reprezentacje catkowa Poissona
)m

5 1 m—1 iz
Jm(z) == m f—l(l — t2) 2e tdt, m > —

1
5
A oto konturwe reprezentacje typu Poissona (pochodzace od Hankela):
In(®) = g G = mG" [ -y ey
z)=———=I'(= —m)(= —
i omiy/m 2 2" o1 ’

: 1 1 z 1 1
J_m(z) = e~imm (= —m)(2)™ t— )™ 3 (4 1) 3,
@)= GG [ ey

Funkcja Bessela i funkcje hipergeometryczne oFj i 1 F} sa ze soba blisko zwiagzane:

zZ\m 22
Im(2) :r(W}H)(ﬁ OFl(_§1+m§_I)

= T(m+1) (%)mefilel(m + %; 2m + 1; 2iz).

6.4 Funkcje Bessela dla catkowitych parametréw m

Dla m € Z funkcje Bessela sa liniowo zalezne, o czym moéwi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.5

Dowo6d. Wystarczy zalozyé, ze m = 0,1,... Mamy wtedy

oo (D75
In(2) =200 n!(gizn)!
. ~ _1)n+m z 2(n+m)—m
= (_1) Zn:O ( (n+m)'((izrmfmy

— (_1)m ZOO (_1)n(§)2n_m

n=m  nl(n—m)!

m . (71)n z 2n—m
= (), G = e,
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Jesli m € Z, to funkcja podcatkowa w (6.66) jest jednoznaczna i ma punkt osobliwy w
0. Wtedy kazdy kontur zamkniety okrazajacy O (na przyklad przeciwnie do ruchu wskazéwek)
spelnia warunek (6.65). Okazuje sie, ze przy odpowiednim wyborze stalej C' prowadzi on do
funkeji J,,,(2).

Twierdzenie 6.6 Niech m € 7. Wtedy
Jm('z) = ﬁ f[o+] eXp (%(t - t_l)) tW(Li-tkl

2
=2 ()" for o (5 - %) 55

Dowodd. Twierdzenie to wynika z Twierdzenia 6.4 przez deformacje konturu. Mozna je réwniez
wykazaé niezaleznie jak nastepuje. Wiemy, ze
z dt

_ -1
v(z) =C o] exp <2(t t )) TR

jest rozwigzaniem réwnania Bessela. Przez podstawienie s = %t dostajemy
2
Z\™m z ds
vz:C(—> / exp|s—— | ——.
( ) 2 [0+] p( 48) 8m+1

—m 27ri
lim v(2) (%) =C [o+]es ds o

Zatem
z—0 smtl m!
Czylijesli C = 51 im =0,1,2,..., to

Jedli podstawimy w = —% tomamy t — ¢! = w —w, dt —%” i kontur [0"] przechodzi

w [07]. Zatem

Lo Gt =0 e G e g
= (1) fgryexp (3w — w)) |

Jeglim =0,—-1,—-2,... to wiemy juz, ze prawa strona (6.70) jest réowna (—1)"".J_,,(z). Biorac
pod uwage twierdzenie 6.5 widzimy, ze (6.70) jest réwne J,,(z). Zatem nasza reprezentacja
catkowa jest stuszna réwniez dla m = —1,—-2,.... O

Whiosek 6.7 Funkcje Bessela dla catkowitych parametrow majg nastepujgcg funkcje generujgceg:
z

exp <2(t - t71)> = i t" T (2).

m=—0Q
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Dowéd. Funkcja
o -1
t — exp <§(t —t ))
jest holomorficzna w pierscieniu C\{0} i rozwija sie w szereg Laurenta. O

Biorac w Twierdzeniu 6.1 jako kontur okreg o promieniu 1 dostajemy wzoér Bessela

Im(z) = - /07T cos(z sin ¢ — me)do, m € Z.

6.5 Funkcje Hankela

Funkcje Bessela maja proste zachowanie blisko zera. Ponizej zdefiniujemy pare rozwiazan row-
nania Bessela, zwang funkcjami Hankela, ktore maja, jak sie péZniej okaze, proste zachowanie w
nieskonczonoéci. Przy okazji dostaniemy funkcje, ktére rozpinaja przestrzen rozwiazan réwnania
Bessela rowniez dla m € Z.

Definicja 6.8 Funkcje Hankela (dla Rez > 0) sq zdefiniowane jako

1 z dt
HP(2) = —= exp (S(t=t71) o
" i J)—c0,(04+1.0)~ 2 gmt
1 z dt
H?)(z) = = / exp <—(t - t71)>
" i J)—c0,(04+1-0)+] 2 gmt
Przez | — 00, (0 + 1 - 0)7[ rozumiemy kontur zaczynajgcy sie w —oo, okrgzajgcy 0 zgodnie z
ruchem wskazdwek i dochodzqcy do zera z kierunku dodatniego. Podobnie, przez | — oo, (0 + 1 -

0)"[ rozumiemy kontur zaczynajgcy sie w —oo, okrgzajgcy 0 przeciwnie do ruchu wskazéwek i
dochodzgcy do zera z kierunku dodatniego.
Zauwazmy, ze
lim <E(t +th + m) exp <E(t - t71)> L 0,
t—0+1-0 \2 2 tm

gdzie przez t — 0+41-0 oznaczamy zbieganie do zera poprzez dodatnie wartosci ¢ (czasem oznacza
sie to przez t — 07). Zatem kontury | — oo, (0+1-0)*[ i ] — o0, (0+1-0)" [ spelniaja warunek
(6.65). Zatem funkcje Hankela sa rozwiazaniami rownania Bessela.

1)

Jedli 0 < argz < m, to dobrym konturem w definicji funkcji J25% jest [ico,0]. Jesli —7m <

arg < 0, to dla H? mozna uzy¢ konturu [—ioo, 0].
Twierdzenie 6.9 Mamy nastepujgce tozsamosci:

HY (2) = e 1Y) (),

H®m amﬂ”m
() = 3 (B G) + B ().
Jom(2) = 3 (em“H(l)( )+ e—mmi g2 )( )) ,
H%)(z) _ e (2)— lme(Z)

sin mm
Hﬁ@:*w”$£¢“4
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Dowdd. Aby pokazaé pierwsza i druga tozsamos$é stosujemy podstawienie t = —%. Rozwazmy
na przyklad drugi wzoér. Klasa krzywych |—oo, (0+1-0)"] moze by¢é reprezentowana przez tamana

] — o0, —1] U {-ie',¢ € [-Z,Z]} U[1,0]. Po zastosowaniu zamiany zmiennych w = —1 lamana
ta przechodzi w siebie ze zmiang orientacji. Dalej: t —t ! = w —w™!, t7!dt = —w~ dw, t7! =

(=1)"mw™™ = ™™, (Pamietajmy, ze zamiana zmiennych zachowuje dolng potplaszczyzne,
w ktorej znajduje sie krzywa).
latwo przekonamy sie, ze deformujac

] —00,(04+1-0)T[U]0+1-0)", —o0f

dostaniemy | — oo, 0", —oo[. To implikuje trzecia tozsamosé.
Tozsamosci czwarta, piata i szésta wynikajg natychmiast z pierwszych trzech. O

Twierdzenie 6.10 Po obejsciu punktu 0 dostajemy
T (€127 2) = eHm2m 1 (2),
H%)(ei”z) = —eim2r 7 (2) (2),
a2 (ei"2) = —eimQWHy(,%)(z).
Drugi wzér wynika z pierwszego:

e ] (e72) —id_pm(e2)  idp(2) —ieT "Iy (2)

HWD (o7 5) = = = e MTHC) ().
m'(€72) sin mm sinmm m' ()
Mozna go tez dowie$é przez zamiane zmiennych w = —{ w reprezentacji catkowej. O

Twierdzenie 6.11 Mamy nastepujgce wzory asymptotyczne stuszne dla —m+4§ < argz < 2m—4,
0> 0:

gD
lim An(z)
Z—00 (1)5 elze= 5T
4
o2
hm T m (len - =1
= (2)d e
Dowo6d. Mamy
1 dt
H(2) = —— o

gdzie

#(t) = 3(1+17%),
¢ (t) = —2t>.
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Punkty stacjonarne ¢(¢) sa dla t+ = +i. Mamy
¢(Ei) = +2i, ¢"(£i) = Fzi.

Mozemy wybraé¢ kontur dla H() tak, zeby przechodzil przez ¢

Reg(t) — ¢(t4) = Rej 5"

< 0. Dostajemy wtedy

1 1 e?(i) o'} L (D) (t—4)2
H,E,L)(z) -~ _Efm-H fiooeyﬁ (0)(t=1)* 4t
. 1 . .
1 el? 2 _ (2 \3 iz, BT 1T
= Tremminz\ iz T ()2 e

+ =1, 1 précz t = t; mieé

4.

(Jesli 0 < argz < m, to jako ten kontur mozna wziaé [0, cof; jesli —m < argz < 0, to [0, —ijU{e!?, :

¢ €2, -2} U [, —ico], jesli m < argz < 2m, to [0, —ijU{e?, : ¢ €]

Wyboér odpowiednich konturéw prowadzi do reprezentacji

le 2 [ eFmmidt 0 < argz <,

s

—Z 3 U, —icc]. O

H,(ﬁ) (2) = 2ie7rT (fooo ey (mt — imm)dt — ifoﬂ eTizcost g mtdt), 0 < argz < ,
Hr(nl)(z) _ _ 2ie 7r2 (fooo e ¥y (mt + im)dt —i—ifo7T el 08t g mtdt), —7m < argz < 0,
Hy (z) =12 [ e7izbimmiqy  _m <argz <0

Oto reprezentacje konturowe typu Poissona:

t+ 1) 2 dt,

r't-—m) 2 , 1 1
HWD(z) = —2 —’”/ 1) 34+ 1) 2 de
W= 220G [ ety e
r't-—m) 2 , 1
(2) _ 2 “\m izt(y _ 1\ym—3
HPE) = =G [ ety

1

Mamy tez reprezentacje typu Poissona prawdziwe jesli m > —3

2 z : 1
HY(z) = —————— (= m/ (1 — 2y 2 dt,
HP () = e

VAl (m + %)(5

Przez wybér odpowiedniego konturu dostaniemy

)m / eizt(l . tz)m_%dt,
]—1,ic0[

1 i(z—m I oo _ _1 i _1
2 i(z—m I oo _ _1 i _1
HT(YL)(Z) = \/7 72rzme F(m 2%)4 ‘/6 € Zttm 2(1 - %)m th
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6.6 Dodatkowe reprezentacje calkowe

Przyjmujemy konwencje, ze

V1idu?

li 1 6.71
dim — : (6.71)
co ustala gataz funkcji v — /1 4 u? na C\[—i,i].
Rozwazmy odwzorowanie
1
C\{0} 5t — u(t) = 5(t - t=1h). (6.72)

Podzielmy C\{0} na 3 sektory:

Qp:={teC : |t| > 1},

Qo:={teC : [t| =1},

Q_:={teC : |t| <1}
Obrazem Q; i Q_ wzgledem funkcji (6.72) jest C\[—i,i]. Obrazem Qg jest [—i,i]. Mamy w
szczegdlnosci u(—1) = u(l) =0, u(—i) = —1iu(i) =1

Funkcja odwrotna
u — t(u)

jest wieloznaczna. Wyréznimy w niej dwie jednoznaczne galezie
C\[-Li]2ur—ti(u) =u+V1+u?eQy,
C\[-Lisur—t_(u)=u—V1i+u?e€Q_,

(pamietajmy o konwencji (6.71)).
Ponizej oméwimy reprezentacje catkowe ktére otrzymujemy z reprezentacji typu Bessela-
Schlifli po zastosowaniu zamiany zmiennych ¢ — u(t).

Twierdzenie 6.12 Jesli Rez > 0, to

_ 1 e*“du
Jm(z) — 2mi f[—oo,fi‘hiﬂfoo} V1du2 (ut/1+u2)m

Dowdd. Stosujemy zamiane zmiennych
t— u(t)

oméwiong w dowodzie nastepnego twierdzenia(Tw. 6.6). Wtedy kontur

| = o0, i U{e? : ¢ e[-F, 5 Ui, oc,

bedacy przykladem konturu typu | — oo,0", —oo[ przechodzi w kontur
—i+, i+

| — o0, , —00].

Zauwazmy przy tym, ze osobliwo$é funkcji podcatkowej w +i jest catkowalna. O
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Twierdzenie 6.13 Niech m € Z. Wtedy

o L eZ'lLdu
Jm(z) — 2m f[—i,i+,—i+] Vitu2 (utv14+u2)m
1 e*“du

2mi J[—i,it,—it] Vitu2 (u—V1+u2)m

Dowéd. Dla dowolnego r > 0 mamy

1 z 1 dt
I = 57 fo o, 2 (50=0D) o

Jesli r > 1, to 0K (0,7) C ;. Zamiana zmiennych ¢ — u(t) prowadzi od konturu 0K (0,r)
do konturu typu [—i,i", —i*]. Poza tym, dla ¢t € Q, mamy

du  u+ V14 u?

dt 1+ u2
Stad prawdziwa jest pierwsza reprezentacja catkowa.
Jeslil > r > 0, to OK(0,7) C Q_. Zamiana zmiennych ¢ — wu(t) prowadzi od konturu
0K (0,r) do konturu typu [—i,i, —i"]. Poza tym, dla ¢t € Q_ mamy

du  uw—+vV1+u?

dat - —Vit+d
Zamiana konturu [—i,i™, —i~| na [—i,i", —i"] wprowadza dodatkowy znak minus. Stad prawdziwa
jest druga reprezentacja catkowa. O

Podajmy jeszcze dodatkowe reprezentacje funkcji Hankela.

Twierdzenie 6.14

1 _ 1 e“Udu
Hy' = i f[—oo,i*,—oo} V1tu2 (u+v1+u2)m
—f e*tdu
mi J[—00,i7,—0o0] \/1+u2(u+\/1+u2)

e?tdy

_ 1 efUdu
oo f[—oo,i] V1+u2(u+vI1+u2)m t f 00,i] VI+uZ(u—vI+u2)m’

_ Z'lLdu

H f[ =i, —00] V1+u2 (u+v1+u2)™
Z'lLdu

f[ 00,—i7,—00] V1+u2(utv1+u2)m

f e“Udu _ 1 etdu
[—o0,—i] VI+u2(u+v14+u2)™ mi J[—00,~i] V1+u2(u—v14u2)™

Dowdd. Reprezentacje te dostajemy przez zastosowanie zamiany zmiennych

t— u(t).
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Zauwazmy przy tym, ze nie ma znaczenia, czy punkty rozgalezienia £: omijamy zgodnie czy
przeciwnie do ruchu wskazowek. Mozemy nawet przeciagnac kontur przez +i, poniewaz funkcja
podcatkowa jest w tych punktach calkowalna. Musimy jednak zawsze wej$¢ na druga galaz
funkcji /1 + u2. Na tej drugiej galezi v/1 + u? zmienia znak na przeciwny, stad dostajemy trzeci
wzor na H,g,p(z) i H,g)(z).
Ponizej podamy alternatywny dow6d pierwszych dwéch tozsamosci z Twierdzenia 6.9, tzn.
HY (2) = e HS) (2),

H(j)ﬂ(z) = e~mmip(? (2).

Dowéd. Pokazmy pierwsza tozsamosé. Korzystamy z reprezentacji catkowej z Twierdzenia 6.14.

1 % (u++v14+u?)™du
HEQ{L(Z) - % [700,i+,700] ( +\/1+—’l_l,2 )

(6.73)

_ 1 j’ -1 e*“du
7l J[—00,it,~00] \ u—v/1+u? Vitu?®

Zauwazmy, ze w danym wypadku (—1)™ = ™. Funkcje —/1 + u2 mozna traktowaé jako
przedtuzenie analityczne v/1 + u2, mozna tez odwrécié kontur | — oo,i™, —oo[ startujac z drugiej
galezi funkcji v/1 + u?, dostajac kontur | — 00,1, —oo[ i dodatkowy znak minus. Zatem (6.73)

jest réwne
iTm

e e*'du imm ry(1)
- =e""H), (2).
T JCooyi=,—o0) V14 u?(u+ V14 u)™

To koniczy dowdd pierwszej tozsamo$ci. Dowod drugiej tozsamosci jest analogiczny. O

Oto alternatywny obliczenie asymptotyki funkcji Bessela, tzn.

H(l)
lim - m (Z) -
Z—00 (1)5 eize= 51

w4

=1, |argz| < g — 4,

2
lim HT(n) (2)

1 . imm | @
200 ( 2 )2 e—ize 2 T7
4

=1 |argz| < g — 0.

Dowéd. Naszkicujmy dowdd pierwszego wzoru. Podstawiamy

w2

u=i——

2

do reprezentacji catkowe]j z Twierdzenia 6.14. Wtedy kontur | — 0o,i™, —oo[ mozna zozgia¢otrzy-
mujac kontur | — 0o, 0o[. Dlatego prowadzi do

1 o0 . w2
HO () = — / Flw)e i~ %) du,
7)o

gdzie
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Y

w

i galaz pierwiastka jest ustalona warunkiem lim,, = % Mamy

6.7 Funkcja Neumanna

Funkcje Neumanna definiujemy jako

Yi(2) = &(HW (2) — HY ()

_ cosmmJm (z)— J_m(z)
- sinTm

Mamy wtedy
HY(2) = Jn(2) + 1Vi(2),  HP(2) = Jin(2) — iV (2).

Twierdzenie 6.15 Dila m € Z mamy
Yin(2) = 2(log(5) +7)Jm(2)

—%];0%(5)% - ;;o’f' U (3)™ 2R (k) + h(m + ),

gdzie h(k) := Zf 1 li
Dowéd. Poltézmy

d 1 1
== —— 9. logT'(2).
o) =TT T e st
Wtedy
o(—n)=(-1)"n!, n=0,1,2,...,
d(n+1) =220y — 01,2,
Poza tym

O (2) = 10g(3) T (2) + 050, CLLGlmEhtd) (2 ym 42k
Zatem dlan =0,1,2,...
k n n
Omdm(2)| = (log§ +9)Jn(2) — Ly SRR (5)m 42k,
= (log  + 7)J_pn(2) — (—1)» Ypzg kUl (zy2kn

n+k) /2 —n
e nTk)';’)(i) 2,

m=n
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Ostatnig sume mozna zamieni¢ na

o= (—DFR(E) 2,
(0 (k!(k)—&—v(i)?(? .

k=n

Stosujac regute de 'Hospitala dostajemy

o am( cos ﬂ'me(Z)fJ_m(Z))
Yn(z) - Om sinTm m=n
cos Wm@me(z)—‘ra(_m) J_m(2)

TCOST™Mm

+ (=)0 Jm(2)

m=n

= 2 (O (2)

)

m=n

6.8 Zmodyfikowane réwnanie Bessela
Otrzymujemy je przez podstawienie Z = iz w rownaniu Bessela:
(2202 + 20, — 2% — m?)u(2).

Jesli v(z) jest rozwiazaniem réwnania Bessela, to v(iz) jest rozwiazaniem zmodyfikowanego
réwnania Bessela. W szczegdlnoéci wprowadza sie zmodyfikowana funkcje Bessela

In(2) =i Jp(i2)

1 2
= Z;L.O:O n!l(n+m+1) (%) nm

= ﬁ f]_oo,o+,_oo[ exp(5(t + =) lde

= rory (3)"F(m + 1)

=t (3)"e P F(m + 552m + 15 22).
Wprowadza sie réwniez funkcje Basseta

Km(2) = K_n(2) = ggmmm (T-m(2) = Im(2))

2sinmm

[e o]

=3 [ exp(—Z(t+ ¢ 1))t tdt

— im0 (1) = i T HD (—iz).
Mamy przy tym

HY (2) = —2K,,(—iz),

HY (2) = 2K,,(i2).
Dlan=0,1,2,... mamy

In(2) = I_n(2),

Kn(2) = (=1)"'(log 5 + 7)1 (2)

n— m(z2\2m—n (n—m—1)! —H" oo h(k)+h(n+k) / 2\2m4n
+E T (~ ()2 ety SDY 5o AERER) (2yomebn,
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6.9 Relacje rekurencyjne

Funkcje Bessela o parametrach rézniacych sie catkowitymi liczbami powiazane sa zwigzkami
rekurencyjnymi.

Twierdzenie 6.16 Mamy tozsamosci

20, (2) = Jm—1(2) — Jmt1(2),
2mdm(2) = 2Jm-1(2) + 2Jm41(2).

Analogiczne toisamosci sq prawdziwe dla H,E,P(z), H,(,?)(z) i Yin(2).

Dowdd. Obie tozsamosci wynikaja z reprezentacji catkowych dla funkcji Bessela i Hankela.
Zakladamy, ze v jest odpowiednim konturem.
Aby dowies¢ pierwszej tozsamosci stosujemy rézniczkowanie calki po parametrze:

20, [ exp (5t — 1)) 7
= [Lexp (5t —t7) f& — [Lexp (5t 7)) pis.

Aby dowiesé drugiej tozsamosci korzystamy z tego, ze dla uzywanych przez nas konturow
funkcja

1
£ exp <§(t - t—1)> =

ma te same wartosci na koricach ~ i dlatego
0 =20 (exp (3t — 1) ) a
= —2m [  exp (2t —t7Y) 72 + 2 J, exp (Zt—th) &L+ J, exp (2t —t71)) 73

Czesto wygodniejsze sa nastepujace postaci zwigzkéw rekurencyjnych:

Whniosek 6.17

L0 (" (2)) = 2 e (2), el (024 ) () = T (2),

1
__az (Zim‘]m(z)) = Zﬁmil erl(Z)a Czyh <_az + T) Jm('z) = Jerl(Z)'
z z
Poza tym
<182> 2" I (2) = 2" T—n(2),
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6.10 Funkcje Bessela poléwkowe

Korzystajac z (6.62) lub (6.63) sprawdzamy, ze jesli m = —31, to podstawienie v(z) = /z9(2)
prowadzi do réwnania o stalych wspélczynnikach na o:

(92 +1)3 =0,

ktére ma rozwiazania ¢'?, e . Dlatego przestrzen rozwiazan réwnania Bessela dla m = L jest
) 2

S ST S . . . . .
rozpieta przez funkcje z72€%, 2z~ 2e¢7"*. Jedynym rozwigzaniem zachowujacym sie w zerze jak

l .
(3)° F(%Jr%) jest

Mamy poza tym

w4

1 . .
H{" () = ()7 5079,
2

H(j;)(z) _ (l)% iz

Zatem korzystajac z Wniosku 6.17 widzimy, ze funkcje Bessela z parametrem m bedacym potowa
liczby nieparzystej daja sie wyrazié¢ przez funkcje elementarne, na przyktad

1
2\2 . 1
HY ()= (=) é%pn (=
"+%(Z) <7rz> ¢ Pn <iz>’

gdzie p, jest pewnym wielomianem.

6.11 Wronskiany rozwigzan réwnania Bessela

Wronskian dwéch rozwigzan rownania Bessela spelnia rownanie
1
0. +— | W(z)=0.
z

Zatem W (z) jest proporcjonalny do % Korzystajac z

Jm(2) ~ v (B )t

N Ok ve=1C

mozemy policzy¢ Wroniskian J,,(z), J_p(2):

W (T, J) = — 2 sinwm,

w4

W(HY, HY) = -4

Tz’

W (T, Yin) = 2.

w4
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6.12 Roéwnanie Helmholtza w 2 wymiarach

Laplasjan
A=07+0;

we wspolrzednych biegunowych
r=rcos¢, y=rsing
jest réwny
0?2 18 ! 0?2
r + ; r + ﬁ ¢

Roéwnanie Helmholtza
(A+1)f=0

mozna rozwiazaé¢ w postaci fali ptaskiej biegnacej pod katem 1, ktéra w uktadzie kartezjariskim

jest réwna

fw(w,y) — ei(xcosv,b—&-ysinz/;)

a w ukladzie biegunowym jest réwna
fulr, ) = ereoso=),
Wprowadzmy generator obrotéw
L :=1x0, — y0,,

rowny w ukladzie biegunowym
L = 0y.

L komutuje z A, dlatego mozna jednocze$nie szukaé¢ rozwigzania
(A+1)f=0, Lf=imf.

Jest to spelnione przez fale kolista, ktéra w ukladzie biegunowym jest réwna

fm("ay ¢) - Jm('r')eim¢'
Twierdzenie 6.18 Fale ptaskqg mozna roztozyé na koliste:

e .
fo(rg) = fm(r,g)e73), (6.74)
m=—o00

Fale kolistg mozna roztozyé na fale ptaskie:

1

:%0

27
Fm(r, ) Fo(r, @) (=)™ ™= 2)dy). (6.75)
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Dowod. (6.74) jest przeformulowaniem wzoru na funkcje tworzaca:

e}

eirsin¢>: Z eim¢Jm(’l“),

m=—00

a (6.75) jest przeformulowaniem wzoru Bessela

T o

1 o irsin ¢—imay
I (1) ; e dep.

6.13 Wzor skladania Grafa

Ponizszy wzor mozna zinterpretowaé nastepujaco: fale kolista w jednym ukladzie biegunowym
mozna rozézycna fale koliste w drugim przesunietym ukltadzie biegunowym.

Twierdzenie 6.19 Zaldimy, ze R, r, p oraz ®, ¢, Y sq powigzane relacjami

: : : : , reld + pel?
R = \/ 1¢ 1¢' _1¢ _lw s i® = _ .
(rel? + pel¥)(re=i¢ 4+ pe=¥), e T

Jm(R)e™® = Z T ()M I (p)el™?

n=—oo

Wtedy

Jesli m € 7Z, to nie ma Zadnych ograniczen na parametry wystepujgce w tym wzorze. Jesli m
jest niecatkowite a wszystkie zmienne rzeczywiste, to trzeba zalozyé, ze p < r (lub, réwnowaznie,

|® — | < §). Mozna tez wtedy zastqpi¢ funkcje Bessela w Jy(R) i Jy—n(r) preez HY albo Y
Dowéd. Kladac ¢ = ¢ — ¢, & = & — ¢ mozna problem sprowadzi¢ do przypadku ¢ = 0.
S0 e Tmn (1) Jn(p)el™
= 351 Lnc—oo Jy &xP (5 =t (p) (te™)"
= o f“f exp <%<t — 7)) + L(tel — (teiw)_l))t—m—ldt

=L fﬁ{ exp (B(s — s71))s7m 1dse™® = e™® ], (R),

21

gdzie w ostatnim kroku podstawilismy s = tel®, skorzystalismy z r + pe'¥ = Rel® i obrocilismy
kontur. O

Podstawiajac
L1 = TCOS P, y = rsin ¢,

Ty = pcos, Y2 = psiny,
x = Rcos®, y = Rsin ®,
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mamy
(z1,91) + (22,92) = (x 4+ y)

i wzoér skltadania mozemy przepisaé jako

p) p) atiy \"™ _ /2 2y (_zatiys " ) 2y (_zatiye "
Im(Vx2+y )(\/W) zneZJm—n( xl—i_yl)(\/m) In( ﬂ152“‘3/2)<\/m> .

Zdefiniujmy operator w L?(7Z) zadany macierza

L +1 m—n
Unn(,9) 1= (/27 5 42) (L)
Wtedy U(z,y)~! = U(~z, —y), U(z,y) jest macierza unitarna, czyli

Un,m(xv y) = Um,n(_xv —y),

oraz R? 3 (x,y) — U(x,y) jest reprezentacja, czyli

o0
Ukn(T2 + 21,92 +y1) = Z Uk,m (22, Y2) U (%1, 91).

m=—0Q

Rozszerzymy teraz te reprezentacje do afinicznej grupy ortogonalnej w R%. Grupe te mozemy
parametryzowaé przez R? x S!. Dzialanie w niej definiujemy jako

(x2,y2,02)(z1,y1,61) = (z2cos 01 + yasinby + x1, —x2sin by + yasin by + yy,602 + 601).
Reprezentacje definiujemy nastepujaco:
R2 X Sl > (-’E,y,e) = U(:U,y,Q),
— oimb /22 4 2 (—ziy )"
Um,n,e(may) = Jm*n( T +y )(\/W) :

Wtedy U(z,y,0) jest macierza unitarng i jest to reprezentacja, czyli

Uk,n<($2,yz,92)($1,y1,91)): Z Uk,m(22,y2,02) U (21,91, 01).

m=—00

6.14 Roéwnanie Airy’ego

Rownanie Airy’ego ma postaé

(9% — 2)u(z) = 0.

Twierdzenie 6.20 Jesli u(z) jest rozwigzaniem réwnania Airy’ego, to u(ei% z) jest tez jego
TOZWIqZaNIEM.
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Twierdzenie 6.21 Niech krzywa v spetnia

e é 3 ritz|”

7(0)

Wtedy
o [ e
v

jest rozwigzaniem rownania Airy’ego.

Dowéd. ,
(0? — 2) f,y et itz qy
= fy(—t2 — 2)est’Hitzqp = I, i9pest’ Hitzds = 0
O
Podstawienie ¢t = is daje analogiczne twierdzenie z funkcja est’—tz,
Funkcja Airy’ego jest zdefiniowana wzorem
Ai(z) = % f}—oo,oo[ stz qy — 2171' Fioo’ioo[e*%tgﬂzdt
=1 f]—oo Oo[cos(—lt?’ + tz)dt
_ 3;?”1 o0 e—g—szes ds — 6731” e P ds

Punkt 0 jest regularnym punktem réwnania. Szukajac rozwiazania w postaci u(z) = >~ o tumz™
dostajemy réwnanie rekurencyjne

nn — 1)u, = tup_3.

Zatem ogolne rozwiazanie jest kombinacja liniowa funkcji
> 1

Aig(2) =S I oo
o) mZ:O]El 3Bi— 1)

00 m 1
Aj — Im+1
() mzo A5G DS

gdzie

Twierdzenie 6.22
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Dowéd.

r(3)’
AT(0) = _sn Jo e T sds = 13:2;)
Zwiazki z funkcjami Bessela:
Aig(2) =1_1(322)22(3)3T(3)
= J_1(3(=2))(-2)2 (3)iT(3),
Aiy(2) =11(322)22(3)3T(§)
= —J1(3(=2)2)(=2)23731(3),
Ai(z) =n1(5)FK) (225) = %z%<1’_%(§z%) — I
=32 (11 GaD) +

49




