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zne1.1 De�ni
ja funk
ji anality
zny
hUto»samiamy R2 z C odwzorowaniem R2 ∋ (x, y) 7→ z := x+iy ∈ C. Wprowadzamy nast�puj¡
eoperatory dziaªaj
e na C

∂z :=
1

2
(∂x − i∂y), ∂z :=

1

2
(∂x + i∂y).i jednoformy:

dz = dx+ idy, dz = dx− idy.2



Zauwa»my, »e
∂zz = 1, ∂zz = 0,

∂zz = 0, ∂zz = 1,

df = ∂zfdz + ∂zfdz.Twierdzenie 1.1 (De�ni
ja funk
ji holomor�
znej). Nie
h Ω ⊂ C b�dzie otwartym pod-zbiorem i Ω ∋ z 7→ f(z) ∈ C funk
j¡. Wtedy nast�puj¡
e warunki s¡ równowa»ne:1) (Ró»ni
zkowalno±¢ w sensie zespolonym) Dla ka»dego z0 ∈ Ω istnieje
lim
z→z0

f(z) − f(z0)

z − z0
. (1.1)Grani
� t� nazywamy po
hodn¡ w sensie zespolonym funk
ji f w z0. Jest ona ozna
zana przez

∂zf(z0). Stosujemy te» ozna
zenia f ′(z0) i df(z0)
dz .2) (Warunki Cau
hy'ego�Riemanna) Funk
ja f jest jednokrotnie rózni
zkowalna w sensierze
zywistym i speªnione s¡ nast�puj¡
e wzory:

∂xu = ∂yv,

∂xv = −∂yu,gdzie u = Ref , v = Imf .3) Funk
ja f jest jednokrotnie rózni
zkowalna w sensie rze
zywistym i za
hodzi
∂zf = 0.4) (Anality
zno±¢) Dla ka»dego z0 ∈ Ω istnieje r > 0 takie, »e na K(z0, r)

f(z) =

∞∑

0

an(z − z0)
n.De�ni
ja 1.2 Funk
j� f speªniaj¡
¡ jeden, a zatem i wszystkie, powy»sze warunki nazywamyfunk
j¡ holomor�
zn¡ na Ω lub, 
o traktujemy jako synonim, funk
j¡ anality
zn¡ na Ω.Dowód Twierdzenia 1.1. Udowodnijmy 1) ⇒ 2). We wzorze

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0 + h) − f(z0)

h
,gdzie h = hx + ihy, mo»emy poªo»y¢ hy = 0 i zbiega¢ z hx → 0, wtedy dostajemy

f ′(z0) = lim
hx→0

f(z0 + hx) − f(z)

hx
= ∂xu(z0) + i∂xv(z0) (1.2)lub mo»emy trzyma¢ hx = 0, wtedy

f ′(z0) = lim
hy→0

f(z0 + ihy) − f(z)

ihy
= −i∂yu(z0) + ∂yv(z0) (1.3)
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Przez porównanie (1.2) i (1.3) dostajemy wzory Cau
hy'ego�Riemanna.Równowa»no±¢ 2) i 3) jest o
zywista.Udowodnijmy teraz 2) ⇒ 1). Ró»ni
zkowalno±¢ w sensie rze
zywistym ozna
za, »e
f(z0 + h) = f(z0) + f ′(z0)h+R(z0, h)gdzie f ′(z0) ozna
za ma
ierz Ja
obiego po
hodnej

[
∂xu ∂yu
∂xv ∂yv

]
,

h jest wektorem [
hx
hy

]a
lim
h→0

|R(z0, h)|
|h| = 0.Mo»na to zapisa¢ jako

f(z0 + h) − f(z0) = ∂xf(z0)hx + ∂yf(z0)hy +R(z0, h)

= ∂zf(z0)(hx + ihy) + ∂zf(z0)(hx − ihy) +R(z0, h)Z tego wynika istnienie grani
y (1.1) i to, »e jest równa ∂zf(z0).Dowód równowa»no±
i warunku 4) zostawiamy na pó¹niej. 2Stwierdzenie 1.3 Je±li f , g s¡ holomor�
zne w Ω, to równie» f+g i fg. Je±li w dodatku f 6= 0na Ω, to 1
f jest holomor�
zna na Ω. Je±li f jest holomor�
zne na Ω a g na f(Ω), to g◦f jestholomor�
zne na Ω. Je±li f jest bijek
j¡ z Ω na f(Ω) i f−1 jest funk
j¡ odwrotn¡ do f , to f−1jest holomor�
zne na f(Ω). Za
hodz¡ wzory

d
dz (f + g) = d

dzf + d
dz g,

d
dz (fg) = ( d

dzf)g + f d
dz g,

d
dz

1
f = − 1

f2
d
dzf,

d
dz g◦f(z) = d

dwg(w) d
dz f(z), gdzie f(z) = w,

d
dwf

−1(w) = 1
d
dz
f(z)

, gdzie f(z) = w.Wniosek 1.4 Funk
ja wymierna, 
zyli funk
ja posta
i
P (z)

Q(z)
,gdzie P , Q s¡ wielomianami, jest holomor�
zna poza zerami Q(z).
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1.2 KrzyweKrzyw¡ sparametryzowan¡ nazywamy odwzorowanie 
i¡gªe
]0, 1[∋ τ 7→ γ(τ) ∈ C. (1.4)Na ogóª b�dziemy mil
z¡
o zakªadali, »e γ jest kawaªkami gªadka.W zbiorze krzywy
h wprowadzamy rela
j�: γ1 ∼ γ2, gdy istnieje kawaªkami gªadka rosn¡
abijek
ja ]0, 1[∋ τ 7→ κ(τ) ∈]0, 1[ taka, »e γ1 = γ2 ◦ κ. Jest to rela
ja równowa»no±
i. Klas�abstrak
ji wzgl�dem tej rela
ji nazywamy krzyw¡ zorientowan¡ (niesparametryzowan¡).W zbiorze krzywy
h wprowadzamy te» rela
j�: γ1 ∼ γ2, gdy istnieje kawaªkami gªadka ro-sn¡
a lub malej¡
a bijek
ja ]0, 1[∋ τ 7→ κ(τ) ∈]0, 1[ taka, »e γ1 = γ2 ◦ κ. Jest to równie»rela
ja równowa»no±
i. Klas� abstrak
ji wzgl�dem tej rela
ji nazywamy krzyw¡ niezorientowan¡(niesparametryzowan¡).W de�ni
ji (1.4) mo»na równie» zamieni¢ ]0, 1[ na [0, 1], ]0, 1], [0, 1[ b¡d¹ S1 (okr¡g). Wostatnim wypadku mamy do 
zynienia z krzyw¡ zamkni�t¡.Zaªó»my, »e brzeg zbioru otwartego skªada si� z krzywy
h zamkni�ty
h. Wtedy ka»da z ty
hkrzywy
h ma naturaln¡ orienta
j�: posuwamy si� wzdªu» niej w dodatnim kierunku, je±li zbiórmamy z lewej strony.1.3 Caªki wzdªu» krzywy
hNie
h krzywa γ b�dzie sparametryzowana przez [0, 1] ∋ τ 7→ γ(τ) ∈ Ω. Zakªadamy, »e parame-tryza
ja jest kawaªkami C1. Zaªó»my te», »e na γ([0, 1]) okre±lona jest funk
ja f (niekonie
znieholomor�
zna). Zde�niujmy 
aªk� z funk
ji f po krzywej γ wzorem

∫

γ
f(z)dz :=

∫ 1

0
f(γ(τ))

dγ(τ)

dτ
dτ. (1.5)De�ni
ja ta nie zale»y od parametryza
ji za
howuj¡
ej orienta
j�. Przy zmianie orienta
ji zmieniasi� znak 
aªki,Wprowadzamy równie» ozna
zenie na niezorientowan¡ 
aªk� wzdªu» krzywej γ:

∫

γ
f(z)|dz| :=

∫ 1

0
f(γ(τ))

∣∣∣∣
dγ(τ)

dτ

∣∣∣∣ dτ.De�ni
ja ta nie zale»y od parametryza
ji, równie» zmieniaj¡
ej orienta
j�.Zauwa»my, »e ∣∣∣∣
∫

γ
f(z)g(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫

γ
|f(z)||dz| sup

z∈γ[0,1]
|g(z)|.Przykªad. Nie
h γ b�dzie okr�giem [0, 2π] ∋ φ 7→ eiφa+ b ∈ C.

∫

γ
zndz =

∫ 2π

0
i(aeiφ + b)naeiφdφ

=
n∑

j=0

∫ 2π

0
ambn−mi

n!

m!(n −m)!
ei(m+1)φdφ = 0;
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∫

γ
zn|dz| =

∫ 2π

0
(aeiφ + b)nadφ

= bna2π;
∫

γ
zdz =

∫ 2π

0
(ae−iφ + b)aeiφidφ

= i2π|a|2.1.4 Twierdzenie Cau
hy'ego i jego konsekwen
jeTwierdzenie 1.5 (Twierdzenie Cau
hy'ego). Nie
h f b�dzie holomor�
zna na otwartym iograni
zonym zbiorze Ω i 
i¡gªa na Ω. Wtedy
∫

∂Ω
f(z)dz = 0. (1.6)Dowód. Korzystamy z twierdzenia Stokesa:

∫
∂Ω f(z)dz =

∫
Ω df ∧ dz =

∫
Ω ∂zfdz ∧ dz = 0.

2Wniosek 1.6 (Wzór Cau
hy'ego) Przy ty
h samy
h zaªo»enia
h, 
o powy»ej, je±li z0 ∈ Ω, to
f(z0) =

1

2πi

∫

∂Ω

f(z)

z − z0
dz. (1.7)Dowód. Funk
ja f(z)

z−z0 jest holomor�
zna w Ω\K(z0, r). Zatem
0 =

∫
∂(Ω\K(z0,r))

f(z)
z−z0 dz

=
∫
∂Ω

f(z)
z−z0 dz −

∫
∂K(z0,r)

f(z)
z−z0 dzAle przez podstawienie z = z0 + reiφ dostajemy, »e

lim
r→0

∫

∂K(z0,r)

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0).

2Wniosek 1.7 Ka»da funk
ja holomor�
zna jest ró»ni
zkowalna niesko«
zenie wiele razy w sen-sie zespolonym. Za
hodzi wzór
f (n)(z0) =

n!

2πi

∫

∂Ω

f(z)

(z − z0)n+1
dz. (1.8)
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Wniosek 1.8 (Nierówno±¢ Cau
hy'ego) Je±li f jest holomor�
zna w K(z0, r) i 
i¡gªa na
K(z0, r), to ∣∣∣f (n)(z0)

∣∣∣ ≤ n!

rn
sup

z∈K(z0,r)
|f(z)| (1.9)Wniosek 1.9 (Twierdzenie Liouville'a) Ka»da funk
ja holomor�
zna na C i ograni
zona jeststaªa.Dowód. Dla dowolnego z0 ∈ C i r > 0 z nierówno±
i Cau
hy'ego wynika osza
owanie

|f ′(z0)| ≤
supz∈C |f(z)|

r
.Zatem f ′ = 0. 2Wniosek 1.10 (Twierdzenie Gaussa) Ka»dy wielomian ró»ny od staªej ma na C miejs
e ze-rowe.Dowód. Zaªó»my, »e wielomian P (z) stopnia n ≥ 1 nie ma pierwiastka. Nie
h

f(z) := (P (z))−1.Wtedy f jest holomor�
zna na C. Poza tym, wiemy, »e dla z > R, |P (z)| ≥ |z|n. Zatem,
lim|z|→∞ f(z) = 0. Funk
ja 
i¡gªa zbie»na do zera w niesko«
zono±
i jest ograni
zona. A wi�
 zTwierdzenia Liouville'a wynika, »e f jest staªa. 21.5 Zwi¡zki dyspersyjneWarto±¢ gªówn¡ 
aªki z f(ξ)

ξ−ω de�niujemy jako
P

∫
f(ξ)

ξ − ω
dξ := lim

ǫց0

(∫ ω−ǫ

−∞
+

∫ ∞

ω+ǫ

)
f(ξ)

ξ − ω
dξ.Twierdzenie 1.11 (Wzór So
ho
kiego) Nie
h f

1+|ξ| ∈ L1 i |f(ξ)− f(ω)| ≤ c|ξ−ω|δ, nie
h fb�dzie 
i¡gªa w ω i w pewnym oto
zeniu ω, |f(ξ) − f(ω)| ≤ c|ξ − ω|δ, δ > 0. Wtedy
lim
ǫց0

f(ξ)

ξ − ω ± iǫ
= ∓iπf(ω) + P

∫
f(ξ)

ξ − ω
dξ.Twierdzenie 1.12 (Zwi¡zki dyspersyjne) Nie
h f b�dzie 
i¡gªa na {Imz ≥ 0} i anality
znaw {Imz > 0}. Zakªadamy, »e na R jest ró»ni
zkowalna, f

1+|ω| ∈ L1 i lim|ω|→∞ f(ω) = 0. Nie
h
f = fR + ifI b�dzie rozkªadem na 
z�±¢ rze
zywist¡ i urojon¡. Wtedy dla ω ∈ R

fR(ω) =
1

π
P

∫
fI(ξ)

ξ − ω
dξ,

fI(ω) = − 1

π
P

∫
fR(ξ)

ξ − ω
dξ.
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Dowód.
f(ω + iǫ) =

1

2πi

∫
f(ξ)

ξ − iǫ− ω
dξNast�pnie korzystamy z tego, »e f(ω + iǫ) → f(ω) i ze wzoru So
ho
kiego:

lim
ǫց0

∫
f(ξ

ξ − ω − iǫ
dξ = iπf(ω) + P

∫
f(ξ)

ξ − ω
dξ.

2 Fizy
zne zastosowania Twierdzenia 1.12 s¡ oparte na nast�puj¡
ym s
hema
ie. Zaªó»my, »e
g(t) jest �bod¹
em� a h(t) �reak
j¡�. Zakªadamy, »e h(t) zale»y od g(t) liniowo i przy
zynowo.Ozna
za to, »e

h(t) =

∫ ∞

0
ǫ(s)g(t − s)ds. (1.10)Po przej±
iu do transformat Fouriera dostajemy

ĥ(ω) = ǫ̂(ω)ĝ(ω).(Stosujemy konwen
j� ǫ̂(ω) =
∫
ǫ(t)eitωdt.) Zaªó»my, »e ǫ ∈ L1. Wtedy funk
ja ǫ̂ przedªu»a si�anality
znie na {Imz ≥ 0} i zatem stosuje si� do niej powy»sze twierdzenie.1.6 Szeregi pot�gowePoni»sze twierdzenie implikuje równowa»no±¢ warunku 4) z twierdzenia 1.1 z pozostaªymi wa-runkami.Twierdzenie 1.13 1) Nie
h (a0, a1, . . .) b�dzie 
i¡giem i

ρ−1 = lim sup
n→∞

|an|1/n. (1.11)Wtedy
f(z) =

∞∑

n=0

anz
njest funk
j¡ holomor�
zn¡ w kole K(0, ρ). Poza tym

an =
f (n)(0)

n!
.2) Nie
h f(z) b�dzie holomor�
zna w kole K(0, r). Wtedy je±li

an =
f (n)(0)

n!
,to

lim sup
n→∞

|an|1/n ≤ r−1
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i w K(0, r) mamy
f(z) =

∞∑

n=0

anz
n.Dowód. Udowodnijmy 1). Nie
h ρ2 < ρ1 < ρ. Wtedy dla n > N0, |an| < ρ−n1 . Zatem dla

N > N0

|∑∞
n=N anz

n| ≤∑∞
n=N ρ

n
1 |z|n = ρ−N1 |z|N (1 − |z|

ρ1
)−1.Czyli

fN (z) :=
N∑

n=0

anz
nspeªnia dla N0 ≤ N1 ≤ N2 i z ∈ K(0, ρ2)

|fN1 − fN2| ≤ ρ−N1
1 ρN1

2 (1 − ρ2

ρ1
)−1.Czyli fN jest zbie»ny jednostajnie w K(0, ρ2), a wi�
 niemal jednostajnie w K(0, ρ) do funk
ji

f(z). Podobnie po
hodne f(z) s¡ grani
¡ niemal jednostajn¡ po
hodny
h tego 
i¡gu. Ka»dyz elementów tego 
i¡gu speªnia warunki Cau
hy'ego�Riemanna. Zatem i grani
a speªnia tewarunki.Udowodnijmy teraz 2). Z nierówno±
i Cau
hy'ego wynika, »e je±li r1 ≤ r, to istnieje Ctakie,»e
|an| ≤ Cr−n1Zatem szereg

∞∑

n=0

anz
njest zbie»ny w kole K(0, r1). Korzystaj¡
 z jednostajnej zbie»no±
i przy zamianie kolejno±
i
aªkowania i sumowania dla r2 < r1 dostajemy

f(z) = 1
2πi

∫
∂K(0,r2)

f(ξ)
ξ−z dξ

= 1
2πi

∫
∂K(0,r2)

f(ξ)
ξ

1
1− z

ξ
dξ

= 1
2πi

∑∞
n=0 z

n
∫
∂K(0,r2)

f(ξ)
ξn+1 dξ

=
∑∞

n=0 z
n f

(n)(0)
n!

2 W prakty
e wystar
zaj¡ prostsze kryteria:1) (Kryterium D'Alemberta) Je±li
lim
n→∞

|an+1|
|an|

9



istnieje, to jest równe (1.11);2) (Kryterium Cau
hy'ego) Je±li
lim
n→∞

|an|1/nistnieje, to jest równe (1.11).Przykªady rozwini�¢ funk
ji anality
zny
h
(1 − z)−1 =

∞∑

n=0

zn, |z| < 1;

(1 − z)−m =
∞∑

n=0

m(m+ 1) . . . (m+ n− 1)

n!
zn, |z| < 1, m = 1, 2, . . . ;

(1 + z)m =
m∑

n=0

(
m

n

)
zn, z ∈ C, m = 0, 1, . . . .Twierdzenie 1.14 (Rozwini�
ie w szereg Laurent'a) Nie
h funk
ja f b�dzie holomor�
znaw pier±
ieniu

{z : r < |z| < R},gdzie 0 ≤ r < R ≤ ∞. Wtedy na tym pier±
ieniu
f(z) =

∞∑

n=−∞
bnz

n. (1.12)Wspóª
zynniki bn mo»na obli
zy¢ ze wzoru
bn =

1

2πi

∫

∂K(0,ρ)

f(ξ)

ξn+1
dξ.gdzie r < ρ < R.Dowód. Nie
h r < r1 < |z| < R1 < R. Wtedy

f(z) = 1
2πi

∫
∂K(R1,0)

f(ξ)
ξ−z dξ − 1

2πi

∫
∂K(r1,0)

f(ξ)
ξ−z dξ

=
∑∞

n=0
1

2πi

∫
∂K(R1,0)

f(ξ)
ξn+1 z

ndξ +
∑∞

n=0
1

2πi

∫
∂K(r1,0)

f(ξ)
zn+1 ξ

ndξ

=
∑∞

n=−∞ bnz
n.

2 Przykªad. Funk
ja
3 − 2z

2 − 3z + z2
=

1

1 − z
+

1

2 − zma nast�puj¡
e rozwini�
ia
∞∑

n=0

(1 + 2−n−1)zn, |z| < 1;

10



−
∞∑

n=0

z−n−1 +

∞∑

n=0

2−n−1zn, 1 < |z| < 2;

−
∞∑

n=0

(1 + 2n)z−n−1, 2 < |z|.1.7 Funk
ja wykªadni
zaFunk
j� wykªadni
z¡ mo»na zde�niowa¢ przez szereg
ez =

∞∑

n=0

1

n!
zn, z ∈ C.Funk
ja ta ma nast�puj¡
e wªasno±
i:

ez1ez2 = ez1+z2,

e−z = 1
ez ,

d
dz e

z = ez,

ez = ez,

ez = 1 wtedy i tylko wtedy gdy z = i2kπ, k ∈ Z.Z funk
j¡ ez zwi¡zane s¡ funk
je trygonometry
zne
cos z :=

eiz + e−iz

2
, sin z :=

eiz − e−iz

2i
,i hiperboli
zne

chz :=
ez + e−z

2
, shz :=

ez − e−z

2Funk
je ez , cos z, sin z, chz i shz ob
i�te do R maj¡ warto±
i rze
zywiste. Mo»emy przy i
hpomo
y wyrazi¢ ez jak nast�puje:
ex+iy = ex(cos y + i sin y).Funk
je cos z, sin z, chz i shz s¡ w pewnym sensie przeªu»eniami anality
znymi jednej funk
ji,na przykªad chz:

sht = −ich(t− iπ2 ), sin t = ch(it− iπ2 ).Oto wªasno±
i funk
ji chz:
chz = ch(−z), ch(z + iπ) = −chz,

i∂zchz = ch(z + iπ2 ), ch2z + ch2(z + iπ2 ) = 1.
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1.8 Funk
ja logarytm i funk
ja pot�gowaFunk
ja ez przeksztaª
a bijektywnie pas {z : −π < Imz < π} na C\]−∞, 0]. Funk
j� odwrotn¡do ez okre±lon¡ na
C\] −∞, 0] (1.13)nazywamy gaª�zi¡ gªówn¡ logarytmu i ozna
zamy log(0) z. (Dziedzina (1.13) zostaªa wybranado±¢ arbitralnie). Ma wªasno±
i:

d
dz log(0) z = 1

z

log(0) 1 = 0.Dostajemy zatem wzór
log(0) z =

∫

γ

dw

wgdzie γ jest dowolnym konturem wewn¡trz (1.13) za
zynaj¡
ym si� w 1 i ko«
z¡
ym si� w z.Czasami przydatna jest funk
ja argument (która nie jest holomor�
zna)
arg(0)z := Im log(0) z.Wy
hodz¡
 ze wzoru
d

dz
log(0)(1 + z) =

1

1 + zi 
aªkuj¡
 rozwini�
ie dla 1
1+z dostajemy

log(0)(1 + z) =

∞∑

n=0

(−1)n+1

n
zn, |z| < 1.Zauwa»my, »e dla zde�niowanej powy»ej funk
ji logarytm nie dla wszystki
h z1, z2 ∈ C\] −

∞, 0] za
hodzi wzór
log(0)(z1z2) = log(0) z1 + log(0) z2. (1.14)(1.14) jest speªniony, je±li |argz1 + argz2| < π.Funk
ja log(0) x ob
i�ta do R+ ma warto±
i w R. Funk
j� log(0) z mo»emy nast�puj¡
o wyrazi¢przez funk
je rze
zywiste:

log(0) (r(cosφ+ i sin φ)) = log r + iφ, r ∈ R+, φ ∈] − π, π[.Je±li µ ∈ C, to de�niujemy gaª¡¹ gªówn¡ funk
ji pot�gowej jako
C\] −∞, 0] ∋ z 7→ zµ(0) := eµ log(0) z.Zauwa»my, »e gdy µ ∈ Z to powy»sza de�ni
ja sprowadza si� do zwykªej pot�gi (która zde�nio-wana jest na 
aªym C, by¢ mo»e z wyj¡tkiem {0}). Mamy to»samo±
i

1µ(0) = 1,

d
dz z

µ
(0) = µzµ−1

(0) ,

zµ1+µ2

(0) = zµ1

(0)z
µ2

(0), |argz1 + argz2| < π.12



Zde�nujmy (
µ

n

)
:=

µ(µ− 1) . . . (µ− n+ 1)

n!
.Wtedy wy
hodz¡
 ze wzoru Taylora dostajemy nast�puj¡
e rozwini�
ie funk
ji pot�gowej:

(1 + z)µ(0) =
∞∑

n=0

(
µ

n

)
zn, |z| < 1.Funk
ja zµ(0) dla z ∈ R+ i µ ∈ R ma warto±
i w R+. Funk
j� zµ(0) mo»emy nast�puj¡
o wyrazi¢przez funk
je rze
zywiste:

(r(cosφ+ i sinφ))α+iβ
(0) = rαe−βφeiαφ+iβ log(0) r, r ∈ R+, φ ∈] − π, π[.Nie
h θ ∈ R. Funk
ja ez jest bijek
j¡ równie» je±li damy jej nast�puj¡
¡ dziedzin� i prze
iw-dziedzin�:

{z : θ − π < Imz < θ + π} ∋ z 7→ ez ∈ C\eiθ] −∞, 0].Odwrotna do niej funk
ja te» b�dzie nazywana logarytmem. B�dziemy j¡ ozna
za¢
Ωθ := C\eiθ] −∞, 0] ∋ z 7→ log(θ)(z).Zauwa»my, ze je±li θ1 < θ2 < θ1+2π, to na jednej ze spójny
h skªadowy
h Ω(θ1)∩Ω(θ2) logθ1(z) =

logθ2(z) na drugiej za±, log(θ1) z + i2π = log(θ2) z.Podobnie mo»na zde�niowa¢
Ωθ ∋ z 7→ zµ(θ) := eµ log(θ)(z).Je±li θ1 < θ2 < θ1 + 2π, to na jednej ze spójny
h skªadowy
h Ωθ1 ∩ Ωθ2 mamy zµ(θ1) = zµ(θ2) nadrugiej za±, zµ(θ1)e

i2πµ = zµ(θ2)Je±li µ jest wymierne i równe nieskra
alnemu uªamkowi pq , to
zµ(θ) = zµ(θ+q2π).W przyszªo±
i b�dziemy traktowa¢ log(0) z i zµ(0) jako standardowe odmiany funk
ji logarytmi funk
ji pot�gowej i b�dziemy pomija¢ indeks (0).1.9 Punkty osobliwe funk
ji anality
zny
hPunkt z0 nazywamy izolowanym punktem osobliwym funk
ji f je±li istnieje r > 0 taki, »e f jestholomor�
zna naK(z0, r)\{z0} ale z0 nie nale»y do dziedziny funk
ji f . Rozró»niamy nast�puj¡
eprzypadki.Twierdzenie 1.15 (1) Funk
ja f ma w z0 osobliwo±¢ pozorn¡ (usuwaln¡) gdy istnieje

lim
z→z0

f(z) 6= ∞.
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(2) Funk
ja f ma w z0 biegun rz�du k = 1, 2, . . . gdy istnieje
lim
z→z0

f(z)(z − z0)
k 6= 0,∞.(3) Je±li izolowany punkt osobliwy z0 nie jest ani osobliwo±
i¡ pozorn¡ ani biegunem, to mó-wimy, »e funk
ja f ma w z0 osobliwo±¢ istotn¡.W wy»ej opisanej sytua
ji wiemy, »e dla pewnego R > 0 mo»emy rozwin¡¢ funk
j� f na

K(z0, R)\{z0} w szereg Laurenta:
f(z) =

∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n.Mo»emy wtedy rozpozna¢ typ osobliwo±
i:Twierdzenie 1.16 (1) Funk
ja f ma w z0 osobliwo±¢ pozorn¡ (usuwaln¡) ⇔ an = 0 dla n =
−1,−2, . . .(2) Funk
ja f ma w z0 biegun rz�du k = 1, 2, . . . ⇔ a−k 6= 0 i an = 0 dla n = −k−1,−k−2, . . .(3) Funk
ja f ma w z0 osobliwo±¢ istotn¡, ⇔ inf{n : an 6= 0} = −∞.Przykªad.

sin z

zma w 0 osobliwo±¢ usuwaln¡.
(1 + z2)−2ma w ±i bieguny drugiego rz�du.

e1/zma w 0 osobliwo±¢ istotn¡.De�ni
ja 1.17 Nie
h Ω ⊂ C b�dzie otwarty. Funk
ja f jest meromor�
zna na Ω gdy istniej¡punkty z1, z2, . . . ∈ Ω takie, »e f jest holomor�
zna na Ω\{z1, z2, . . .} i punkty z1, z2, . . . s¡biegunami funk
ji f .Przykªad. Funk
ja
(sin z)−1jest meromor�
zna na C.De�ni
ja 1.18 Residuum funk
ji f w punk
ie z0 jest zde�niowane jako

Resf(z0) :=
1

2πi

∫

∂K(z0,R1)
f(z)dz,gdzie 0 < R1 < R.

14



Zauwa»my, »e de�ni
ja ta nie zale»y od wyboru R1. Mamy
d

dz

zn+1

n+ 1
= zn, n ∈ Z\{−1}.Dlatego ∫

∂K(z0,R1)
zndz = 0, n ∈ Z\{−1}.Poza tym ∫

∂K(z0,R1)
z−1dz = 2πi.St¡d wynika wzór

Resf(z0) = a−1. (1.15)Je±li f ma biegun rz�du najwy»ej k, to residuum mo»na obli
zy¢ ze wzoru
Resf(z0) = lim

z→z0

1

(k − 1)!

dk−1

dzk−1
(z − z0)

kf(z). (1.16)Je±li funk
ja f jest holomor�
zna na Ω\{z1, . . . , zn}, to za
hodzi wzór
∫

∂Ω
f(z) =

n∑

j=1

2πiResf(zj). (1.17)Przykªad. Je±li
f(z) =

1

z2 + a2
,to

Resf(i) = − i

2aZatem ∫ ∞

−∞

1

x2 + a2
dx =

∫ ∞

−∞
f(z)dz = 2πiResf(ia) =

π

a
.Lemat 1.19 (Lemat Jordana) Nie
h a > 0. Dla R > 0 ozna
zamy

γR := [R,R + iR] ∪ [R+ iR,−R+ iR] ∪ [−R+ iR,−R]Wtedy
sup
R>0

∫

γR

∣∣eiaz
∣∣ |dz| <∞.Dowód. Mamy:

∫
γR

∣∣eiaz
∣∣ |dz| = 2

∫ R
0 e−aydy + e−aR

∫ R
−R dx

= 2a−1(1 − e−aR) + 2Re−aR ≤ 2a−1 + 2ae−1.
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2 Uwaga: podobne osza
owanie jest sªuszne je±li zast¡pimy γR górnym póªokr�giem o promieniu
R. Przykªad. Nie
h

f(z) :=
zeiz

1 + z2Wtedy
Resf(i) =

e−1

2
.Poza tym, ∣∣∣

∫
γR
f(z)dz

∣∣∣ ≤ sup
R>0

∫
γR

∣∣eiaz
∣∣ |dz| supz∈γR

∣∣∣ z
1+z2

∣∣∣ ≤ C sup
z∈γR

∣∣∣ z
1+z2

∣∣∣ ,
o d¡»y do zera gdy R→ ∞. Zatem
∫ ∞

−∞

x sinx

1 + x2
dx = Im

(
lim
R→∞

∫

[−R,R]
f(z)dz

)
= Im (2πiResf(i)) = πe−1.Przykªad.

lim
R→∞

∫ R

−R

eixξ

x+ i
dx =






0 ξ < 0,
−iπ ξ = 0,

−2iπe−ξ , ξ > 0.Lemat 1.20 Nie
h funk
ja holomor�
zna f ma w z0 biegun pierwszego rz�du. Zde�niujmykrzyw¡
γr := {z0 + reiφ : φ0 < φ < φ1}.Wtedy

lim
r→0

∫

γr

f(z)dz = (φ1 − φ0)iResf(z0).Dowód. Mamy
f(z) =

a−1

z
+ g(z),gdzie g jest holomor�
zna w z0. O
zywi±
ie,

lim
r→0

∫

γr

g(z)dz = 0.Przykªad. Je±li
f(z) :=

eiz

z
,to

Resf(0) = 1Dlatego
lim
R→∞

∫ R

−R

sinx

x
dx = lim

R→∞
Im

∫ R

−R
f(z)dz = Im(πiResf(0)) = π.
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1.10 Funk
je anality
zne a punkt w niesko«
zono±
iPrzez C b�dziemy ozna
za¢ sfer� Riemanna, to zna
zy C ∪ {∞}.Nie
h Ω ⊂ C. Mówimy, »e f jest anality
zna w ∞, gdy f(1
z ) jest anality
zna w 0.Punkt ∞ nazywamy izolowanym punktem osobliwym funk
ji f , gdy dla pewnego R funk
ja

f jest holomor�
zna na C\K(0, R) i ∞ nie nale»y do dziedziny f . Rozró»niamy nast�puj¡
eprzypadki:1) f ma w ∞ osobliwo±¢ pozorn¡, je±li istnieje
lim
z→∞

f(z) 6= ∞.2) f ma w ∞ biegun rz�du k = 1, 2, . . ., gdy istnieje
lim
z→∞

f(z)z−k 6= 0,∞.3) f ma w ∞ osobliwo±¢ istotn¡ w prze
iwnym razie.W wy»ej opisanej sytua
ji wiemy, »e dla pewnego R > 0 mo»emy rozwin¡¢ funk
j� f na
C\K(z0, R) w szereg Laurenta:

f(z) =
∞∑

n=−∞
anz

n.Mo»emy wtedy rozpozna¢ typ osobliwo±
i:1) Funk
ja f ma w ∞ osobliwo±¢ pozorn¡ (usuwaln¡) gdy an = 0 dla n = 1, 2, . . .2) Funk
ja f ma w ∞ biegun rz�du k = 1, 2, . . . gdy ak 6= 0 i an = 0 dla n = k + 1, k + 2, . . .3) Funk
ja f ma w ∞ osobliwo±¢ istotn¡, je±li
sup{n : an 6= 0} = ∞.Przykªad. Funk
ja ez ma w ∞ istotny punkt osobliwy.De�ni
ja 1.21 Je±li Ω ⊂ C jest otwarty to mówimy, »e funk
ja f jest meromor�
zna na Ω gdyistniej¡ punkty z1, z2, . . . ∈ Ω takie, »e f jest holomor�
zna na Ω\{z1, z2, . . .} i ma w {z1, z2, . . .}osobliwo±
i pozorne b¡d¹ bieguny.Przykªad. Punkt ∞ nie jest izolowanym punktem osobliwym funk
ji

(sin z)−1.Zatem, funk
ja ta nie jest meromor�
zna na C.De�ni
ja 1.22 Residuum funk
ji f w ∞ jest równe
Resf(∞) :=

1

2πi

∫

∂(C\K(0,R1))
f(z)dz = − 1

2πi

∫

∂K(0,R1)
f(z)dzgdzie R1 > R. 17



Zauwa»my, »e de�ni
ja ta nie zale»y od wyboru R1 Mamy wzór
Resf(∞) = −a−1. (1.18)W prakty
e mo»emy wyli
za¢ residuum w niesko«
zono±
i ze wzoru

Resf(∞) = Resg(0), g(w) := −f
(

1

w

)
1

w2
(1.19)Je±li funk
ja f jest holomor�
zna na Ω\{z1, . . . , zn}, gdzie Ω ⊂ C, to za
hodzi wzór

∫

∂Ω
f(z) =

n∑

j=1

2πiResf(zi). (1.20)Przykªad. Nie
h f(z) := z99

1−z100 . Wtedy
Resf(∞) = 1.Dlatego, ∫

∂K(0,2)
f(z)dz = −2πiResf(∞) = −2πi.Twierdzenie 1.23 Ka»da funk
ja meromor�
zna na C jest wymierna. Innymi sªowy, ka»dafunk
ja anality
zna z C w C jest wymierna.Dowód. Nie
h f b�dzie meromor�
zna na C. Poniewa» sfera Riemanna jest zwarta a punktyosobliwe f s¡ izolowane, wi�
 jest i
h sko«
zenie wiele. Nie
h {z1, . . . , zm,∞} b�d¡ punktamiosobliwymi funk
ji f . Nie
h

ki∑

n=1

an,i(z − zi)
−nb�d¡ osobliwymi 
z�s
iami rozwini�¢ w szereg Laurent'a wokóª zi oraz

k∞∑

n=1

an,∞z
nnie
h b�dzie 
z�±
i¡ rozwini�
ia w szereg Laurent'a wokóª ∞ z dodatnimi pot�gami. Wtedy

f(z) −
m∑

i=1

ki∑

n=1

an,i(z − zi)
−n −

k∞∑

n=1

an,∞z
njest funk
j¡ anality
zn¡ na C. Zatem na mo
y twierdzenia Liouville'a jest staªa. 2
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1.11 Funk
je anality
zne z C w CDe�ni
ja 1.24 Nie
h Ω ⊂ C i f : Ω → C. Mówimy, »e f jest anality
zna w z0 ∈ Ω, gdyspeªnione s¡ nast�puj¡
e warunki:1) gdy z0 6= ∞, f(z0) 6= ∞, to f jest anality
zna w oto
zeniu z0 w zwykªym sensie;2) gdy z0 6= ∞, f(z0) = ∞, to 1
f(z) jest anality
zna w oto
zeniu z0 w zwykªym sensie;3) gdy z0 = ∞ i f(z0) 6= ∞, to f(1

z ) jest anality
zna w oto
zeniu 0 w zwykªym sensie;4) gdy z0 = f(z0) = ∞, to 1
f( 1
z
)
jest anality
zna w oto
zeniu 0 w zwykªym sensie.Twierdzenie 1.25 Nie
h f b�dzie meromor�
zna na Ω ⊂ C. Rozszerzmy funk
j� f na 
aªy Ωkªad¡


f(zj) := lim
z→zj

f(z),w sz
zególno±
i w bieguna
h funk
ji f kªadziemy f(zj) := ∞. Wtedy funk
ja
f : Ω → C,jest anality
zna w sensie de�ni
ji (1.24).Twierdzenie 1.26 (1) Ka»da funk
ja holomor�
zna z C w C jest staªa.(2) Ka»da bijek
ja anality
zna C w siebie jest homogra�¡.(3) Ka»da funk
ja anality
zna z C w C jest wymierna.Dowód. (1) jest preformuªowaniem twierdzenia Liouville'a. (3) jest preformuªowaniem Twier-dzenia (1.23). Aby dowie±¢ (2) korzystamy z (3). 21.12 Jednozna
zno±¢ przedªu»ania funk
ji anality
zny
hTwierdzenie 1.27 Nie
h f , g b�d¡ holomor�
zne w otwartym spójnym obszarze Ω ⊂ C. Za-ªó»my, »e istnieje 
i¡g {zn} ⊂ Ω taki, »e limn→∞ zn =: z0 ∈ Ω i zn 6= z0 dla n = 1, 2, . . ..Nie
h

f(zn) = g(zn), n = 0, 1, 2, . . . .Wtedy f = g na 
aªym Ω.Dowód. Nie
h
Ω1 := {z ∈ Ω : f (j)(z) = g(j)(z), j = 0, 1, . . .}.Zbiór Ω1 jest domkni�ty w Ω jako prze
i�
ie domkni�ty
h w Ω zbiorów

{z ∈ Ω : f (j)(z) = g(j)(z)}.Jest on równie» otwarty, bo dla ka»dego z̃0 ∈ Ω1 istnieje r > 0 takie, »e na K(z̃0, r)

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(z̃0)

n!
(z − z̃0)

n =
∞∑

n=0

g(n)(z̃0)

n!
(z − z̃0)

n = g(z).

19



Jest on wresz
ie niepusty, bo z0 ∈ Ω1. W rze
zy samej, istnieje r > 0 takie, »e na K(z0, r)

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
ni

g(z) =

∞∑

n=0

bn(z − z0)
n.Nie
h cj := aj − bj i m nie
h b�dzie najmniejszym indeksem takim, »e cm 6= 0. Wtedy

0 = lim
n→∞

f(zn) − g(zn)

(zn − z0)m
= cm 6= 0
o jest sprze
zno±
i¡. 21.13 Przedªu»anie funk
ji anality
zny
h wzdªu» drogiNie
h Ω ⊂ C b�dzie otwartym spójnym zbiorem i f : Ω → C funk
j¡ anality
zn¡. Nie
h

[0, 1] ∋ τ 7→ γ(τ) ∈ C b�dzie krzyw¡ tak¡, »e γ(0) ∈ Ω. Mówimy, »e mo»na przedªu»y¢ f wzdªu»
γ, gdy dla ka»dego τ ∈ [0, 1] istniej¡ rτ > 0 i funk
ja anality
zna fτ : K(γ(τ), rτ ) → C takie, »e(1) f0 = f na K(γ(0), r0) ∩ Ω;(2) Dla ka»dego τ0 ∈ [0, 1] istnieje ǫ > 0 taki, »e dla ka»dego σ ∈ [0, 1] ∩ [τ0 − ǫ, τ0 + ǫ] mamy
γ(τ0) ∈ K(γ(σ), rσ) oraz fτ = fσ na K(γ(τ0), rτ0) ∩K(γ(σ), rσ).Twierdzenie 1.28 Nie
h σ ∈ [0, 1] i zσ = γ(σ). Wtedy fτ (zτ ) zale»y tylko od funk
ji f : Ω → Ci krzywej γ (a nie zale»y od wyboru rτ , fτ ).De�ni
ja 1.29 Li
zb�

f(zσ)zσ=γ(σ) := fσ(zσ)nazywamy warto±
i¡ w punk
ie zσ funk
ji f przedªu»onej wzdªu» krzywej γ.Dowód. Nie
h rτ , fτ i r̃τ , f̃τ s¡ dwiema rodzinami speªniaj¡
ymi warunki de�ni
ji przedªu»eniafunk
ji. Zaªó»my, »e istnieje τ ∈ [0, 1] taki, »e fτ 6= f̃τ na K(γ(τ),min(rτ , r̃τ )). Nie
h
τ0 = inf{τ ∈ [0, 1] : fτ 6= f̃τ na K(γ(τ),min(rτ , r̃τ )}.O
zywi±
ie, τ0 > 0. Nie
h ǫ > 0 speªnia warunek (2) de�ni
ji zarówno dla rodziny z tyld¡ jak ibez tyldy. Nie
h τ− ∈ [τ − ǫ, τ0[, τ+ ∈ [τ0, τ + ǫ]. Wtedy

fτ− = fτ+ na K(γ(τ−), rτ−) ∩K(γ(τ+), rτ+);

f̃τ− = f̃τ+ na K(γ(τ−), r̃τ−) ∩K(γ(τ+), r̃τ+);

fτ− = f̃τ− na K(γ(τ−),min(rτ− , r̃τ−)).
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Czyli fτ+ = f̃τ+ na
K(γ(τ−),min(rτ− , r̃τ−)) ∩K(γ(τ+),min(rτ+ , r̃τ+)). (1.21)Zbiór (1.21) jest niepusty, bo γ(τ0) do niego nale»y, jest otwarty i wypukªy jako prze
i�
ie kóªotwarty
h. Jest wi�
 spójny. Zatem na mo
y jednozna
zno±
i przedªu»ania funk
ji anality
zny
h

fτ+ = f̃τ+ na K(γ(τ+),min(rτ+ , r̃τ+)), 
o prze
zy de�ni
ji τ0. 2Przykªad. Nie
h krzywa [0, 1] ∋ τ 7→ γ ⊂ C \ {0} b�dzie zamkni�ta (
zyli w := γ(0) = γ(1) iokr¡»a punkt 0 n ∈ Z razy. Zaªó»my te», »e γ(0) ∈ C \ eiθ] −∞, 0]. Wtedy mo»na przedªu»y¢funk
je log(θ) z i zµ(θ) wzdªu» krzywej γ i mamy
log(θ)(w)w=γ(1)) = n2πi + log(θ) w, wµ(θ)w=γ(1)

= enµ2πiwµ(θ).Przykªad. W rama
h analizy rze
zywistej de�niuje si� osobno funk
je odwrotne do trygonome-try
zny
h i hiperboli
zny
h
archt = log(

√
t2 − 1 + t)

= − log(
√
t2 − 1 + t), t ∈ [1,∞[

arsht = log(
√
t2 + 1 + t)

= − log(−
√
t2 + 1 − t), t ∈ R

arccos t = 1
i log(i

√
t2 − 1 + t)

= −1
i log(−i

√
t2 − 1 + t), t ∈ [−1, 1[.Funk
je te mog¡ by¢ traktowane jako przedªu»enia anality
zne jednej z ni
h, na przykªad

archt. Mamy bowiem
arch(±is) = ±iπ4 + arshs, s ∈ R,

archt = ±i arccos t, t ∈] − 1, 1[,

arch(−t) = ±iπ + archt, t ∈ [1,∞[,gdzie + lub − zale»y od tego, 
zy przedªu»amy gór¡ 
zy doªem.Zauwa»my te», »e okr¡»enie punktu±1 prowadzi do pomno»enia archt przez−1, za± okr¡»enie
[−1, 1] prowadzi do dodania 2πi do archt.Przykªad.

arctgt =
1

2i
(log(1 + it) − log(1 − it)) .Przykªad. Rozwa»my funk
j�

f(z) = zα(z − 1)β .Mo»emy j¡ rozumie¢ jako ilo
zyn gaª�zi gªówny
h zα i (z − 1)β , który jest dobrze okre±lony na
C\] −∞, 1]. 21



Zaªó»my, »e krzywa γ za
zyna s� w dowolnym punk
ie C\] − ∞, 1], obiega od
inek [0, 1]w kierunku prze
iwnym do ru
hu wskazówek i wra
a do punktu wyj±
ia, np. ∂K(0, R), gdzie
R > 1. Wtedy warto±¢ funk
ji f(z) po przedªu»eniu anality
znym wzdªu» γ warto±¢ funk
ji f(z)mno»y si� przez 
zynnik ei2π(α+β). W sz
zególno±
i, je±li

α+ β ∈ Z, (1.22)to wra
amy do tej samej warto±
i funk
ji f . Wtedy mo»emy nasz¡ funk
j� zde�niowa¢ na C\[0, 1]jako jednozna
zn¡ funk
j� anality
zn¡.Przykªad. Poli
zmy 
aªk�
I =

∫ 1

0

1√
x(1 − x)(1 + x)

dxRozwa»my
f(z) =

1√
z(z − 1)(1 + z)rozumian¡ jako funk
j� anality
zn¡ na C\[0, 1] w sposób opisany powy»ej. W ∞ residuum jestrówne 0. Zatem

∫

[1,0−,1−]
f(z)dz = −e−i

1
2
πI + e−i

3
2
πI = −2πiResf(−1),

Resf(−1) = lim
z→−1

f(z)(z + 1) =
1√

z(z − 1)

∣∣∣
z=−1

= − 1√
2
.Zatem

I =
π√
2
.1.14 ∗ Powierz
hnie Riemanna i funk
je anality
zne wielozna
zneNie
h Ξ b�dzie przestrzeni¡ topologi
zn¡ Hausdor�a i φ odwzorowaniem z Ξ w C. Mówimy,»e (Ξ, φ) jest powierz
hni¡ Riemanna nad C, gdy dla ka»dego v ∈ Ξ istnieje r > 0 oraz 
i¡gªeodwzorowanie ψv,r : K(φ(v), r) → Ξ takie, »e

φ ◦ ψv,r(z) = z, z ∈ K(φ(v), r)i ψv,r (K(φ(v), r)) jest otwarty w Ξ.Nie
h (Ξ, φ) b�dzie powierz
hni¡ Riemanna nad C.Ma miejs
e nast�puj¡
y fakt: Dla ka»dego v ∈ Ξ, istnieje rv ∈]0,∞] takie, »e odwzorowanie
ψv,rv o wªasno±
ia
h opisany
h powy»ej istnieje, za± dla r > rv takie ψr,v nie istnieje. Dostajemyw ten sposób funk
j� Ξ ∋ v 7→ rv ∈]0,∞]. B�dziemy pisa¢ ψv := ψv,rv .Nie
h f : Ξ → C. Mówimy, »e (Ξ, φ, f) jest funk
j¡ anality
zn¡ na Ξ, gdy dla ka»dego v to
f ◦ ψv : K(φ(v), rv) → C jest funk
j¡ anality
zn¡ w zwykªym sensie.Nie
h (Ξ, φ, f) b�dzie funk
j¡ anality
zn¡ na Ξ. Dla ka»dego v ∈ Ξ, nie
h rv,f ozna
zapromie« zbie»no±
i funk
ji f ◦ ψv,r dla pewnego r > 0. O
zywi±
ie, 0 < rv < rv,f .22



Mówimy, »e (Ξ, φ, f) jest maksymalna funk
j¡ anality
zn¡, gdy dla ka»dego v ∈ Ξ, rv = rv,f .Mówimy, »e (Ξ, φ, f) jest zredukowana, gdy z tego, »e v1, v2 ∈ Ξ, φ(v1) = φ(v2) = z0 i
0 < r < min(rv1 , rv2) wynika, »e funk
je

K(z0, r) ∋ z 7→ f(ψv1,r(z)),

K(z0, r) ∋ z 7→ f(ψv2,r(z)),s¡ ró»nymi funk
jami. Je±li (Ξ, φ, f) nie jest funk
j¡ zredukowan¡, zawsze mo»na j¡ w jed-nozna
zny sposób zredukowa¢. Wprowadzamy w Ξ rela
j�: v1 ∼ v2 gdy φ(v1) = φ(v2) i dla
r := min(rv1 , rv2)

f ◦ ψv1,r = f ◦ ψv2,r.Wtedy ∼ jest rela
j¡ równowa»no±
i. De�niujemy
Ξred := Ξ/ ∼,Nie
h φred : Ξ → Ξred b�dzie kanoni
zn¡ surjek
j¡. De�niujemy równie»

φred([v]) := φ(v), fred([v]) := f(v).Wtedy (Ξred, φred) jest powierz
hni¡ Riemanna nad C, (Ξred, φred, fred) jest zredukowan¡ funk
j¡anality
zn¡ i speªnione s¡ warunki
φ = φred ◦ φred, f = fred ◦ φred.Nie
h (Ξ1, φ1, f1) i (Ξ, φ, f) b�d¡ funk
jami anality
znymi. Mówimy, »e (Ξ1, φ1, f1) jestprzedªu»eniem (Ξ0, φ0, f0), gdy Ξ0 ⊂ Ξ1 i φ1, f1 ob
i�te do Ξ0 pokrywaj¡ si� z φ0, f0.Ka»d¡ zredukowan¡ funk
j� anality
zn¡ mo»na w sposób jednozna
zny przedªu»y¢ do mak-symalnej zredukowanej funk
ji anality
znej.1.15 ∗ Homotopia krzywy
hNie
h Ω b�dzie otwartym podzbiorem C i z1, z2 ∈ Ω. Ozna
zmy przezK(z0, z1,Ω) zbiór krzywy
hza
zynaj¡
y
h si� w z0 i ko«
z¡
y
h si� w z1, tzn γ(0) = z0, γ(1) = z1.Nie
h γ0, γ1 ∈ K(z0, z1,Ω). Mówimy, »e γ0 jest homotopijnie równowa»na γ1 i piszemy

γ0 ∼ γ1 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje funk
ja 
i¡gªa [0, 1] × [0, 1] ∋ (t, s) 7→ H(t, s) taka, »e
H(t, 0) = γ0(t) i H(t, 1) = γ1(t).Twierdzenie 1.30 Nie
h f : Ω → C b�dzie anality
zna, γ0, γ1 ∈ K(z0, z1,Ω) b�d¡ kawaªkamigªadkie i homotopijnie równowa»ne. Wtedy

∫

γ0

f(z)dz =

∫

γ1

f(z)dz.Twierdzenie 1.31 Homotopijna równowa»no±¢ jest rela
j¡ równowa»no±
i.
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Dowód. Kªad¡
 H(t, s) = γ0(t) dostajemy γ0 ∼ γ0.Kªad¡
 H10(t, s) := H01(t, 1 − s) dostajemy γ0 ∼ γ1 ⇒ γ1 ∼ γ0.Kªad¡

H)2(t,s :=

{
H01(t, 2s), 0 ≤ s ≤ 1

2 ;
H12(t, 2s − 1), 0 ≤ 1

2 ≤ s ≤ 1,dostajemy γ0 ∼ γ1, γ1 ∼ γ2 ⇒ γ0 ∼ γ2.Zbiór klas homotopii krzywy
h za
zynaj¡
y
h si� w z0 i ko«
z¡
y
h w z1 ozna
zany jest przez
Π(z0, z1,Ω) := K(z0, z1,Ω)/ ∼ .Twierdzenie 1.32 Nie
h Ω ⊂ C b�dzie otwarty i spójny. Nast�puj¡
e warunki s¡ równowa»ne:(1) Π(z0, z0,Ω) jest jednoelementowy dla ka»dego z0 ∈ Ω.(2) Istnieje z0 ∈ Ω taki, »e Π(z0, z0,Ω) jest jednoelementowy.Je±li speªnione s¡ warunki powy»szego twierdzenia, mówimy, »e zbiór Ω jest jednospójny.1.16 ∗ Skªadanie krzywy
h i grupa homotopiiNie
h z0, z1 ∈ Ω, γ ∈ K(z0, z1,Ω). De�niujemy γ−1 ∈ K(z1, z0,Ω).

γ−1(t) := γ(1 − t).O
zywi±
ie, je±li γ′ ∼ γ, to (γ′)−1 ∼ γ−1.Nie
h z0, z1, z2 ∈ Ω, γ0 ∈ K(z0, z1,Ω), γ1 ∈ K(z1, z2,Ω). De�niujemy γ0 ◦ γ1 ∈ K(z0, z2,Ω):
γ0 ◦ γ1(t) :=

{
γ0(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2 ;
γ1(2t− 1), 1

2 ≤ t ≤ 1.O
zywi±
ie, je±li γ0 ∼ γ′0, γ1 ∼ γ′1, to
γ0 ◦ γ1 ∼ γ′0 ◦ γ′1.Je±li γ2 ∈ K(z2, z3,Ω)

(γ0 ◦ γ1) ◦ γ2 ∼ γ0 ◦ (γ1 ◦ γ2).Je±li przez z ozna
zamy krzyw¡ staª¡ równ¡ z ∈ Ω, to dla z0, z1 ∈ Ω, γ ∈ K(z0, z1,Ω),
z0 ◦ γ ∼ γ ◦ z1 ∼ γ.W sz
zególno±
i, dla ka»dego z0 ∈ Ω, Π(z0, z0,Ω) jest grup¡. Je±li zbiór Ω jest spójny, togrupa Π(z0, z0,Ω) jest izomor�
zna dla ró»ny
h z0 ∈ Ω. Nazywamy j¡ grup¡ homotopii zbioru

Ω. Ozna
zamy j¡ przez Π(Ω).Przykªady(1) Π(C) jest grup¡ jednoelementow¡.(2) Π(C\{0}) = Z (li
zba okr¡»e« wokóª zera).
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(3) Π(C\{0, 1}) = F2 � grupa wolna o dwó
h generatora
h. Jako generatory mo»na wybra¢ τ0� okr¡»enie 0, τ1 � okr¡»enie 1. Grupa F2 skªada si� z elementów nast�puj¡
y
h typów:
τ
np
1 τ

mp
0 · · · τn0

1 τm0
0 , τ

mp+1

0 τ
np
1 · · · τn0

1 τm0
0 ,

τ
np
1 τ

mp
0 · · · τm1

0 τn0
1 , τ

mp+1

0 τ
np
1 · · · τm1

0 τn0
1 , (1.23)gdzie ni,mi ∈ Z\{0}.1.17 ∗ Nakry
ie uniwersalneNie
h Ω ⊂ C b�dzie otwarte i spójne. Ustalmy z0 ∈ Ω. Nakry
iem uniwersalnym Ω z punktembazowym [z0] nazywamy (Cov(Ω), φ, [z0]), gdzie

Cov(Ω) :=
⋃

z∈Ω

Π(z0, z,Ω),

γ : Cov(Ω) → Ω jest zadane przez φ([γ]) := γ(1). Cov(Ω) jest wyposa»one w naturaln¡ topologi�.O
zywi±
ie, (Cov(Ω), φ) jest spójn¡ i jednospójn¡ powierz
hni¡ Riemanna nad C.1.18 ∗ Nakry
ie wyzna
zone przez podgrup� grupy homotopiiNie
h G b�dzie podgrup¡ Π(z0, z0,Ω). W Π(z0, z,Ω) wprowadzamy rela
j�: Dla [γ1], [γ2] ∈
Π(z0, z,Ω) piszemy [γ1]∼

G
[γ2], gdy [γ1 ◦ γ−1

2 ] ∈ G. Jest to rela
ja równowa»no±
i. B�dziemyozna
zali przez [γ]G klas� abstrak
ji γ wzgl�dem tej rela
ji. De�niujemy
ΠG(z0, z,Ω) := Π(z0, z,Ω)/∼

G
.Nakry
iem Ω zwi¡zanym z grup¡ G nazywamy (CovG(Ω), φG, [z0]G), gdzie

CovG(Ω) :=
⋃

z∈Ω

ΠG(z0, z,Ω),

φG([γ]G) = γ(1).Mamy o
zywi±
ie naturalne odwzorowanie
φG : Cov(Ω) → CovG(Ω), φG([γ]) = [γ]G,speªniaj¡
e zwi¡zek φG ◦φG = φ. O
zywi±
ie, (CovG(Ω), φ) jest spójn¡ (lez niekonie
znie jedno-spójn¡) powierz
hni¡ Riemanna nad C.1.19 ∗ Funk
ja pierwotnaTwierdzenie 1.33 Nie
h Ω ⊂ C b�dzie jednospójnym obszarem a Ω ∋ z 7→ f(z) funk
j¡ holo-mor�
zn¡. Ustalmy z0 ∈ Ω. Zde�niujmy

F (z) :=

∫

γz

f(w)dw,

25



gdzie γz jest dowoln¡ krzyw¡ le»¡
¡ w Ω ª¡
z¡
¡ z0 i z. Wtedy F (z) nie zale»y od wyboru krzyweji
F ′(z) = f(z).Je±li Ω jest spójny i otwarty, ale niekonie
znie jednospójny, to powy»sz¡ konstruk
j� nale»yzmody�kowa¢. Je±li [γ] ∈ Π(z0, z,Ω) ⊂ Cov(Ω), to kªadziemy

F ([γ]) :=

∫

γ
f(w)dw.Dostajemy funk
j� anality
zn¡ F : Cov(Ω) → C, która speªnia

F ′([γ]) = f(φ([γ])), F ([z0]) = 0.1.20 ∗ Funk
ja logarytm i pot�gowaFunk
j� logarytm mo»na zde�nowa¢ jako funk
j� pierwotn¡ do funk
ji 1
z z punktem bazowym

z0 = 1. Dostajemy wtedy funk
j� na nakry
iu uniwersalnym
Cov(C\{0}) ∋ v 7→ log v :=

∫

γ

dw

w
, v = [γ].Jest ona zredukowana i maksymalna.Nie
h µ ∈ C. Funk
j� zµ de�niujemy najpierw na nakry
iu uniwersalnym C\{0} jako

Cov(C\{0}) ∋ v 7→ eµ log v. (1.24)Je±li µ 6= 0, 1, 2, . . ., jest to maksymalna funk
ja anality
zna. Je±li µ 6∈ Q, to jest ona równie»zredukowana.Je±li µ ∈ Q, to (1.24) jest niezredukowana Nie
h µ = p
q dla nieskra
alnego uªamka, gdzie

q ∈ {1, 2, . . .}, Wtedy vµ = 1, je±li v ∈ Zq ⊂ Π(1, 1,C\{0}) ⊂ Cov(C\{0}). Po zredukowaniudostajemy funk
j�
CovZq(C\{0}) ∋ v 7→ eµ log v. (1.25)1.21 ∗ Funk
ja z

α(z − 1)β.Funk
j� zα(z − 1)β mo»na najpierw zde�niowa¢ na nakry
iu uniwersalnym Cov(C\{0, 1}). Jestona wtedy niezredukowana.Opiszmy teraz jej zredukowane wersje w niektóry
h sytua
ja
h. Zaªó»my najpierw, »e mamydo 
zynienia z genery
zn¡ sytua
j¡, kiedy α i β s¡ niewymierne i niewspóªmierne, tzn. αn+βm ∈
Q implikuje n = m = 0. Wtedy w grupie F2 wprowadzamy podgrup� G zadan¡ przez

∑

j

nj =
∑

j

mj = 0,gdzie nj,mi s¡ li
zbami wyst�puj¡
ymi w (1.23). Wtedy zα(z−1)β mo»na przenie±¢ na nakry
ie
CovG(C\{0, 1}), i dostajemy wtedy zredukowan¡ maksymaln¡ funk
j� anality
zn¡.26



Inn¡ sytua
j� mamy, gdy α+β ∈ Z, α 6∈ Q. Wprowadzamy wtedy podgrup� H zadan¡ przez
∞∑

j=0

nj =
∞∑

j=0

mji funk
j� zα(z − 1)β przenosimy na nakry
ie CovH(C\{0, 1}). Dostajemy wtedy zredukowan¡maksymaln¡ funk
j� anality
zn¡.1.22 Nota
ja do ozna
zania krzywy
hTeraz opiszemy nota
j�, któr¡ b�dziemy stosowa¢ do ozna
zania krzywy
h.Czasami mo»na stosowa¢ ªamane posta
i
[w0, u, w1] := [w0, u] ∪ [u,w1].

u

w1w0

Osobliwo±¢ funk
ji w u mo»e prowadzi¢ do kªopotów w posta
i rozbie»no±
i 
aªki. Mo»narównie» omija¢ punkt u maªym ªukiem o promieniu r i rozwa»a¢ ªaman¡ posta
i:
[w0, u+ reiφ0 ] ∪ {u+ reiφ : φ ∈ [φ0, φ1]} ∪ [u+ reiφ1 , w1]. (1.26)gdzie w0 := u+Reiφ0 , w1 := u+R1e

iφ1 , R0 > r, R1 > r, φ0 < φ1 i |φ0 − φ1| < 2π. O
zywi±
ie,
aªka po takim konturze nie zale»y od r, dla dostate
znie maªego r. Zauwa»my, »e punkt roz-gaª�zienia u jest omijany ªukiem w kierunku prze
iwnym do ru
h wskazówek. Krzyw¡ powy»sz¡b�dziemy ozna
zali
[w0, u

+, w1].

u

w1w0

Podobnie, warto mie¢ ozna
zenie na ªaman¡
[w0, u+ reiφ0 ] ∪ {u+ reiφ : φ ∈ [φ1, φ0]} ∪ [u+ reiφ1 , w1]. (1.27)gdzie R0 > r, R1 > r, φ1 < φ0, |φ0 − φ1| < 2π. Ró»ni si� ona od (1.26) tym, »e punktrozgaª�zienia u obiegamy zgodnie z ru
hem wskazówek. Krzyw¡ (1.27) b�dziemy ozna
za¢ przez

[w0, u
−, w1].27



w1w0

u

[u+] b�dzie ozna
zaªo kontur obiegaj¡
y punkt u po maªym okr�gu w kierunku prze
iwnymdo ru
hu wskazówek. [u−] b�dzie ozna
zaªo kontur obiegaj¡
y punkt u po maªym okr�gu wkierunku zgodnym do ru
hu wskazówek.
[u+], [u−].

u uPisz¡
 γ = [u,w1, . . . , wn, u
+] b�dziemy mieli na my±li, »e γ jest konturem zamkni�tym ipoª¡
zonym maªym ªukiem obiegaj¡
ym u w kierunku prze
iwnym do ru
hu wskazówek. Po-dobnie, je±li γ = [u,w1, . . . , wn, u
−], to γ jest konturem zamkni�tym poª¡
zonym maªym ªukiemobiegaj¡
ym z w kierunku zgodnym z ru
hem wskazówek.

[u,w1, w2, u
+], [u,w1, w2, u

−].
u u

w1

w
2

w1

w2

[u, eiα∞[ b�dzie ozna
za¢ póªprost¡ {u + eiαt : t > 0} za
zynaj¡
¡ si� w u i biegn¡
¡ doniesko«
zono±
i pod k¡tem α.
[u, eiα∞[.

u

[(u+ eiφ0 · 0)+, w] ozna
za¢ b�dzie ªaman¡
[u, u+ reiφ0] ∪ {u+ reiφ : φ ∈ [φ0, φ1]} ∪ [u+ reiφ1, w],gdzie w = u+ Reiφ1 , r < R, φ1 < φ0, |φ1 − φ0| < 2π (ªamana wy
hodzi z punktu u pod k¡tem

φ0, obiega punkt u maªym ªukiem prze
iwnie do ru
hu wskazówek i biegnie do w).
[(u+ eiα0)+, w].

uw
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2 Funk
ja Gamma Eulera2.1 Funk
ja Gamma jako uogólnienie silni i II 
aªka EuleraPrzy pomo
y tzw. II 
aªki Eulera de�niujemy funk
j� Gamma:
Γ(z) :=

∫∞
0 e−ttz−1dt

= 2
∫∞
0 e−ξ

2
ξ2z−1dξ, Rez > 0,

(2.28)Zakªadamy, »e w powy»szym wzorze bierzemy gaª¡¹ gªówn¡ funk
ji tz−1. Zde�niujmy te» tzwsymbol Po
hhammera
(a)n := a(a+ 1) . . . (a+ n− 1), n = 0, 1, 2, . . .

(a)n := 1
(a−n)...(a−1) , n = . . . ,−2,−1.O
zywi±
ie, (1)n = n!.Twierdzenie 2.1 Za
hodz¡ nast�puj¡
e to»samo±
i:

Γ(z + 1) = zΓ(z), (2.29)
Γ(n+ 1) = n!, n = 0, 1, 2, . . . , (2.30)
Γ(z + n) = (z)nΓ(z), n ∈ Z.Dowód. (2.29) wynika z 
aªkowania przez 
z�±
i. (2.30) wynika z (2.29) i Γ(1) = 1. 2Zde�niujmy zbiór

Ωn := {z : Rez > −n}\{0,−1, . . . ,−n+ 1}i funk
j�
Ωn ∋ z 7→ Γn(z) :=

Γ(z + n)

z(z + 1) . . . (z + n− 1)
.Wtedy je±li n > m, to

Γn(z) = Γm(z), z ∈ Ωm.Wynika to z to»samo±
i
Γ(z + n) = Γ(z +m)(z +m) . . . (z + n− 1),b�d¡
ej konsekwen
j¡ wzoru (2.29). Ostate
znie, na

∞⋃

n=1

Ωn = C\{0,−1,−2, . . .}de�niujemy
Γ(z) := Γn(z), z ∈ Ωn.Tak zde�niowana funk
ja Γ jest to maksymalnym przedªu»eniem anality
znym funk
ji Γ(z) zde-�niowanej przy pomo
y 
aªki (2.28).Oto inne wzory, które pozwalaj¡ maksymalnie przedªu»y¢ funk
j� Gamma:29



Twierdzenie 2.2 (Rozkªad Pryma)
Γ(z) =

∞∑

n=0

(−1)n

n!(n+ z)
+

∫ ∞

1
e−ttz−1dt, z ∈ C\{0,−1,−2, . . .}.Twierdzenie 2.3 (Wzór Cau
hy-Saals
hütza)

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1

(
e−t −

n∑

k=0

(−t)k
k!

)
dt, −1 − n < Rez < −n. (2.31)Dowód. Nie
h Γn(z) b�dzie praw¡ stron¡ (2.31). O
zywi±
ie

Γ−1(z) = Γ(z), 0 < Rez.Caªkuj¡
 przez 
z�±
i dostajemy
Γn(z) = tz

z

(
e−t −

n∑
k=0

(−t)k
k!

)∣∣∣
∞

0
+ 1

z

∞∫
0

tz
(
e−t −∑n−1

k=0
(−t)k
k!

)
dt

= 1
zΓn−1(z + 1).

22.2 I 
aªka Eulera i dalsze to»samo±
iTwierdzenie 2.4 (I 
aªka Eulera)
Γ(u)Γ(v)
Γ(u+v) =

∫ 1
0 t

u−1(1 − t)v−1dt

= 2
∫ π

2
0 cos2u−1 φ sin2v−1 φdφ, Reu > 0, Rev > 0.

(2.32)
Γ(u)Γ(v)
Γ(u+v)

sinπu
sinπ(u+v) = Γ(1−u−v)Γ(v)

Γ(1−u) =
∫∞
0 (t+ 1)u−1tv−1dt

= 2
∫∞
0 ch2u−1θsh2v−1θ, Rev > 0, Re(1 − u− v) > 0.(2.33)Dowód. Stosuj¡
 podstawienie t = 1

s + 1 z (2.32) dostajemy (2.33), z wyj¡tkiem pierwszejrówno±
i, wynikaj¡
ej z to»samo±
i (2.36), któr¡ dowiedziemy pó¹niej. Udowodnijmy wi�
 (2.32)Mamy
Γ(u)Γ(v) = 4

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−ξ

2−η2ξ2u−1η2v−1dξdη. (2.34)Prze
hodzimy do wspóªrz�dny
h biegunowy
h podstawiaj¡

ξ = r cosφ, η = r sinφ
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i otrzymujemy, »e (2.34) równa si�
4
∫∞
0 e−r

2
r2u+2v−1dr

∫ π/2
0 cos2u−1 φ sin2v−1 φdφ.

= Γ(u+ v)
∫ 1
0 t

u−1(1 − t)v−1dt,
(2.35)(W ostatnim kroku podstawili±my t = cos2 φ). 2Wzór (2.32) jest uzasadnieniem tego, »e 
z�sto wprowadza si� tak zwan¡ funk
j� Beta:

B(u, v) :=
Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)
.Twierdzenie 2.5 Za
hodz¡ nast�puj¡
e to»samo±
i:

Γ(z)Γ(1 − z) =
π

sinπz
, (2.36)

Γ(1/2) =
√
π (2.37)Dowód. Rozwa»my funk
j� holomor�
zn¡ C\[0, 1] ∋ t 7→ f(t) = tz−1(t − 1)−z (Funk
je tz−1i (t − 1)−z rozumiemy w sensie i
h gaª�zi gªówny
h zde�niowany
h odpowiednio na C\[−∞, 0[i C\[−∞, 1[. Zatem funk
ja f(t) zde�niowana jest a priori na C\[−∞, 1[, ale przedªu»a si�anality
znie do funk
ji na C\[0, 1].Nie
h γ = [0, 1+, 0+] b�dzie konturem zwanym ko±
i¡. Wtedy bior¡
 pod uwag�, »e wniesko«
zono±
i residuum funk
ji f jest równe −1, dostajemy

2iπ = −2πiResf(∞) =
∫
γ f(t)dt

= (eiπz − e−iπz)
∫ 1
0 t

z−1(1 − t)−zdt = (2i sin πz)B(z, 1 − z) = (2i sin πz)Γ(z)Γ(1 − z).St¡d wynika (2.36).Podstawiaj¡
 w (2.36) z = 1/2 dostajemy
Γ2(1/2) = π.Wiemy, »e

Γ(z) > 0, z > 0.St¡d wynika (2.37). 2Wniosek 2.6 (Caªka Gaussa) Je±li Rea > 0, to
∫ ∞

−∞
e−at

2
dt =

√
π

a
. (2.38)
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Dowód. Wy
hodz¡
 z (2.37) przez zamian� zmienny
h dostajemy
√
π = Γ(1/2) =

∫
]−∞,∞[ e

−t2dt

=
∫
]−√

a∞,
√
a∞[ e

−t2dt

=
√
a
∫
]−∞,∞[ e

−as2ds.

2Wniosek 2.7 (Caka Fresnela) Mamy
lim
R→∞

∫ R

−R
e±ix2

dx = e±iπ
4
√
π.Dowód. Caªkujemy po boka
h trójk¡ta 0, R,R + iR. Po pionowym boku mamy

∫ R

0
e−R

2+y2dy =

∫ 1

0
e−R

2(1−t2)Rdt→ 0,po zastosowaniu Tw. Lebesgue'a. 2Zauwa»my, »e funk
ja Γ(z) ma w z = 0,−1, . . . bieguny 1-go rz�du z residuami
ResΓ(−n) = limz→−n Γ(z)(z + n)

= (z+n)π
Γ(1−z) sinπz = (−1)n

n! .Twierdzenie 2.8 Wzór Legendre'a o podwajaniu:
22z−1Γ(z)Γ (z + 1/2) =

√
πΓ(2z),Dowód.

Γ(z)2

Γ(2z)
=

∫ 1

0
tz−1(1 − t)z−1dt = 2

∫ 1/2

0
tz−1(1 − t)z−1dt.Podstawiamy s = 4t(1 − t) i otrzymujemy

21−2z

∫ 1

0
sz−1(1 − s)−1/2ds = 21−2z Γ(z)Γ(1

2 )

Γ(z + 1
2 )
.

2 Prawdziwe jest te» nast�puj¡
e uogólnienie powy»szego wzoru, zwane wzorem Gaussa o mno-»eniu, które udowodnimy pó¹niej:
Γ(nz) = (2π)

1−n
2 nnz−

1
2
n−1
Π
k=0

Γ(z + k
n) (2.39)
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2.3 Funk
ja Gamma i 
aªki w dziedzinie zespolonejTwierdzenie 2.9 (Wzór Hankela)
1

Γ(z + 1)
=

1

2πi

∫

[−∞,0+,−∞[

ess−z−1ds. (2.40)Dowód. Zaªó»my tym
zasowo, »e Rez < 0.
∫

[−∞,0+,−∞[

ess−z−1ds = e−iπ(−z−1)
∫
]−∞,0] e

s(−s)−z−1ds+ eiπ(−z−1)
∫
[0,−∞[ e

s(−s)−z−1ds

=
(
e−iπ(−z−1) − eiπ(−z−1)

) ∫∞
0 e−tt−z−1dt

= i2 sin(−πz)Γ(−z) = 2πi
Γ(z+1)Nast�pnie rozszerzamy to»samo±¢ na wszystkie z przez przedªu»enie anality
zne. 2Twierdzenie 2.10

Γ(u+v+1)
Γ(u+1)Γ(v+1) = 1

2πi

∫
]−∞,0+,−∞[ t

−u−1(1 − t)−v−1dt

= 1
2πi

∫
]∞,1−,∞[ t

−u−1(1 − t)−v−1dt, u+ v + 1 > 0.Dowód. Zauwa»my, »e ] −∞, 0+,−∞[ i ]∞, 1−,∞[ daj¡ t� sam¡ 
aªk�.
∫

]∞,0−,∞[

t−u−1(1 − t)−v−1dt = (−e−iπ(v+1) + eiπ(v+1))
∫∞
1 t−u−1(t− 1)−v−1dt

= −2i sinπvΓ(−v)Γ(1+u+v)
Γ(1+u) = 2iπ Γ(1+u+v)

Γ(1+u)Γ(1+v) .

2 Je±li u+v =∈ Z, to p�tla okr¡»aj¡
a 1 i 0 prze
iwnie do ru
hu wskazówek le»y na powierz
hniRiemanna funk
ji tu−1(t− 1)v−1 i dostajemy wzór:Twierdzenie 2.11 Nie
h n ∈ Z. Wtedy
Γ(u)

Γ(n+ 1)Γ(u− n)
=

(u− 1) . . . (u− n)

n!
=

1

2πi

∫

[0,1+,0+]
tu−1(t− 1)n−udt, (2.41)Dowód. Gdy zastosujemy homogra�� t = −s−1 to dostaniemy

1
2πi

∫
[0,1+,0+] t

u−1(t− 1)n−udt = 1
2πi

∫
[0+] s

n+1(1 − s)n−uds

= 1
n!

(
d
ds

)n
(1 − s)n−u|s=0=

(u−1)...(u−n)
n! .

(2.42)
2 Rozwa»my teraz funk
j� (−t)u−1(t − 1)v−1. Je±li obie pot�gi rozumiemy w sensie i
h gaª�zigªówny
h, to dziedzin¡ tej funk
ji jest C\R. Jest to dziedzina skªadaj¡
a si� z dwó
h spójny
h
z�±
i na który
h mamy

(−t)u−1(t− 1)v−1 =

{
tu−1(1 − t)v−1e−iπ(u−1)eiπ(v−1), Imz > 0;

tu−1(1 − t)v−1eiπ(u−1)e−iπ(v−1), Imz < 0.
(2.43)
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Rozwa»my teraz kontur "podwójna ósemka"[0, 1+, 0−, 1−, 0+]. Kontur ten rozpo
zynamy nadolnym pªa
ie powierz
hni Riemanna funk
ji (−t)u−1(t−1)v−1, na którym le»y pierwszy od
inek
[0, 1] z tego konturu. Latwo si� przekona¢, »e [0, 1+, 0−, 1−, 0+] jest krzyw¡ zamkni�t¡ na tejpowierz
hni Riemanna. Nawiasem mówi¡
, trze
i od
inek w tym konturze znajduje si� na górnympªa
ie opisanym w (2.43). Caªk� z funk
ji (−t)u−1(t−1)v−1 po podwójnej ósem
e mo»na wyrazi¢poprzez funk
j� Gamma:Twierdzenie 2.12

1

Γ(u+ v)Γ(1 − u)Γ(1 − v)
=

1

(2π)2

∫

[0,1+,0−,1−,0+]
(−t)u−1(t− 1)v−1dt, (2.44)Dowód. Zaªó»my, »e Reu,Rev > 0.

∫

[0,1+,0−,1−,0+]

(−t)u−1(t− 1)v−1dt

=
(
eiπ(u−1)e−iπ(v−1) − eiπ(u−1)eiπ(v−1) + e−iπ(u−1)eiπ(v−1) − e−iπ(u−1)e−iπ(v−1)

)

×
∫ 1
0 t

u−1(1 − t)v−1dt

= −(eiπu − e−iπu)(eiπv − e−iπv)B(u, v)

= −(2i sin πv)(2i sin πu)Γ(u)Γ(v)
Γ(u+v)

= (2π)2 1
Γ(u+v)Γ(1−u)Γ(1−v)Przez przedªu»enie anality
zne rozszerzamy to»samo±¢ na wszystkie u, v. 22.4 Ilo
zyny niesko«
zonePrzypomnijmy najpierw podstawowe fakty doty
z¡
e szeregów.Je±li istnieje sko«
zona grani
a I := limn→∞

∑n
j=1 bj, to mówimy, »e szereg ∑∞

j=1 bj jestzbie»ny warunkowo i piszemy I =
∑∞

j=1 bj .Je±li ∑∞
j=1 |bj| < ∞, to mówimy, »e szereg ∑∞

j=1 bj jest zbie»ny bezwzgl�dnie. Mo»na poka-za¢, »e zbie»no±¢ bezwzgl�dna szeregu po
i¡ga za sob¡ zbie»no±¢ warunkow¡, równie» po zmianiekolejno±
i wyrazów w szeregu i jego warto±¢ nie zale»y od tej kolejno±
i.Je±li istnieje sko«
zona grani
a I := limn→∞
∏n
j=1(1 + aj), to mówimy, »e ilo
zyn niesko«-
zony ∏∞

j=1(1 + aj) jest zbie»ny warunkowo i piszemy I =
∏∞
j=1(1 + aj).Mówimy, »e ilo
zyn niesko«
zony∏∞

j=1(1+aj) jest zbie»ny bezwzgl�dnie wtedy i tylko wtedy,gdy
∞∑

n=1

|an| <∞. (2.45)Lemat 2.13 Ilo
zyn niesko«
zony ∏∞
j=1(1+aj) jest zbie»ny bezwzgl�dnie wtedy i tylko wtedy gdyjedynie sko«
zona li
zba wyrazów aj jest równa −1 i
∞∑

n=1

| log(1 + an)| <∞, (2.46)
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przy 
zym w szeregu (2.46) usun�li±my wyrazy aj = −1. (W powy»szym wzorze przez | log(1+a)|rozumiemy warto±¢ bezwzgl�dn¡ gaª�zi gªównej logarytmu rozszerzon¡ przez 
i¡gªo±¢ do funk
jina C\{−1}, która jest jednozna
zna, mimo »e sam log(1 + a) jednozna
zny nie jest).Dowód. Nie
h speªnione b�dzie (2.45). Wtedy limj→∞ aj = 0 i dlatego sko«
zona li
zbawyrazów aj jest równa −1. Poza tym poza sko«
zon¡ li
zb¡ indeksóª
|aj | ≤

1

2
. (2.47)

C\{−1} ∋ t 7→
∣∣∣ log(1+t)

t

∣∣∣ jest funk
j¡ 
i¡gª¡ i dodatni¡. Zatem dla |t| ≤ 1
2 istniej¡ 0 < C1 ≤

C2, takie, »e
C1 ≤

∣∣∣∣
log(1 + t)

t

∣∣∣∣ ≤ C2.Zatem
| log(1 + an)| ≤ C2|an|.Aby dowie±¢ implika
j� prze
iwn¡, wystar
zy zaªo»y¢, »e wszystkie aj s¡ ró»ne od 1. (2.46)po
i¡ga za sob¡ limn→∞ log(an + 1) = 0, a wi�
 (2.47) jest speªnione poza sko«
zon¡ li
zb¡indeksów i wtedy
|an| ≤ C−1

1 | log(1 + an)|.
2 O
zywi±
ie, logarytmuj¡
 wyraz po wyrazie ilo
zyn bezwzgl�dnie zbie»ny dostajemy szeregbezwzgl�dnie zbie»ny. Dlatego zbie»no±¢ bezwzgl�dna ilo
zynu niesko«
zonego po
i¡ga za sob¡zbie»no±¢ warunkow¡, równie» po zmianie kolejno±
i wyrazów w ilo
zynie i jego warto±¢ nie zale»yod tej kolejno±
i.2.5 Funk
je trygonometry
zne jako ilo
zyny niesko«
zoneTwierdzenie 2.14 Mamy nast�puj¡
e wzory:

∑∞
j=−∞

1
(z−j)2 = π2

sin2 πz
, (2.48)

1
z + 2

∑∞
j=1

z
z2−j2 = limn→∞

∑n
j=−n

1
z+j = π cos πz

sinπz , (2.49)
z

∞
Π
j=1

(1 − z2

j2
) = sinπz

π . (2.50)Uwaga Ilo
zyn niesko«
zony wyst�puj¡
y we wzorze (2.50) jest zbie»ny bezwzgl�dnie.Dowód. ∞∑

j=−∞

1

(z − j)2
− π2

sin2 πzjest funk
j¡ 
aªkowit¡. Jest ona okresowa z okresem 1 i d¡»y do zera dla |Imz| → ∞. Jest wi�
ograni
zona. Na mo
y tw. Liouville'a jest wi�
 równa zero. To dowodzi (2.48).
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Na mo
y (2.48) po
hodna
1

z
+ 2

∞∑

j=1

z

z2 − j2
− π cos πz

sinπz
, (2.51)jest równa zero. (2.51) jest funk
j¡ nieparzyst¡ i staª¡, wi�
 jest równe zero. To dowodzi (2.49).Na mo
y (2.49) mamy

d
dz log

(
z

∞
Π
j=1

(1 − z2

j2
)
)

= d
dz log

(
sinπz
π

)Zatem
z

∞
Π
j=1

(1 − z2

j2
) = C sinπz

π . (2.52)Porównuj¡
 po
hodne obu stron w (2.52) w zerze dostajemy C = 1. To dowodzi (2.50). 22.6 Funk
ja Gamma a ilo
zyny niesko«
zoneZde�niujmy staª¡ Eulera-Mas
heroniego
γ = limn→∞

(∑n
k=1

1
k − log n

)
= 1 +

∑∞
j=2(

1
j + log(1 − 1

j )) ∼ 0, 577 . . . .Twierdzenie 2.15 (Wzór Gaussa)
Γ(z) = lim

n→∞
n!nz

z(z + 1) · · · (z + n)(Wzór Weierstrassa)
1

Γ(z) = zeγz
∞
Π
n=1

(1 + z
n) exp(− z

n).Uwaga Ilo
zyn niesko«
zony wyst�puj¡
y we wzorze Weierstrassa jest zbie»ny bezwzgl�dnie.Lemat 2.16 Dla 0 ≤ t ≤ n mamy
0 ≤ (1 − t

n)n ≤ e−t, limn→∞(1 − t
n)n = e−t.Dowód. Dla fn(t) := et(1 − t

n)n mamy fn(n) = 0, fn(0) = 1

f ′n(t) = −et(1 − t
n)n−1 t

n ≤ 0.Zatem 0 ≤ fn(t) ≤ 1. 2
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Dowód Twierdzenia 2.15. Mamy
∫ 1

0
(1 − β)nβz−1dβ =

Γ(n+ 1)Γ(z)

Γ(z + n+ 1)
=

n!

z(z + 1) · · · (z + n)
.Zatem ∫ n

0 (1 − t
n)ntz−1dt = n!nz

z(z+1)···(z+n) .Ale dla 0 ≤ t ≤ ∞
limn→∞ θ(n− t)(1 − t

n)ntz−1 = e−ttz−1.Na mo
y Lematu 2.16 mo»emy zastosowa¢ Twierdzenie Lebesgue'a o zbie»no±
i majoryzowalnej(z majorant¡ równ¡ e−ttRez−1). Zatem
limn→∞

∫ n
0 (1 − t

n)ntz−1dt =
∫∞
0 e−ttz−1dt.To dowodzi wzoru Gaussa dla Rez > 0.Aby pokaza¢ wzór Weierstrassa zauwa»my, »e

zeγz
∞
Π
n=1

(1 + z
n) exp(− z

n).

= z limn→∞ exp z(
∑n

k=1
1
k − log n)

n
Π
k=1

(1 + z
k ) exp(− z

k )

= limn→∞ n−zz
n
Π
k=1

(1 + z
k ) = limn→∞

n−zz(z+1)···(z+n)
n! .

2 Wzory Gaussa lub Weierstrassa mog¡ by¢ wykorzystane do udowodnienia rezultatów z po-przedni
h rozdziaªów. Na przykªad, stosuj¡
 wzór Gaussa dostajemy
Γ(z+1) = lim

n→∞
n!nz+1

(z + 1) · · · (z + n+ 1)
= z lim

n→∞

( n

n+ 1

)z+1
lim
n→∞

(n+ 1)!(n + 1)z

z(z + 1) · · · (z + n+ 1)
= zΓ(z).Stosuj¡
 za± wzór Weierstrassa dostajemy ªatwo

1
Γ(z)Γ(1−z) = −1

zΓ(z)Γ(−z)

= z
∞
Π
n=1

(1 − z2

n2 ) = sinπz
π .Dowód wzoru Gaussa o zwielokrotnianiu (2.39). Nie
h

G(z) =
m−1
Π
k=0

Γ(z +
k

m
).Wtedy korzystaj¡
 ze wzoru Gaussa dostajemy

1
G(z) = lim

n→∞

nm+m−1
Π
n=0

(mz+k)

(n!)mnmz+
1
2 (m−1)mm(n+1)

,

Γ(mz) = limn→∞
(mn)!(mn)mz
mn
Π
k=0

(mz+k)
.
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Zatem
Γ(mz)
G(z) = limn→∞

(mn)!mmz−m(n+1)n− 1
2 (m−1)

(n!)m

mn+m−1
Π

k=mn+1
(mz + k)

= limn→∞
(mn)!mmz−mn−1)n

1
2 (m−1)

(n!)m = (2π)
1
2
(m−1)mmz− 1

2 ,gdzie u»yli±my najpierw
lim
n→∞

nm+m−1
Π

k=nm+1

mz + k

n
= mm−1,a potem skorzystali±my ze wzory Stirlinga. 22.7 Pewne 
aªki z parametremStwierdzenie 2.17 Nie
h f(t) b�dzie holomor�
zna dla 0 ≤ argt ≤ α i 
i¡gªa na domkni�
iutego zbioru. Zaªó»my, »e dla pewnego ǫ > 0

|f(z)| ≤ C|z|−ǫ, |f(z) − f(0)| ≤ C|z|ǫ.Wtedy dla 0 ≤ argz ≤ α ∫ ∞

0
(f(t) − f(zt))

dt

t
= f(0) log z.Dowód. ∫ R

r (f(t) − f(zt))dt
t =

( ∫
[r,R] +

∫
[zR,zr]

)
f(t)dt

t

=
( ∫

[r,zr] +
∫
[zR,R]

)
f(t)dt

t

→
∫
[r,zr] f(0)dt

t = f(0) log(z),gdzie na ko«
u r → 0, R→ ∞. 2Na marginesie wspomnijmy, »e istnieje �wariant rze
zywisty� powy»szego stwierdzenia:Stwierdzenie 2.18 Nie
h f(t) b�dzie funk
j¡ mierzaln¡ na [0,∞[ tak¡, »e
∫ ∞

1
|f(t)|dt

t
<∞,

∫ 1

0
|f(t) − f(0)|dt

t
<∞.Wtedy dla z ∈ [0,∞[ ∫ ∞

0
(f(t) − f(zt))

dt

t
= f(0) log z.Wniosek 2.19 Za
hodzi wzór

log z =
∫∞
0 (e−t − e−zt)dt

t .Stwierdzenie 2.20 Mamy nast�puj¡
¡ reprezenta
j� 
aªkow¡ staªej Eulera-Mas
heroniego:
γ =

∫∞
0

(
1

et−1 − 1
tet

)
dt.
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Dowód. Mamy ∫∞
0

1−e−nt

1−e−t e−tdt =
∑n

j=1

∫∞
0 e−jtdt =

∑n
j=1

1
j ,

∫∞
0 (e−t − e−(n+1)t)dt

t = log(n+ 1),

limn→∞
∫∞
0 ( 1

1−e−t −
1
t )e

−t(n+1)dt = 0.St¡d
γ = lim

n→∞

(
1 + 1

2 + · · · + 1
n − log(n+ 1)

)

= limn→∞
∫∞
0 (1−e−nt

1−e−t e−t − (1 − e−nt)t−1e−t)dt

=
∫∞
0

(
1

et−1 − 1
tet

)
dt.

2Stwierdzenie 2.21 (Wzór Pringsheima)
1
2 + 1

2 log 1
2 =

∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t − 1

2

)
e−

1
2 t

t dt

=
∫∞
0

(
1

et−1 − 1
t + 1

2

)
e−

1
2 t

t dt

.Dowód. Zauwa»my najpierw, »e
1

1 − e−t
− 1

t
− 1

2
∼ 1

12
t.Dlatego powy»sza 
aªka jest zbie»na.

∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t − 1
2

)
e−

1
2 t

t dt

=
∫∞
0

(
e−

1
2 t+1

2(1−e−
1
2 t)

− e−t

1−e−t −
e−

1
2 t

t

)
dt
t

=
∫∞
0

(
e−

1
2 t+1

2(1−e−
1
2 t)

− 2e−
1
2 t

t

)
dt
t +

∫∞
0

(
− e−t

1−e−t
+ e−

1
2 t

t

)
dt
t

=
∫∞
0

(
e−t+1

2(1−e−t) −
e−t

t

)
dt
t +

∫∞
0

(
− e−t

1−e−t + e−
1
2 t

t

)
dt
t

=
∫∞
0

(
e−

1
2 t−e−t

t − 1
2e−t

)
dt
t = −

∫∞
0

(
d
dt

e−
1
2 t−e−t

t

)
dt− 1

2

∫∞
0

e−
1
2 t−e−t

t dt

= 1
2 + 1

2 log 1
2 .

22.8 Po
hodna logarytmi
zna funk
ji GammaZe wzoru Weierstrassa wynika naty
hmiast, »e
log Γ(z) = −γz − log z +

∑∞
n=1 ( zn − log(1 + z

n)),

∂z log Γ(z) = −γ +
∑∞

n=0 ( 1
n+1 − 1

n+z ),

∂2
z log Γ(z) =

∑∞
n=0

1
(n+z)2

.

(2.53)
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Mamy te»
log Γ(1) = 0, log Γ(

1

2
) =

1

2
log π, ∂z log Γ(1) = −γ.Stwierdzenie 2.22

Γ(n+ 1 + ǫ) = n!
(
1 + ǫ(−γ +

∑n
j=1

1
j )
)

+O(ǫ2), n = 1, 2, . . . ,

Γ(−n+ ǫ) = (−1)n

n!

(
ǫ−1 − γ +

∑n
j=1

1
j

)
+O(ǫ), n = 1, 2, . . . .

(2.54)Dowód. Najpierw zauwa»amy, »e
∂z log Γ(n+ 1) = −γ +

n∑

j=1

1

j
, n = 1, 2, . . .Ale Γ′(z) = Γ(z)∂z log Γ(z) i Γ(n+ 1) = n!. To pokazuje pierwszy wzór.Nast�pnie

∂z(log Γ(z) +
1

z + n
)
∣∣∣
z=−n

= −γ +

n∑

j=1

1

j
.Ale

∂zΓ(z)(z + n) = (z + n)Γ′(z) + Γ(z) = (z + n)Γ(z)∂z

(
log Γ(z) + (z + n)−1

)
.

22.9 Szeregi asymptoty
zneNie
h funk
ja f b�dzie okre±lona na zbiorze K(z0, r) ∩ {α1 < arg(z − z0) < α2}. Piszemy
f(z) ∼

∞∑

j=0

aj(z − z0)
j ,gdy dla ka»dego n istnieje Cn takie, »e

∣∣∣f(z) −
n∑

j=0

aj(z − z0)
j
∣∣∣ ≤ Cn|z − z0|n+1.O
zywi±
ie, je±li f(z) =

∑∞
j=0 ajz

j dla z ∈ K(z0, r), to f(z) ∼∑∞
j=0 aj(z − z0)

j .Przykªad. dla −π
2 + ǫ < argz < π

2 − ǫ

e−
1
z ∼

∞∑

j=0

0zj .Przykªad. dla −π
4 + ǫ < argz < π

4 − ǫ i −π
4 + ǫ < arg − z < π

4 − ǫ

e−
1
z2 ∼

∞∑

j=0

0zj .
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W sz
zególno±
i, wszystkie po
hodne funk
ji R ∋ x→ e−
1
x2 w zerze s¡ równe zero.Przykªad � Funk
ja bª�du.

Erf(z) :=

∫ z

0
e−t

2
dt.O
zywi±
ie, limz→∞ Erf(z) = 1

2

√
π. Dla −π

2 + ǫ < argz < π
2 − ǫ ªatwo pokazujemy metod¡
aªkowania przez 
z�±
i, »e

1

2

√
π − Erf(z) =

∫ ∞

z
e−t

2
dt ∼ e−z

2

2z

(
1 +

∞∑

k=1

(−1)k
1 · 3 · · · (2k − 1)

(2z2)k

)
.2.10 Pierwszy wzór BinetaTwierdzenie 2.23 (Pierwszy wzór Bineta)

log Γ(z) = (z − 1
2 ) log z − z + 1

2 log 2π +
∫∞
0

(
1
2 + 1

et−1 − 1
t

)
e−zt dtt ; (2.55)

∂z log Γ(z) = log z +
∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t

)
e−ztdt; (2.56)

∂2
z log Γ(z) =

∫∞
0

te−tz

1−e−tdt. (2.57)Uwaga Zwró¢my uwag� na to, »e powy»sze 
aªki s¡ sko«
zone. W sz
ególno±
i funk
je pod
aª-kowe s¡ 
i¡gªe w zerze:
limt→0

(
1
2 + 1

et−1 − 1
t

)
1
t = 1

12 ,

limt→0

(
1

1−e−t
− 1

t

)
= 1

2 ,

limt→0
t

1−e−t = 1.Dowód. Najpierw dowodzimy (2.57). Korzystaj¡
 z (2.53) dostajemy
∂2
z log Γ(z) =

∑∞
n=0

1
(n+z)2

=
∑∞

n=0

∫∞
0 e−t(z+n)tdt

=
∫∞
0

te−tz

1−e−tdt.

(2.58)To dowodzi (2.57). Nast�pnie przeksztaª
amy (2.58) dostaj¡

∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t

)
te−tzdt+

∫∞
0 e−tzdt

=
∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t

)
te−tzdt+ 1

z .Zatem
∂z log Γ(z) = ∂z log Γ(1) +

∫ z
1 ∂

2
y log Γ(y)dy

= −γ +
∫ z
1

1
ydy +

∫ z
1

∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t

)
te−tydtdy

= −γ + log z −
∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t

)
e−tydt

∣∣∣
y=z

y=1

= log z −
∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t

)
e−tzdt,

(2.59)
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gdzie w ostatnim kroku wykorzystali±my wzór 
aªkowy na staª¡ γ. To dowodzi (2.56). Nast�pnieprzeksztaª
amy (2.59) dostaj¡

log z − 1

2

∫∞
0 e−tzdt−

∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t − 1
2

)
e−tzdt

= log z − 1
2

1
z −

∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t − 1

2

)
e−tzdt.St¡d

log Γ(z) = log Γ(1
2 ) +

∫ z
1
2
∂y log Γ(y)dy

= 1
2 log π +

∫ z
1
2

log ydy − 1
2

∫ z
1
2

1
ydy −

∫ z
1
2

∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t − 1

2

)
e−tydtdy

= 1
2 log π + z − log z − 1

2 log 1
2 + 1

2 − 1
2 log z + 1

2 log 1
2 +

∫∞
0

(
1

1−e−t
− 1

t − 1
2

)
e−ty dt

t

∣∣∣
y=z

y= 1
2

= (z − 1
2) log z − z + 1

2 log 2π +
∫∞
0

(
1

1−e−t −
1
t − 1

2

)
e−tz dt

t ,gdzie w ostatnim kroku wykorzystali±my wzór Pringsheima. To ko«
zy dowód (2.55). 2Wniosek 2.24 Nie
h ǫ > 0 i |argz| < π
2 − ǫ.(1) Za
hodzi Wzór Stirlinga

limz→∞
(

log Γ(z) − ((z − 1
2 ) log z − z + 1

2 log 2π)
)

= 0,

limz→∞
Γ(z)

zz−
1
2 e−z

√
2π

= 1.(2) Nie
h
f(t) =

1

1 − e−t
− 1

t
− 1

2
.Wtedy f jest ograni
zona wraz ze wszystkimi po
hodnymi dla t ∈ [0,∞[ i

f(t) =

∞∑

n=1

fnt
n, |t| < 2π.Mamy nast�puj¡
e rozwin�
ie funk
ji Gamma w szereg asymptoty
zny:

∣∣∣ log Γ(z) − ((z − 1
2) log z − z + 1

2 log 2π −∑n
j=1(j − 1)!z−jfj)

∣∣∣ ≤ C|z|−n−1.2.11 Wzór Plany i drugi wzór BinetaTwierdzenie 2.25 (Wzór Plany) Nie
h m ≤ n b�d¡ 
aªkowite, φ(z) funk
ja anality
zna, |φ(z)| ≤
e(1−ǫ)|Imz| dla ǫ > 0 i m ≤ Rez ≤ n. Wtedy

1
2φ(m) + φ(m+ 1) + . . . + φ(n − 1) + 1

2φ(n)

=
∫ n
m φ(z)dz − i

∫∞
0

φ(n+iy)−φ(n−iy)
e2πy−1

dy + i
∫∞
0

φ(m+iy)−φ(m−iy)
e2πy−1

dy
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Dowód. Wprowad¹my kontury
γ+ = [m−, (m+ 1)−, . . . , (n− 1)−, n−, n+ iR,m+ iR,m],

γ− = [m+, (m+ 1)+, . . . , (n− 1)+, n+, n− iR,m− iR,m].Korzystaj¡
 z tego, »e
Res

φ(z)

e±2πiz − 1

∣∣∣
z=k

= ∓ 1

2πi
φ(k), k ∈ Z,dostajemy

0 =

∫

γ+

φ(z)

e−2πiz − 1
dz

→
R→∞

−i

∫ ∞

0

φ(m+ iy)

e2πy − 1
dy + i

∫ ∞

0

φ(n+ iy)

e2πy − 1
dy

+P

∫ n

m

φ(x)

e−2πix − 1
dx+

1

4
φ(m) +

1

2

n−1∑

j=m+1

φ(j) +
1

4
φ(n); (2.60)

0 =

∫

γ−

φ(z)

e2πiz − 1
dz

→
R→∞

i

∫ ∞

0

φ(m− iy)

e2πy − 1
dy − i

∫ ∞

0

φ(n − iy)

e2πy − 1
dy

+P

∫ n

m

φ(x)

e2πix − 1
dx+

1

4
φ(m) +

1

2

n−1∑

j=m+1

φ(j) +
1

4
φ(n). (2.61)(2.62)Nast�pnie dodajemy (2.60) i (2.61), korzystaj¡
 z to»samo±
i

(e2πix − 1)−1 + (e−2πix − 1)−1 = −1.

2Twierdzenie 2.26 (Drugi wzór Bineta)
log Γ(z) = (z − 1

2) log z − z + 1
2 log 2π + 2

∫∞
0

arctg t
z

e2πt−1
dt, , (2.63)

∂z log Γ(z) = log z − 1
2z − 2

∫∞
0

tdt
(z2+t2)(e2πt−1)

, (2.64)
∂2
z log Γ(z) = 1

2z2 + 1
z + 4

∫∞
0

ztdt
(z2+t2)2(e2πt−1) . (2.65)Dowód. Aby pokaza¢ (2.65) stosujemy Wzór Plany do φ(z) = (z + t)−2. Nast�pnie 
aªkujemydwukrotnie i dostajemy

log Γ(z) = A+Bz + (z − 1

2
) log z + 2

∫ ∞

0

arctg tz
e2πt − 1

dt.Porównuj¡
 z pierwszym wzorem Bineta dla z ∼ 0 dostajemy A = 1
2 log 2π, B = −1. 2
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3 Zastosowania3.1 Jednorodne dystrybu
je i i
h transformaty FourieraDla λ ∈ C mo»emy zde�niowa¢ dystrybu
je temperowane
(±ix+ 0)λ := lim

ǫ→0
(±ix+ ǫ)λ.Wzory

xλ+ := xλθ(x), xλ− := (−x)λθ(−x)zadaj¡ dystrybu
je tylko dla Reλ > −1. Mo»emy je rozszerzy¢ na wszystkie λ ∈ C pró
z
z = −1,−2, . . . kªad¡


xλ+ := 1
2i sin π

2
λ

(
− e−iπ

2
λ(ix+ 0)λ + eiπ

2
λ(−ix+ 0)λ

)
,

xλ− := 1
2i sin π

2
λ

(
− e−iπ

2
λ(−ix+ 0)λ + eiπ

2
λ(ix+ 0)λ

)Wygodnie jest rozwa»a¢ xλ
±

Γ(λ+1) . Mamy wtedy
x−n±

Γ(n+ 1)
= (±1)nδ(n−1), n = 1, 2, . . . .Speªniaj¡ one zwi¡zki rekuren
yjne:
∂z

xλ±
Γ(λ+ 1)

= ±x
λ−1
±

Γ(λ)
.A oto transformaty Fouriera:

∫
e−iξx xλ±

Γ(λ+ 1)
dx = (±iξ + 0)−λ−1,

∫
e−iξx(∓iξ + 0)λdξ = 2π

ξ−λ−1
±

Γ(−λ)
.Sz
zególnie symetry
zne wzory na transformaty Fouriera dostaniemy wprowadzaj¡


ηλ(x) := Γ(λ2 + 1
2 )2−

λ
2 |x|λ = (2π)−1Γ(−λ

2 + 1
2)2−

λ
2

(
(ix+ 0)λ + (−ix+ 0)λ

)
,

νλ(x) := Γ(λ2 + 1)2−
λ
2
− 1

2 |x|λsgnx = i(2π)−1Γ(−λ
2 )2−

λ
2
− 1

2

(
(ix+ 0)λ − (−ix+ 0)λ

)
.Mamy nast�puj¡
e zwi¡zki:

∂xη
λ = λνλ−1, ∂xν

λ = ηλ−1,

η̂λ =
√

2πη−λ−1, ν̂λ =
√

2πν−λ−1.
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3.2 Caªki wielowymiaroweW tym rozdziale rozwa»amy d-wymiarow¡ przestrze« euklidesow¡.Twierdzenie 3.1 Pole sfery jednostkowej d− 1-wymiarowej wynosi
Sd−1 =

2π
d
2

Γ(d2)
.Dowód. Metoda I. Obli
zamy 2 sposobami 
aªk� gaussowsk¡: we wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h

∫
e−x

2
1−···−x2

ddx1 · · · dxd = π
d
2 ,i we wspóªrz�dny
h sfery
zny
h

Sd−1

∫∞
0 e−r

2
rd−1dr = 1

2Γ(d2).Metoda II. We wspóªrz�dny
h sfery
zny
h pole sfery jest równe
Sd−1 =

∫ π

0
sind−2 φd−1dφd−1 · · ·

∫ π

0
sinφ2dφ2

∫ 2π

0
dφ1Nast�pnie stosujemy

∫ π

0
sink−1 φkdφk =

√
πΓ(k−1

2 )

Γ(k2 )
, k = 2, . . . , d− 1;

∫ 2π

0
dφ1 = 2π.

2Twierdzenie 3.2 Caªki wyst�puj¡
e w diagrama
h Feynmanna W przestrzeni euklideso-wej d-wymiarowej mamy
∫

(x2 +m2)−αddx = π
d
2md−2αΓ(α− d

2)

Γ(α)
, (3.66)

∫
(x2 + 2xy +m2)−αddx = π

d
2 (m2 − y2)

d
2
−αΓ(α− d

2)

Γ(α)
, (3.67)

∫
xµ(x

2 + 2xy +m2)−αddx = −π d2 yµ(m2 − y2)
d
2
−αΓ(α− d

2)

Γ(α)
, (3.68)

∫
xµxν(x

2 + 2xy +m2)−αddx = π
d
2 yµyν(m

2 − y2)
d
2
−α Γ(α− d

2
)

Γ(α)

−π d2 δµν(m2 − y2)
d−1
2

−α Γ(α− d
2
−1)

Γ(α) .
(3.69)Dowód. Stosujemy wzór na powierz
hni� sfery i

∫ ∞

0
(r2 +m2)−αrd−1dr = 2−1md−2αΓ(d2)Γ(α − d

2)

Γ(α)
.

2
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Twierdzenie 3.3 Nie
h −d < λ < 0. Zde�niujmy
ηλ(x) :=

1

Γ(λ+d
2 )

2−
λ
2 |x|λ.Wtedy

η̂λ = (2π)
d
2 η−λ−d.Dowód. Stosujemy wspóªrz�dne sfery
zne.

∫
|x|λe−ixξdx =

∫∞
0 dr

∫ π
0 dφd−1r

λ+d−1e−ir|ξ| cosφd−1rλ+d−1 sind−2 φd−1Sd−2

= Γ(λ+ d)
∫ π

2
0

(
(i|ξ| cos φd−1 + 0)−λ−d + (−i|ξ| cos φd−1 + 0)−λ−d

)
sind−2 φd−1dφd−1Sd−2

= Γ(λ+ d)2 cos(λ+d
2 π)|ξ|−λ−d

∫ π
2

0 cos−λ−d φd−1 sind−2 φd−1dφd−1Sd−2.Nast�pnie stosujemy
Sd−2 = 2π

d−1
2

Γ(d−1
2

)
,

∫ π
2

0 cos−λ−d φd−1 sind−2 φd−1dφd−1 = 1
2

Γ(−λ−d+1
2

)Γ(d−1
2

)

Γ(−λ
2
)

,

Γ(λ+ d) = π−
1
2 2λ+d−1Γ(λ+d

2 )Γ(λ+d+1
2 )

Γ(λ+d+1
2 )Γ(−λ−d+1

2 ) cos λ+d
2 π = π,i dostajemy ∫

|x|λe−ixξddx = |ξ|−λ−d2λ+dπ
d
2
Γ(λ+d

2 )

Γ(−λ
2 )
.

23.3 Ma
ierzeNie
h c = [cij ] b�dzie ma
ierz¡. Wyzna
za ona form� kwadratow¡ zde�niowan¡ dla x = [xi] ∈ Rdjako
xcx =

d∑

i,j=1

xicijxj.Ka»d¡ ma
ierz przez zamian� wspóªrz�dny
h yj =
∑d

i=1 ajixi mo»na sprowadzi¢ do posta
idiagonalnej:
xcx =

d∑

i=1

λi(yi)
2.Li
zba dodatni
h i ujemny
h λi nie zale»y od wyboru przeksztaª
enia i de�niuje sygnatur� ma-
ierzy (d+, d−). O
zywi±
ie, d ≥ d+ + d−. Indeks ma
ierzy c de�niujemy jako indc := d+ − d−.
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Mówimy, »e ma
ierz c jest niezdegenerowana, gdy dla ka»dego x ∈ Rd, x 6= 0, istnieje y ∈ Rdtaki, »e
ycx =

d∑

i,j=1

yicijxj 6= 0.Równowa»ny warunek: d+ + d− = d.Zakªadamy, »e w Rd wprowadzony jest kanoni
zny ilo
zyn skalarny x · y :=
∑d

j=1 xiyi. Ma-
ierz mo»na sprowadzi¢ do posta
i diagonalnej odwzorowaniem ortogonalnym. Ci¡g λ1, . . . , λdz dokªadno±
i¡ do permuta
ji nie zale»y od wyboru diagonalizuj¡
ego odwzorowania ortogonal-nego. Wyzna
znik ma
ierzy nie zmienia si� po zastosowaniu transforma
ji ortogonalnej. Dlatego
det[cij ] =

d∏

i=1

λi.Mówimy, »e ma
ierz c jest dodatnio okre±lona, je±li dla x ∈ Rd, x 6= 0,
xcx > 0.Równowa»ny warunek: d+ = d.3.4 Wielowymiarowe 
aªki Gaussa i FresnelaNie
h ma
ierz c b�dzie dodatnio okre±lona. Wtedy

∫
dx exp(−xcx) = π

d
2 (det c)−

1
2 . (3.70)Zamieniamy bowiem wspóªrz�dne odwzorowaniem ortogonalnym diagonalizuj¡
 ma
ierz c. Mamywtedy dx = dx1 · · · dxd = dy1 · · · dyd = dy i (3.70) jest równe

∫
dy exp

(
−
∑

i

λi(yi)
2

)
=

d∏

i=1

∫
e−λi(yi)

2
dyi =

d∏

i=1

√
π

λi
.Je±li c jest ma
ierz¡ niezdegenerowan¡, to

∫

|x|<R

dx1 · · · dxd exp(ixcx) = πd/2eiπ
4
indc|det c|− 1

2 . (3.71)3.5 Metoda Lapla
e'a (punktu siodªowego)Dla du»y
h λ rozwa»amy 
aªk� typu
I(λ) =

∫ b

a
f(x)eλφ(x)dx.
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Zakªadamy, »e f , φ rozszerzaj¡ si� do funk
ji anality
zny
h na oto
zeniu [a, b] w C i »e znajdziemydrog� γ, która ª¡
zy a z b i prze
hodzi przez punkt z̃, w którym φ′(z̃) = 0. Zakªadamy te», »e w
z̃ funk
ja Reφ ob
i�ta do γ ma maksimum. W oto
zeniu z̃ mamy

φ(z) ≈ φ(z̃) +
1

2
φ′′(z̃)(z − z̃)2. (3.72)Wprowad¹my wspóªrz�dne (t, s) ∈ R2 tak, by

z = z̃ + (t+ is)eiψ,gdzie φ′′(z̃)e2iψ < 0. Dla uprosz
zenia zakªadamy, »e |ψ| < π
2 . Wtedy (3.72) mo»na przepisa¢jako

φ(z) ≈ φ(z̃) +
1

2
φ′′(z̃)e2iψ

(
t2 − s2 + 2its

)
.Zatem poziomi
e Reφ wokóª z̃ przypominaj¡ poziomi
e wokóª przeª�
zy (punktu siodªowego).Najwi�kszy wkªad do 
aªka po krzywej γ po
hodzi z oto
zenia punktu z̃, gdzie γ mo»nazast¡pi¢ 
z�±
i¡ prostej R ∋ t 7→ z̃ + eiψt. Dostajemy

I(λ) =

∫

γ
f(z)eλφ(z)dz

≈
∫ ∞

−∞
f(z̃)eλφ(z̃)+λ

2
φ′′(z̃)ei2ψt2eiψdt

= f(z̃)eλφ(z̃)

√
2π

−λφ′′(z̃)e2iψ
eiψ

= f(z̃)eλφ(z̃)

√
2π

−λφ′′(z̃) .3.6 Asymptotyka funk
ji Gamma w niesko«
zono±
i metod¡ punktu siodªo-wego.Twierdzenie 3.4 Nie
h ǫ > 0. Dla |argz| < π
2 − ǫ mamy

lim
z→∞

Γ(z + 1)
√

2π z
z+1/2

ez

= 1. (3.73)Dowód. Mamy
Γ(z + 1) =

∫ ∞

0
eφ(t)dt,gdzie

φ(t) = −t+ z log t.Obli
zamy:
∂tφ(t) = −1 +

z

t
, ∂2

t φ(t) = − z

t2
.
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Zatem φ(t) ma jedno i tyko jeden punkt sta
jonarny: dla t0 = z. Mamy
φ(t0) = −z + z log z, ∂2

t φ(t0) = −1

z
.Mo»na zmieni¢ kontur 
aªkowania tak, by prze
hodziª przez z, na przykªad 
aªkowa¢ po póªprostej

[0, z∞[:

Γ(z + 1) =

∫

]0,z∞[
eφ(t)dt.Funk
j� φ(t) przybli»amy przez jej rozwini�
ie w okoli
y t0

φ(t) ∼ φ(t0) +
1

2
φ′′(t0)(t− t0)

2.To prowadzi do przybli»enia dla funk
ji Gamma:
Γ(z + 1) ∼

∫

]0,z∞[
eφ(t0)+ 1

2
φ′′(t0)(t−t0)2dt,Kontur, po którym 
aªkujemy przedªu»amy do 
aªej prostej z]−∞,∞[. Dla du»y
h z w sektorze

|argz| < π
2 − ǫ te mody�ka
je nie wpªyn¡ zbytnio na warto±¢ 
aªki. O
zekujemy wi�
, »e Γ(z)za
howuje si� asymptoty
znie jak

eφ(t0)

∫ ∞

−∞
e

1
2
∂2
t φ(t0)(t−t0)2dt =

zz

ez

√
2πz.Poka»my teraz to w ±
isªy sposób. Nie
h Rez > 0. Wtedy

Γ(z + 1) =
∫
[0,∞[ e

−ttzdt =
∫
[0,z∞[ e

−ttzdt

= e−z+z log z
∫
[0,z∞[ e

−z( tz−1−log t
z )dt

= e−zzz+1
∫∞
−1 e−z(s−log(1+s))ds,gdzie dokonali±my zamiany zmienny
h

s =
t

z
− 1.Zauwa»my, »e funk
ja

] − 1,∞[∋ s 7→ s− log(1 + s)maleje na ] − 1, 0] od ∞ do 0, w 0 za
howuje si� jak s2

2 i na [0,∞[ ro±nie do ∞. Zatem funk
ja
R ∋ s 7→ u(s) =

√
2(s − log(1 + s))(w której bierzemy ujemny pierwiastek dla s < 0 i dodatni pierwiastek dla s > 0) jest gªadka.Mamy

lim
s→0

u(s)

s
= 1,

du(s)

ds
=

s

u(s)(1 + s)
,
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oraz
f(u) :=

ds

du
(u) =

(1 + s(u))u

s(u)
, f(0) = 1.Mamy zatem

I =
∫∞
−1 e−z(s−log(1+s))ds

=
∫∞
−∞ e−

z
2
u2
f(u)du.Nie
h

I0 =

∫ ∞

−∞
e−

z
2
u2

du =

√
2π

z
.Wtedy

∣∣∣ II0 − 1
∣∣∣ =

R

∞

−∞
e−

z
2u

2
|f(u)−1|du

q

2π
z

≤ C
√
z
∫∞
−∞ e−

z
2
u2 |u|du = C1

1√
z
.To ko«
zy dowód (3.73) 23.7 Asymptotyka funk
ji Beta w niesko«
zono±
i metod¡ punktu siodªowegoAsymptotyk� dla B(u, v) mo»na dosta¢ z asymptotyki funk
ji Γ(z). My jednak poka»emy j¡bezpo±rednio z metody punktu siodªowego.Twierdzenie 3.5 Nie
h ǫ > 0. Dla |argu| < π

2 − ǫ, |argv| < π
2 − ǫ, mamy

lim
u,v→∞

B(u+ 1, v + 1)
√

2π u
u+1/2vv+1/2

(u+v)u+v+3/2

= 1. (3.74)Dowód. Mamy
B(u+ 1, v + 1) =

∫ 1

0
eψ(t)dt,gdzie

ψ(t) := u log t+ v log(1 − t).Obli
zamy:
∂tψ(t) =

u

t
− v

1 − t
, ∂2

t ψ(t) = − u

t2
− v

(1 − t)2
.Zatem ψ(t) ma jedyny punkt sta
jonarny: dla t0 = u

u+v i
ψ(t0) = u log

(
u

u+ v

)
+ v log

(
v

u+ v

)
, ∂2

t ψ(t0) = −(u+ v)3

uv
.Je±li Reu > 0 i Rev > 0, to Reψ(t) → −∞, gdy t zbli»a si� do 0 b¡dz 1. ªatwo wi�
uzasadni¢, »e deformuj¡
 kontur [0, 1] mo»emy dosta¢ krzyw¡ γ za
zynaj¡
¡ si� w 0, ko«
z¡
¡si� w 1 i prze
hodz¡
¡ przez t0 tak, »e Reψ(t) osi¡ga wzdªu» tej krzywej maksimum w t0. Mamy

B(u+ 1, v + 1) =

∫

γ
eψ(t)dt.
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Mo»na o
zekiwa¢, »e przy
zynek wokóª t0 w tej 
aª
e b�dzie dominowa¢. Zatem
B(u+ 1, v + 1) ∼

∫

γ
eψ(t0)+ 1

2
ψ′′(t0)(t−t0)2dt.Nast�pnie zast�pujemy krzyw¡ γ przez prost¡ na
hylon¡ pod odpowiednim k¡tem α, 
zyli:

B(u+ 1, v + 1) ∼ eψ(t0)
∫

eα]−∞,∞[

e
1
2
∂2
t ψ(t0)t2dt

=
(

u
u+v

)u (
v

u+v

)v (
2πuv

(u+v)3

)1/2
=

√
2π u

u+1/2vv+1/2

(u+v)u+v+3/2 .

23.8 Wielowymiarowa wersja metody Lapla
e'a (bez przedªu»enia anality
z-nego)Dla du»y
h λ rozwa»amy 
aªk� typu
I(λ) =

∫

Θ
f(x)eλφ(x)dx,gdzie Θ jest podzbiorem w Rd. Zakªadamy, »e φ posiada globalne maksimum w Θ w punk
ie

x̃ nale»¡
ym do wn�trza Θ i »e jest ró»ni
zkowalne dwa razy w x̃. Mamy wtedy ∇φ(x̃) = 0.Zakªadamy te», »e Hessjan (druga po
hodna) φ w x̃, ozna
zany przez ∇2φ(x̃), jest ujemnieokre±lony. Wtedy
I(λ) ≈

∫

Rd

f(x̃) exp



λφ(x̃) +
λ

2

d∑

i,j=1

∇i∇jφ(x̃)(xi − x̃i)(xj − x̃j)



 dx

= f(x̃)eλφ(x̃)

(
2π

λ

) d
2 (

det(−∇2φ(x̃))
)− 1

2 .3.9 Metoda fazy sta
jonarnejZakªadamy teraz, »e f i φ s¡ dostate
znie gªadkie. Dla du»y
h λ, rozwa»amy 
aªk� typu
I(λ) =

∫

Θ
f(x)eiλφ(x)dx,gdzie Θ jest podzbiorem w Rd. Zakªadamy, »e φ posiada globalne maksimum w Θ w punk
ie x̃nale»¡
ym do wn�trza Θ. Mamy wtedy ∇φ(x̃) = 0. Zakªadamy te», »e Hessjan φ w x̃, ozna
zanyprzez ∇2φ(x̃), jest niezdegenerowany. Wtedy

I(λ) ≈
∫

Rd

f(x̃) exp



iλφ(x̃) +
iλ

2

d∑

i,j=1

∇i∇jφ(x̃)(xi − x̃i)(xj − x̃j)



 dx

= f(x̃)eiπ
4
ind∇2φ(x̃)eiλφ(x̃)

(
2π

λ

) d
2 ∣∣det∇2φ(x̃))

∣∣− 1
2 .
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3.10 Równanie dyfuzji i S
hrödingeraSwobodne równanie S
hrödingera:
i
d

dt
ψt(x) = − 1

2m
∆ψt(x).Równanie dyfuzji (
iepªa):

d

dt
ft(x) = κ∆ft(x).Wprowad¹my operator p�du
pi = −i∇xi .Wtedy −∆ = p2. Mo»na uogólni¢ równanie S
hrödingera do dyspersyjnego równania S
hrödin-gera, gzie ω jest dowoln¡ funk
j¡ p�du:

i
d

dt
ψt(x) = ω(p)ψt(x).Formalne rozwi¡zanie:
ψt = eitω(p)ψ0.Transforma
ja Fouriera w konwen
ji �unitarnej�:

ψ̂(ξ) = (2π)−
d
2

∫
ψ(x)e−ixξdx,

ψ(x) = (2π)−
d
2

∫
ψ̂(ξ)eixξdξ.Transforma
ja Fouriera diagonalizuje p�d:̂

pψ(ξ) = ξψ̂(ξ).Ogólniej
ω̂(p)ψ(ξ) = ω(ξ)ψ̂(ξ).Dlatego
i
d

dt
ψ̂t(ξ) = ω(ξ)ψ̂t(ξ),

ψ̂t(ξ) = e−itω(ξ)ψ̂0(ξ).W reprezenta
ji poªo»eniowej
ψt(x) =

∫
Ut(x− y)ψ0(y)dy,gdzie �propagator� jest równy

Ut(x) = (2π)−d
∫

e−itω(ξ)+ixξdξ.W przypadku dyfuzji dostajemy
ft(x) =

∫
(4πκt)−

d
2 e−

(x−y)2

4κt f0(y)dy.Zauwa»my, »e 52



(1) ∫ ft(x)dx =
∫
f0(x)dx;(2) f0 ≥ 0 implikuje ft ≥ 0;(3) ∫ |ft|2(x)dx =
∫
|f0|2(x)dx.Dla swobodnego równania S
hrödingera z m = 1 mamy

ψt(x) =

∫
(2πti)−

d
2 e

i(x−y)2

2t ψ0(y)dy.Mamy ∫ |ψt|2(x)dx =
∫
|ψ0|2(x)dx.3.11 Transforma
ja Legendre'aNie
h Ω b�dzie otwartym zbiorem w Rd a

Ω ∋ ξ 7→ ω(ξ) ∈ R (3.75)nie
h b�dzie funk
j¡ wypukª¡ klasy C2. S
i±lej rze
z bior¡
, zakªadamy, »e dla ró»ny
h ξ1, ξ2 ∈ Ω,
ξ1 6= ξ2, 0 < τ < 1,

τω(ξ1) + (1 − τ)ω(ξ2) > ω (τξ1 + (1 − τ)ξ2) .Wtedy
Ω ∋ ξ 7→ v(ξ) := ∇ω(ξ) ∈ Rd (3.76)jest funk
j¡ ró»nowarto±
iow¡. Nie
h Ω̃ b�dzie obrazem (3.76). Mo»na zde�niowa¢ funk
j�

Ω̃ ∋ v 7→ ξ(v) ∈ Ωodwrotn¡ do (3.75). Transforma
j� Legendre'a de�niujemy jako
ω̃(v) := vξ(v) − ω(ξ(v)).Twierdzenie 3.6 (1) ∇ω̃(v) = ξ(v).(2) ∇2ω̃(v) = ∇vξ(v) =

(
∇2
ξω(ξ(v))

)−1. Zatem ω̃ jest wypukªa.(3) ˜̃ω(ξ) = ω(ξ).Dowód. (1)
∇vω̃(v) = ξ(v) + v∇vξ(v) −∇ξω(ξ(v))∇vξ(v) = ξ(v).(2)
∇2
vω̃(v) = ∇vξ(v) = ∇ξv(ξ(v))

−1 =
(
∇2
ξω(ξ(v))

)−1
.(3)

˜̃ω(ξ) = ξv(ξ) − v(ξ)ξ(v(ξ)) + ω(ξ(v(ξ))) = ω(v).

2Przykªady.(1) Ω = Rd, ω(ξ) = 1
2(ξ − a)m−1(ξ − a) + v, Ω̃ = Rd, ω̃(v) = 1

2ξmξ + aξ − v.(2) Ω = Rd, ω(ξ) =
√
ξ2 +m2, Ω̃ = {v ∈ Rd : |v| < 1}, ω̃(ξ) = −m

√
1 − v2.(3) Ω = R, ω(ξ) = eξ, Ω̃ =]0,∞[, ω̃(v) = v log v − v.
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3.12 Dyspersyjne równanie S
hrödingera z parametrem ~Wprowad¹my maªy parametr ~. Zmie«my de�ni
j� p�du i energii:
pi = −i~∇xi , E = i~∂t.Dyspersyjne równanie S
hrödingera w posta
i zawieraj¡
ej ~:
i~

d

dt
ψt(x) = ω(p)ψt(x). (3.77)Ma ono rozwi¡zanie:
ψt = e

itω(p)
~ ψ0.Aby je rozwi¡za¢ wygodnie jest zastosowa¢ semiklasy
zn¡ wersj� transforma
ji Fouriera:

ψ̂(ξ) = (2π~)−
d
2

∫
ψ(x)e−

ixξ
~ dx,

ψ(x) = (2π~)−
d
2

∫
ψ̂(ξ)e

ixξ
~ dξ.Ma ona wªasno±
i

∫
|ψ(x)|2dx =

∫
|ψ(ξ)|2dξ,

ω̂(p)ψ(ξ) = ω(ξ)ψ̂(ξ).Propagator wynosi
Ut(x) = (2π~)−d

∫
e

−itω(ξ)+i(x−y)ξ
~ dξ.3.13 Grani
a semiklasy
zna dyspersyjnej ewolu
jiZaªó»my, »e ψt(x) ewoluuje zgodnie z równaniem (3.77). Ch
emy wyzna
zy¢ propaga
j� dlamaªy
h warto±
i ~ w zale»no±
i od ψ̂0Nie
h v(ξ) i ω̃(x) b�d¡ zde�niowane jak w podrozdziale 3.11. Wtedy

ψt(x) ≈ exp
(
i
π

4
ind∇ξv(ξ(x/t)

)

×t− d
2 |det |∇ξv(ξ(x/t)|−

1
2 exp

(
it

~
ω̃(x/t)

)
ψ̂0 ((ξ(x/t)) . (3.78)Czyli pa
zka falowa o p�dzie ξ podró»uje z pr�dko±
i¡ v(ξ) = ∇ω(ξ) zwan¡ �pr�dko±
i¡ grupow¡�.Zauwa»my przy tym, »e norma L2 prawej strony (3.78) nie zale»y od 
zasu.Aby otrzyma¢ (3.78) zapisujemy ψt(x) w posta
i

ψt(x) = (2π~)−
d
2

∫
exp

(
iφt(x, ξ)

~

)
ψ̂0(ξ)dξ,
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gdzie
φt(x, ξ) = −tω(ξ) + xξ.Stosujemy metod� fazy sta
jonarnej

∇ξφ(x, ξ) = −t∇ξω(x) + x.Zatem
x/t = ∇ξω(ξ) = v(ξ),

φ (x, ξ(x/t)) = xξ(x/t) − tω (ξ(x/t)) = tω̃(x/t).Poza tym
∇2
ξφ(x, ξ) = −t∇2ω(ξ) = −t∇ξv(ξ).Metoda fazy sta
jonarnej prowadzi do

ψt(x) ≈ (2π~)−
d
2 (2π~)

d
2 exp

(
i
π

4
ind∇ξv(ξ(x/t)

)

×t− d
2 |det |∇ξv(ξ(x/t)|−

1
2 exp

(
it

~
ω̃(x/t)

)
ψ̂0 (ξ(x/t)) ,z którego wynika wzór (3.78).3.14 Równanie Kleina-Gordona/falowePoni»sze równanie dla m 6= 0 nazywa si� równaniem Kleina-Gordona a dla m = 0 równaniemfalowym:

∂2
t ψ(t, x) = (∆ −m2)ψ(t, x). (3.79)Twierdzenie 3.7 Znaj¡
 ψ(t, ·) i ∂tψ(t, ·) dla t = 0 mo»emy otrzyma¢ rozwi¡zanie równania(3.79) w dowolnej 
hwili ze wzoru

ψ(t) = −∂tG(t)ψ(0) +G(t)∂tψ(0),gdzie funk
ja Greena G(t) jest zadana przez
G(t) = − i

2
(−∆ +m2)−

1
2 eit

√
−∆+m2

+
i

2
(−∆ +m2)−

1
2 e−it

√
−∆+m2

.Dowód. (3.79) mo»na przepisa¢ w formie
(
i∂t −

√
−∆ +m2

)(
i∂t +

√
−∆ +m2

)
ψ = 0.Dzielimy ψ na 
z�±¢ o dodatniej i ujemnej 
z�stotliwo±
i: ψ = ψ+ + ψ−, gdzie

(
i∂t ±

√
−∆ +m2

)
ψ± = 0.55



Mamy
ψ =

1

2

(
1 − i(−∆ +m2)−

1
2∂t

)
ψ

+
1

2

(
1 + i(−∆ +m2)−

1
2 ∂t

)
ψ.Dlatego

ψ± =
1

2

(
1 ∓ i(−∆ +m2)−

1
2 ∂t

)
ψ.Stosuj¡


ψ±(t) = e±i
√
−∆+m2

ψ±(0),dostajemy
ψ(t) = ei

√
−∆+m2

ψ+(0) + e−i
√
−∆+m2

ψ−(0)

=
1

2
(eit

√
−∆+m2

+ e−it
√
−∆+m2

)ψ(0)

+
i

2

(
−(∆ +m2)−

1
2 eit

√
−∆+m2

+ (−∆ +m2)−
1
2 e−it

√
−∆+m2

)
∂tψ(0).
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