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1 Funkcje analityczne

1.1 Definicja funkcji analitycznych

Utozsamiamy R? z C odwzorowaniem R? 3 (z,y) — z := z +iy € C. Wprowadzamy nastepujace
operatory dzialajce na C

0. = 5(0: —i0,), 0= = (0. +i0,).

i jednoformy:
dz = dz +idy, dz =dz —idy.



Zauwazmy, ze

0,z=1, 0,z=0,
Oz2 =0, 02 =1,
df = 0,fdz + 0zfdz.
Twierdzenie 1.1 (Definicja funkcji holomorficznej). Niech @ C C bedzie otwartym pod-

zbiorem i Q3 z — f(z) € C funkcjg. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:
1) (Rézniczkowalnosé w sensie zespolonym) Dia kazdego zy € S istnieje

lim L) = f(20). (1.1)

Z—20 Z— 20

Granice te nazywamy pochodng w sensie zespolonym funkcji f w zg. Jest ona oznaczana przez

9. f(20). Stosujemy tez oznaczenia f'(2o) 4 %.

2) (Warunki Cauchy’ego—Riemanna) Funkcja f jest jednokrotnie rézniczkowalna w sensie
rzeczywistym ¢ spetnione sqg nastepujgce wzory:

Oru = Oyv,
OV = —0yu,

gdzie u = Ref, v =Imf.
3) Funkcja f jest jednokrotnie rézniczkowalna w sensie rzeczywistym i zachodzi

0:f = 0.

4) (Analitycznosé) Dla kazdego zy € Q) istnieje r > 0 takie, ze na K(zo,7)

f(z)= Zan(z —z0)".
0

Definicja 1.2 Funkcje f spetniajgcqg jeden, a zatem i wszystkie, powyzisze warunki nazywamy
funkcjg holomorficzng na Q0 lub, co traktujemy jako synonim, funkcjg analityczng na Q.

Dowdéd Twierdzenia 1.1. Udowodnijmy 1) = 2). We wzorze
F(z0) = lim f(zo+h) = f(20)

h—0 h ’

gdzie h = h, + ih,, mozemy polozy¢ hy, = 0 i zbiega¢ z h, — 0, wtedy dostajemy
f(z0+hg) — f(2)

f(z0) = hljrilo e = Oru(20) + 10,v(20) (1.2)
lub mozemy trzymac¢ h, = 0, wtedy
(z0) = lim 10T ) = f(2) _ —id,u(z0) + 9,v(z0) (1.3)
hy—0 Zhy



Przez poréwnanie (1.2) i (1.3) dostajemy wzory Cauchy’ego-Riemanna.
Rownowaznosé 2) i 3) jest oczywista.
Udowodnijmy teraz 2) = 1). Rozniczkowalno$¢ w sensie rzeczywistym oznacza, ze

f(z0 +h) = f(20) + f'(20)h + R(z0,h)

gdzie f’(zp) oznacza macierz Jacobiego pochodnej

Oxu  Oyu
Oxv Oyv |’
h jest wektorem
hg
hy
* R(zp, h
LRG|
h—0 |h‘

Mozna to zapisaé¢ jako

f(zo+h) = f(20) = 0uf(20)ha + Oy f(20)hy + R(20,h)
= 0. f(20)(he + ihy) + 0z f(20)(he — ihy) + R(20, h)

Z tego wynika istnienie granicy (1.1) i to, ze jest rowna 9, f(20).
Dowo6d réwnowaznosci warunku 4) zostawiamy na pozniej. O

Stwierdzenie 1.3 Jesli f, g sq holomorficzne w ), to réwniez f+g i fg. Jesli w dodatku f # 0
na 2, to % jest holomorficzna na Q. Jesli f jest holomorficzne na Q a g na f(Q), to gof jest

holomorficzne na Q. Jesli f jest bijekcjg z Q na f(Q) i f=1 jest funkcjg odwrotng do f, to f~!
jest holomorficzne na f(Q). Zachodzq wzory

(f+9) =Lf+4yg,
(f9) = (L N+ fiy,

§le &l &= &=
ol
|
|
=
&l
b

Q
[e)
-
—
w
S~—
Il

o,
&l

g(w) L f(2), gdzie f(z) =w,
%fﬁl(w) = ﬁ(z), gdzie f(z) = w.

Whiosek 1.4 Funkcja wymierna, czyli funkcja postaci

P(z)
Q)

gdzie P, Q sq wielomianami, jest holomorficzna poza zerami Q(z).



1.2 Krzywe

Krzywa sparametryzowana nazywamy odwzorowanie ciagte
10,13 7 — ~(7) € C. (1.4)

Na og6! bedziemy milczaco zaktadali, ze v jest kawatkami gtadka.

W zbiorze krzywych wprowadzamy relacje: v1 ~ 72, gdy istnieje kawatkami gtadka rosnaca
bijekcja ]0,1[> 7 — k(1) €]0,1] taka, ze 71 = 72 o k. Jest to relacja rownowaznosci. Klase
abstrakcji wzgledem tej relacji nazywamy krzywa zorientowana (niesparametryzowana).

W zbiorze krzywych wprowadzamy tez relacje: 1 ~ 72, gdy istnieje kawatkami gltadka ro-
snaca lub malejaca bijekcja ]0,1[> 7 — k(1) €]0,1] taka, ze 71 = 72 0 k. Jest to rowniez
relacja rownowaznosci. Klase abstrakcji wzgledem tej relacji nazywamy krzywa niezorientowana
(niesparametryzowana,).

W definicji (1.4) mozna réwniez zamieni¢ ]0,1[ na [0,1], ]0,1], [0,1] badz S! (okrag). W
ostatnim wypadku mamy do czynienia z krzywa zamkniets.

Zalézmy, ze brzeg zbioru otwartego sktada sie z krzywych zamknietych. Wtedy kazda z tych
krzywych ma naturalng orientacje: posuwamy sie wzdluz niej w dodatnim kierunku, jesli zbior
mamy z lewej strony.

1.3 Calki wzdluz krzywych

Niech krzywa v bedzie sparametryzowana przez [0,1] > 7 — (1) € Q. Zakladamy, ze parame-
tryzacja jest kawalkami C'. Zalozmy tez, ze na ([0, 1]) okreglona jest funkcja f (niekoniecznie
holomorficzna). Zdefiniujmy catke z funkcji f po krzywej v wzorem

_ [ dy(r)
Af(z)dz = [ s ar (15)

Definicja ta nie zalezy od parametryzacji zachowujacej orientacje. Przy zmianie orientacji zmienia
sie znak calki,
Wprowadzamy réwniez oznaczenie na niezorientowang catke wzdtuz krzywej :

[ serasti= [ staton |50

Definicja ta nie zalezy od parametryzacji, rowniez zmieniajacej orientacje.

dr.

Zauwazmy, ze

A F(2)g(2)dz

< / F@lde] sup |g(2)]:

z€7(0,1]
Przyktad. Niech v bedzie okregiem [0,27] > ¢ + ¢'%a + b € C.
27 . .
/z"dz = / i(ae'® + b)"ael?de
¥ 0

n 21
_ Z/ amH ™ : ei(m+1)¢d(b=0;
—Jo

n!
e m!(n —m)!



2m
/z"\dz\ = / (ae'® + b)"ade
¥ 0
= b"a2m;
2m ) _ .
/Edz = / (@™ + b)ae'®idg
o' 0

= i2nlal?.

1.4 Twierdzenie Cauchy’ego i jego konsekwencje
Twierdzenie 1.5 (Twierdzenie Cauchy’ego). Niech f bedzie holomorficzna na otwartym i

ograniczonym zbiorze Q i ciggta na Q. Wtedy

f(z)dz = 0. (1.6)
o0

Dowéd. Korzystamy z twierdzenia Stokesa:

Joa F(2)dz = [odf Adz = [ 0zfdz Adz = 0.

a

Whniosek 1.6 (Wzor Cauchy’ego) Przy tych samych zatozeniach, co powyzej, jesli zg € Q, to

flz0) = L Mdz. (1.7)

27 a0 £ — 20

fz)

z—20

Dowé6d. Funkcja est holomorficzna w Q\ K (zp,7). Zatem

_ f(2)
0 = Joi(zor) 22
_ f(2) f(2)
= Joa ZT;dZ - f@K(zO,r) ﬁdz
Ale przez podstawienie z = zy + re’® dostajemy, ze

lim 1(2)

=0 JoK (z9,r) Z — 20

dz = 27if(20).

a

Whiosek 1.7 Kazda funkcja holomorficzna jest rézniczkowalna nieskoriczenie wiele razy w sen-
sie zespolonym. Zachodzi wzor

Fo0) = g [ HEas (1.9

-~ 2mi (z — zo)"tl



Wnhniosek 1.8 (Nieré6wnos¢ Cauchy’ego) Jesli f jest holomorficzna w K(zo,7) i ciggta na
K (zp,7), to
n!

FPo)| <% swp [£(2) (19)

" 2eK(20,r)

Whniosek 1.9 (Twierdzenie Liouville’a) Kazda funkcja holomorficzna na C i ograniczona jest
stata.

Dowéd. Dla dowolnego zg € C i r > 0 z nieréwnosci Cauchy’ego wynika oszacowanie

‘f/(20)| < SuP:ec |f(2)| )

r
Zatem [/ =0. O

Wnhniosek 1.10 (Twierdzenie Gaussa) Kazdy wielomian rézny od statej ma na C miejsce ze-
rowe.

Dowod. Zalézmy, ze wielomian P(z) stopnia n > 1 nie ma pierwiastka. Niech

f(z) = (P(2))7".

Wtedy f jest holomorficzna na C. Poza tym, wiemy, ze dla z > R, |P(z)| > |z|". Zatem,
lim,|_, f(2) = 0. Funkcja ciggla zbiezna do zera w nieskoniczonosci jest ograniczona. A wigc z
Twierdzenia Liouville’a wynika, ze f jest stata. O

1.5 Zwiazki dyspersyjne

! ES) definiujemy jako

Pf e[ L) e

Twierdzenie 1.11 (Wzo6r Sochockiego) Niech %Ifl e L' i|f(&) - f(w)| < cl¢ —wl|®, niech f
bedzie ciggla w w i w pewnym otoczeniu w, |f(&) — f(w)| < c€ —wl|®, § > 0. Wtedy

f()
l{%{ u):tle_q:1 +P/§ 4

Wartosé gtowna catki z

Twierdzenie 1.12 (Zwiazki dyspersyjne) Niech f bedzie cigglta na {Imz > 0} i analityczna
w {Imz > 0}. Zaktadamy, ze na R jest rézniczkowalna, 1+f|w| e L' lim,| o f(w) = 0. Niech
f = fr+1ifi bedzie rozktadem na cze$é rzeczywistq i urojong. Wtedy dla w € R

faw) = P / 51(5)015,

fR(f)
é'_

filw) = ——P dg.



Dowdd.
o1 f(€)
flw+ie) = 2wi/§—iﬁ—wd£

Nastepnie korzystamy z tego, ze f(w +i€) — f(w) i ze wzoru Sochockiego:

. f(€ . / f(&)
1 —=—d{ = P | —=d¢.
Him f—w—ieg imf(w) + g_wf
O
Fizyczne zastosowania Twierdzenia 1.12 sg oparte na nastepujacym schemacie. Zatézmy, ze
g(t) jest “bodzcem” a h(t) “reakcja’. Zaktadamy, ze h(t) zalezy od g¢(t) liniowo i przyczynowo.
Oznacza to, ze

h(t) = /O " e(s)g(t — s)ds. (1.10)

Po przejsciu do transformat Fouriera dostajemy

h(w) = &w)g(w)-
(Stosujemy konwencje é(w) = [e(t)el™dt.) Zalézmy, ze € € L. Wtedy funkcja é przedluza sig
analitycznie na {Imz > 0} i zatem stosuje si¢ do niej powyzsze twierdzenie.
1.6 Szeregi potegowe

Ponizsze twierdzenie implikuje rownowazno$¢ warunku 4) z twierdzenia 1.1 z pozostalymi wa-
runkami.

Twierdzenie 1.13 1) Niech (ag,az,...) bedzie ciggiem i

p~ ! = limsup |an|"/". (1.11)

n—oo

Wtedy
f(z) = Z anz"
n=0
jest funkcjg holomorficzng w kole K (0, p). Poza tym
£

ap = ———.
n!

2) Niech f(z) bedzie holomorficzna w kole K(0,7). Wtedy jesli
™)

an = T
mn.:

to

lim sup |an |/ < r~!
n—oo



i w K(0,7) mamy
(e e}
f(z)= Z anz".
n=0

Dowo6d. Udowodnijmy 1). Niech p2 < p1 < p. Wtedy dla n > Ny, |an| < p;". Zatem dla
N > Ny
DONIAELIES Sl { ELE e (-

Czyli
N
fn(z) = Zanz"
n=0
spelia dla Ng < N3 < Nyi z € K(0, p2)

vy = fl < oMoy (L= P27
P1

Czyli fn jest zbiezny jednostajnie w K (0, p2), a wiec niemal jednostajnie w K (0, p) do funkcji
f(z). Podobnie pochodne f(z) sa granica niemal jednostajna pochodnych tego ciagu. Kazdy
z elementéw tego ciagu spelnia warunki Cauchy’ego-Riemanna. Zatem i granica spelnia te
warunki.

Udowodnijmy teraz 2). Z nier6éwnosci Cauchy’ego wynika, ze jesli r1 < r, to istnieje C
takie,ze

lan| < Cry"

Zatem szereg
o0
g an2"”
n=0

jest zbiezny w kole K (0,71). Korzystajac z jednostajnej zbieznodci przy zamianie kolejnosci
catkowania i sumowania dla r2 < r; dostajemy

f(z) = 2%1 faK(O,rz) g(—idf

_ f(€
- QLT(I faK(O,rg) %#dg
1 oo I3) d¢

n
= 951 2n=0% faK(o,m) entl
00 f(") 0
= Zn:O 2" !( )

n

W praktyce wystarczaja prostsze kryteria:
1) (Kryterium D’Alemberta) Jesli

hm |an+1 ‘

n—~o0 |an|




istnieje, to jest rowne (1.11);
2) (Kryterium Cauchy’ego) Jesli

lim |ay,|"™
n—oo

istnieje, to jest rowne (1.11).
Przyklady rozwinieé funkcji analitycznych

o0

-2 =32 o<1

n=0

o
1)... -1
(1—2’)_ng m(m + 1) '(m—l—n )z”, lz| <1, m=12,...;
n

n=0

L /m
142 =% " LeC, m=01,....
(1+2) n:0<n>z ze€C, m

Twierdzenie 1.14 (Rozwiniecie w szereg Laurent’a) Niech funkcja f bedzie holomorficzna
w pierscieniu
{z : r<|z| < R},
gdzie 0 < r < R < oco. Wtedy na tym pierscieniu
o0
> a2 (1.12)
n=-—00

Wspdtczynniki by, mozna obliczyé ze wzoru

Y 1)
" o /amp enr1 S

Dowéd. Niech r <7 < |z| < Ry < R. Wtedy

¢
f(Z) 27r1 fBK Rl, f de 27r1 fﬁK(rl 0) ( )df
= nlo9m faK R1,0 gn(il 2§+ Zn 0 35 faK (r1,0) jﬁlgndf
= Zn:_oo 2.

gdzie r < p < R.

Przyktad. Funkcja
3—2z 1 1

2-32422 1—2z 2—2

ma nastepujace rozwiniecia

[ee]
do(r+27m e 2] < L

n=0

10



oo

o0
- Z 24 22_"_12", 1<z <2

n=0 n=0

o
=D @42m T 2< 2,

n=0

1.7 Funkcja wykladnicza

Funkcje wyktadniczg mozna zdefiniowaé¢ przez szereg

Funkcja ta ma nastepujace wtasnosci:

e?le?2 = p?1t22 ,

e® =1 wtedy i tylko wtedy gdy z = i2km, k € Z.

Z funkcja e* zwigzane sa funkcje trygonometryczne

elZ + e*lZ . elZ _ e*lZ
cosz = ———, sinz = ————,
2 23
i hiperboliczne
ef4+e* ef —e %
chz := , shz :=
2 2

Funkcje €7, cos z, sin z, chz i shz obciete do R maja wartoéci rzeczywiste. Mozemy przy ich
pomocy wyrazi¢ € jak nastepuje:

™t = e%(cos y + isiny).

Funkcje cos z, sin z, chz i shz s3 w pewnym sensie przetuzeniami analitycznymi jednej funkcji,
na przyktad chz:
sht = —ich(t —iF), sint = ch(it —iF).

Oto wtlasnosci funkcji chz:
chz = ch(—z2), ch(z+ir)= —chz,

i0,chz = ch(z + i%), ch?z + ch2(z + 1%) =1.

11



1.8 Funkcja logarytm i funkcja potegowa

Funkcja e* przeksztalca bijektywnie pas {z : —m < Imz < 7} na C\| — o0, 0]. Funkcje odwrotna

do €* okreglong na
C\] — o0, 0] (1.13)

nazywamy galezia gtéwna logarytmu i oznaczamy logy 2. (Dziedzina (1.13) zostala wybrana
dos¢ arbitralnie). Ma wtasnosci:

d 1
& log) 2= 3
log(o) 1=0.
Dostajemy zatem wzor
dw
loggyz= | —
N W

gdzie v jest dowolnym konturem wewnatrz (1.13) zaczynajacym sie w 1 i konczacym sie w z.
Czasami przydatna jest funkcja argument (ktora nie jest holomorficzna)

argg)z := Imlog gy 2.

Wychodzac ze wzoru

d
- IOg(O)(l + Z) =

dz 1+=2
i catkujac rozwiniecie dla Flz dostajemy
[e.e]
-1 n+1
log (o) (1 +2) = Z Lz", |z| < 1.
n=0

Zauwazmy, ze dla zdefiniowanej powyzej funkcji logarytm nie dla wszystkich 21,29 € C\] —
00, 0] zachodzi wzor
log(o) (2122) = log(o) z1 + log(o) 29. (114)
(1.14) jest spelniony, jesli |argz; + argzo| < 7.
Funkcja log g « obcigta do Ry ma wartosci w R. Funkcje log ) z mozemy nastepujaco wyrazi¢
przez funkcje rzeczywiste:

log (o) (r(cos ¢ +ising)) =logr +ip, r € Ry, ¢ €] —m, 7.
Jesli p € C, to definiujemy gataz gtéwna funkcji potegowej jako

C\] — 00,0] 3 z > 2I, = eH1o8) 7,

(0)

Zauwazmy, ze gdy p € Z to powyzsza definicja sprowadza sie do zwyklej potegi (ktora zdefinio-
wana jest na calym C, by¢ moze z wyjatkiem {0}). Mamy tozsamosci

oo
Loy =1

d pu _ ,  p—1

&Z(O) - HZ(O) )

Zét)l)er - 2%1)2%2)7 largz + argze| < .

12



Zdefinujmy

n n!

<u> 1) (p=n+t1)

Wtedy wychodzac ze wzoru Taylora dostajemy nastepujace rozwiniecie funkcji potegowe;j:
— (1t
Mo n
(L+2)g = Z% <n>z e < 1.
n=

Funkcja zéﬁ)) dla z € Ry i u € R ma wartoci w R,. Funkcje zé‘o) mozemy nastepujaco wyrazié
przez funkcje rzeczywiste:

(r(cos ¢ + isin qb))‘()g;w = pleBdiadtiBlog) T\ ¢ Ry, ¢ €] —m, 7.

Niech 6 € R. Funkcja e? jest bijekcja rowniez jesli damy jej nastepujaca dziedzine i przeciw-
dziedzine: ‘
{z:0-—m<Imz<O+7}3 2 e €C\e] - 0,0].

Odwrotna do niej funkcja tez bedzie nazywana logarytmem. Bedziemy ja oznaczaé
Qp := C\e”] - 00,0] > z > log ) (2).

Zauwazmy, ze jesli 61 < 02 < 61 +27, to na jednej ze spojnych sktadowych 4,y N€ 4, logy, (2) =
logg, (2) na drugiej zas, logy,) 2 + i2m = logg,) 2.
Podobnie mozna zdefiniowaé

b mloggy(2)
anzr—>z(9) = M BW\F),

Jesli 6 < 0y < 01 + 27, to na jednej ze spojnych sktadowych g, N Qp, mamy zf‘@l) = zf‘%) na
drugiej zas, zf‘el)ei%“ = zéf%)

Jesli p jest wymierne i rowne nieskracalnemu utamkowi %’, to

)
Z6) ™ “(0+q2m)"

W przysziosci bedziemy traktowac logg) 2 1 zf‘o) jako standardowe odmiany funkcji logarytm

i funkcji potegowej i bedziemy pomija¢ indeks (0).

1.9 Punkty osobliwe funkcji analitycznych

Punkt zg nazywamy izolowanym punktem osobliwym funkcji f jesli istnieje » > 0 taki, ze f jest
holomorficzna na K (zp,7)\{20} ale zo nie nalezy do dziedziny funkcji f. Rozrézniamy nastepujace
przypadki.

Twierdzenie 1.15 (1) Funkcja f ma w zp osobliwo$¢ pozornag (usuwalna) gdy istnieje

lim f(z) # oo.

z—20
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(2) Funkcja f ma w zp biegun rzedu k = 1,2,... gdy istnieje

lim f(z)(z — 20) # 0, c0.

zZ—20

(3) Jesli izolowany punkt osobliwy zy nie jest ani osobliwoscig pozorng ani biegunem, to md-
wimy, ze funkcja f ma w zg osobliwosé istotna.

W wyzej opisanej sytuacji wiemy, ze dla pewnego R > 0 mozemy rozwina¢ funkcje f na
K (z0, R)\{z0} w szereg Laurenta:

Mozemy wtedy rozpoznaé typ osobliwo$ci:

Twierdzenie 1.16 (1) Funkcja f ma w 2o osobliwosé pozorng (usuwalng) < an, =0 dla n =
—1,-2,...

(2) Funkcja f ma w zg biegun rzedu k =1,2,... & a_p #0ia,=0dlan=—-k—1,—k—2,...

(3) Funkcja f ma w zp osobliwosé istotng, < inf{n : a, # 0} = —c0.

Przyktad.

sin z

z
ma w 0 osobliwoéé¢ usuwalna.
(14 2%)72

ma w +i bieguny drugiego rzedu.

el/z

ma w 0 osobliwos¢ istotna.

Definicja 1.17 Niech Q@ C C bedzie otwarty. Funkcja f jest meromorficzna na 0 gdy istniejg
punkty zi,zo,... € Q takie, ze f jest holomorficzna na Q\{z1,z29,...} @ punkty z1,29,... sq
biequnami funkcyi f.

Przyktad. Funkcja

(sin z)~*

jest meromorficzna na C.

Definicja 1.18 Residuum funkcji f w punkcie zy jest zdefiniowane jako

Resf(z0) = f(2)dz,
271 JoK (z0,R1)

gdzie 0 < R; < R.
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Zauwazmy, ze definicja ta nie zalezy od wyboru R;. Mamy

d Zn—i—l
Tnrl- 2", neZ\{-1}.
Dlatego
/ Z"dz =0, neZ\{-1}.
0K (z0,R1)
Poza tym

/ 27 1dz = 2mi.
0K (20,R1)

Resf(z0) = a_1. (1.15)

Stad wynika wzor

Jesli f ma biegun rzedu najwyzej k, to residuum mozna obliczy¢ ze wzoru

1 k—1
Resf(zp) = lim d

Jim o g (2~ 20" () (1.16)

Jesli funkcja f jest holomorficzna na Q\{z1, ..., 2,}, to zachodzi wzor

flz) = Z27riResf(zj). (1.17)
j=1

o

Przyktlad. Jesli

1
f6) =
to ;
Resf(i) = ~5
Zatem
/OO #dx = /OO f(2)dz = 2wiResf(ia) = un
oo X2+ a? oo a

Lemat 1.19 (Lemat Jordana) Niech a > 0. Dla R > 0 oznaczamy
Yr:=[R,R+iR|U[R+iR,—R+iR|U[-R+ iR, —R]

Wtedy

sup/ %] |d2| < oo.
R>0 YR

Dowéd. Mamy:

va |ei®||dz| =2 fOR e~ Wdy + e ot f_RR dx
=2a71(1 — e %) + 2Re 9 < 207! 4 2ae™ .
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O
Uwaga: podobne oszacowanie jest stuszne jesli zastapimy vr gérnym poétokregiem o promieniu

R.

Przyktad. Niech ‘
ZeZZ
1z) = 14 22
Wtedy
o1
Resf(i) = —.
2
Poza tym,
< supf ‘ wz‘ \dz\supzem HZQ < C sup HZZQ )
ZEYR

ISSIOLE

co dazy do zera gdy R — oo. Zatem

/ &nidac =Im <Rlim / f(z)dz) = Im (27iResf(i)) = me™ 1.
- —J[-R,R|

o l+z
Przyktad.
R ot 0 £<0,
lim -dx = —ir £=0,
Rmoo/_p T +1 _9ire=€, £ > 0.
Lemat 1.20 Niech funkcja holomorficzna f ma w zg biegun pierwszego rzedu. Zdefiniujmy
krzywag A
Y= {20 + 1€ 1 ¢og < P < P1}.
Wtedy
lim [ f(z)dz = (¢1 — ¢o)iResf(20).
Yr
Dow6d. Mamy
a_
F(z) == +4(2).

gdzie g jest holomorficzna w zg. Oczywiscie

lim [ g(z)dz =0.

r—0 Yr
Przyktad. Jesli .
elZ
to
Resf(0) =

Dlatego
R .
) sinz .
lim
R—co J_p @

dr = lim Im
R—o00
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1.10 Funkcje analityczne a punkt w nieskoriczono$ci

Przez C bedziemy oznaczaé sfere Riemanna, to znaczy C U {oco}.

Niech Q ¢ C. Moéwimy, ze f jest analityczna w oo, gdy f (%) jest analityczna w 0.

Punkt oo nazywamy izolowanym punktem osobliwym funkcji f, gdy dla pewnego R funkcja
f jest holomorficzna na C\K (0, R) i co nie nalezy do dziedziny f. Rozr6zniamy nastepujace
przypadki:
1) f ma w oo osobliwo$¢ pozorna, jesli istnieje

lim f(z) # oc.

Z—00

2) f ma w oo biegun rzedu k = 1,2,..., gdy istnieje

lim f(z)z7% #0, 0.

3) f ma w oo osobliwosé istotna w przeciwnym razie.
W wyzej opisanej sytuacji wiemy, ze dla pewnego R > 0 mozemy rozwingé funkcje f na
C\K (20, R) w szereg Laurenta:

Mozemy wtedy rozpoznaé typ osobliwo$ci:

1) Funkcja f ma w oo osobliwosé pozorna (usuwalna) gdy a, =0dlan=1,2,...

2) Funkcja f ma w oo biegun rzedu k =1,2,... gdy ax #0ia, =0dlan=k+1,k+2,...
3) Funkcja f ma w oo osobliwos¢ istotna, jesli

sup{n : a, # 0} = oc.
Przyktlad. Funkcja e®* ma w oo istotny punkt osobliwy.

Definicja 1.21 Jesli Q C C jest otwarty to méwimy, ze funkcja f jest meromorficzna na Q gdy
istniejq punkty z1, z2, ... € Q takie, ze f jest holomorficzna na Q\{z1, z2,...} i ma w {z1,22,...}
osobliwosci pozorne badZ bieguny.

Przyktad. Punkt co nie jest izolowanym punktem osobliwym funkcji
(sinz)~ 1.
Zatem, funkcja ta nie jest meromorficzna na C.

Definicja 1.22 Residuum funkcji f w oo jest rowne
1 1
Resf(o0) := — f(x)dz = —— f(z)dz
2m Jo(e\k (0, Ry)) 271 JoK (0,11

gdzie Ry > R.
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Zauwazmy, ze definicja ta nie zalezy od wyboru R; Mamy wzor
Resf(o0) = —a_1. (1.18)

W praktyce mozemy wyliczaé¢ residuum w nieskoriczonosci ze wzoru

1 1
_ — (1)L 1.1
Resf(oc) = Resg(0). g(w) = —f (£ ) (1.19)
Jesli funkcja f jest holomorficzna na Q\{z1,...,2,}, gdzie Q C C, to zachodzi wzor
n
flz)= Z 2miRes f(z;). (1.20)
90 =

Przyktad. Niech f(z) := PZZL?OO Wtedy
Resf(o0) = 1.
Dlatego,

/ f(z)dz = —27iRes f(o0) = —27i.
9K (0,2)

Twierdzenie 1.23 K_az'da_funkcja meromorficzna na C jest wymierna. Innymi stowy, kazda
funkcja analityczna z C w C jest wymierna.

Dowod. Niech f bedzie meromorficzna na C. Poniewaz sfera Riemanna jest zwarta a punkty
osobliwe f sa izolowane, wiec jest ich skonczenie wiele. Niech {z1,..., 2,00} beda punktami
osobliwymi funkcji f. Niech

k;
Z an,i(z — 2z) "
n=1

beda osobliwymi czesciami rozwinie¢ w szereg Laurent’a wokoét z; oraz

koo
E Apoo?”
n=1

niech bedzie czescia rozwiniecia w szereg Laurent’a wokol oo z dodatnimi potegami. Wted
€ €SCly € g poteg y

m ki koo
() =22 aniz=2)7" = ) anoo?”
i=1 n=1 n=1

jest funkcja analityczng na C. Zatem na mocy twierdzenia Liouville’a jest stata. O
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1.11 Funkcje analityczne z C w C

Definicja 1.24 Niech Q ¢ C i f : Q — C. Méwimy, Ze f jest analityczna w zy € Q, gdy
spetnione sg nastepujgce warunki:

1) gdy zy # o0, f(z0) # o0, to f jest analityczna w otoczeniu zo w zwyktym sensie;

2) gdy zo # 00, f(z0) = o0, to % jest analityczna w otoczeniu zy w zwyktym sensie;

3) gdy zo = 00 1 f(20) # o0, to f(%) jest analityczna w otoczeniu 0 w zwyktym sensie;
4) gdy zo = f(20) = 00, to ﬁ jest analityczna w otoczeniu 0 w zwyktym sensie.

z

Twierdzenie 1.25 Niech f bedzie meromorficzna na Q C C. Rozszerzmy funkcje f na caty
ktadgc
f(zj) = lim f(z),

Z—Z5

w szczegolnosci w biegunach funkcji f ktadziemy f(z;) := oo. Wtedy funkcja
f:Q—C,
jest analityczna w sensie definicji (1.24).

Twierdzenie 1.26 (1) Kazda funkcja holomorficzna z C w C jest stata.
(2) Kazda bijekcja analityczna C w siebie jest homografig.
(3) Kazda funkcja analityczna z C w C jest wymierna.

Dowéd. (1) jest preformutowaniem twierdzenia Liouville’a. (3) jest preformutowaniem Twier-
dzenia (1.23). Aby dowiesé¢ (2) korzystamy z (3). O

1.12 Jednoznaczno$é przedluzania funkcji analitycznych

Twierdzenie 1.27 Niech f, g bedg holomorficzne w otwartym spdjnym obszarze Q2 C C. Za-
tozmy, ze istnieje cigg {zn} C Q taki, Ze lim, o0 2 =: 20 € Q 1 2, # 29 dlan = 1,2,....
Niech

flzn) =9(zn), n=0,1,2,....

Wtedy f = g na catym €.

Dowéd. Niech ‘ '
M ={z€Q : fU(2) =gP(2), j=0,1,...}.

Zbior Q; jest domkniety w €2 jako przeciecie domknietych w € zbioréw
{zeQ: f9(z) =49()}.

Jest on rowniez otwarty, bo dla kazdego Zy € 2 istnieje r > 0 takie, ze na K(Zg,r)

n!

X r(n)(3 > o) (3
o= T sy = S T = o).
n=0 n=0 ’
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Jest on wreszcie niepusty, bo zg € Q1. W rzeczy samej, istnieje r > 0 takie, ze na K(zg,r)
[e.e]
F(2) = an(z— 2)"
n=0

o0

g(z) = Z bn(z — 20)".

n=0

Niech ¢; := aj — bj i m niech bedzie najmniejszym indeksem takim, ze ¢,, # 0. Wtedy

=cn #0

0= 1
ngrolo (Zn — ZO)m

co jest sprzecznoscia. O

1.13 Przedluzanie funkcji analitycznych wzdluz drogi

Niech Q C C bedzie otwartym spéjnym zbiorem i f : Q — C funkcja analityczna. Niech
[0,1] 5 7 — 7(7) € C bedzie krzywa taka, ze v(0) € Q. Mowimy, ze mozna przedtuzy¢ f wzdluz
v, gdy dla kazdego 7 € [0, 1] istnieja r, > 0 i funkcja analityczna f; : K(y(7),r;) — C takie, ze
(1) fo =  na K(~(0),r0) N

(2) Dla kazdego 7y € [0,1] istnieje € > 0 taki, ze dla kazdego o € [0,1] N [y — €, 79 + €] mamy
7(7—0) € K('Y(O')ﬂ'a) oraz fT = fa na K(’Y(To)arm) N K('Y(O')ﬂ'a)'

Twierdzenie 1.28 Niech o € [0,1] i z, = v(0). Wiedy fr(z;) zalezy tylko od funkcji f :  — C
i krzywej v (a nie zalezy od wyboru rr, fr).

Definicja 1.29 Liczbe
f(ch)za:'y(a) = fo(zs)

nazywamy wartoscig w punkcie zo funkcyi f przedtuzone) wzdtuz krzywej .

Dowo6d. Niech rr, fr 175, fT sg dwiema rodzinami spetniajacymi warunki definicji przediuzenia
funkcji. Zatozmy, ze istnieje 7 € [0,1] taki, ze fr # fr na K(y(7), min(r,,7)). Niech

7o =inf{r €[0,1] : fr # fr na K(y(r), min(r,7,)}.

Oczywiscie, 79 > 0. Niech € > 0 spelnia warunek (2) definicji zaro6wno dla rodziny z tylda jak i
bez tyldy. Niech 7_ € [T — €, 79[, 7+ € [10,7 + €]. Wtedy

Jr_ = f7'+ na K(’Y(T*)arT_) N K(’Y(T+)7TT+);

fo = f~7’+ na K(’V(T—)vﬁl) N K(7(7+)?f7+);

fo = ]?7'7 na K(’V(T—)vmin(nlvﬁl))'
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Czyli fr, = f~7'+ na
K(y(7-), min(r_, 7)) 0 K (y(ry.), min(rz, , 7r, ))- (1.21)

Zbior (1.21) jest niepusty, bo v(79) do niego nalezy, jest otwarty i wypukly jako przeciecie kot
otwartych. Jest wiec spojny. Zatem na mocy jednoznacznosci przediuzania funkcji analitycznych
frp = frp na K(y(74), min(r, ,77,)), co przeczy definicji 7. O

Przyktad. Niech krzywa [0,1] 3 7 +— v C C\ {0} bedzie zamknieta (czyli w := v(0) = (1) i
okraza punkt 0 n € Z razy. Zalozmy tez, ze y(0) € C\ €] — 00,0]. Wtedy mozna przedtuzyc
funkcje logg) 2 i zé‘a) wzdtuz krzywej v i mamy

log(g) (’w)w:,y(l)) = n2wi+ ]og(g) w, wé‘g)w:’y(l) _ eanwiwéLe ‘

Przyktad. W ramach analizy rzeczywistej definiuje sie osobno funkcje odwrotne do trygonome-
trycznych i hiperbolicznych

archt =log(vt? —1+1)
:_log(Vt2_1+t)v tE[l,OO[
arsht =log(Vt?+1+41t)
= —log(—vVt2+1-1t), teR
arccost = }log(ivt2 —1+1)
:_%log(_i\/t2_1+t)? te [_1?1[‘

Funkcje te moga by¢ traktowane jako przediluzenia analityczne jednej z nich, na przyklad
archt. Mamy bowiem
arch(+£is) = +i§ +arshs, scR,

archt = f+iarccost, te€]—1,1],

arch(—t) = +im + archt, ¢ € [1,00],

gdzie 4+ lub — zalezy od tego, czy przedtuzamy gora czy dolem.

Zauwazmy tez, ze okrazenie punktu 41 prowadzi do pomnozenia archt przez —1, za$ okrazenie
[—1,1] prowadzi do dodania 27i do archt.

Przyktad.

1
arctgt = % (log(1 +1it) — log(1 —it)) .
i
Przyklad. Rozwazmy funkcje
f(2) = 2%z = 1)°.

Mozemy ja rozumieé jako iloczyn galezi gtownych 2 i (z — 1)?, ktory jest dobrze okreslony na

C\] — o0, 1].
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Zalozmy, ze krzywa «y zaczyna se w dowolnym punkcie C\|] — oo, 1], obiega odcinek [0, 1]
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek i wraca do punktu wyjscia, np. 9K (0, R), gdzie
R > 1. Wtedy wartos¢ funkcji f(z) po przedtuzeniu analitycznym wzdluz v wartosé funkeji f(z)
mnozy sie przez czynnik 278 W szczegolnosci, jesli

a+Bel, (1.22)

to wracamy do tej samej wartosci funkcji f. Wtedy mozemy nasza funkcje zdefiniowa¢ na C\ [0, 1]
jako jednoznaczna funkcje analityczna.
Przyktad. Policzmy catke

dx

I 1 !
_/0 vl —2)(1 +z)

Rozwazmy
1

2(z=1)(1+42)

rozumiang jako funkcje analityczna na C\[0, 1] w sposob opisany powyzej. W oo residuum jest
rowne 0. Zatem

f(z) =

/ F(2)dz = —e 27T + e 72" ] = —27iResf(—1),
[1,0—,1]

Resf(~1) = lim f(2)(z+1) =

Zatem

I:E.

1.14 * Powierzchnie Riemanna i funkcje analityczne wieloznaczne

—_—

Niech = bedzie przestrzenia topologiczng Hausdorffa i ¢ odwzorowaniem z = w C. Moéwimy,
ze (2, ¢) jest powierzchnig Riemanna nad C, gdy dla kazdego v € E istnieje » > 0 oraz ciagte
odwzorowanie ¢, , : K(¢(v),r) — Z takie, ze

¢0%,r(2) =z, zE€ K(QS(U)?T)

iy (K(p(v),r)) jest otwarty w =.

Niech (£, ¢) bedzie powierzchnia Riemanna nad C.

Ma miejsce nastepujacy fakt: Dla kazdego v € E, istnieje r, €]0, 0] takie, ze odwzorowanie
Yy.r, 0 wlasnosciach opisanych powyzej istnieje, zag dla r > r, takie 1, , nie istnieje. Dostajemy
w ten sposob funkcje =3 v — 1, €]0,00]. Bedziemy pisa¢ ¢, := 1y, -

Niech f: =2 — C. Moéwimy, ze (2, ¢, f) jest funkcja analityczna na Z, gdy dla kazdego v to
fovy : K(p(v),r,) — C jest funkcja analityczna w zwyklym sensie.

Niech (Z,¢, f) bedzie funkcjg analityczng na Z. Dla kazdego v € Z, niech r, s oznacza
promieni zbieznosci funkcji f o9, dla pewnego r > 0. Oczywiscie, 0 < 1, < 1y ;.
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Mowimy, ze (=, ¢, f) jest maksymalna funkcja analityczna, gdy dla kazdego v € E, 1, =1y 4.
Mowimy, ze (2, ¢, f) jest zredukowana, gdy z tego, ze vi,v2 € Z, ¢(v1) = P(v2) = 2o 1
0 < r < min(ry,,ry,) wynika, ze funkcje

K(ZO’T) >z = f(¢v1,r(z))’
K(Z()?T) >z = f(va,T(Z)%

sa roznymi funkcjami. Jedli (Z, ¢, f) nie jest funkcja zredukowang, zawsze mozna ja w jed-
noznaczny sposob zredukowacé. Wprowadzamy w = relacje: v ~ vy gdy é(v1) = ¢(vg) i dla
7= min(ry,, Ty, )

fowm,r = fo%w-

Wtedy ~ jest relacja rownowaznosci. Definiujemy
Ered = E/ ~,
Niech ¢4 : & — Z,.q bedzie kanoniczna surjekcja. Definiujemy réwniez

¢red([v]) = Qb(’U), fred([v]) = f(’U)

Wtedy (Eed; Pred) jest powierzchnia Riemanna nad C, (Zeq, Gred, fred) jest zredukowang funkcja
analityczng i spelnione sg warunki

(b — (bred ° (bred’ f — fred ° ¢)red'

Niech (21,01, f1) 1 (E,0, f) beda funkcjami analitycznymi. Mowimy, ze (Z1,¢1, f1) jest
przedtuzeniem (Zo, ¢o, fo), gdy Zo C Z1 1 ¢1, f1 obciete do Z¢ pokrywaja sie z ¢, fo-

Kazda zredukowang funkcje analityczna mozna w sposéb jednoznaczny przedtuzyé¢ do mak-
symalnej zredukowanej funkcji analitycznej.

1.15 * Homotopia krzywych

Niech Q bedzie otwartym podzbiorem C1i z1, 29 € . Oznaczmy przez K (2, 21, 2) zbior krzywych
zaczynajacych sie w zg 1 koriczacych sie w z1, tzn (0) = zg, v(1) = 2.

Niech 79,71 € K(z0,21,). Mowimy, ze 7 jest homotopijnie rownowazna 7, i piszemy
Yo ~ 71 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje funkcja ciagta [0,1] x [0,1] > (¢,s) — H(t,s) taka, ze
H(t,0) =0(t) 1 H(t,1) = n(l).

Twierdzenie 1.30 Niech f : Q — C bedzie analityczna, vo,7v1 € K(20,21,92) bedg kawatkami
gtadkie © homotopiynie rownowazne. Wtedy

(2)dz = L 1 f(2)de.

Yo

Twierdzenie 1.31 Homotopijna rownowaznosé jest relacjg rownowaznosci.
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Dowod. Kladac H(t, s) = o(t) dostajemy vo ~ 7o.

Ktadac Hyo(t,s) := Hop1(t,1 — s) dostajemy vo ~ v1 = 71 ~ Y0-
Ktadac

I

Hoi(t,2s),
Hyyt,s := { 01(t,25) <1

0
ng(t,QS - 1), 0
Y1~ Y2 = Yo~ V2-

Zbior klas homotopii krzywych zaczynajacych sie w zq i koriczacych w z; oznaczany jest przez

o NoI—

s <
1
5 <

IAINA

dostajemy vo ~ 71,

I1(29, 21,92) := K(20,21,Q)/ ~ .
Twierdzenie 1.32 Niech Q) C C bedzie otwarty ¢ spdjny. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) II(z0, 20,92) jest jednoelementowy dla kazdego zy € ).
(2) Istnieje zo € § taki, ze 11(zp, z0,€2) jest jednoelementowy.

Jesli spetnione sa warunki powyzszego twierdzenia, méwimy, ze zbior €2 jest jednospdjny.

1.16 * Skladanie krzywych i grupa homotopii

Niech zg,21 € Q, v € K(20,21,9). Definiujemy v~! € K (21, z0,9Q).
) =1 - 1),
Oczywiscie, jesli v/ ~ 7, to (7)™ ~ L.

Niech zg, 21,22 € Q, 79 € K(Z(),Zl,Q), T € K(zl,zg,Q). Definiujemy g o1 € K(Z(),ZQ,Q):

Yoom(t) = { ’,Z?g?_ 1),

IAIA
~
IAIA

= O
— DN

Oczywiscie, jesli vo ~ g, 71 ~ 7}, to

Y00V~ Y0 M-
Jesli o € K (29, 23,9Q)
(Yo om1) o2 ~ 00 (711 072)
Jesli przez z oznaczamy krzywa stala rowna z € Q, to dla 29,21 € Q, v € K(20, 21, Q),
Zgoy~ Yoz ~ .
W szczegolnosei, dla kazdego zg € Q, TI(zo, 20, ) jest grupa. Jesli zbior Q jest spojny, to

grupa II(zo, 20, 2) jest izomorficzna dla roznych zp € 2. Nazywamy ja grupa homotopii zbioru
Q. Oznaczamy ja przez I1(Q).

Przyklady

(1) TI(C) jest grupa jednoelementowa.
(2) II(C\{0}) = Z (liczba okrazen wokot zera).
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(3) II(C\{0,1}) = Fy — grupa wolna o dwoch generatorach. Jako generatory mozna wybra¢ 7
— okrazenie 0, 71 — okrazenie 1. Grupa Fs sktada sie z elementéw nastepujacych typow:

Np __Mp no Mo Mp+1,__Np no Mo
Ty Ty 0Ty Ty s To LTy T
Np, _Mp mi,_ng Mp+1_Np mi_ng
T Ty LTy T Y, To T Ty Y, (1.23)

gdzie n;, m; € Z\{0}.

1.17 * Nakrycie uniwersalne

Niech 2 C C bedzie otwarte i spdjne. Ustalmy zg € €2. Nakryciem uniwersalnym €2 z punktem
bazowym [z9] nazywamy (Cov(Q), ¢, [20]), gdzie

Cov(Q2) := U I1(2p, 2,Q2),
2€Q
v : Cov(§2) — Q jest zadane przez ¢([y]) := v(1). Cov(£2) jest wyposazone w naturalna topologie.
Oczywiscie, (Cov(Q2), ¢) jest spojna i jednospdjna powierzchnia Riemanna nad C.
1.18 * Nakrycie wyznaczone przez podgrupe grupy homotopii

Niech G bedzie podgrupa II(zo,z20,2). W II(z,z,) wprowadzamy relacje: Dla [y1],[12] €
I1(29, z,2) piszemy [71]5[72], gdy [y1 o 751] € G. Jest to relacja rownowaznosci. Bedziemy

oznaczali przez [v|q klase abstrakcji v wzgledem tej relacji. Definiujemy

HG(Z(]u Z, Q) = H(Z(], Z, Q)/ ’5 .
Nakryciem Q zwiazanym z grupa G nazywamy (Covg(Q2), éa, [20]a), gdzie

COVG(Q) = U HG(Z(),Z,Q),
z€Q

¢a(]e) =~(1).
Mamy oczywiécie naturalne odwzorowanie
¢ : Cov(Q) — Covg (),  ¢“(]) = Me,
spetniajace zwiazek dg o @ = ¢. Oczywiscie, (Covg(Q), @) jest spojna (lez niekoniecznie jedno-
spojna) powierzchnia Riemanna nad C.
1.19 * Funkcja pierwotna

Twierdzenie 1.33 Niech Q C C bedzie jednospdjnym obszarem a Q 35 z — f(z) funkcjg holo-
morficzng. Ustalmy zg € Q. Zdefiniugmy
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gdzie 7y, jest dowolng krzywa lezacqg w Q tgczacq zo 1 z. Wiedy F(z) nie zalezy od wyboru krzywej
i

Jesli Q jest spdjny i otwarty, ale niekoniecznie jednospodjny, to powyzsza konstrukcje nalezy
zmodyfikowac. Jesli [v] € I1(zo, 2, Q2) C Cov(Q2), to ktadziemy

1.20 * Funkcja logarytm i potegowa

Funkcje logarytm mozna zdefinowaé jako funkcje pierwotna do funkcji i z punktem bazowym
zo = 1. Dostajemy wtedy funkcje na nakryciu uniwersalnym
dw
Cov(C\{0}) dv—logv:= [ —, v=][y].
w
.

Jest ona zredukowana i maksymalna.
Niech p € C. Funkcje z# definiujemy najpierw na nakryciu uniwersalnym C\{0} jako

Cov(C\{0}) 3 v s e#lo8v, (1.24)

Jesli p # 0,1,2,..., jest to maksymalna funkcja analityczna. Jesli p € Q, to jest ona rowniez
zredukowana.
Jesli p € Q, to (1.24) jest niezredukowana Niech p = £ dla nieskracalnego utamka, gdzie
g €{1,2,...}, Wtedy v* =1, jesli v € Z, C II(1,1,C\{0}) C Cov(C\{0}). Po zredukowaniu
dostajemy funkcje
Covz, (C\{0}) > v+ eHlosv, (1.25)

1.21 * Funkcja 2%(z — 1)°.

Funkcje 2%(z — 1)? mozna najpierw zdefiniowa¢ na nakryciu uniwersalnym Cov(C\{0,1}). Jest
ona wtedy niezredukowana.

Opiszmy teraz jej zredukowane wersje w niektoérych sytuacjach. Zatdézmy najpierw, ze mamy
do czynienia z generyczna sytuacja, kiedy « i 3 sa niewymierne i niewspétmierne, tzn. an+0m €
Q implikuje n = m = 0. Wtedy w grupie Fy wprowadzamy podgrupe G zadang przez

an :ij :0,
J J

gdzie nj, m; sa liczbami wystepujacymi w (1.23). Wtedy z%(z — 1)” mozna przenie$¢ na nakrycie
Covg(C\{0,1}), i dostajemy wtedy zredukowana maksymalng funkcje analityczna.
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Inng sytuacje mamy, gdy a+ 0 € Z, a € Q. Wprowadzamy wtedy podgrupe H zadang przez
[e.e] (e}
D ni= m
§=0 j=0

i funkcje 2%(z — 1)% przenosimy na nakrycie Covg(C\{0,1}). Dostajemy wtedy zredukowana
maksymalng funkcje analityczna.
1.22 Notacja do oznaczania krzywych
Teraz opiszemy notacje, ktéra bedziemy stosowac¢ do oznaczania krzywych.
Czasami mozna stosowa¢ tamane postaci
[?,U(), U, ’U)l] = [w()v U] U [U, wl]'

Wy w1

Osobliwosé funkcji w w moze prowadzi¢ do ktopotdéw w postaci rozbieznodci catki. Mozna
rowniez omija¢ punkt v malym tukiem o promieniu r i rozwaza¢ tamana postaci:

[wo, u + 760l U {u + re'® : ¢ € [¢o, 1]} U [u + re®t, w]. (1.26)

gdzie wo := u + Re'®, wy :=u+ R1e" Ry >7r, Ry > 1, ¢g < ¢11 |¢o — é1| < 2m. Oczywiscie,
catka po takim konturze nie zalezy od r, dla dostatecznie matego r. Zauwazmy, ze punkt roz-
galezienia u jest omijany tukiem w kierunku przeciwnym do ruch wskazéwek. Krzywa powyzsza
bedziemy oznaczali

[wo, ut, wi].

) w1

T

Podobnie, warto mie¢ oznaczenie na tamana
[wo, u + 76 0] U {u + re'® = ¢ € [p1, do]} U [u + ret, w]. (1.27)

gdzie Ry > r, Ry > r, ¢1 < ¢o, |¢o — ¢1] < 2m. Rozni sie ona od (1.26) tym, ze punkt
rozgalezienia u obiegamy zgodnie z ruchem wskazowek. Krzywa (1.27) bedziemy oznaczaé przez

[wo’ui’wl]‘
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[ J
u
[uT] bedzie oznaczalo kontur obiegajacy punkt u po maltym okregu w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek. [u~] bedzie oznaczalo kontur obiegajacy punkt u po malym okregu w
kierunku zgodnym do ruchu wskazowek.

[u™], [u”].
Piszac v = [u,w1,...,wy,u"| bedziemy mieli na mysli, ze v jest konturem zamknigtym i
potaczonym malym tukiem obiegajacym u w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek. Po-
dobnie, jesli v = [u,wy, ..., w,,u”], to 7y jest konturem zamknietym polaczonym maltym tukiem

obiegajacym z w kierunku zgodnym z ruchem wskazdwek.

[, wy, wo, ut], [u, wy, wa, u"].

. u

" W

[u, e"“oo| bedzie oznaczaé potprosta {u + e'“t : ¢ > 0} zaczynajaca sie w u i biegnaca do
nieskoriczonosci pod katem .

[u, €™ o0

u

[(u 4+ e/ . 0)F, w] oznaczaé bedzie tamana
[, u + e U {u + e : ¢ € [, d1]} U [u + ret w),
gdzie w = u+ Re' | r < R, ¢1 < o, |$1 — do| < 27 (Yamana wychodzi z punktu u pod katem

¢o, obiega punkt u malym tukiem przeciwnie do ruchu wskazowek i biegnie do w).

[(u +€0) " w].
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2 Funkcja Gamma Eulera

2.1 Funkcja Gamma jako uogdlnienie silni i IT catka Eulera

Przy pomocy tzw. II calki Eulera definiujemy funkcje Gamma:

[(z) = [Te tt* 1dt
] (2.28)
=2/ e ¢ ¢2271dg, Rez > 0,

Zakladamy, ze w powyzszym wzorze bierzemy galaz gtowna funkcji t*~1. Zdefiniujmy tez tzw
symbol Pochhammera

(@)p:==ala+1)...(a+n—-1), n=0,1,2,...

((I)n = m, n:...,—2,—1.

Oczywiscie, (1), = nl.
Twierdzenie 2.1 Zachodzg nastepujgce tozsamosci:
I(z+1) =2I'(2), (2.29)
Tn+1)=nl, n=0,1,2,..., (2.30)
I'(z4+n)=(2),I'(z), neZ.
Dowod. (2.29) wynika z catkowania przez czesci. (2.30) wynika z (2.29) i I'(1) =1. O
Zdefiniujmy zbior
Q, :={z : Rez>—-n}\{0,-1,...,—n+1}

i funkcje
I'(z+n)

3 2= Tnl2) = 2y Ty

Wtedy jedli n > m, to
Ih(z) =Tn(z), z € Q.

Wynika to z tozsamogci
F'z+n)=T(z+m)(z+m)...(2+n—1),

bedacej konsekwencja wzoru (2.29). Ostatecznie, na

(e}
U =c\{0,-1,-2,..}
n=1
definiujemy
[(z) :=Th(2), z € Q.

Tak zdefiniowana funkcja I' jest to maksymalnym przedtuzeniem analitycznym funkcji I'(z) zde-
finiowanej przy pomocy caltki (2.28).
Oto inne wzory, ktére pozwalaja maksymalnie przedtuzyé¢ funkcje Gamma:
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Twierdzenie 2.2 (Rozklad Pryma)

I'(z) = Z % - /100 e”it*7ldt, zeC\{0,-1,-2,...}.

n=0

Twierdzenie 2.3 (Wzo6r Cauchy-Saalschiitza)

I(z) = /OO =1 (e_t - z”: (_t)k>dt, —1—n<Rez < —n. (2.31)

|
0 Pt k!
Dowo6d. Niech I'y,(z) bedzie prawa strona (2.31). Oczywiscie
I'_i1(2) =T(2), 0<Rez.

Catkujac przez czesci dostajemy

Ih(z) = g (e_t — kéo (7;!)k) ‘ZO +1 Zotz (e_t - Z;é %)dt
=1r, 1z +1).

2.2 I calka Eulera i dalsze tozsamosci

Twierdzenie 2.4 (I calka Eulera)

I'(u)I'(v 1 ,04— —
F((zerEJ)) = Jo " 1 —t)r de (2.32)

=2 7 cos® ! ¢sin2~1 ¢dg, Reu > 0, Rev > 0,

I'(uw)(v inmtu _ I'(l—u—v)I'(v oo u—1sv—
&Lif Sam(uty) = ( F(l—'Lz)( L = Joo @+ 1) tae

=2/ ch®~19sh?*~19, Rev > 0, Re(l —u —v) > 0.
(2.33)

Dowo6d. Stosujac podstawienie ¢ = % + 1 z (2.32) dostajemy (2.33), z wyjatkiem pierwszej
rownosci, wynikajacej z tozsamosci (2.36), ktora dowiedziemy pozniej. Udowodnijmy wiec (2.32)
Mamy

I(w)(v) = 4 /O b /0 h o & g2ul 2=l qeqy (2.34)

Przechodzimy do wspoétrzednych biegunowych podstawiajac

E=rcos¢, n=rsin¢
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i otrzymujemy, ze (2.34) rowna sie

4[000 e—r2r2u+2v—1dr foﬂ/2 cos2u—1 gf)sin%_l odo.
(2.35)
=T(u+wv) [y t*"1(1 —t)*~dt,
(W ostatnim kroku podstawiliémy ¢ = cos® ¢). O
Wzor (2.32) jest uzasadnieniem tego, ze czesto wprowadza sie tak zwang funkcje Beta:
I'(w)l'(v)

B(u,v) := Tt

Twierdzenie 2.5 Zachodzg nastepujgce tozsamosci:

s

Mzl —-=z2) = (2.36)

r(1/2) =7 (2.37)

Dowé6d. Rozwazmy funkcje holomorficznag C\[0,1] > t +— f(t) = t*~1(t — 1)=* (Funkcje t*~1
i (t —1)7% rozumiemy w sensie ich galezi glownych zdefiniowanych odpowiednio na C\[—oo,0[
i C\[—o0,1[. Zatem funkcja f(t) zdefiniowana jest a priori na C\[—o0, 1], ale przedtuza sie
analitycznie do funkcji na C\[0, 1].

Niech v = [0,17,0"] bedzie konturem zwanym koscia. Wtedy biorac pod uwage, ze w
nieskoriczonosci residuum funkcji f jest réwne —1, dostajemy

2im = —2miResf(c0) = [ f(t)dt
= (el™ — e7172) fol t#=H1 —t)7*dt = (2isin72)B(z,1 — 2) = (2isin72)(2)T(1 — 2).

Stad wynika (2.36).
Podstawiajac w (2.36) z = 1/2 dostajemy

I?(1/2) = .

Wiemy, ze
I'(z) >0, z>0.
Stad wynika (2.37). O

Whiosek 2.6 (Calka Gaussa) Jesli Rea > 0, to

/ e’ qt = \/E (2.38)
oo a
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Dowoéd. Wychodzac z (2.37) przez zamiane zmiennych dostajemy

VE=T(1/2) = [l e dt
= fi- yaso.ase( €t
— a | eia82d8.
Va i ool

g
Whiosek 2.7 (Caka Fresnela) Mamy

R
. 2 i
lim et 4y = eI /7.
R—co J_p

Dowéd. Catkujemy po bokach tréjkata 0, R, R +iR. Po pionowym boku mamy
R 2 2 1 2 2
/ e Yy = / e IRt — 0,
0 0
po zastosowaniu Tw. Lebesgue’a. O
Zauwazmy, ze funkcja I'(z) ma w z = 0, —1,... bieguny 1-go rzedu z residuami

ResI'(—n) =lim,_,I'(2)(z +n)
Gtn)r  _ (=D)"

~ I'(l1—z)sinmz n!

Twierdzenie 2.8 Wzdr Legendre’a o podwajaniu:
22710 (2)T (2 + 1/2) = V7' (22),

Dowod.

—~

—

(2)2 /1 -1 -1 /1/2 -1 -1
= (1=t dt =2 77 (1 — ) dt.
G =) a0 ey

Podstawiamy s = 4t(1 — t) i otrzymujemy

~—

L(2)C(3)

1
21—22’/ 82’—1 1 — s _1/2d8 — 21—22 .
o O ERY

Prawdziwe jest tez nastepujace uogoélnienie powyzszego wzoru, zwane wzorem Gaussa o mno-
zeniu, ktére udowodnimy pozniej:
1— n—1

T(nz) = (21) 2 n" "2 I Tz + ky (2.39)
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2.3 Funkcja Gamma i calki w dziedzinie zespolonej

Twierdzenie 2.9 (Wz6r Hankela)

1 1 .
S 55214, 2.4
T(z+1)  2ni / s @ (240)

[70070+7700[
Dowéd. Zalézmy tymczasowo, ze Rez < 0.

eSs— % 1ds = e—iw(—z—l) f}—oo 0 es(_s)—z—lds + eiw(—z—l) f[O _Oo[es(_s)—z—lds
[—00,0t,—o0[ ’ ’

— (e—iw(—z—l) _ eiw(—z—l)) f(]oo e~ tt—2—14t

= i2sin(—7m2)['(—2) = F(2z7j:1)

Nastepnie rozszerzamy tozsamosé na wszystkie z przez przedhuzenie analityczne. O

Twierdzenie 2.10

Tutotl) 1 i I
Do) = 5t S oo 0t oo £ (L= £) VT
= gm1 Joon- oot A=), uto+1>0.

Dowo6d. Zauwazmy, ze | — 00,0", —oo[ i Joo,17, 00| daja te sama calke.

f tfufl(l _ t)fvfldt — (_efifr(erl) + eiﬂ'(’0+1)) floo tfufl(t _ 1)7v71dt
Joo,0~,00]
T(—v)'(14+utv) _ 2 I'(1+u+v)

= —2isin v T Fu) = 2T )

a

Jesli u+v =€ Z, to petla okrazajaca 11 0 przeciwnie do ruchu wskazoéwek lezy na powierzchni
Riemanna funkcji t“~!(t — 1)*~! i dostajemy wzor:

Twierdzenie 2.11 Niech n € Z. Wtedy

r —-1)...(u— 1
(u) — (u ) (u n) — _/ tufl(t _ 1)n7udt’ (2'41)
F'(n+1)I'(u—n) n! 271 Jj0,1+,0+]
Dowod. Gdy zastosujemy homografie t = —s~! to dostaniemy

7 Joaro e =TT = o Joo s"H(1 — s)"uds

— % (%)” (1—8)""],_= Wl)ﬂw

(2.42)

a

Rozwazmy teraz funkcje (—t)“~1(t — 1)V~1. Jesli obie potegi rozumiemy w sensie ich galezi
glownych, to dziedzing tej funkcji jest C\R. Jest to dziedzina skladajaca sie z dwoch spojnych
czedci na ktorych mamy

tufl(l _ t)vflefifr(ufl)eiﬂ(vfl)’ Imz > 0;

u—1 v—1 __
(_t) (t - 1) - { tu—l(l _ t)v—leiw(u—l)e—iw(v—l)’ Imz < 0. (243)
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Rozwazmy teraz kontur "podwojna 6semka'[0,17,07,17,0%]. Kontur ten rozpoczynamy na
dolnym ptacie powierzchni Riemanna funkcji (—¢)“~1(¢—1)""!, na ktérym lezy pierwszy odcinek
[0,1] z tego konturu. Latwo sie przekonac¢, ze [0,117,07,17,0"] jest krzywa zamknieta na tej
powierzchni Riemanna. Nawiasem moéwiac, trzeci odcinek w tym konturze znajduje si¢ na gérnym
ptacie opisanym w (2.43). Calke z funkcji (—t)*~!(t—1)""! po podwoéjnej 6semce mozna wyrazi¢
poprzez funkcje Gamma:

Twierdzenie 2.12

1 1

= _n\u—1l/y  1yv—1
C(u+v)l(1—u)l(1—v)  (27)? /[0,1+,0—71—,0+}( - 1)t (2.44)

Dowo6d. Zalézmy, ze Reu, Rev > 0.

[ -
[0,1+,0—,1—,07]
— (eiw(u—l)e—iw(v—l) _ ein(u—l)eiw(v—l) + e—in(u—l)eiw(v—l) _ e—in(u—l)e—in(v—l))

X [yt (L -ty dt

— _(eifru _ efifru)(eifrv _ efifrv)B(u’ ’U)

— —(2isin ) (2 sin 7u) T

(2m)? F(u+v)F(ll—u)F(1—v)

Przez przedluzenie analityczne rozszerzamy tozsamo$é na wszystkie w,v. O

2.4 Tloczyny nieskoriczone

Przypomnijmy najpierw podstawowe fakty dotyczace szeregdw.

LY. .. , . L . n . , . . [o'e) s
Jesli istnieje skonczona granica I := lim, ..o Zj:1 bj, to méwimy, ze szereg Zj:1 b; jest
zbiezny warunkowo i piszemy I = > 222, b;.

Jesli 3702 [bj| < oo, to mowimy, ze szereg Y72, b; jest zbiezny bezwzglednie. Mozna poka-
zaé, ze zbieznosé bezwzgledna szeregu pociaga za sobg zbieznosé warunkowa, réwniez po zmianie
kolejnosci wyrazéw w szeregu i jego warto$é¢ nie zalezy od tej kolejnodci.

Jegli istnieje skonczona granica I := lim,_ H?Zl(l + a;), to moéwimy, ze iloczyn nieskori-
czony [[;2;(1 + a;) jest zbiezny warunkowo i piszemy I = [[72,(1 + a;).

Moéwimy, ze iloczyn nieskoriczony H?;(l +a;) jest zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy,
gdy

o0

D lan| < 0. (2.45)

n=1

Lemat 2.13 Iloczyn nieskoticzony H?’;l(l-i-aj) jest zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy gdy
Jedynie skoriczona liczba wyrazow a; jest rowna —1 4

> " [log(1 + ay)| < oo, (2.46)

n=1

34



przy czym w szerequ (2.46) usunelismy wyrazy a; = —1. (W powyzszym wzorze przez |log(1+a)
rozumiemy wartosé bezwzgledng gatezi gtownej logarytmu rozszerzong przez ciqgtosé do funkcyi
na C\{—1}, ktdra jest jednoznaczna, mimo ze sam log(l + a) jednoznaczny nie jest).

Dowdéd. Niech spetnione bedzie (2.45). Wtedy limj_,.oa; = 0 i dlatego skonczona liczba
wyrazow a; jest rowna —1. Poza tym poza skonczong liczbg indeksot

1
e (2.47)
2
C\{-1} >t~ w‘ jest funkcja ciagla i dodatnia. Zatem dla [t| < % istniejg 0 < C7 <
Cy, takie, ze
log(1+t¢
) < W' < CO.
Zatem

|log(1 + an)| < Colay].

Aby dowies¢ implikacje przeciwng, wystarczy zatozy¢, ze wszystkie a; sa rozne od 1. (2.46)
pociaga za soba lim,_, . log(a, + 1) = 0, a wiec (2.47) jest spelnione poza skonczong liczba
indeksow 1 wtedy

laul < 7" log(1 + ay)].
O

Oczywidcie, logarytmujac wyraz po wyrazie iloczyn bezwzglednie zbiezny dostajemy szereg
bezwzglednie zbiezny. Dlatego zbiezno$¢ bezwzgledna iloczynu nieskoriczonego pociaga za soba
zbieznos¢ warunkowa, réowniez po zmianie kolejnosci wyrazéw w iloczynie i jego wartosé nie zalezy
od tej kolejnosci.

2.5 Funkcje trygonometryczne jako iloczyny nieskoriczone

Twierdzenie 2.14 Mamy nastepujgce wzory:

2

1 _
Z;ifoo (Z—j)2 - Sinﬂé 7z (248)
TH2Y wp = i X0, o = R (2.49)
x 1 22\ _ sinmz
Zjl;ll( — %) = = (2.50)

Uwaga Iloczyn nieskoriczony wystepujacy we wzorze (2.50) jest zbiezny bezwzglednie.
Dowod.

o0

> ot
(z—j)? sin’mz

j=—00

jest funkcja catkowita. Jest ona okresowa z okresem 1 i dazy do zera dla [Imz| — co. Jest wiec
ograniczona. Na mocy tw. Liouville’a jest wiec rowna zero. To dowodzi (2.48).
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Na mocy (2.48) pochodna

1 s z T COSTZ
—+2) R (2.51)

jest rowna zero. (2.51) jest funkcja nieparzysta i stata, wiec jest rowne zero. To dowodzi (2.49).
Na mocy (2.49) mamy

N

htog (= T (1-5)) = gt log (2222)

<

Zatem

21 %) = O, (2.52)
J:

<

Poréwnujac pochodne obu stron w (2.52) w zerze dostajemy C = 1. To dowodzi (2.50). O

2.6 Funkcja Gamma a iloczyny nieskonczone

Zdefiniujmy staly Eulera-Mascheroniego

~y = limneo (Zg:1 1_ 1ogn> =14+ Y2,( +log(1 — 1)) ~0,577....

Twierdzenie 2.15 (Wzor Gaussa)

(Wz6r Weierstrassa)

Uwaga lloczyn nieskoriczony wystepujacy we wzorze Weierstrassa jest zbiezny bezwzglednie.

Lemat 2.16 Dia 0 <t < n mamy

Dowéd. Dla f,(t) := ef(1 — £)® mamy f,(n) =0, £,(0) =1

Falt) = —el(1= £ytE <o

IN

Zatem 0 < f,(t) < 1. O
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Dowo6d Twierdzenia 2.15. Mamy

! " s Tn+1)I(2) n!
/O(l_ﬁ) g = I'(z4+n+1) 2z(z+1)---(z+n)

Zatem
n r— _ n!n?
Jo (U= )" 71t = oy My
Aledla 0 <t < 0
limy, o0 O(n — t)(1 — L)z~ = et 1,

Na mocy Lematu 2.16 mozemy zastosowa¢ Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznoéci majoryzowalnej

(z majoranta rowng e ‘tR*~1), Zatem

limy oo [y (1= L)"t=~tde = [C e 127 1de.

To dowodzi wzoru Gaussa dla Rez > 0.
Aby pokaza¢ wzér Weierstrassa zauwazmy, ze

o0
2’ 11 (14 Z)exp(—2).

n=1
n
= zlimy o exp2(3_; 7 — logn) kljl(l + 7)exp(—%)

k=1

Wrzory Gaussa lub Weierstrassa moga by¢ wykorzystane do udowodnienia rezultatéw z po-
przednich rozdziatéw. Na przyktad, stosujac wzér Gaussa dostajemy

)ZH . (n+1)!(n+ 1)
n—oo z(

PR B prpr—— = 2I'(2).

n!anrl
T(241) = Ii — 21 (
R 8 PP By o S

Stosujac zas wzor Weierstrassa dostajemy tatwo

1 _ —1
F(z)I(1—2z) — 2I'(:)'(—=2)

— x 22\ _ sinmz
— 2 I (1 — &) = sixz,
n=1

Dow6d wzoru Gaussa o zwielokrotnianiu (2.39). Niech

Glz) = "' T+ &)
Z_k:(] zZ m.

Wtedy korzystajac ze wzoru Gaussa dostajemy

nm+m—1

1 ) o (mz+k)
oy = lim n=0. ,
(Z) n—oo (n!)mnszrj(m*l)mm(n-ﬁ—l)
. | mz
I'(mz) = limy, o mm)i(mm)™
kl;[()(mz-l—k)
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Zatem

Limz) _ (mn)!mmz—m(”“'l)n*%(m*l) mntm—1
oGy = limpoo DR kﬂl;[n+1 (mz + k)
1ime
_ hmn_)oo (mn)lmmzz;n'.;z;l)nQ( 1) (271') (m 1) mz—%’
gdzie uzyliémy najpierw
. nmtm—1mz+ k me1
lim 11 =m ,

n—00 k=pm+1 N

a potem skorzystaliSmy ze wzory Stirlinga. O

2.7 Pewne calki z parametrem

Stwierdzenie 2.17 Niech f(t) bedzie holomorficzna dla 0 < argt < « i ciggta na domknieciu
tego zbioru. Zatozmy, ze dla pewnego € > 0

) <Clzl™5 [f(2) = F(O)] < Oz

Wtedy dla 0 < argz < « . .
|t = ren g = roe-

Dowod.
FEE® = 1604 = (S + Jora ) SO

= (f[r,zr] + f[zR,R] )f(t)%
= S F0)G = £(0) log(2),
gdzie na konicu r — 0, R — oo. O

Na marginesie wspomnijmy, ze istnieje “wariant rzeczywisty” powyzszego stwierdzenia:

Stwierdzenie 2.18 Niech f(t) bedzie funkcja mierzalng na [0, 00| taka, Ze

|l <o, L/v 01 < oo

0= 1§ = oy og:

Wtedy dla z € [0, 00]

Whniosek 2.19 Zachodzi wzor
logz = fooo(e_t — e_Zt)%.

Stwierdzenie 2.20 Mamy nastepujgcg reprezentacje catkowq statej Eulera-Mascheroniego:

= fooo (et%l tet)dt
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Dow6d. Mamy
et _ _
fooo 11—eef75 e tdt =37 3 iz lo e At = ZJ 1;7
JS (et — et 8t — log(n 1 1),

My oo fo° (12 — H)etHDdt = 0.

Stad
~ :nlirgo<1+%+---+%—log(n—i-l))

= limy oo [0 e — (1 — e ™)t e t)dt

1—e—t

= fooo (et% tet>dt

a

Stwierdzenie 2.21 (Wz6r Pringsheima)
_ 1,
1, 114l 1 11
ytzlogs =J5 <l—e*t 1 _E)e dt

1
_ [ 1 1, 1\e 2
—fo (etfl_?—i_i)et dt

Dowo6d. Zauwazmy najpierw, ze

e A" t A"
e 2 —e’" _ l.-t\dt _ _ dﬂife _ 1 [(0oe 2 et
7 2¢ ) t fo (dt 7 )dt 5 Jo T —dt

I
3
8

Il
N[
_|_

2.8 Pochodna logarytmiczna funkcji Gamma

Ze wzoru Weierstrassa wynika natychmiast, ze
log'(z) = —yz —logz 4+ Y2 (£ —log(1 + £)),
0:1ogT(2) = =7 + X070 (g — w2)» (2.53)
G210gT(2) = Y0 g ke
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Mamy tez
1 1
logI'(1) =0, log I‘(i) =5 logm, 0,log'(1) = —~.
Stwierdzenie 2.22

F(n+1+e¢) :n!(1+e(—7+2211§)> +0(), n=12,...,
(2.54)

I(—n+e) = (=" (efl =Y+ %) +0(e), n=1,2,....

n!

Dowo6d. Najpierw zauwazamy, ze
1
O logT(n+1)=—y+> =, n=12,...
=17
Ale T(z) =T'(2)0,log'(2) i I'(n 4+ 1) = n!. To pokazuje pierwszy wzor.

Nastepnie
"1
=7+~
=17

9 (logI'(2) + )

zZ2+n'lz=—n

Ale
0.L(2)(z+n)=(z+n)I'(2)+T(z) = (2 + n)F(z)8Z<log I'(z)+ (z+ n)71>.

2.9 Szeregi asymptotyczne

Niech funkcja f bedzie okreslona na zbiorze K(zg,r) N{a; < arg(z — z0) < as}. Piszemy
e .
F(2)~ ) aj(z =z,
j=0
gdy dla kazdego n istnieje C,, takie, ze

£ = sz = 20| < Culz = 2",

J=0

Oczywiscie, jesli f(z) =372, ajz) dla z € K(z9,7), to f(z) ~ > i20aj(z — 20)7.
Przyktad. dla —5 + e <argz < 5 —¢

1 s .
e = NZO?;J.
§=0
Przyktad. dla —§ +e<argz < 7 —ei -G +e<arg—2<7% —¢

o0
e = NE 0z7.
Jj=0

w"“
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1
W szczegdlnoscei, wszystkie pochodne funkcji R 3 ¢ — e 22 w zerze s réwne zero.

Przyktad — Funkcja btedu.
Erf(z) := / e dt.
0

Oczywiscie, lim,_,, Erf(z) = %\/7_7 Dla —5 + € < argz < § — € latwo pokazujemy metoda
catkowania przez czesci, ze

1 o0
5\/_—Erf(z):/ e dt ~

-2 > 1-3---(2k—1
z <1+;(_1)k (22(2)k )>

2.10 Pierwszy wzo6r Bineta

Twierdzenie 2.23 (Pierwszy wzor Bineta)

logT'(2) = (2 — 3)log z — z + 3 log 21 + [;~ (% 5 — %)e_”%; (2.55)
d:1og(z) =logz + [° (1 —= — %)e*tht; (2.56)
02logT(z) = [, L 5 at. (2.57)

Uwaga Zwrdéémy uwage na to, ze powyzsze catki sg skoriczone. W szcegélnodci funkcje podcal-
kowe s3 ciagte w zerze:

o (4 + oy — )3
limi—o (=L — 1) = 4,
limy_o 2= = 1.
Dowo6d. Najpierw dowodzimy (2.57). Korzystajac z (2.53) dostajemy
PRlogT(:) = S0y iy

=0l Jo ettt (2.58)
= 0OO fi;*t dz.

To dowodzi (2.57). Nastepnie przeksztalcamy (2.58) dostajac
I (1_134 — %)te_t'zdt + [o et dt

—fo (1 et _%>te7tzdt+%

Zatem
d.logT(z) = 0.logT(1) + [] 921ogI'(y)dy

=—v+Ji gljdy + Il (1 et %)te_tydtdy
1 —ty y==
=—y+logz— [° (T - ;)e dt‘y:1

=logz — [;° (1 — —%)e_t'zdt,

(2.59)
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gdzie w ostatnim kroku wykorzystaliSmy wzor catkowy na stalta v. To dowodzi (2.56). Nastepnie
przeksztatcamy (2.59) dostajac

log z — %fooo e~ t2dt — fooo (1—1e*t — % — %)e*tzdt

=logz — 353 — fo (1764 — % — %)e*tzdt.

Stad

logT'(2) =1logD'(3) + Ji 9, logT(y)dy
= glogm+ [Tlogydy — 5 [T ydy — [1 [¢~ (1 et—%—%>e_tydtdy
zilogw—l—z—logz— log2—|————logz—|——log2+f0 (F_%_%)e,w%‘y:z
= (z — )logz—z—l——log27r—|—f0 (1 L _%_%>e—tz%’

gdzie w ostatnim kroku wykorzystalismy wzor Pringsheima. To konczy dowod (2.55). O

Whiosek 2.24 Niech ¢ > 0 i |argz| < § —e.
(1) Zachodzi Wzoér Stirlinga

lim, o0 (logf(z) —((z—3)logz — 2z + %logQW)) =0,

lim,_, o % = 1.
(2) Niech
1 1 1
f)=—— i1

1—et ¢t 2

Wtedy f jest ograniczona wraz ze wszystkimi pochodnymi dla t € [0,00][ i
[e.e]
= fat", |t] < 2m.
n=1

Mamy nastepujgce rozwinecie funkcji Gamma w szereg asymptotyczny:

logT(2) — ((z — 3)log z — z + 3 log 2m — > =1 — DIz f)] < Clz| L

2.11 Wzé6r Plany i drugi wzoér Bineta

Twierdzenie 2.25 (Wzo6r Plany) Niech m < n bedg catkowite, ¢(2) funkcja analityczna, |p(z)] <
el=almzl g15 ¢ > 0 im < Rez < n. Wiedy

%¢(m)+¢(m+1)+...+¢(n_1)+%¢(n)
= [ &( lwady—l—lfoowdy

e2my 1
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Dow6d. Wprowadzmy kontury
Yy=[m,(m+1)",...;,(n—1)",n",n+iR,m + iR, m|,
yo=mT,(m+1)", ..., (n—1)",nT,n—iR,m—iR,m].

Korzystajac z tego, ze

$(2)
Res—pm— | =F5-0(k), ke,
dostajemy
¢(2)
0 - / e—2miz _ 1d
* ¢(m +iy p(n
Rjoo _10 e?ﬁy_ld—i_/ 27ry_1
o [N ar s o+ 25 o)+ hotoy
m ] m—+1
¢(2)
. [ o(m —iy) . [ ¢(n —iy)
Foro /O mdy‘l/o mdy
o [ g Loy 5 )+ Lo

] =m+1

Nastepnie dodajemy (2.60) i (2.61), korzystajac z tozsamosci
(e27l'iil,' _ 1)—1 4 (6—27ria: _ 1)—1 - _1.
O
Twierdzenie 2.26 (Drugi wzor Bineta)
logI'(z) = (2 — 3)log z — z + 3 log 27 + 2 [ ° %dt
0:1ogT(2) =logz — 5 = 2 i )z
8210gr( ) 22—|— —|—4_f0 %

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
(2.65)

Dowod. Aby pokazaé (2.65) stosujemy Wzor Plany do ¢(z) = (z +t)~2. Nastepnie catkujemy

dwukrotnie i dostajemy

1  arctgt
logF(z):A+Bz+(z—§)logz+2/ arcty -d.
0

e2mt _

Porownujac z pierwszym wzorem Bineta dla z ~ 0 dostajemy A = %log 2, B = —
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3 Zastosowania

3.1 Jednorodne dystrybucje i ich transformaty Fouriera
Dla A € C mozemy zdefiniowaé dystrybucje temperowane
(fiz + 0)* := lim (i + ).
€e—
Wzory
x;\L = a2M(z), 2= (—x)M(—z)
zadaja dystrybucje tylko dla ReA > —1. Mozemy je rozszerzy¢ na wszystkie A € C procz
z=-1,-2,... ktadac

T = g ( — e 2 iz 4 0) + 2 (—ix + O))‘),

2isin 5\
A 1 P LSV A iZA/: A
1‘7'—72151115,\( e 2 (—ix +0)* +e'2 (11:+O))
A

Wygodnie jest rozwazac % Mamy wtedy

T ()Y, p=1,2,.

Spetniaja one zwiazki rekurencyjne:

xi xi_l

TA+1)  ~ T

A oto transformaty Fouriera:

/ e—i&de (i€ +0)~*
F(A+1) "

é-i)\ 1
L(=A)

Szczegbdlnie symetryczne wzory na transformaty Fouriera dostaniemy wprowadzajac

/ —i8%(Fig + 0)MdE = 27
@) i=T(3 + 52 3o = @m)'T(=3 + 5273 (i + 0 + (—iw + 0)*),

0
v x) = F(%+1)27%7%\:1:|’\sgn:1::i(27r)_1 INGEY 7%7%( iz +0)* — —i:1:+0))‘).

Mamy nastepujace zwiazki:
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3.2 Calki wielowymiarowe
W tym rozdziale rozwazamy d-wymiarowg przestrzen euklidesowa.

Twierdzenie 3.1 Pole sfery jednostkowej d — 1-wymiarowej wynosi

d
212

()

Dowo6d. Metoda I. Obliczamy 2 sposobami catke gaussowska: we wspolrzednych kartezjanskich

Sqg-1=

[S]I~W

/e_”“"%_"'_‘vgdacl coodxg =72,
i we wspotrzednych sferycznych
2 g
Sq-1 JyT e rd  dr = 4T(9).

Metoda II. We wspoélrzednych sferycznych pole sfery jest réwne

T T 21
a1 = / 0% gy dg_ - / sin goddho / doy
0 0 0

Nastepnie stosujemy

x (k=1 2

/ Sink71¢kd¢k:&]€2)7 k:Q,,,,7d—1; / d¢1:27‘r.
0 F(i) 0

Od

Twierdzenie 3.2 Calki wystepujace w diagramach Feynmanna W przestrzen: euklideso-
wej d-wymiarowej mamy

T _d
/(332 + mZ)iaddx = W%mdiQO‘ (?(a)2)7 (3.66)
T(a — ¢
/(.’EQ + 2zy + m2)—addx _ W%(m2 _ yg)%_a (a 2) ’ (3.67)
I'(a)

T(a — &

[ zuz (2% + 22y + m?)"2d%x = - (m? — 2)%_0(1“(0[7%)
- y e o (3.69)

- _d_
_71'%5w,(m2 — y%%fQLO{F(;) D)

Dow6d. Stosujemy wzoér na powierzchnie sfery i

[
/ (?”2 + mZ)faT,dfld,r — 271md72a
0
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Twierdzenie 3.3 Niech —d < A < 0. Zdefiniuymy

1
P(49)

_A
x) = 273 o

Wtedy

P

= (@m)Ey
Dowo6d. Stosujemy wspoélrzedne sferyczne.
[|zPe "¢ dz =
fo dr fo Ay g ri—lemirlelcos o pAtd—1 Gpd—2 4 g
=T(A+4d) foa ((i\§| cos ¢g_1 + 0) " + (—i[¢| cos ¢a_1 + 0)_)‘_‘1) sin?2 ¢4_1dda—154-2
= I'(A + d)2 cos (252 m)[¢[ A4 fo% cos A4 ¢y_1 sin?? ¢py_1dpg_1Sa—o.
Nastepnie stosujemy

71'ﬂ T —A—d+1 r d—1
Sar = By, ot cos ™ Gy sin® =2 gy addas = .

DA+ d) = m32M 1T (A p(Aedal)

F(A+121+1)F(—A—2d+1) >\ d

v

=T,

i dostajemy
r(*39)
I(—3)

/m,\ —iz€ qd,. = |€| A—dortd g d

3.3 DMacierze

Niech ¢ = [¢;;] bedzie macierza. Wyznacza ona forme kwadratowa zdefiniowang dla = [z;] € R?

jako
d
TCT = E LiCijdy.
ij=1

Kazdg macierz przez zamiang wspOirzednych y; = Zle a;;z; mozna sprowadzi¢ do postaci
diagonalne;j:

d
xer = Z Dk
i=1

Liczba dodatnich i ujemnych A; nie zalezy od wyboru przeksztalcenia i definiuje sygnature ma-
cierzy (dy,d_). Oczywiscie, d > dy + d_. Indeks macierzy ¢ definiujemy jako indec :=dy —d_.
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Moéwimy, ze macierz ¢ jest niezdegenerowana, gdy dla kazdego = € R?, x # 0, istnieje y € R¢
taki, ze

d
yex = Z yicijz; 7 0.

ij=1
Réwnowazny warunek: di 4+ d_ =d.
Zaktadamy, ze w R? wprowadzony jest kanoniczny iloczyn skalarny x -y := Z;l:l x;y;. Ma-
cierz mozna sprowadzi¢ do postaci diagonalnej odwzorowaniem ortogonalnym. Ciag Aq,...,Aq

z dokltadnoécia do permutacji nie zalezy od wyboru diagonalizujacego odwzorowania ortogonal-
nego. Wyznacznik macierzy nie zmienia sie po zastosowaniu transformacji ortogonalnej. Dlatego

d
det[cz-j] = H )\z
i=1
Moéwimy, ze macierz c jest dodatnio okreslona, jesli dla z € R?, x # 0,

zcx > 0.
Rownowazny warunek: di = d.
3.4 Wielowymiarowe calki Gaussa i Fresnela

Niech macierz ¢ bedzie dodatnio okreslona. Wtedy

d
2

[SIE

/dxexp(—$caz) =m2(detc)” 2. (3.70)

Zamieniamy bowiem wspo6trzedne odwzorowaniem ortogonalnym diagonalizujac macierz c. Mamy
wtedy de = dwzq---deg =dy; - -dyg = dy 1 (3.70) jest rowne

d d
/dy exp <— Z&(%‘F) = H/e_)‘i(ymdyz‘ =11 \/AEZ
7 =1 i=1

Jedli ¢ jest macierza niezdegenerowana, to

dzq -+ - dzgexp(izexr) = ﬂ'd/Zei%indﬂ det 0\7%. (3.71)

lz|<R

3.5 Metoda Laplace’a (punktu siodlowego)
Dla duzych A rozwazamy catke typu

I\ = / b f(x)er*®)dz.
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Zaktadamy, ze f, ¢ rozszerzaja sie do funkcji analitycznych na otoczeniu [a, b] w C i ze znajdziemy
droge v, ktora taczy a z b i przechodzi przez punkt Z, w ktorym ¢'(2) = 0. Zaktadamy tez, ze w
Z funkcja Re¢ obcieta do v ma maksimum. W otoczeniu Z mamy

N R -
0(2) ~ 6(2) + 56" (2)(z - z)%. (3.72)
Wprowadzmy wspotrzedne (¢,s) € R? tak, by
2z =3+ (t+is)e'?,

gdzie ¢”(2)e*™ < 0. Dla uproszczenia zakladamy, ze [1)| < 3. Wtedy (3.72) mozna przepisac
jako
1 .
o(2) =~ P(2) + §¢"(2)e2”’b (t2 -2+ 2its) .
Zatem poziomice Re¢ wokot Z przypominaja poziomice wokot przeteczy (punktu siodtowego).

Najwiekszy wktad do catka po krzywej ~ pochodzi z otoczenia punktu Z, gdzie v mozna
zastapi¢ czescig prostej R 3 ¢ — Z + e¥t. Dostajemy

) = / F(2)eM)ds
v

%

PYNVIE) 21 i
= f(%)e —)\qb”(é)ewe
VI N L

- AT Sy

3.6 Asymptotyka funkcji Gamma w nieskoniczono$ci metoda punktu siodlo-
wego.

Twierdzenie 3.4 Niech ¢ > 0. Dla |argz| < § — € mamy

T 1
lim (z+1)

2500 ZZ+1/2
2mi—

=1. (3.73)

Dow6d. Mamy
Me+1)= [ et
0

gdzie
o(t) = —t+ zlogt.

Obliczamy:
z

Oot) =1+, o(t) =

z
t—2.
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Zatem ¢(t) ma jedno i tyko jeden punkt stacjonarny: dla tg = z. Mamy

6lto) = —= + zlog =, Rolto) = —.

Mozna zmienié¢ kontur catkowania tak, by przechodzit przez z, na przyktad catkowaé po potproste;j
[0, zool:

I'z+1) = / e?Mat.
10,z00[

Funkcje ¢(t) przyblizamy przez jej rozwiniecie w okolicy tg

B(1) ~ dlto) + 56" (to)(t — 10)*

To prowadzi do przyblizenia dla funkcji Gamma:
L(z+1)~ / (o) +56" (to)(t=t0)? gy
10,z00]

Kontur, po ktorym catkujemy przedtuzamy do calej prostej z] — 0o, 00[. Dla duzych z w sektorze
largz| < § — € te modyfikacje nie wplyna zbytnio na wartoé¢ calki. Oczekujemy wiec, ze I'(z)
zachowuje sie asymptotycznie jak

o9(t0) / okt t—10)? gy — /o,
oo e
Pokazmy teraz to w Scisty sposob. Niech Rez > 0. Wtedy
D(z+1) = [ Tt = [jg oo t7dt
_ o—#tzlogz ﬁO,zoo[eiZ(iililog%)dt

T f_oi efz(sflog(1+s))ds’

gdzie dokonaliémy zamiany zmiennych

Zauwazmy, ze funkcja
] —1,00[> s+ s —log(l+s)

maleje na | — 1,0] od oo do 0, w 0 zachowuje sie jak % i na [0, 00] rosnie do co. Zatem funkcja

R > s +— u(s) = /2(s — log(1 + s))

(w ktorej bierzemy ujemny pierwiastek dla s < 0 i dodatni pierwiastek dla s > 0) jest gtadka.
Mamy

lim u(s) _1 du(s) _ s 7

5—0 s ds u(s)(1+s)
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oraz

ds (1+s(u)u
= = =1.
fl) = o) = =2 (0)
Mamy zatem
I = f_oi efz(sflog(1+s))d8
=7 e~ 5% f(u)du.
Niech
(e e}
2 2
Iy =/ e 5y = /2L,
5o z
Wtedy
o —Zu?
1 _1‘ o fiooe 2% | f(u)—1]du
To - \/Z

<CVz [%, e |u|du = Clﬁ.
To koniczy dowod (3.73) O

3.7 Asymptotyka funkcji Beta w nieskoniczono$ci metoda punktu siodlowego

Asymptotyke dla B(w,v) mozna dosta¢ z asymptotyki funkcji I'(z). My jednak pokazemy ja
bezposrednio z metody punktu siodtowego.

Twierdzenie 3.5 Niech ¢ > 0. Dia |argu| < § — ¢, |argv| < § — ¢, mamy
B 1 1
i (u+1,v+1)

o wutL/2yv+1/2
’ V2 (utv)utvts/2

=1. (3.74)

Dow6d. Mamy
1
Blu+1l,v+1)= / M,

0
gdzie
P(t) :=ulogt + vlog(l —t).
Obliczamy:
u v u v
oY(t) = - — —— Rp(t) = ——= — ——.
tw() t 1—¢ H/)() ) (1—t)2
Zatem t(t) ma jedyny punkt stacjonarny: dla to = 35 i
u v (u+v)3
to) = ul o 1 —_ 20h(tg) = —~—nut
o) = utog () +otog () eBute) = -F

Jedli Reu > 01 Rev > 0, to Rey(t) — —oo, gdy t zbliza sie do 0 badz 1. tatwo wiec
uzasadni¢, ze deformujac kontur [0, 1] mozemy dostaé krzywa ~ zaczynajaca sie w 0, konczaca
sie w 1 i przechodzaca przez tg tak, ze Rey(t) osiaga wzdtuz tej krzywej maksimum w to. Mamy

B(u+1,0+1) = /eW)dt.
ol
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Mozna oczekiwac, ze przyczynek wokot ¢y w tej catce bedzie dominowaé¢. Zatem
B(u+1,0+1)~ /ew(toﬂéw”(to)(tto>2dt.
¥

Nastepnie zastepujemy krzywsa v przez prosta nachylona pod odpowiednim katem «, czyli:

Blu+1,v+1) ~e¥lo) [ eadvlo)qy

e*|—o0,00[

u v
_ u v 2muv /9 u“+1/2 vt1/2
- (quU) <u+v) ((u—f—y ) u—l—'u yutv+3/2:

3.8 Wielowymiarowa wersja metody Laplace’a (bez przedluzenia analitycz-
nego)

Dla duzych A rozwazamy catke typu

N = [ fae

gdzie © jest podzbiorem w R%. Zaktadamy, ze ¢ posiada globalne maksimum w © w punkcie
Z nalezacym do wnetrza © i ze jest rozniczkowalne dwa razy w . Mamy wtedy Vo(z) = 0.
Zaktadamy tez, ze Hessjan (druga pochodna) ¢ w &, oznaczany przez V2¢(Z), jest ujemnie
okreslony. Wtedy

I(A)

%

L i@ew (xo6 va Bi)(a; — ) | da

,j=1

[N

= f(z)M@) <27”> : (det(—V2¢(2))) 2.

3.9 Metoda fazy stacjonarnej
Zaktadamy teraz, ze f i ¢ sa dostatecznie gltadkie. Dla duzych A, rozwazamy catke typu

— [ fapee
©

gdzie © jest podzbiorem w R?. Zakladamy, ze ¢ posiada globalne maksimum w © w punkcie &
nalezacym do wnetrza ©. Mamy wtedy V¢ (Z) = 0. Zaktadamy tez, ze Hessjan ¢ w &, oznaczany
przez V2¢(Z), jest niezdegenerowany. Wtedy

Q

0~ [ r@es ol va 2 — &) — &) | do

,Jl

= f(.i‘)ei%indVQ(z’(I) iXp(Z) <_> ‘detVQ e ))|_%

ol



3.10 Rownanie dyfuzji i Schrdodingera

Swobodne réwnanie Schrodingera:
d 1
i— =——A .
ldtﬂ)t(ﬂf) 5 V()

Rownanie dyfuzji (ciepta):
d
aft(x) = kKA f(z).

Wprowadzmy operator pedu

Wtedy —A = p?. Mozna uogolni¢ réwnanie Schrodingera do dyspersyjnego rownania Schrodin-
gera, gzie w jest dowolna funkcja pedu:

.d
i—1y(x) = w(p)ih(z).
dt
Formalne rozwigzanie:
iy = Py,
Transformacja Fouriera w konwencji “unitarne;j”

(E) = (2m) / (r)e " da,

d
2

b(a) = (2m) 4 / d(e)e=ede.

Transformacja Fouriera diagonalizuje ped:

po(E) = €9 (€).

Ogolniej .

w(p)P(€) = w(€)P ()
Dlatego 1

ifi—tl/&(f) = w(&)Yr(8),

W reprezentacji potozeniowe;j

gdzie “propagator” jest rowny
Ut(i) _ (27T)7d /eitw(é)Jrim&dg'
W przypadku dyfuzji dostajemy

fulw) = [ tamty”

d _ (z—y)?
2

et fo(y)dy.

Zauwazmy, ze
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(1) [ fe(@)da = [ fo(z)da;
(2) fo > 0 implikuje f; > 0;
3) [1fel*(@)dz = [|fo]*(z)da.
Dla swobodnego réwnania Schrodingera z m = 1 mamy

i(z—y)?

be(z) = / (2ti) 5“7 go(y)dy.

Mamy [|ii[2(@)de = [ |iol2(z)dz.

3.11 Transformacja Legendre’a
Niech Q bedzie otwartym zbiorem w R a
O3~ w(@) eR (3.75)

niech bedzie funkcja wypukla klasy C2. Sciglej rzecz biorac, zaktadamy, ze dla réznych &, &, € Q,
617&627O<T<17

Tw(&1) + (1 = 7Tw(§2) > w (6 + (1 = 7)&)
Wtedy
Q3¢ () = Vw(é) € R (3.76)

jest funkcja roznowartosciows. Niech € bedzie obrazem (3.76). Mozna zdefiniowa¢ funkcje

Q30 £(w) e
odwrotna do (3.75). Transformacje Legendre’a definiujemy jako

w(v) = v§(v) = w(E(v)).

Twierdzenie 3.6 (1) Vo(v) = &(v).

-1

(2) V20(v) = Vué(v) = (V?u({(v))) . Zatem & jest wypukta.

(3) @) = w(©).

Dowod. (1)

Vo (v) = £(v) + vV, E(0) — Vew(€(v)) Vol (v) = £(v)
2 V30(0) = V(o) = Verl6(e) " = (VEulew))
) 5(6) = 0(E) — v(EE(W(E) + w(EW(©)) = w(v)
Erzyklady.
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3.12 Dyspersyjne réwnanie Schrodingera z parametrem 5/

Wprowadzmy maty parametr h. Zmienmy definicje pedu i energii:
pi = —ihVy,, FE =iho;.

Dyspersyjne réwnanie Schrodingera w postaci zawierajacej h:

. d
15&%(33) = w(p)ve(z). (3.77)
Ma ono rozwiazanie:
itw(p)
Pr=e o Yo-

Aby je rozwigza¢ wygodnie jest zastosowaé semiklasyczng wersje transformacji Fouriera:

Ma ona wtasnosci
[wttas = [lo©pa,
DP)P(E) = w(©D(E).

Propagator wynosi
—itw(©+i(z—y)¢

Uy(z) = (2rnh) 4 / S T
3.13 Granica semiklasyczna dyspersyjnej ewolucji

Zalozmy, ze vi(z) ewoluuje zgodnie z réwnaniem (3.77). Chcemy wyznaczy¢ propagacje dla
matych wartosci i w zaleznosci od g
Niech v(§) i @(x) beda zdefiniowane jak w podrozdziale 3.11. Wtedy

Y(z) =~ exp (igindVSU(f(x/t»
Xt~ % | det |Vev(€(z/t)] 77 exp (%a@:/@) Yo ((E(x/1)). (3.78)

Czyli paczka falowa o pedzie £ podrozuje z predkoscia v(£) = Vw(&) zwana “predkoscia grupowa’”.
Zauwazmy przy tym, ze norma L? prawej strony (3.78) nie zalezy od czasu.
Aby otrzymadé (3.78) zapisujemy v(x) w postaci

te) = Can 4 [ (L) ey
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gdzie

Gi(w,§) = —tw(§) + €.
Stosujemy metode fazy stacjonarnej

Vep(x, &) = —tVew(x) + .

Zatem

z/t = Vew(§) = v(9),

¢ (z,8(x/1)) = w&(x/t) — tw (§(x/t)) = to(z/t).
Poza tym
Vid(a,€) = —tV2w(€) = —tVeu(€).
Metoda fazy stacjonarnej prowadzi do

d d
2 2

Yi(z) ~ (2mh)”
_d _1 it _ ~
<t~ det [Veo(e(o/0) exp (3ataft)) o (&(a/).

(27h) % exp (i%indvgv(g(x/t))

z ktorego wynika wzor (3.78).

3.14 Roéwnanie Kleina-Gordona/falowe

Ponizsze rownanie dla m # 0 nazywa sie rownaniem Kleina-Gordona a dla m = 0 réwnaniem

falowym:
Fp(t,x) = (A = m?)y(t, z). (3.79)

Twierdzenie 3.7 Znajgc ¥(t,-) i Oup(t,-) dla t = 0 mozemy olrzymaé rozwigzanie réwnania
(3.79) w dowolnej chwili ze wzoru

¥(t) = —0:G(t)¥(0) + G(£)0rp(0),
gdzie funkcja Greena G(t) jest zadana przez
Gt) = —%(—A +m?2) 2tV Am?
+%(—A n m2)f%e7it\/T+mQ'
Dowéd. (3.79) mozna przepisa¢ w formie
(i@t . \/TW) (i@t n \/TW) b= 0.

Dzielimy 1 na czesé o dodatniej i ujemnej czestotliwosci: 1 = ¥4 + 19—, gdzie

(i@t +vV-A+ m2> by = 0.
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Mamy

Dlatego

Stosujac

dostajemy

¥(t)

ei\/ —A+m?2 ¢+ (O) + efi\/ —A+m? 1/}7 (0)

1 . .
5 (elt\/ —A+m?2 + e*lt\/ —A+m?2 )w(o)

+% (_(A_{_mZ)f%eit\/TerQ_i_(_A_{_mZ)f%efit\/TW) aﬂ/}(o)
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