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1 Przestrzenie Hilberta

1.1 Przestrzenie Hilberta

Pamietamy, ze w przestrzeni wektorowej V wyposazonej w iloczyn skalarny v, w +— (v|w) definiuje
sie norme |[|v|| := (v|v)% Mowimy, ze V jest przestrzenia Hilberta, jesli V z metryka d(v, w) :=
||lv — w|| jest zupelna.

Przyktad. Rozwazmy funkcje dodatnia mierzalng [a,b] 5  — p(z). (a moze by¢ rowne —oo a
b moze by¢ réwne +00). Definiujemy przestrzen L?([a, b], p) jako przestrzen funkcji mierzalnych

f:la,b) = C

takich, ze
b
/ (@) Po(z)dz < oo

Jest to przestrzen Hilberta, jesli wyposazymy ja w iloczyn skalarny

bi
(f19)i= [ T@la@hp(w)ds, f.g € L2(la.b)p)
Przyktad. Niech f,(z) =n%e ™ i1l < a < 3. Wtedy sup f, — oo i ||f]2 — 0.

1.2 Bazy ortogonalne

Niech V bedzie przestrzenig Hilberta. Jesli W C V), definiujemy dopelnienie ortogonalne zbioru
W
Wh={veV : (wp)=0, we W}

Zauwazmy, ze W jest zawsze domknieta podprzestrzenia w V.
Niech {f1, f2, -} C L*([a,b], p). Méwimy, ze jest to uktad ortogonalny, gdy

(fn|fm) =0, n 7£ m.

Jedli w dodatku (f,|fn) = 1, to moéwimy, ze jest to uktad ortonormalny.

Mowimy, ze {f1, fa, ...} jest baza ortogonalna w V), gdy jest to ukltad ortogonalny sktadajacy
sie z niezerowych wektorow i taki, ze {f1, fo,...}+ = {0}.

Moéwimy, ze { f1, fa, . - .} jest baza ortonormalng w L?([a, b], p), gdy jest to uktad ortonormalny
i{fi, f2r.. .} = {0}.

Oczywiscie, jesli { f1, fo, - -} jest baza ortogonalna, to mozna zrobi¢ z niej baze ortonormalna
zastepujac f, przez ”ﬁ—:”



Twierdzenie 1.1 Niech (f1, f2,...) bedzie bazg ortonormalng w przestrzeni Hilberta V.

(1) Niech (c1,ca,...) bedzie ciggiem zespolonym takim, Ze
oo
D el < oo (1.1)
j=1

Potszmy
hn = chfj- (12)
j=1

Wtedy istnieje h € V taki, Ze ||h — hy|| — 0.
(2) Niech h € V. Niech c;j := (fj|h). Wtedy (1.1) jest prawdziwe i jesli zdefiniujemy hy, jak w
(1.2), to ||h — hy|| — 0.
Dowéd. (1) Dla n > m mamy

n

= bl = lesl. (1.3)

Jj=m+1

Z (1.1) widzimy, ze (1.3) dazy do zera, gdy n,m — oo. Czyli ciag h,, jest ciagiem Cauchy’ego.
Wiemy, ze przestrzenn V jest zupelna. Wiec h,, posiada granice.
(2) Najpierw sprawdzamy, ze
n
>l < nl*.
j=1

Stad
Do lelP < Il
j=1

Zatem(1.1) jest spetnione. Na mocy (1) istnieje granica h := limy_o hn. Sprawdzamy, ze

(h—h|f;))=0,7=1,2,.... Zatem h — h = 0. O
Bedziemy pisac

Z ijj =h
j=1

gdzie h jest zdefiniowany tak, jak w powyzszym twierdzeniu.
Przykilad 1. W L%([-m, 7)), e, = € n € Z, jest baza ortogonalng i (e,le,) = 2m. Jesli
f € L?([—=, 7)), dostajemy

— lim — ij ing — 0,
l7]<n
gdzie
fo= [ f(9)e"de



sa wspotczynnikami Fouriera funkcji f.

Przyklad 2. Inna pokrewna baze ortogonalng w L2([—m,7]) stanowia f;I := cosne, f, =
sinng, n=1,2,..., (fi|fi) =m, fo:=1, (folfo) = 2.

Przyklad 3. W L2([0,7]) mamy bazg ortogonalna c, := cosng, n = 1,2,..., (c4|cp) =
co = 1, (eoleg) = .

Przyktad 4. W L?([0, 7]) mamy baze ortogonalng s, :=sinng, n =1,2,..., (sp]s,) = 5.
Przyktad 4. Jedne funkcje lepiej jest rozwija¢ w szereg kosinuséw a inne w szereg sinusow:

s
29

1260

1 i 2
= — —5
T om + 1 2mth
m=0
o0

. 1 1 1
g = 2D (51 g 1)
m=1
= S1.

1.3 Szeregi Fouriera

Przyklad 1. h(¢) := (a —e'?)7! a > 1. Wtedy

Bo— 2™, n=0,1,...;
"0, n=-1,-2,....

Przyklad 2. h(¢) := (e —a)™!, a < 1. Wtedy

;Zn:{o, n=0,1,2,...;

2ma "l n=—-1,-2,....

Przyklad 3. h(¢) := ¢. Wtedy

. i2r(—1)"
ho_ [ S o
0. n = 0.

Aby to otrzymaé¢ mozna zauwazy¢, ze h(¢) = —ilog(l + €'?) +ilog(1 + e™%).
Jedli zsumujemy

h;ein®
by (9) = D> =5 —

l7]<n

To zaobserwujemy w otoczeniu ¢ = £7 tzw. zjawisko Gibbsa: funkcja h,) “przestrzeliwuje”
wartoé¢ funkeji h. Mamy bowiem

h(n)(—ﬂ' + 6) =-2 Z S e .
7j=1

J



W otoczeniu nieciaglosci funkcji h obserwujemy “zafalowanie” funkcji h,), ktore w miarg wzrostu
n zweza sie, ale nie zmniejsza swej wysokosci zachowujac swoja wysokoéé¢. To zafalowanie ma w
granicy scigle okreglony ksztalt (z dokladnosciag do zwezania), mamy bowiem

. c ¢sinx
nlggo ) (—7r + ﬁ) N _2/0 x de.

Jest to zjawisko wystepujace zawsze, kiedy mamy do czynienia z szeregiem Fouriera dla
nieciggtej funkcji. Prowadzi ono do tego, ze dla funkcji nieciagtej o skoku am w sumie czesciowej
szeregu Fouriera bedzie skok 2ac, gdzie ¢ = fo7r =Edxr > § jest tzw. stalyg Wilbrahama-Gibbsa.

xT

1.4 Falki Haara

Rozwazmy przestrzeri L2(R). Zdefiniujmy

ok/2 97 kp < g < 27 Fp 427k

V() = —2k/2 9k 4 27kl < g < 27F(n 4 1),
0, g 27Fn, 27 F(n + 1)
ben) = 2k/2 97kn <2 <27k (n+ 1),
ki 10, zg2Fn27Fm+ 1)

Wprowadzmy operatory unitarne translacji i skalowania

Uf)(x) = flz—1),
(Wef)(@) = s 7f(s 'a).

Zauwazmy, ze mozemy napisac

¢k,n = WQ—AzUnI/J[)(), djk,n(«r) = 2k/2¢00(2kx _ 77,),
Grm = WorUndoo, rm(r) = 224P00(2"x — n).

Crasami nazywa sie ¥gg “falka matka” a ¢gg “falka ojcem”.
Twierdzenie 1.2 (1) Niech m € Z. Witedy

(Span{vp, : k>m, n € Z}) = (Span{pp, : k>m, nc Z}) (1.4)
(2) Nich (1.4) nazywa si¢ Vy,. Wtedy Vy, stanowiq zstepujgcy ciag podprzestrzeni

e CVICTYVoC V1 T

(3) Ymn, n € Z stanowig baze ortonormalng w Vp, © Vg1 (w dopetnieniu ortogonalnym do
Vin+1 wewngtrz Vp, ).

(4) Y. stanowiq baze ortonormalng L*(R).



1.5 Rzuty ortogonalne

Moéwimy, Ze operator P jest rzutem ortogonalnym, gdy P? = P i KerP = RanP+. Moéwimy
wtedy, ze jest to rzut ortogonalny na RanP.
Jedli v jest niezerowym wektorem, to rzut ortogonalny na Cv jest réwny

v(vjw)
(v|v)
[v) (v]

W literaturze fizycznej operator ten czesto jest zapisywany jako wlo) -
Jesli vy, ..., v, jest baza ortogonalna podprzestrzeni Vy, to rzut ortogonalny na Vy jest rowny

UV, U
PV() Z ‘ ] J ’
(vjlvg)

Przyklad. W przestrzeni L?([—m,]) rzut ortogonalny P, na podprzestrzeii rozpieta przez e/¢
z |j| < n jest rowny

P,w =

P <¢ 1/}) sin (2n+1%(¢—1/1)
S QWSin((b;;/})
Przyktad. W przestrzeni L?([0,7]) rzut na przestrzen rozpieta przez sinj¢, j = 1,...,n ma

jadro catkowe
sin (2n+1)(¢+¢) sin (2n+1;(¢—w)

Pn(éf?ﬂ/f) = ¢+¢ - H— w

27 sin 27 sin

1.6 Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Niech (g1, g2, - . .) bedzie ciggiem wektoréw liniowo niezaleznym. Niech V,, bedzie podprzestrzenia
rozpieta przez g, ..., gn. Wtedy V, jest przestrzniag wymiaruniVy C Vo C ---.
Definiujemy indukcyjnie

Z f] |l‘;j|||92n = (1 - Pnfl)gna

gdzie P, jest rzutem ortogonalnym na V,. (fi, fo,...) jest uktadem ortogonalnym. (f1,..., fn)
jest baza ortogonalng V,,.

2 Operatory

2.1 Operatory ograniczone

Niech A bedzie operatorem liniowym z przestrzeni Hilberta ¥V w W. Moéwimy, ze A jest opera-
torem ograniczonym, gdy

sup{[|Av[| : v eV, [lof| <1} = [|A]

jest skoriczone. Zbior operatoréw ograniczonych z V w W oznaczamy przez B(V,W). Jedli
VY =W, to piszemy B(V).



2.2 Jadro caltkowe

Rozwazmy przestrzeri L?([a, b], p). Czesto mozna opisa¢ operator A poprzez funkcje [a, b] x [a, b] >
(z,y) = A(z,y):

b
Af(x) = / Alz,y)f(@)o(y)dy.

Na przyktad, jesli vy,...,v, jest baza ortonormalna podprzestreni Vy, to Py,, czyli rzut ortogo-
nalny na V, ma jadro catkowe

Py, (2,y) = Y vi(@)v;(y)-

=1

Mozna pokazaé, ze jesli f; |A(z,y)|?p(z)dzp(y)dy < oo, to A jest operatorem ograniczonym.

2.3 Operatory sprzezone
Niech A € B(V,W). Wtedy wzor
(w|Av) = (A*wlv), veV, weW

definiuje operator A* (hermitowsko) sprzezony do A. Mamy A* € B(W,V). Jesli A ma jadro
catkowe A(x,vy), to A* ma jadro catkowe A(y,x).
Moéwimy, ze A jest samosprzezony, gdy

A= A"
Moéwimy, ze A jest unitarny, gdy
AAT = AA = 1.
A jest normalny, gdy
AAT = AT A.

2.4 Widmo punktowe

Niech A bedzie operatorem liniowym na przestrzeni liniowej V. Przypomnijmy, ze méwimy, iz
A € C jest wartoscig wtlasng operatora A jesli istnieje niezerowy wektor v € V taki, ze Av = .
Zbior wartosci wlasnych nazywamy spektrum (widmem) punktowym operatora A. Oznaczamy
je przez sp,(A).

2.5 Widmo

Zatozmy dodatkowo, ze V jest przestrzenia Hilberta. Moéwimy, ze ograniczony operator B jest
odwracalny, gdy B jest bijekcja i B~! jest ograniczone.

Mowimy, ze A € C nalezy do spektrum (widma) operatora A, gdy A — A jest odwracalne.
Spektrum operatora A oznaczamy przez sp(A).

Jedli z € C nie nalezy do spA, to istnieje rezolwenta operatora A

(z— AL,

Zachodzi nastepujace tatwe twierdzenie:



Twierdzenie 2.1 Spekirum punktowe operatora A jest podzbiorem jego spektrum, czylisp,(A) C
sp(A).

2.6 Widmo w skoiiczonym wymiarze

Niech V bedzie skoficzenie wymiarowe. Wtedy istnieja wygodne kryteria na odwracalnosé ope-
ratoréow liniowych:

Twierdzenie 2.2 Niech B bedzie operatorem na V. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) B jest odwracalny.
(2) KerB jest rozne od {0}.
(3) det B#0
Dlatego tez w skoniczonym wymiarze widmo mozna zdefiniowaé na kilka sposobéw:
Twierdzenie 2.3 Niech A bedzie operatorem na V i A € C. Nastepujgce warunki sq rowno-
wazne:
(1) A jest wartoscig wtasng operatora A.
(2) A — A jest nieodwracalny.
(3) det(A—A) =0.

W nieskonczonym wymiarze, warunek pierwszy implikuje warunek drugi, ale trzeci na ogét
nie ma sensu.

2.7 Twierdzenie spektralne w skonczonym wymiarze
Na algebrze poznalismy tzw. Twierdzenie Spektralne:

Twierdzenie 2.4 Niech A bedzie operatorem normalnym na skoniczenie wymiarowej przestrzeni
Hilberta. Wtedy istnieje baza ortonormalna ztozona z wektoréw wtasnych operatora A.

A jest samosprzezony wtedy 1 tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci wtasne sq rzeczywiste.

A jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci wtasne majg modut 1

Przyktad. Niech e;, j = 1,...,n, bedzie bazg kanoniczng w C". Zdefiniujmy operator U
wzorem
Uej:=¢ejr1, j=1,...,n—1, Ue, = eo.

ik2m

Wtedy U jest operatorem unitarnym, wartosciami wlasnymi sg e » , odpowiadaja im unormo-
wane wektory wilasne

ijk2m

1 n
wk:—g e n e;].
\/ﬁ‘l J

j:

Przyktad. Niech vo = Zg’zl v;0;, gdzie vi,vo,v3 € R i 0; sg macierzami Pauliego na C2.
Wtedy vo jest samosprzezony. Jest unitarny gdy vf + v3 + v3 = 1. Wartosci wlasne wynosza
+/v? + 03 + v% a wektory wlasne

wy =1+ vie; _I_\l;zlj_i?;?)e?? w_ =+1—vie; + Me
1



2.8 Widmo ciagte

W nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta istnieje uogolnienie Twierdzenia Spektralnego,
ale duzo trudniejsze. Ponizej oméwimy pierwsza dodatkowa trudnosé, ktora pojawia sie w nie-
skoriczonym wymiarze.

Wektory wlasne odnoszace sie do réznych wartoéci wlasnych sg ortogonalne. Moze jednak
nie istnie¢ baza ortonormalna ztozona z wektoréw wlasnych. Wynika to z pojawienia sie tzw.
widma ciaglego.

Przyktad. Na L%(]0,1]) definiujemy (Af)(z) = xf(x). Operator ten jest samosprzezony ale nie
ma wektoréow wtasnych.

Przyktad. Na L%(Z), niech e; oznacza baze kanoniczna. Definiujemy operator U wzorem
Ue, := en4+1. Jest on unitarny, ale nie ma wektoréw wlasnych.

2.9 Operatory nieograniczone

Jednym z ktopotliwych aspektéw teorii operatoréw w nieskoriczenie wymiarowych przestrzeniach
Hilberta jest to, ze wiele waznych dla fizyki operatoréw jest nieograniczonych. Wigze sie to z
dodatkowym klopotem: takich operatoréw w praktyce nie mozna zdefiniowaé¢ na catej prze-
strzeni Hilberta, tylko na pewnej podprzestrzeni liniowej gestej. Podprzestrzen ta jest nazywana
dziedzing danego operatora. Dziedzina operatora A bedzie oznaczana przez DomA.

Problemu tego nie ma dla skoriczenie wymiarowych przestrzeni, gdzie wszystkie operatory sa
ograniczone.
Przyktad. Na L?(R) probujemy zdefiniowaé operator (Af)(x) = zf(z). Wektor (z+i)~! nalezy
do L?(R) ale z(z+1i) ! nie nalezy do L?(R). Dlatego, (z+1i)~! nie nalezy do dziedziny operatora
A.
Przyklad. Na L?(R) probujemy zdefiniowaé operator pf(z) = 19, f(z). Wektor (x)e® nalez
do gQ(R) ale @83;2(:12)5_37 nJie n};leZy do LQ(RI)). (H(xl;{)(zrl)aczat fiﬁée}@ Heaviside(’a)). Dlategz

1

(x)e~! nie nalezy do dziedziny operatora p.

Dla operatoréw nieograniczonych spektrum i spektrum punktowe definiuje sie podobnie jak
dla operatoréw ograniczonych.

2.9.1 Hermitowsko$é nie wystarczy do samosprzezonosci

Dla operatoréw nieograniczonych istnieje kilka roznych uogoélnien pojecia samosprzezonosci (her-
mitowskosci).

Rozwazmy przestrzen Hilberta V. Niech A bedzie operatorem z dziedzing DomA. (DomA
jest gesta podprzestrzenia w V, obraz A lezy tez w V). Mowimy, ze A jest hermitowski (albo
symetryczny), gdy

(w|Av) = (Aw|v), v,w € DomA.

Jest to warunek, ktéry w praktyce dosé tatwo jest sprawdzié. Niestety, z teoretycznego punktu
widzenia, duzo ciekawsze jest pojecie operatora samosprzezonego i istotnie samosprzezonego.
Kazdy operator samosprzezony jest istotnie samosprzezony, kazdy operator istotnie samosprze-
zony jest hermitowski, ale nie na odwrot. Nie bedziemy w tym kursie omawiaé¢ pojecia (istotnej)
samosprzezonosci dla operatoréw nieograniczonych.

Sama hermitowskodé¢ wystarcza jednak do udowodnienia nastepujacych wtasnosci:

10



Twierdzenie 2.5 Niech A bedzie operatorem hermitowskim z dziedzing DomA.
(1) Jesliv € DomA jest jego wektorem wtasnym z wartoscig wtasng X\, czyli Av = v, to A € R.

(2) Jesli A1 # Ao sq wartosciami wtasnymi z vectorami wtasnymi vy i va, to vy jest ortogonalne
do vs.

Dowéd. Dowdd jest identyczny jak w przypadku skoriczenie wymiarowym. By dowiesé (1)
liczymy _
Av|v) = (v|Av) = (Av|v) = A(v|v).

Nastepnie dzielimy przez (v|v) # 0.
Dowdd (2):

()\1 — )\2)(U1|U2) = (Avl\vg) — (Ul‘A’U2> = (U1|A’U2) — (U1|A’Ug) = 0.

3 Operatory rézniczkowe

Szczegolnie wazna klasg operatoréw sg operatory rézniczkowe. Nestety, sg one nieograniczone, a
w dodatku trudnos$é¢ definiowania ich jako operatoréow samosprzezonych wystepuje w nich wyjat-
kowo wyraznie. Wiaze sie to z tzw. problemem warunkéw brzegowych. Oméwmy najpierw ten
problem na prostych przyktadach.

3.1 Operator pedu na odcinku

Rozwazmy operator pf(z) = 10, f(x) okreslony na dziedzinie f € C°°([—m, ) traktowanej

jako podprzestrzen przestrzeni Hilberta L?([—m,7]. Chcemy znalezé jego wektory wiasne, czyli
rozwiazujemy réwnanie

0. =M, e () (3:5)

Oczywiscie, rozwiazaniem tego réwnania jest f(x) = ce*® dla dowolnego A € C. Oznacza to,
ze mamy bardzo duzo rozwiazarn, co §wiadczy o tym, ze to rownanie (i operator p) nie jest zbyt
pozyteczny w zastosowaniach.

Zmodyfikujmy ten problem przez zmniejszenie dziedziny. Ograniczmy sie do f € C*°([—m, 7])
dla ktérych spetnione sg warunki brzegowe

f(m) = 2™ f(—).

Operator %&C z taka dziedzing bedziemy oznaczaé przez p, (3.5) ma wtedy rozwigzania A = n+x,
gdzie n € Z i funkcje wlasne e,(z) = e"™*  Funkcje wlasne tworza baze ortgonalna w

L3([—m,7]). Ma spektrum spp,, = sppp = {n+kK : n e
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Operator p, jest hermitowski (a nawet istotnie samosprzezony). Jest to uzyteczny i wazny
operator w zastosowaniach. Warunek hermitowskosci tatwo sprawdzié¢ catkujac przez czesci:

(florg) = ]755%6&g(x)dw

m
—T

/71 1 /—— —_—
= [ (@) iz +  (Fmatr) ~ F=mia(-)) = (o)
gdzie wyrazy brzegowe znikajg na mocy warunkéw brzegowych.

Policzmy rezolwente operatora py, czyli R, (2) = (2 — py). Niech (z — py)g = f czyli

(=~ 10)9(0) = f(@). (3.
Roéwnanie jednorodne
(=~ 10)g(x) =0, (37)
rozwiazanie g(r) = ¢'**. Uzmienniamy staty ktadac g(x) = c(x)e'**. Dostajemy
i/ (z)e"*" = f(z)
Stad

o) = e(-m-i | ")y

= c¢(m) —l—i/7T eizyf(y)|dy.

g nalezy do dziedziny pj, zatem warunek brzegowy g(m) = e?™g(—7), o daje

e(m) = 22 ().

Stad
[y = (o) = ol)
= c(—m)(1 - e =2,
Cryli ' ]
o(=m) = 1= ei217r(nfz) /_ W e f(y).
Zatemn
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Jadro catkowe operatora R (z) = (z — px) (zwane czasem funkcja Greena) jest zatem réwne
i

1 — e—i2m(k—2) eiZ(x_y)e(x o y)

Ri(2)(x,y)

1 — ei2m(k—2) eiZ(miy)e(y o .T)

+

Dla z € Z + K, rezolwenta R,(z) nie jest zdefiniowana, dla pozostalych z jest ograniczonym
operatorem.

3.2 Laplasjan na odcinku

Rozwazmy prestrzen L2([0,7]). Niech Dpin bedzie zbiorem funkcji f € C°°([0, ), ktore sa
réwne zero w otoczeniu 0 i 7. Jest to gesta podprzestrzen w L2([0, 7]).
Definiujemy operator na Dy, wzorem

Hminf = —éﬁf(a:), f € Dmin.

Zauwazmy, ze nie ma on wcale wektoréw wlasnych. Speinia on natomiast warunek hermitow-
skosci, ktory dowodzimy catkujac przez czedci:

(ol Hoinf) = — /0 " 9(2)2f (x)dx
S /OW(Oig(x))f(l‘)d%:(Hmmglf)- (3.8)

Dziedzina operatora Hp, jest za mala, by byl on ciekawy.
Zastapmy teraz Dpin przez Dpax — wszystkie funkcje gtadkie na [0, 7]. Operator Hyax jest
zdefinowany tym samym wzorem co Hpyiy, tylko na wiekszej dziedzinie.

Huax f := —02f(x), [ € Dmax-
Wtedy wszystkie liczby zespolone sa wartosciami wtasnymi, bo f,(z) =e
Hmaxfw = W2fw- (39)

Wektory wlasne odnosczace sie do réznych wartosci wlasnych nie sa wzajemnie ortogonalne.
Operator Hpax nie spelnia warunku hermitowskosci, bo przy catkowaniu przez czesci pojawiaja

W gpekia

sie wyrazy brzegowe:

(gl Hof) = — /Oﬂgmazf(x)dx (3.10)
= G(0)0,£(0) — g(m)de f(x) + /0 " (0,9(2))0 f (x)dz

— 9(0)0.£(0) - 7)) - (O:gONF(O) + (Ougm) () ~ [ (@Egle))(a)do
= 9(0)0:f(0) — g(m)0x f(m) — (029(0)) f(0) + (9:g(m)) f () + (Hmaxgl f)-
Czyli dziedzina Hpax jest za duza, by byt ciekawy.

13



3.3 Laplasjan na odcinku z warunkami brzegowymi Dirichleta

Niech Hp bedzie réwny —0? na funkcjach gladkich spehiajacych f(0) = f(r) = 0. Wtedy
operator Hp definiuje operator samosprzezony zwany Laplasjanem z warunkami brzegowymi
Dirichleta i z jego wektoréw wlasnych mozna utworzyé baze ortonormalna:

2
Sn(x) = \/;sinam, Hpsy, =n’sy,, n=1,2,.... (3.11)

Zatem
spHp = sp,Hp = {(n? i n=12,..}

Mozma policzy¢ jego rezolwente Rp(w?) = (w? — Hp)~!. Niech
(0% + w?)g(z) = f(z), 9(0) = g(m)=0.

Stosujemy metode uzmienniania statej: ¢4 (7) = c_(0) =0,

g(x) = cq(z)sinwz +c_(z)sinw(z — ),
d(x) = ci(r)weoswz + c_(z)wcosw(z — ).
Stad
d, (z)sinwz + ¢_(z)sinw(z —m) = 0,
d (z)wcoswz + _(z)weosw(z —m) = f(x);

sinw(x — )

—d(z) = f(2)

w sin wm
¢ (z) = sinwz
- wsinwm’
sinw(y
cy(x) = dy,
@) = [ D gy
o (2) = / sinwy y)dy:
wsmww

. Tsinw(y — 7
g(x) = sinwz #f(y)dy
. wsinwm

. T sinw
+sinw(z — 77)/ — Y f(y)dy.
0 wsinwm

Zatem jadro catkowe rezolwenty Rp(w) (funkcja Greena dla problemu Dirichleta) jest rowne

Ro(?)(x.y) = sinwz sinw(y — m)0(z — y)

w sin wm
sinw(z — 7) sinwyb(y — x)

w sin wm
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3.4 Laplasjan na odcinku z warunkami brzegowymi Neumanna

Niech Hy bedzie rowny —02? na funkcjach gtadkich spetniajacych f/(0) = f'(z) = 0. Wtedy
operator Hyn definiuje operator samosprzezony zwany Laplasjanem z warunkami brzegowymi
Neumanna i z jego wektoréow wiasnych mozna utworzy¢ baze ortonormalng:

1 2
co = 7 cn(z) = \/;cosxn, Hyen =Efn, n=1,2,.... (3.12)

Zatem
spHx =sp,Hn = {n® : n=0,1,2,...}.

Mozna policzy¢ jego rezolwente Ry (w?) = (w? — Hx)™!. Niech
(0% +w?)g(z) = f(z), ¢'(0)=4d'(m)=0.

Stosujemy metode uzmienniania statej: cy(m) = c_(0) =0,

g(z) = cy(z)coswz+ c_(z)cosw(z — ),
d(x) = —ci(p)wsinwr —c_(v)wsinw(z — ).
Stad
di(z) coswz + ¢_(z)cosw(z —m) = 0,
—d\ (z)wsinwz — _(z)wsinw(z —7) = f(z);

cosw(x — )

—di(z) = f(x) —non

d(z) = coswT

- wsinwm’
ci(x) = / oSy =) £dy
* ., wsinwm ’

T coswy
_ = —_— dy;
c(z) /O o) Wy

Tcosw(y — 7
gola) = coswr [ cosely =) p)ay
. wsinwr

x
+sinw(z — 77)/
0

LY f(y)dy.

w sin wm
Zatem jadro catkowe rezolwenty Ry(w) (funkcja Greena dla problemu Neumanna) jest réwne

Rp(?)(z.y) = coswz cosw(y — m)0(z — y)

w sin wm
cosw(z — ) coswyb(y — x)

w sin wm
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3.5 Laplasjan na odcinku z periodycznymi warunkami brzegowymi

Niech Hper bedzie téwny —02 na funkcjach gtadkich spetniajacych f(0) = f(7), f'(0) = f'(m).
Wtedy operator Hper definiuje operator samosprzezony zwany Laplasjanem z periodycznymi
warunkami brzegowymi i z jego wektoréw wlasnych mozna utworzy¢ baze ortonormalna:

1

en(x) = Team, Hperen = 4n’e,, n=0,+1,+2,.... (3.13)
™
Zatem
spHper = sppHper = {4n* : n=0,1,2,...},
przy czym wartosci wtasne odpowiadajace n = 1,2, ... sg dwukrotnie zdegenerowane.

3.6 Laplasjan na odcinku z antyperiodycznymi warunkami brzegowymi

Niech H,y bedzie réwny —92 na funkcjach gtadkich spelniajacych f(0) = —f(x), f/(0) = —f'(n).
Wtedy operator Hay definiuje operator samosprzezony zwany Laplasjanem z antyperiodycznymi
warunkami brzegowymi i z jego wektoréw wlasnych mozna utworzyé¢ baze ortonormalna:

1 .
761(2n+1)$7 Hantfn = (2n + 1)2fn7 n = 07 :l:17 :I:27 cet (314)

Zatem
SPHant = sppHant = {(2n +1)* : n=0,1,2,...},

i wszystkie wartosci wiasne sa dwukrotnie zdegenerowane.

3.7 Operatory rézniczkowe drugiego rzedu w jednym wymiarze
W fizyce szczeg6lng role odgrywaja operatory drugiego rzedu
C:=0(2)0? + 7(2)0,. (3.15)
Czesto wygodnie jest zapisa¢ taki operator w innej formie. Niech p(z) spelnia
o(z)p(z) = (r(x) - o'(x))p(). (3.16)

Wtedy mamy
C = p(x) 1 0up(x)or () (3.17)

Twierdzenie 3.1 Niech
D={feC™(a,b]) : f=0 w oloczeniu a,b}.

Zaktadamy, ze C jest operatorem zdefiniowanym na D wzorem (3.8), p > 0, o jest rzeczywiste.
Rozwazmy przestrzen Hilberta L*([a,b], p). Wtedy C jest hermitowski.

Niestety, powyzsza dziedzina jest z reguly za mata aby dostaé¢ operator posiadajacy wektory
wlasne.
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3.8 Warunki brzegowe dla problemu Sturma-Liouville’a
Rozwazmy teraz operator zadany tym samym wzorem rézniczkowym ale na wickszej dziedzinie.

Przy odpowiednich zalozeniach nadal dostaniemy operator hermitowski:

Twierdzenie 3.2 Niech o,p bedg rzeczywistymi rézniczkowalnymi funkcjami na |a,b]. Niech
p>01
o(a)p(a) = o(b)p(b) = 0.

Wtedy C jest hermitowski na dziedzinie C*([a,b]) w sensie przestrzeni L*([a,b], p)

Dowod.
b
lef) = / p()5(2)p(x) " Buo (2)p(x) D f ()
b
- / §(2)0,0(2)p(2) 00 f ()
a b b
~ Y@@ @]~ [ @)oo s @)
b —_
— F@pla)o@ @), + [ @uple)o()0gt) @) da
b
- / (@) (P (@) 10,0 (@) (@) B9 (@) f ()dz = (Cg ).
O

Analogicznie dowodzimy nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3.3 Niech o, p bedg rzeczywistymi rézniczkowalnyms funkcjami na [—oo, 0o|. Niech
p>071
lim o(z)p(z)|z|" = lim o(x)p(x)|z|™ = 0.

ZT——00 T—+00

Wtedy C jest hermitowski na dziedzinie bedgcej przestrzenig wielomiondw w sensie przestrzeni
Hilberta L?([—o0,q], p).

Oczywiscie, podobne twierdzenia zachodza dla odcinkow | — oo, b] i [a, oo.
Szukanie warto$ci wlasnych operatora C bywa nazywane problemem Sturma-Liouville’a.

4 Wielomiany ortogonalne

4.1 Wielomiany ortogonalne

Niech p > 0 jest ustalona waga na odcinku [a, b]. Zal6zmy, ze

b
/\x!”p(a:)dx<oo, n=0,1,....
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Wtedy jednomiany 1,z,22%, ... tworza uktad liniowo niezalezny w L?([a,b], p). Stosujac do nich
procedure Grama-Schmidta dostajemy wielomiany ortogonalne Py, Pp, Ps, . ... gdzie degP, = n.
Istnieje proste kryterium pozwalajace sprawdzié¢, kiedy jest to baza ortogonalna.

Twierdzenie 4.1 Zatdzmy, zZe dla pewnego € > 0

b
/ e®lp(z)dz < 0.

a

Wtedy wielomiany sq geste w L%([a,b],p). Dlatego tez, wielomiany Py, Py,... stanowig baze
ortogonalng w L*([a, b], p).

Dowéd. Niech h € L%([a, b], p). Wtedy dla [Imz| < &

/ab|/>(x)h(a:)ei“!dx < (/ab p(x)e”'dx)é (/ab p(x)h(m)]%x)é < o

Zatem dla Imz| < § mozemy zdefiniowac

b
F(z) ::/ p(x)e T h(x)d.

A wigc F' jest analityczna na pasku {z € C : |Imz| < §}. Niech (2"|h) =0, n =0,1,....
Wtedy
d» b
= = ()" [ a"pla)h(e)ds = ()" (" |k) = 0.

Ale funkcja analityczna, ktora znika wraz ze wszystkimi pochodnymi w jednym punkcie, znika na
calej dziedzinie (jesli ta dziedzina jest spojna). Zatem F' = 0 na calej dziedzinie, w szczegdlnosci
na prostej rzeczywistej. Czyli h = 0. Z odwrotnej transformaty Fouriera wynika, ze h = 0.

Czyli nie istnieje niezerowy wektor ortogonalny do wielomianéw. Zatem wielomiany sg geste
w L2([a,b], p). O

4.2 Wzobr Christoffela-Darboux

Niech py,(x) = %Ej‘) bedzie baza ortonormalna powstala z bazy ortogonalnej Py, Ps, . . ..
Elementy macierzowe operatora x oznaczamy przez

b
Bim = (pjlzpm) = / p(x)zp;(x)pm (z)de.

a
Twierdzenie 4.2
ﬂjm = ﬁmja
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Niech kj bedzie wspotczynnikiem p; przy potedze @), Wiedy
k.
Biger = 2,
7 kjv1
bo xp; ma najwyzszy wyraz k:]mj‘H. Dostajemy wzor rekurencyjny

IPn = /Bn,n—lpn—l + Bn,npn + ﬂn.n—i—lpn—‘rl-

Twierdzenie 4.3 (Wzor Christoffela-Darboux) Jadro catkowe rzutu na przestrzen wielo-
mianow stopnia < n jest rowne

Po(z,y) = éopm)pk(y)

_ _kn Pn(@)Prt1(¥)=Pn+1(2)Pn (¥)
- kn+1 r—y ?

a na diagonali

Pali,2) = 1 (onl@phs () = s (@) ).

Dowéd. Niech Qp, bedze rzutem na pg. Ma on jadro catkowe
Qr(z,y) = pr(z)pr(y)-
[z, Q4] ma jadro calkowe
2Qr(z,y) — Qr(z,y)y = xpe(@)pe(y) — pe(@)p(y)y
= Brk—1(Pe—1(2)pk(y) — Pe(@)pr-1(y))
+Br+1,k (Pt (2)Pr () — Pr(@)Pi41(y))-

Zatem [z, P,] = > _ [z, Qk] ma jadro catkowe

.TPn(.I, y) - Pn(xv y)y = /Bn,n-l-l(pn-l—l(x)pn(y) - pn(x)pn—i-l(y))‘

4.3 Wielomiany Czebyszewa 1-go rodzaju

Rozwazamy przestrzen

L2([-1,1], (1 — 2?)"2).
Definiujemy
T,(cos¢) = cosnao, ¢ € [0, 7],
To(z) =3((z+iV1—2?)"+ (z —iV1—22)"), z€[-1,1]
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Twierdzenie 4.4 Wielomiany 1), sq bazg ortogonalng i
™
IToll ==, |Tul? = 70 n=12...

Spetniajg réwnanie

(1 = 2%)02 — 20, +n*)T,(x) = 0. (4.18)
Dowod. Zdefiniujmy
W L3([-1,-1],(1 — 2*)"2) — L*([0, n]),

Wtedy

T T 1
2 _ 29 2 .o —1 _ 201 _ .2\—1
Wl _/0 1 (cos )] d¢_/0 |f(cos 6)[2sin ¢dcos¢—/_1 F(2)2(1 — 22)~Eda,
czyli operator W jest unitarny. Poza tym
WT,(¢) = Ty(cos ¢) = cosng.

Mamy
(03 + n*) cosng = 0. (4.19)

Aby zobaczy¢ (4.18) liczymy:
OsW f(¢) = —sinf'(cos ¢),

W*0sW f(x) = —sin(arccos z) f'(z) = —(1 — a:Q)%Bxf(ac)

Zatem )
W*,W = —(1 — 2?)20,.
Stad
W*OLW = (W*9sW)? = (1 — 2*)92 — 20,
O

4.4 Wielomiany Czebyszewa 2-go rodzaju

Rozwazamy przestrzen
1
LQ([_L 1]7 (1 - 12)5)'

Definiujemy .
Un(COS ¢) = Slngﬁlz)l)d)’ ¢ c [0’71_]’
z4+ivV1—x2)rtl _(z—iv/1—g2)nt+!
Un(w) = +\/7>21¢1£x2 A s [-1,1].
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Twierdzenie 4.5 Wielomiany Un sq bazq ortogonalng i
1Ua? =3, n=0,1,2,....

Spetniajqg réwnanie
(1 — 2292 — 320, + n(n + 2))Uy(x) = 0. (4.20)

Dowod. Zdefinujmy
1
W L2([_17 1]7 (1 - 5[72)5) - L2([077T])7

W f(¢) := f(cos ¢) sin ¢.
Wtedy

™ s 1 1
WA = [ Ifeose)?sint odo = || (cos o)l sinécoso = [ 171 - 2%) b
0 0 -1
czyli operator W jest unitarny. Poza tym
WU, (¢) = Uy(cos ¢) sin ¢ = sin(n + 1)¢.

Mamy
(03 + (n+1)?))sin(n + 1)¢ = 0. (4.21)

Aby zobaczy¢ (4.20) liczymy
05W f(9) = —sin? 6 (cos 8) + cos 6 (cos &),

Zatem ) )
W*ouW = —(1 — 2%)20, + x(1 — 2?) 2.
Stad
W*EW = (W*9sW)* = (1 — 2*)02 — 320, — 1.
O

5 Klasyczne wielomiany ortogonalne

5.1 Wielomiany typu hipergeometrycznego

Szukamy operatoréw rézniczkowych drugiego rzedu, ktorych wektorami wlasnymi sa wielomiany
kazdego stopnia.

Twierdzenie 5.1 Niech
C .= a(z)az +7(2)0, + n(z) (5.22)

bedzie operatorem rozniczkowym takim, ze istniejqg wielomiany Py, Py, Py stopnia odpowiednio
0,1,2 spetniajgce
CP, = M\ P,.

Wtedy
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(1) o(z) jest wielomianem stopnia < 2,
(2) 7(z) jest wielomianem stopnia <1,

(3) n(z) jest wielomianem stopnia <0 (jest liczbg).

Dowod. CPy = n(z)FPy, wiec degn = 0.
CP, = 7(2)P{ + nPy, wiec degr < 1.
CPy = o(2)PY + 7(2)Py(2) + nP2, wiec dego < 2. O
Zatem wystarczy ograniczy¢ sie do operatoréw postaci

C(7) == 0(2)0% + 7(2)0., (5.23)

gdzie dego < 2 i degr < 1. Pokazemy, ze dla szerokiej klasy (5.23) dla kazdego n naturalnego
istnieje wielomian P,, bedacy wektorem wlasnym (5.23).

5.2 Uogblniony wzér Rodrigues’a

Niektore wlasnosci wielomianéw bedacych funkcjami wlasnymi operatora postaci opisanej w
Twierdzeniu 5.1 mozna wyprowadzi¢ w jednolity sposob nie rozbijajac rozumowania na przypadki
szczegolne. (Niniejszy rozdzial mozna pominaé, odpowiednie wzory beda pézniej wyprowadzone
dla przypadkow szczegolnych).

Ustalamy o, ale bedziemy jawnie zaznaczali zalezno$¢ od 7. Niech p bedzie funkcja spetnia-
jaca réwnanie

0(2)8:0(2) = (7(2) = &'(2)) p(2). (5.24)

Zauwazmy, ze p wyraza sie poprzez funkcje elementarne. Operator C mozna zapisaé jako

C(r) = p (2)0:0(2)p(2)0:

= 9.p N (2)0(2)0.p(2) — 7' 4+ 0" (5.25)
Zdefiniujmy
Pariz) = p (200" (2)p(2)
I n —n—1
= 5P (2) /[Oﬂ a"(z+t)p(z + 1)t dt. (5.26)
Twierdzenie 5.2 Mamy
(0(2)83 +7(2)0;) Pa(132) = (n7’ +n(n— 1)U2H)Pn(7'; z), (5.27)
(0(2)0: + 7(2) = 0'(2)) Pu(152) = (n+1)Pya(r —0';2), (5.28)
0Py (152) = <7'/ +(n— 1)02> Poi(1 +0'52), (5.29)
’)(Z:(tz")(z)) — S P(r - nd';2). (5.30)
n=0
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Dow6d. Wprowadzamy nastepujace “operatory kreacji i anihilacji”:

Af(r): = 0(2)0: +7(2) = p~ 1 (2)0:p(2)0(2),
A- = 0,.

Zauwazmy, ze
C(r) = AT(n)A”
= A AT (r-0o)— (7 -0").
Niech C(7 + o')F = AF. Wtedy
C(r)AT(n)F = AT (1)A~AT(r)F

= AN+ o)+ T

= (A+7)F.
Zatem jesli C(1 + no')Fy = Mo Fp, to

C(r) AT(r)--- At (r+ (n—-1)0")Fy

O_//

= (No+nt +n(n- 1)7)A+(7)---A+(T+(n— 1)o’) Fp.
Korzystajac z tego, ze

AT(r) =

“H2)0:p(2)0(2),
AT (T + ) !

p
p~ 1 (2)o M (2)0:p(2) 0% (2),

ANt +(n=1)0") = p ()0 " V.p(2)0"(2),
dostajemy
AT(r) - AT (r 4+ (n=1)0")Fy = p'0:p(2)0" (2)Fo(2).
Wezmy teraz Fy = 1, dla ktorego \g = 0. Dostajemy wtedy (5.27). O

5.3 Klasyczne wielomiany ortogonalne jako wektory wlasne operatora Sturma-
Liouville’a

Szukamy takich odcinkéw [a,b] C R i wag [a,b] 2 = — p(z), dla ktorych istnieja wielomiany
Py, P1, ... w spelniajace degP, = n,
/Pn(x)Pm(J:)p(x)dx = CnOn,m (5.31)

i bedace funkcjami wlasnymi operatora rézniczkowego drugiego rzedu C := o ()92 +7()0,, czyli
dla pewnych A\, € R
(0(2)02 + 7(2)0y + An) Po(x) = 0. (5.32)
(Dopuszczamy a = —oo lub b = 00).
Wiemy juz, ze nalezy w tym celu speli¢ nastepujace warunki:
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(1) o musi by¢ wielomianem stopnia co najwyzej 2 a 7 wielomianem stopnia co najwyzej 1.
(Patrz Twierdzenie 5.1).

(2) Waga p musi by¢ rozwiazaniem réwnania

o(x)p'(x) = (7(z) — o'(x))p(), (5.33)
by¢ dodatnia a o rzeczywiste. Wtedy bowiem operator C, ktéry mozna zapisaé jako
C = p(x) ™ up(x)o (2)0s,
jest hermitowski przynajmniej na funkcjach znikajacych w otoczeniu koncéw przedziatu

[a,b]. (Patrz Twierdzenie 3.1).

(3) Nalezy sprawdzi¢, czy operator jest hermitowski na przestrzeni wielomianow.

(i) W przypadku gdy koniec przedziatu, powiedzmy a, jest skoniczona liczba, jest to row-
noznaczne z warunkiem p(a)o(a) = 0. (Patrz Twierdzenie 3.2).

11) Jesli koniec przedzialu jest w nieskonczonosci, np. a = —oo, to trzeba spelnié
(i) P ] , Ip , D

lim |z|"o(z)p(z) =0

r——00
dla kazdego n.

Dodatkowo, P,, powinny naleze¢ do przestrzeni Hilberta L?([a,b], p), dla kazdego n, a wiec
musi zachodzié

b
/ p(x)|x|"dx < oo. (5.34)
a
Troche mocniejszy warunek

/b el p(z)dz < oo (5.35)

dla pewnego € > 0, wystarcza, aby dosta¢ baze ortogonalna. (Patrz Twierdzenie 4.1).
Znajdziemy wszystkie przestrzenie z waga L?([a, b], p) dla ktorych takie wielomiany ortogo-
nalne istnieja. Bedziemy upraszczaé nasze odpowiedzi do standardowych postaci

(1) dokonujac zamiany zmiennych z — ax + b dla a # 0;
(2) dzielac (zaréwno rownanie rozniczkowe, jak i wage) przez stata.

Otrzymamy w ten sposob wszystkie tak zwane klasyczne wielomiany ortogonalne.

5.4 Klasyczne wielomiany ortogonalne dla dego =0

Mozna przyja¢, ze o(z) = 1.
Jesli degm =0, to
C =0, + cdy.

Latwo odrzuci¢ ten przypadek.
Zatem degr = 1. Czyli
C = 85 + (ay + b)0y.
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Podstawmy x =4/ 5 (y + %) Dostajemy

C=0?+220,, a>0 (5.36)
C=0?-220,, a<0. (5.37)
Dostajemy p(z) = ote?,
o(x)p(z) = ete’ nigdy sie nie zeruje, zatem jedynym mozliwym przedzialem jest [—oo, 0o].
W przypadku a > 0, p(z) = e® co jest niemozliwe ze wzgledu na (3ii).
W przypadku a < 0, p(z) = e=* i dostajemy operator Hermite’a. Przedzial [—oo, 00| jest
dopuszczalny, a nawet spelia warunek (5.35). Dostajemy rownanie i wage dla wielomianow
Hermite’a, ktore zostana oméwione w nastepnym podrozdziale.

5.5 Wielomiany Hermite’a

Twierdzenie 5.3 Zdefiniujmy wielomiany Hermite’a

Hy(z) = (=1) 2 e’

n!

Spetniajg one réwnanie Hermite’a
(0% — 220, + 2n)H,(x) = 0.

oraz relacye

(=0y +22)Hy(x) = (n+1)Hpp1(x) (5.38)

0. Hy(x) = 2H,_1(z), (5.39)

it“Hn(:p) = eotet’, (5.40)
n=0

H,, jest wielomianem stopnia n i jest to (z dokladnoscig do czynnika) jedyny wektor wtasny
operatora 0% — 220, bedgcy wielomianem stopnia n.

Dowdd. Twierdzenie to wynika z Twierdzenia 5.2 dla

Ponizej podajemy dowdd bezposredni. Wprowadzmy “operatory kreacji i anihilacji”

AT = 0
At = —81+2x:—ex28xe_x2.
Spelniaja one relacje
[AT,A7] = 2. (5.41)
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_(Aaf)m

—z2

Mamy H, = “——. (1 oznacza tu wektor w L?(e™*" zadany przez funkcje réwna 1. Natomiast
w (5.41) 2 oznacza operator mnozenia przez liczbe 2.) Stad wynika
ATH, = (n+1)H,i1, (5.42)
A H, = 2H,_;. (5.43)

Aby dowiesé¢ (5.43) uzywamy (5.41).
Wreszcie (5.42), (5.43) pokazuja, ze

AYATH, = 2nH,. (5.44)

Ale
—02 4220, = AT A", (5.45)

a

Twierdzenie 5.4 H, stanowig baze ortogonalng w L?*(R, e*“2) z normalizacjq

N
nl

/ Hn(:c)Ze_dex =

Dowé6d. Zatézmy, ze n > m. Wtedy

/_ ZHn(x)Hm(m)e_xde _ ey / h (o0) Hon()z

n!' J_s
1 o —z2 an
= — e O Hy(2)d. (5.46)
n! J_o
(5.46) rowna sie zero dla n > m.
Niech n =m. Z (5.39) i Hy = 1 wynika 07 H,(z) = 2". Zatem (5.46) jest rowne

21’L o

2n
e dg = ﬁ\/fr

n! J_
a

Uwaga. Definicja wielomianéw Hermite’a ktdorg wprowadzilismy jest zgodna z uogélnionym wzo-
rem Rodrigues’a (5.26). W literaturze spotyka sie tez inne definicje dla wielomianéw Hermite’a,
2

np. Hy,(z) := (—1)"%® e ="

5.6 Klasyczne wielomiany ortogonalne dla dego =1
Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku o(y) = y.
Jesli degm =0, to
C = yd + cd,
Ale takie C zawsze obniza stopien wielomianu. Czyli jesli CP = AP dla pewnego wielomianu, to

A = 0. To oznacza, ze P(x) = ¢ Czyli nie dostaniemy wielomianéw wszystkich stopni jako
funkcji wiasnych.
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Zatem degr = 1. Cazyli, dla b # 0,
Y0y + (a + by)d,. (5.47)
Przeskalowujac, dostajemy operator wystepujacy w réwnaniu Laguerre’a

C= 2024+ (—a—1+2)d,.

Obliczamy, ze p = x% %, p(z)o(z) = 2%Tle™ zeruje sie jedynie dla z = 0i a > —1.

Przedzial [—o0,0] jest wyeliminowany przez warunek (3ii). Przedzial [0, o0] jest dopuszczalny
dla o > —1, a nawet spelnia wtedy warunek 5.35.

Dostajemy réwnanie i wage dla wielomianéw Laguerre’a, ktére zostang omoéwione w nastep-
nym podrozdziale.

5.7 Wielomiany Laguerre’a
Twierdzenie 5.5 Zdefiniuymy wielomiany Laguerre’a

1 _ _
L) = —e'w "dpe 2"t

1
- 7( Z'O[)"F(—n;l—i—oc;x).

Spetniajg one réwnanie Laguerre’a, ktore jest rdwnaniem konfluentnym ze zmodyfikowanymi pa-
rametrams:
(202 + (@ +1—2)d; +n) LY (z) =0

oraz relacje

(x0y +a—z)Ly(z) = (n+ 1)Lg;%(a@), (5.48)
0, L2 (x) = —LoTi(x). (5.49)

L, jest wielomianem stopnia n i jest to (z doktadnosciq do czynnika) jedyny wektor wtasny
operatora x02 + (o + 1 — x)0, bedgcy wielomianem stopnia n.

Dowod. Mozna zastosowaé¢ Twierdzenie 5.2 dla

Ponizej podajemy dowod bezposredni. Wprowadzmy “operatory kreacji i anihilacji”

A_ = _axa

AY 20y + a — =z T le®9,x% 7.

Spetniaja one relacje

Af AT —ATAL = 1 (5.50)
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Mamy

+ +
L — Aa—i-l T Aa—l-n
e

n!

1
. (5.51)

(1 oznacza w (5.51) wektor zadany przez funkcje rowng 1. Natomiast w (5.50) 1 oznacza operator
mnozenia przez liczbe 1.) Stad wynika
AYLY = (n+1)L%, (5.52)
ATLY = Lo (5.53)

Aby dowiesé¢ (5.53) uzywamy (5.50).
Wreszcie (5.52), (5.53) pokazuje, ze

AT ALY =nlLs. (5.54)
Ale
—202 — (a+1—2)9, = AL A" (5.55)
O

Twierdzenie 5.6 Jeslia > —1, to wielomiany Laguerre a stanowig baze ortogonalng w L?([0, co[, e %)
z normalizacjg

o I'(1
/ Lo(x)?x% "dx = [d+a+n) Of + n)
0 n.
Dowéd. Zalézmy, ze n > m. Wtedy
oo 1 oo
/ L%(J:)L,‘fl(x)a:ae*ﬁzdx = (Opa™t*e™®) LY (z)dx

0 n:Jo

—1)" [e9)
= (=) / 2"t TN LY (z)d. (5.56)

n! 0

(5.56) rowna sie zero dla n > m.
Niech n =m. Z (5.49) i L§ = 1 wynika 0} LS (x) = (—1)". Zatem (5.56) jest rowne
1 [ Tn+a+1)

— "% Ty
n! Jo n!

5.8 Klasyczne wielomiany ortogonalne dla dego = 2,
o ma pierwiastek podwéjny
Mozna przyjaé, ze o(z) = x°.
Jesli 7(0) =0, to
C = 2%9? + cx0,.
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Funkcjami wlasnymi tego operatora sa co prawda wielomiany z”, ale waga p(z) = 22 jest
niedobra.
Zalozmy zatem, ze 7(0) # 0. Przez przeskalowanie mozna zatozy¢, ze

T(x) =1+ (v + 2)z.

To daje p(z) = e~ Jedyny punkt, gdzie p(x)o(z) = e~ 27+2 moze sie zerowac jest x =
0. Zatem jedynymi mozliwymi przedzialami sa [—o0,0] i [0,00]. Oba sa wyeliminowane przez
warunek (3ii).

5.9 Klasyczne wielomiany ortogonalne dla dego = 2,
o ma dwa pierwiastki

Jegli oba pierwiastki s rézne i urojone, wystarczy zatozyé, ze o(z) = 1 + 22. Mozna przyjaé, ze
() = a+ (b+ 2)z. Wtedy p(z) = e?actane (1 4 32)b . 5(z)p(x) nigdzie sig nie zeruje i dlatego
trzeba rozwazac przedzial [—oco, oo]. Przypadek ten odrzucamy, gdyz lim|, o p(z)|z|"(1+22) =
oo dla dostatecznie duzych n.
Czyli mozna zaltozy¢, ze pierwiastki sa rézne i rzeczywiste. Wystarczy zalozy¢, ze o(z) =
1 — 2. Niech
T(x)=0—a—(a+ [ —2).

Dostajemy p(x) = |1 — z|%|1 + z|*. Podobnie jak powyzej, warunek (3ii) eliminuje przedziaty
[—00, —1] i [1,00]. Zostaje przedzial [—1,1], ktory spelnia warunek (3i) dla o, 3 > —1. Prowadzi
on do wielomianéw Jacobiego omawianych w nastepnym podrozdziale.

5.10 Wielomiany Jacobiego

Twierdzenie 5.7 Zdefiniujmy wielomiany Jacobiego

POP(z) = ;171);1(1—3:)_0‘(1+x)_ﬂ8£(1—:c)o"m(l—i-x)ﬁ'm
(n+ a)y 1—2

= ——F(-nnta+f+Lat+l
n.

).

Spetniajg one rownanie Jacobiego, ktdre jest nieco zmodyfikowanym réwnaniem hipergeometrycz-
nym:

2

(1—-22)32+ (B—a—(a+B8+2)2)d: +n(n+a+p+1)) PP (z) =0.

oraz relacye

1
0, PP (z) = M%pgjllﬁﬂj (5.57)
1 22 o —
Lm0t oo Z @D pasy) — (4 )P ). (5.58)

2

Pﬁ’ﬁ sq wielomianami stopnia < n. Jedli dodatkowo —a — (3 & {1,2,...}, to peb jest wie-
lomianem stopnia n i jest to (z doktadnoscig do czynnika) jedyny wektor wtasny operatora
(1—22)02+ (B —a— (a+ B +2)x)0, bedacy wielomianem stopnia n.
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Dowod. Mozna zastosowaé Twierdzenie 5.2 dla

| o 3
o) = T pla) = (1-2) (1 + )"
Ponizej podajemy dowdd bezposredni. Wprowadzmy “operatory kreacji i anihilacji”
AT = 0O,
1
A;rﬂ = -3 ((1 — xZ)&r +08—-—a—(a+ ﬁ)x)
1
= —5(1 —z) M1+ 2)7Po,(1 — 2)(1 4 2)P.
Spelniajg one relacje
— A+ + - _ atp
ATA s — A1 g AT = 5
Mamy
+ +
Pa’ﬁ . Aa+1,ﬁ+1 U Aa—l—n,ﬁ-ﬁ-nl
o n! '
Stad wynika
AL PP = (n+ 1) Pe
_ a+fB+n+1_,y1541
e oL

Aby dowies¢ (5.62) uzywamy (5.59) i sumujemy szereg arytmetyczny.
Wreszcie (5.61), (5.62) pokazuje, ze

n(la+pB+n+1)

+ - po,p «,
Aa+1,6+1A Pn g - 9 Pn ﬁ'
Ale 1
—5(1 —2%)0; + (=B + a+ (a+ B)z)d, = AI+1,5+1A_'
O

Twierdzenie 5.8 Jesli a, 3 > —1, to wielomiany Jacobiego stanowig baze ortogonalng w

L2([-1,1], (1 — 2)%(1 + 2)®) 2 normalizacjq

/1 (PO ()21 — 2)(1 + 2 = L0t L0+ § 4 n)2e7 70

1 1+2n+a+p)nT(1+a+B+n)

Dowéd. Zatézmy, ze n > m. Wtedy

/1 Pﬁﬁ(x)Pﬁjﬂ(x)(l —2)%(1 4 2)Pdx
-1

= OO (o014 ) B

Znn! -1

1 1
- o / (=) ) L P (@),

30

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)



(5.65) réwna sie zero dla n > m.
Niech n = m. Z (5.58) i B®"” = 1 wynika 07P5P(z) = (a+ B+n+1)---(a+ 8+ 2n).
Zatem (5.56) jest rowne

1
2nln'/ (1—x)a+n(1+x)ﬁ+n(a—|—ﬂ—|—n+1)...(a+5+2n)dx
o

ga+5+1 1
_ / P )P (b Btn 1) (ot B4+ 2n)di
0

n!
L(1+a+n)[(1+ 3+ n)20+A+!
1+2n+a+p)nT1+a+5+n)

O

5.11 Wielomiany ultrasferyczne (Gegenbauera lub Jacobiego z o = [3)

Rozwazmy szczegolny przypadek wielomianéw Jacobiego dla o = 8 = m. Wtedy

_w2—1

o(e) = T, pla) = (1—a?)™.

Uwaga 5.9 W literaturze, czasami zamiast wielomiandw Py (x) stosuje sie wielomiany Ge-
genbauera zdefiniowane jako

CMNz) == m 2 (2).

Spetniajg one réwnanie Gegenbauera, ktore jest réwnaniem (5.67) z parametrem X = m + %
(1 =202 — (2A + 1)z0, + n(n + 2X)) Cp(z) = 0. (5.66)
Ich zaletq jest nastepujgca funkcja tworzgca:

(1—2at+8%) = t"C)(x).
n=0

W zastosowaniach stopien jest dany czesto przez n = [ —m. Dla konsystencji z p6Zniejszymi
oznaczeniami, zamieniamy z na w. Wielomiany Jacobiego w tym wypadku sa zdefiniowane
wzorem

(-

M _ _ 2\—magl-m/q 2\l
PN (w) = Ql—m(l—m)!(l w) MO, (1 —w)".
Spetniaja one réwnanie
(1 — w02 —2(m + Dwdy + (I —m)(l +m + 1)) P (w) = 0. (5.67)

Dlam > —1il—m = 0,1,2,... stanowig one uktad ortogonalny w L?([-1,1], (1 — w?)™) z
normalizacja

(P (w))(1 = w?)"dw =

1 F(l +Z)222m+1
/_1 b (1+20)(I—m)T(1+1+m) (5.68)
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(2041)
2l=m (—m)IT(I4+m+1)

Lemat 5.10 Wyraz o najwyzszej potedze P/ (w) jest réwny wh=m
Dowoéd. Dla duzych w

(-

PN (w) = m(—WQ)_mai;_m(—wg)l
20=m(] —m)!

Twierdzenie 5.11 Niechl=0,1,..., m=0,1,...,1. Wiedy

(=1)™{ - wg)mpm’m(w). (5.69)

P—m,—m(w) = 22m I—m

l+m

Dowo6d. Zauwazmy najpierw, ze

(1 —w?)™ (1 = w?)d2 — 2(m + Dwdy + (I —m)(l +m +1)) (1 —w?) ™™

= ((1—w?)d2 —2(—m + D)wdy + (I +m)(l —m +1)) . (5.70)

Zatem operator (5.70) anihiluje zaréwno (1 —w?)™ P (w) jak i P, " (w). Obie funkcje sg

(20! 7, druga ma najstar-

wielomianami, pierwsza ma najstarszy wyraz wl_m“m(—l)mm

I+m _ 2™ (20)! O

SZy wyraz w m

5.12 Wielomiany Legendre’a

Szczegolnie waznym przypadkiem wielomianéw Jacobiego jest a = § = 0 (co dla wielomianow
Gegenbauera odpowiada A = %) Mamy wtedy

Dostajemy wtedy wielomiany Legendre’a:

0,0 3 (-1)!
P(w) =P (w) = C} (w) = 5701 o (1 —wt.
Spelniaja one réwnanie Legendre’a

(1 — w92 — 2wdy, + (L + 1)) Bi(w) = 0. (5.71)

Stanowia one uktad ortogonalny w L?([—1,1]) z normalizacja

Mamy Py =1, Pi(w) = w, Py(w) = $(3w? — 1).
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Twierdzenie 5.12 Wielomian Legendre’a jest jedynym rozwigzaniem réwnania Legendre’a spet-
niajgcym Py(1) = 1.

Dowdd. Przez indukcje sprawdzamy, ze dla k =1,...,1,
85)(1 - w2)ll = (—1)k(2w)kl .. (l —k+ 1)(1 _ w2)l—k + C(w)(l N wQ)l—k—H,

gdzie C(w) jest wielomianem. Ktadac k = [ i stosujac wzor Rodrigueza dostajemy Pj(1) = 1.
Jedynosé wynika z bardziej ogélnego faktu dotyczacego rownania Jacobiego. O

6 Harmoniki sferyczne

6.1 Operator translacji

W L2(R) dla t € R deniujemy rodzine operatorow

U f(x) = flx=1).

Zauwazmy, ze sa one unitarne, spetniaja UyUs = Upys, Uy = 1. Zdefinujmy generator translacji
0. W mechanice kwantowe]j zwyczajowo zamiast niego uzywa sie operatora pedu p = %az,kt()ry
jest hermitowski na C§°(R). Mamy

d
aUtf - _a:rUtf'

Dlatego tez piszemy

Ui = et
6.2 Operator obrotu w L?(R?)
W L2(R?) dla ¢ € R definiujemy rodzine operatoréw

(Ryf)(z,y) := f(cosypx + sinapy, — sintpx + cos y).

Zauwazmy, ze sg one unitarne i spetniajg Ry, Ry, = Ry, 1q,, o = 1.
Zdefiniujmy generator obrotow
L =20y — y0,.

W mechanice kwantowej zwyczajowo zamiast niego uzywa sie operatora momentu pedu %L,
ktory jest hermitowski. Pokazmy, ze

d
qg et = LRy, (6.72)

Wprowadzmy oznaczenia

Z:=wzcosy+ysiny, §:=—xsiny + ycosi.

33



d
—Ryf(x,y) = (—wxsiny +ycosy)0:zf(Z,7)

dep
+(—z costp — ysin)d; f(Z,9),
LRyf(x,y) = x(siny0; + cosydy)f(x,7)
—y(cos 0z — sin0y) f(Z, 9),

co dowodzi (6.72). Dlatego tez piszemy
Ry = e VL
6.3 Wspdirzedne biegunowe
Wprowadzmy wspolrzedne biegunowe
T =rcos¢, Y =rsingp.

Zamiana wspotrzednych kartezjanskich na biegunowe mozna interpretowaé¢ jako odwzorowanie
unitarne U : L2(R?) — L2([0, 0o[x[0, 27], rdrd¢) zdefinowane przez

(Uf)(r,d) := f(rcos¢,rsin ).
We wspotrzednych biegunowych operator Ry, dziala jak

(U RyUf)(r,0) = f(r; ¢ — ).
Generator przybiera posta¢ (U LLU)f = 0,.

6.4 Przestrzen L?(R?)

Rozwazmy L?(R%). W tej przestrzeni dziataja operatory unitarne translacji e *%:, obrotu e~ ¥%is
D+4)

i skalowania e*( , gdzie
Lz‘j = .’L’Z'am]. - a;jé?mi,
D: = .1‘181«1 +-~-+xd8xd.
6.5 Laplasjan
Definiujemy Laplasjan jak
d
A=) 02,
i=1

Latwo sie przekonaé, ze A jest niezmienniczy ze wzgledu na te transformacje translacje i
obroty:

e u N = Ae_tal'i,
e Vlin = AeVlu,
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6.6 Kwadrat momentu pedu

Zdefiniujmy
Ap = L
1<j
Zauwazmy, ze dla kazdego ij,
e VLl Alp = ALBe_d)Lij.

Czyli operator Arp jest niezmienniczy ze wzgledu na obroty. Jest on tez niezmienniczy ze
wzgledu na skalowanie i mnozenie przez 7:

efs(DJr%)ALB — ALBefs(DJr%)’

rAg = Aygpr.

6.7 Laplasjan i operator laplace’a-Beltramiego we wspoélrzednych sferycz-
nych
Zatozmy, ze Q = (w1, ...,wq—1) sa wspotrzednymi na sferze.
Dotaczajac r = \/m do wspolrzednych Q = (wi,...,wq—1) dostajemy wspol-

rzedne w R?. (Takie wspotrzedne mozna nazwaé “uogoélnionymi wspotrzednymi sferycznymi”).

Twierdzenie 6.1

D = rd, (6.73)
A = 910, + %ALB
T
d—1 1
= 07+ ——0 + 5 ALp. (6.74)
T T

Poza tym, L;; © Aup zalezg tylko od wspotrzednych 2 na sferze.

Dowdd. Mozna zapisaé

d—1
D = ¢o(r, )0, + cj(r,§2) 0,
j=1
Mamy
Dy/a?+--- 423 = \Jai+ - +a3,
D i -0, j=1,d
a3+ +af
Z drugiego wzoru wynika, ze Dw; =0, j = 1,...,d — 1. Z pierwszego wynika, ze co(r,Q) = r.

To dowodzi (6.73).
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Mamy
2 _ 292 242 o o
Lij =7z 8xj + xj(f)wi — x,x]axiaxj 20, l‘]axj.

Dlatego

ML = ) a0l =) wiwj0p,0p, — (d—1) Z 20,

i<j i#] i#]

= foﬁij — inxjﬁxiaxj —(d-1) in&pi
i ij i

= SR (Yt ) - (- 2) Y wid,
i i i

= A —-D?—(d-2)D.

To dowodzi (6.74).

Mamy L;jr = rL;; . To dowodzi, ze w L;; nie wyst¢puje pochodna po r.

Mamy réwniez L;; D = DL;;. Korzystajac z tego, ze D = r0, widzimy, ze w L;; nie wystepuje
zaleznosé od r.

Poniewaz App wyraza si¢ poprzez L;;, widzimy, ze Ay rowniez nie zawiera 0, ani zadnej
zaleznosci od r. O

6.8 Przestrzen L?(S%71)

Niech
Sl = Ly, xg) €RY - 22 4 422 =1)

oznacza sfere jednostkows w R?. Przez dQ bedziemy oznacza¢ miare naturalna na sferze. Jest
27r%
r'(3)
wprowadzi¢ przestrzen Hilberta L?(S%!) sktadajaca sie z funkcji mierzalnych na S9! takich,
ze

to miara, ktora jest niezmiennicza ze wzgledu na obroty i cata sfera ma objetosé . Mozemy

[is@pa <,
z iloczynem skalarnym
(flg) = /f(Q)g(Q)dQ.

Zamiana wspoirzednych kartezjariskich na biegunowe mozna interpretowaé¢ jako odwzorowa-
nie unitarne U : L?(R?) — L2([0, c0[x [0, 2], r?~1drdQ) zdefinowane przez

UH(r,Q) = f(x1,...,2q).

Operatory obrotu Ue¥%5 U~ i operator UALgU ™! dzialaja tylko na wspotrzedne Q. Mozna
zatem zinterpretowaé je jako operatory dziatajacy wylacznie na L2(SP~1). Tak zinterpretowane
operatory bedziemy oznaczali réwniez e¥Lii i App (co jest pewnym naduzyciem). Operatory
e¥Lii sy unitarne na L%(S%'dQ). Operator App jest samosprzezony na L?(S9~1dQ) i nazy-
wamy go operatorem Laplace’a-Beltramiego na sferze. Naszym gtéwnym zadaniem bedzie teraz
diagonalizacja Arp.
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6.9 Wielomiany wielu zmiennych

Wielomianem zaleznym od zmiennych z1,...,x4 nazywamy skoniczona kombinacje liniowa wy-
razen postaci
k1 k’d
ity

Czyli sa to funkcje postaci

k kg
P(xy, - xq) = E Py, gyt ot
I

Stopient wielomianu P definiujemy jako

degP := max{k; +-- -+ kq : Py ooky # 0}.

6.10 Wielomiany jednorodne wielu zmiennych

Moéwimy, ze P jest wielomianem jednorodnym stopnia [, gdy
P(xy, - Axg) = NP(xq,- - 24).
Innymi stowy, mamy wtedy

k k
P(iUhxd) = Z Pkla“wkdx]_l”.wdd‘
ky+-+kg=l

Niech Pol’ oznacza przestrzen wielomianéw jednorodnych stopnia [

Twierdzenie 6.2 Wymiar przestrzeni wielomiandw jednorodnych l-tego stopnia d zmiennych
WYNOSI

(6.75)

dim Pol' = < d+1-1 ) _(d+1-1)

d—1 )~ (d-1nu

Dowdd. Rozwazmy d 4+ [ — 1 biatych kulek ustawionych w rzad. Zaczerniamy d — 1 sposrdd
nich. Dostajemy n rzadkéow biatych kulek. W j-tym rzadku jest k; kulek, w sumie k1 +---+kq =
d+1—1—(d—1) =1. Liczba mozliwych takich konfiguracji wynosi tyle ile d — 1 elementowych
kombinacji w zbiorze | + d — 1-elementowym, czyli (6.75). O

6.11 Wielomiany harmoniczne

Moéwimy, ze wielomian H jest wielomianem harmonicznym, jesli
AH =0.
Niech Har! oznacza przestrzen wielomianéw harmonicznych jednorodnych stopnia [.

Twierdzenie 6.3 Wymiar przestrzeni wielomiandw harmonicznych jednorodnych stopnia | w
wymiarze d wynosi dim Har' = dim Pol’ — dim Pol' 2.
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Dowdd. Niech H bedzie wielomianem jednorodnym stopnia [. Wtedy AH jest wielomianem
jednorodnym stopnia [ — 2. Dostajemy zatem operator liniowy A; : Pol! — Pol!™2. Ale KerA; =
Har!. Zatem

dimPol! = dimRanA; + dim KerA,
< dimPol"? + dim Har'.

Niech P € Pol'™2. Twierdze, ze 22 P jest harmoniczny tylko gdy P = 0. Zawsze bowiem
mozna zapisaé¢ P = kal k= 2 gdzie Py jest wielomianem stopnia k nie zawierajacym x;. Niech
22 P bedzie harmoniczny. Wtedy

0=Az’P = Z(l—k)(l—k—l PP+ alTRAR,
= > (- k)(I—k—1)Py + APpya) . (6.76)
Niech kg bedzie najwyzszym stopniem dla ktorego Py, # 0. Wtedy AP,42 = 0. Kazdy z
wyrazoéw w sumie (6.76) musi by¢ zero. Dlatego (I — ko)(l — ko — 1) Py, = 0, co jest niemozliwe,

bo kg <1 -—2.
Czyli jedli T)_5 jest operatorem mnozenia przez 2 na Pol'~2, to

dimPol’! > dim RanT;_5 + dim Har!
= dimPol'"2? 4+ dim Har'.

A oto przyktady wielomianéw harmonicznych jednorodnych:
Wymiar d = 2. Wielomiany harmoniczne jednorodne stopnia m > 1 we wspotrzednych karte-
zjanskich i biegunowych:
(z £ iy)™ = rmeti?.

hip=1h1;=21>1
Wymiar d = 3. Wielomiany harmoniczne jednorodne stopnia [ > 1 we wspolrzednych karte-
zjanskich i sferycznych

(zsiny —ycosth & iz)! = rl(sinfsin(p — ) £ icos h)!
h2,l =2[+1.

6.12 Harmoniki sferyczne

Mowimy, ze funkcja Y : S9! — C jest harmonika sferyczna stopnia I, jesli istnieje harmoniczny
wielomian H jednorodny stopnia [ taki, ze Y jest obcieciem H do sfery. Rownowazny warunek:

1 T1,...2q
ER Y

jest wielomianem harmonicznym
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A oto przyktady harmonik sferycznych:
Wymiar d = 2 Rozwazamy wspotrzedne biegunowe: Harmoniki sferyczne stopnia m:

eilmd).

Wymiar d = 3 Rozwazamy wspotrzedne kartezjanskie i sferyczne: Harmoniki sferyczne stopnia
l:
(cos @ sin(¢ + ) £ isin ).

Twierdzenie 6.4 Niech Y] bedzie harmonikq sferyczng stopnia l. Wiedy
AgY, = —Il(l+d—-2)Y;.
Dowéd.
0=Ary, = Gmf%x+;Aw>#n

= I(l+d—2)r""2Y + 2 ALRY.

Harmoniki sferyczne stopnia [ tworza podprzestrzen w L?(S%1). Oznaczmy ja przez Ha,-

Twierdzenie 6.5 (1) Mg, jest przestrzeniq wektoréw wtasnych operatora Apg na L*(S%1) z
wartoscig wtasng l(l +d — 2).

2) Hai sg wzajemnie ortogonalne dla réznych [.
( 18 wzaj g y
3) Kombinacje liniowe elementéow H; sq geste w L2(S41).
4 9¢
(4) Operatory obrotu e¥Lii zachowujq Hq,.
Dowéd. (2) wynika z (1) i z tego, ze Arp jest operatorem samosprzezonym na L2(S41).

(3) wynika z Twierdzenia Stone’a-Weierstrassa, ktore mowi, ze wielomiany sa geste przestrzeni
funkcji ciaglych na zwartym podzbiorze S4~! w normie supremum. Z kolei funkcje ciagte sa geste
w L2(S971h).

(4) wynika z tego, ze eVl Arg = Apge¥lis, O

(2) i (3) mozna razem wyrazié¢ réwnoscig L?(S971) = Z&SO Ha,-

6.13 Standardowa baza harmonik sferycznych w L?(5?)

Rozwazamy S? we wspotrzednych sferycznych

x=rsinflcos¢p, y=rsinfsing, z=rcosb.

/o3 2
r=+/x2+y?+ 22, 0= arctan v +y7 (;S:arctang.
Xz

z
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Macierz Jacobiego jest rowna

Fr e sinfcos¢ sinfsing cosf
09 00 00 _ cos f cos ¢ cosfsing  sinf
or Oy 0z - T P p
99 0¢ 09 __sing cos ¢ 0
or Oy 0z rsin 6 7 sin 0
Dalej dostajemy, podstawiajac w = — cos ),
. cos 6 cos ¢
Lx :yaz—zay :—smqbagfw ()
= —sinp\/1 — w20y, + \/7COS¢8¢,
cos fsin ¢
Ly, =20, —20. = —cos¢dy _W b
= cos ¢/ 1 — w20y, + ——— sin $9y,

\/7
L., =x0,—y0, = 0.

Operator Laplace’a Beltramiego na S? ma postaé

82
Al = 789 sin 09 + —o
sin sin? §
%
2
== 8w(1—w )8w+m

2

0
_ 2\ 92 ¢
= (1—w)8w—2w8w+1_w2,

1

gdzie w = cos @, Iy = (1 — w?)20,,.
Szukamy harmonik sferycznych w postaci Y (6, ¢) = f(cos#)e™®. Dostajemy réwnanie

2

(awu — w0y, — S+ U+ 1)> fw)=0 (6.77)
(6.77) znane jest jako stowarzyszone rownanie Legendre’a. Rownanie to mozna przeksztalcié¢ do
réownania Jacobiego z a = 3 = m (réwnania Gegenbauera):

2
m
2

(1-— wQ)*% ((1 — w2)85] — 2W0y, — 1= w2 + 1+ 1)> (1-— w2)
= (1—w?)d2 — (2+2m)wdy, + (I —m)(l +m + 1),
(patrz (5.70)). Pamigtamy, ze wielomiany Jacobiego P™" spelniaja

(1 — w2 — (24 2m)wdy + (I —m)(I +m + 1)) P (w) = 0.

l—m

Zatem

m

2 PV (w) = (—1)meF ™0 sin™ (0) P (cos 0). (6.78)

l—m

e:l:imd)(l _ w2>
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sg harmonikami sferycznymi stopnia .
Standardowa miara na sferze wynosi

dQ) = cos0dfd¢ = dwde.

Jedng ze standardowych normalizacji harmonik (6.78) jest

0.0 = [ S o i) o,

Twierdzenie 6.6 Funkcje Y, stanowig baze ortogonalng w L*(S?) spetniajaca

T s 47T
in0do [ do |V, (0,0 = .
| sinodo a0 008 = 17

Dowo6d. Dla roznych my # meo, iloczyn skalarny (Y}, m,|Yi,.m,) znika po przecatkowaniu po ¢.
W dalszym ciggu, wystarczy zatozy¢, ze m > 0. Wielomiany Jacobiego P,""™ stanowig baze
ortogonalng w L?([—1,1], (1 — w?)™). Spekiaja one

/1 22mFll (1 —m 4 1)

3 F)lnj;qT(w)Q(l_w2>mdw: A+20(+1)---(I+m)

(Patrz (5.68)). Dlatego,

/ sin0d0 [ deY, (0, $)Yiym (0, &)
0

—Tr

— —2m (l1+1)(l1+m) (l2+1)(l2—|—m) 1 o o
- 2”\/ b (b —m+1) \/12"'(l2—m+1) /_ldwﬂ—w% P (w) P (w)

47
01y 1 TR

6.14 Potencjal elektrostatyczny

Méwimy, ze funkcja f jest harmolniczna, jesli Af = 0. Przyktadem funkcji harmonicznej na
R3\{(0,0,0)} jest (2 4+ y* + 22) 2. Po przesunieciu tez jest harmoniczna. Zatem

(22 +12+ (2 —1)%) 2 (6.79)
jest harmoniczne na R3\{(0,0,1)}
Twierdzenie 6.7 Dia |r| <1 i —-1<w <1 mamy
1 o
(r’ —2rcosf+1)"2 = Py(w). (6.80)
1=0
Zatem 1
Bw) = oh(r® = 2rw + )2 ; (6.81)
H r=
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Dow6d. Funkcja r +— (72 — 2rcosf + 1)_% ma punkty rozgalezienia tam gdzie zeruje sie
r?2 —2rcos@ + 1, czyli w r = w £iv1 — w?. Zatem w kole |r| < 1 jest analityczna i mozna ja
rozwinaé w szereg wzgledem 7.

Funkcja (6.79) we wspohrzednych biegunowych jest rowna (r? — 27 cos  + 1)_%.

0 = A(r2—2rw—|—1)_%

2 1 >

=

_ Zrl 2 -1 +21+(1—w )65,—2w8w)Pz(w)-

Zatem Pj(w) spelniaja [-te réwnanie Legendre’a
(1 = w?)02 — 2wdy + U(1 + 1)) P(w). (6.82)

Ze wzoru (6.81) tatwo wynika, ze Pj(w) sa wielomianami [-tego stopnia. Zatem Pj(w) musza by¢
proporcjonalne do wielomianéw Legendre’a.
Ktadziemy w = 1:

(7“2—27’—#1)7% = (1—-r)"
oo o

=> " = > R
1=0 1=0

Zatem Pj(w) sa wielomianami Legendre’a. O

Ladunek elektrostatyczny 47 umieszczony w (0,0, 7) wywotuje punkcie oddalonym o R od
centrum i pod katem cos 6 = w potencjat

1 pan rlRI=1P(w), R >

(R* —2Rrw +1r%)"2 =
Yo Rr P (w), R<r.

6.15 Funkcje Legendre’a

Niech [ =0,1,...im = —I,...,l. Wprowadza sie czesto tzw. funkcje Legendre’a

Py = ZUEG g e,
Prw) = (B G 2y g )

(Pierwszy wzor stosuje tzw. konwencje Condona-Shockley’a). Sa one rozwigzaniami stowarzy-
szonego rownania Legendre’a (6.77).
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Niech [ =0,1,...im=0,...,l. Mamy wtedy tozsamodci dla wielomianéw Jacobiego

21— w)E P (w) = 21— w?)TE P (w)
- ﬂ(l _ w2)*%al+m(1 B w2)l
Ql(l —|—m)| w
(=)™

m(l —w?) "2 0 By(w).

Dlatego tez dla stowarzyszone funkcje Legendre’a mozna wyrazi¢ poprzez wielomiany Legendre’a

P'(w) = (=1)™(1—w’)207P(w), lub
Pr(w) = (1—w?)?9pP(w).

Mamy tez tozsamo$c¢

B w) = (1) G A ).

Dostajemy wiec nastepujace wyrazenie harmonik sferycznych (stosujemy konwencje Condona-
Shockleya):

(_1)meim¢>
VIi—m+1)---(+m)

Yin(6,9) = Py (cos 0).
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