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1 Podstawowe wtasno$ci grup

1.1 Definicja

Grupa to niepusty zbiér G wyposazony w

(1) dzialanie G x G > (g,h) — g - h € G majace wlasnos¢ tqgcznosci
g(gh)k = g(hk), g,h.k € G.

(2) wyrozniony element e € G, zwany elementem neutralnym, spekniajacy

eg=ge=g, gE€G.

(3) odwzorowanie G' > g — g~ ! € G, zwane odwrotnoscia speniajace

99 ' =g lg=e, geG.

Czyli gupa jest czworka (G, -, e, ~1). Notacja powyzsza nosi nazwe multiplikatywne;.

Méwimy, ze grupa jest nietrywialna, gdy jest rézna od grupy sktadajacej sie jedynie z elementu
neutralnego.

Element neutralny w notacji multiplikatywnej jest czesto oznaczany przez 1 lub 1.

Mozliwe jest tez sformutowanie stabszych aksjomatéw, w ktorych grupa jest zbiorem wypo-
sazonym jedynie w taczne dzialanie i dwa warunki zapewniajace istnienie elementu neutralnego
i odwrotnosci.

Mowimy, ze grupa jest przemienna lub abelowa, gdy

gh=hg, g,heqG.

Dla grup abelowych stosujemy czesto notacje addytywng, w ktorej grupa to (G, +,0, —).



1.2 Podgrupy

Niech G bedzie grupa. Niepusty podzbior H C G nazywamy podgrupg gdy jest zamkniety ze
wzgledu na mnozenie i branie odwrotnodci. Zawiera wtedy element neutralny i ze wzgledu na
mnozenie i odwrotnos¢ dziedziczone z G jest grupa.

Méwimy, ze podgrupa jest nietrywialna, gdy jest rézna od grupy skltadajacej sie jedynie z
elementu neutralnego, jak réwniez od grupy G.

Jesli rodzina H, C G sklada sie z podgrup, to N, H, jest tez podgrupg. Dlatego, dla
dowolnego podzbioru X C G istnieje najmniejsza podgrupa zawierajaca X. Oznaczamy ja przez
Gr(X) i nazywamy podgrupg generowang przez X.

Grupe generowana przez jeden element nazywamy grupg cykliczng. Sa to grupy Z,, n € N i
7.

Moéwimy, ze g € G ma rzqd n € NN {oo}, gdy n = #Gr(g). Jesli rzad g jest rowny n € N,
to Gr(g) = {e,g,...,9" 1} jest podgrupa w G izomorficzng z Z,. Jesli rzad g jest réwny oo, to
Gr(g)={...,97 ', ¢,9,¢% ...} jest podgrupa izomorficzng z Z.

1.3 Homomorfizmy

Niech G, H beda grupami. Odwzorowanie ¢ : G — H jest homomorfizmem, gdy

P(9192) = #(91)0(92), 91,92 € G.

Stwierdzenie 1.1 Jesli ¢ jest homomorfizmem, to

dlec) =em, ¢(g™") =o(g)~".

Dowod.
dleclenr = ¢leg)dleq) ™ = dlec)dlec) ' =en.
o(g7") = olgTHe(9)e(9) " = dlg7 g)d(9)
= ¢leq)plg) ™t = endlg) "t =¢(g) "
O

Bijektywny homomorfizm nazywamy izomorfizmem.

Jesli G = H, to homomorfizm nazywamy endomorfizmem a izomorfizm automorfizmem.
Automorfizmy grupy G tworza grupe oznaczana Aut(G).

Liczbe elementéw zbioru X oznaczamy przez #X w szczegdlnodci, liczbe elementéow grupy
nazywamy rzedem grupy.

1.4 Dzialanie

Niech X bedzie zbiorem. Przez S(X) oznaczamy zbior bijekcji na zbiorze X. Wtedy S(X) jest
grupa ze sktadaniem i elementem neutralnym réwnym id, gdzie id(z) = z, z € X.

Niech G bedzie grupa. Homomorfizm G — S(X) nazywamy dziataniem grupy G na zbiorze
X.



Innymi stowy, rodzina
Gog—15€5X) (1.1)

jest dziataniem, gdy
7g(mh()) = Tgn(x), g,h €G.

Stosujemy tez czesto notacje uproszczona:
GxX>3(g,z) —greX.
W tej notacji wlasno$ci homomorficznosci i tacznosci naturalnie sie zapisuja:
g(hx) = (gh)x, ((gh)k)x = (g(hk))x, g,h, ke G, x € X.

Dlatego tez, zbyteczne jest pisanie nawiasow.
Jesli z € X, to
G":={geqG : 14(x) =2z}

jest podgrupa w G zwana grupg izotropii elementu x.
Niech7: G x X — X, 7: G x X — X, beda dzialaniami. Méwimy, ze bijekcja ¢ : X — X
jest izomorfizmem dziatari T 1 T, gdy

Tg(d(z)) = ¢ (14(x)), 9€G, z€X.

1.5 Orbity

Niech 7 : G — X bedzie dziataniem. Definiujemy relacje
T~y & dgeary(T) =Y.

Stwierdzenie 1.2 ~. jest relacjg rownowaznosci.

Klasy abstrakcji tej relacji nazywamy orbitami dziatania 7. Klase abstrakcji dla elementu x € X
nazywamy orbitq elementu x i oznaczamy 7G(z).

Jesli x,y naleza do tej samej orbity, to grupy izotropii G* i GY sa do siebie sprzezone, to
znaczy istnieje g € G takie, ze G* = gGYg~ L.

Moéwimy, ze dzialanie 7 jest tranzytywne, gdy posiada dokladnie jedna orbite. Méwimy tez
wtedy, ze X jest przestrzenig jednorodng dla grupy G.
1.6 Warstwy

Niech H bedzie podgrupa grupy G. Wtedy H dziata na G przez lewe mnozenie
An(g9) :=hg, g€ G, he H.
Orbity tego dzialania maja postaé

Hg:={hg : he H}, g€ @G,



i sa nazywane lewymi warstwami podgrupy H. Zbior lewych warstw jest oznaczany przez H\G.
H dziata na G réwniez przez prawe mnozenie

p(g) ==gh™", g€ G, heH.
Orbity tego dzialania maja postaé
gH :={gH : he H}, g € G,

i s nazywane prawymi warstwami podgrupy H. Zbiér prawych warstw jest oznaczany przez
G/H.

G 39— g! € G jest izomorfizmem dla tych dziatai.

W szczegolnosci, mozemy wzigé H = G i dostajemy dziatanie grupy G na sobie samej. Jest
to dziatanie tranzytywne. Kazdemu elementowi g € G odpowiada inna bijekcja na G. Dlatego
tez dostajemy

Twierdzenie 1.3 (Cayley) Kazda grupa jest izomorficzna z podgrupg w S(G).
Nastepujacy wzor definiuje dzialanie grupy G na G/H:
g(bH) == (gh)H, g,k € G.

Dziatanie to jest tranzytywne. Grupa izotropii elementu jednostkowego jest H.
Niech H; i Hs beda podgrupami. Wtedy dzialania G na G/H; i G/Hz sa izomorficzne wtedy
i tylko wtedy gdy H; jest sprzezona do Ho.

Twierdzenie 1.4 (Podstawowe twierdzenie o przestrzeniach jednorodnych) Niech 7 :
G x X — X bedzie dziataniem tranzytywnym ¢ x € X. Wtedy wzor

P(9G") = 74(z)
definiuje izomorfizm 7 i dziatania G na przestrzeni warstw G/G*. Jesli X jest zbiorem skoriczo-

nym, to #G = #X #G*.
Wnhiosek:
Twierdzenie 1.5 (Lagrange) Jesli G jest grupg skoriczong i H jej podgrupa, to
#G = (#H) (#G/H).
Dowo6d. Stosujemy Twierdzenie 1.4 do dzialania G na G/H, zauwazajac, ze G¢ = H. O
Liczbe #G/H nazywamy indeksem podgrupy H.

1.7 Klasy sprzezonosci
Niech g € G. Kladziemy
Inng(h) == ghg™t, heg.
Wtedy Inng jest automorfizmem grupy G nazywanym automorfizmem wewnetrznym.
G 3 g — Inng € Aut(G)

jest homomorfizmem.
Grupa G dziala na sobie samej przez automorfizmy wewnetrzne. Orbity wzgledem tego
dzialania nazywaja sie klasami sprzezonosci.



1.8 Iloczyn grup
Niech K, H beda grupami. Wtedy K x H jest grupa z iloczynem

(k1, h1)(k2, he) := (k1ka, h1ha).

K x H 7z takim iloczynem nazywamy iloczynem (zewnetrznym) grupy K i H. Zauwazmy, ze
K x{em}, {ex} x H sa podgrupami, ktore komutuja, ich przeciecie to {(ex,em)} 1 generuja
razem K x H.

Latwo pokazaé, ze jesli n, m sa liczbami wzglednie pierwszymi, to

Zm X Zn > (Z,]) = (m—i—]m) € an
jest izomorfizmem. Kazda skoriczona grupa abelowa jest iloczyne grup postaci Zpk, gdzie p sa
liczbami pierwszymi.
1.9 Podgrupy normalne
Niech N bedzie podgrupa w G. Méwimy, ze N jest podgrupg normalng, gdy
geG, neN = gng teN.

Roéwnowazny warunek:
gN=Ng, geG

Czyli nie ma wtedy potrzeby rozrozniaé¢ lewych i prawych warstw.

Grupe ktora nie posiada nietrywialnych podgrup normalnych nazywamy grupg prostg. Przy-
ktadami grup prostych sa Z, dla pierwszych p i A, dlan > 5.

Weszystkie grupy proste skonczone zostaly sklasyfikowane. Dowod prostoty As jako pierwszy
podal Galois w 1831 r. Pelna lista jest znana od 1981 r., kiedy skonstruowano Grupe Monstrum.
Dowd6d kompletnosci tej klasyfikacji ogtoszono w 1983 r. Za date, kiedy powszechnie zgodzono
sie z tym, ze dowdd ten zostal ukonczony uznaje sie 2004.

Jesli ¢ : G — H jest homomorfizmem, to ¢(G) jest podgrupa w H i

Kergp ={g€ G : ¢(g) =en}

jest podgrupa normalna.
Wzér
(91N)(g2N) = g192N

definiuje w G/N strukture grupy. Odwzorowanie
G>g+—gNeG/N

jest homomorfizmem, ktorego jadrem jest N.
Jesli ¢ : G — H jest surjektywnym homomorfizmem, ktorego jadrem jest tez IV, to

P(gN) == ¢(9)
definiuje izomorfizm ¢ : G/N — H.



1.10 Iloczyn péiprosty

Niech H, N beda grupami i homomorfizm H > h +— «j € Aut(N). Definiujemy (zewnetrzny)
tloczyn potprosty N X, H jako N x H wyposazone w dzialanie

(n1, h1)(n2, h2) := (n1ap, (n2), hihsa),
element neutralny (ey, eg), i odwrotnosé
(’I’L, h)_l = (ah_l(n_1)7 h_l)'

Zauwazmy, ze N X ey jest podgrupa normalna, zas ey X H jest podgrupa, ich przeciecie jest
rowne {(en,epm)} oraz Gr(NNH) = N x, H.
Odwzorowanie
N xyH> (n,h)—hecH

jest surjektywnym homomorfizmem, ktérego jadrem jest N.
Sytuacje, gdy ¢ : G — H jest surjektywnym homomorfizmem, dla ktérego N jest jadrem,
czesto zapisujemy w skrocie
1-N—-G—H-—1 (1.2)

Mowimy wtedy, ze G jest rozszerzeniem N przez H, albo ze mamy krotki cigg doktadny (1.2).
Zachodzi pytanie, kiedy G jest izomorficzne iloczynowi pétprostemu N i H? Zachodzi to wtedy,
gdy istnieje homomorfizm injektywny ¢ : H — G taki, ze ¢ o¢p = id, ¢»(H) i N generuja G i
Y(H) N N = eqg. Nie zawsze to ma miejsce: Wezmy

0— Zo — Zy — Zg — Q.

2 Przyklady grup

2.1 Permutacje

Jesli X jest zbiorem skonczonym, bijekcje na X czesto nazywamy permutacjg. Pamictamy, ze
przez S(X) oznaczamy grupe bijekcji na X. Piszemy S, := S({1,2,...,n}). Oczywiscie, jesli X
ma n elementow, to S(X) jest izomorficzne z S,,.

Permutacje m € S, nazywamy cyklem k-elementowym, gdy istniejg parami rézne x1, ..., T, €
{1,...,n} takie, ze

TL; = Tj41, 1= 1,...,]{3,
(rozumiejac, ze k + 1 = 1). Cykl oznaczamy przez (z1,...,zx). Dwa cykle (z1,...,2p) i
(Y1, ..., Ym) nazywamy roztgcznymi jesli zbiory {x1,..., 2%}, {y1,...,Ym} sa roztaczne.
Kazda permutacje mozemy przedstawié¢ jako iloczyn cykli roztacznych. Rozklad ten jest
jednoznaczny (z doktadnoscia do kolejnosci). W szczegdlnosci, wyznacza on ciag Aj, Az, ... liczb

z {0,1,...} takich, ze Zj JAj = n i w rozktadzie na cykle rozlaczne wystepuje \; cykli j-
elementowych.
Wielomian Vandermonda stopnia ndefiniujemy jako

V(. oan) = [ [ (@i — ;).

i<j



Latwo sprawdzi¢, ze dla w € Sy,
V(l’l, NN ,.%'n) = :EV(@'W(l), NN ,xﬂ(n)).

Definiujemy
V(z,...,zn)

V(Tr(1ys - Tr(n))

sgnm =

sgn : S, — {1,—1}. jest homomorfizmem. Jadro tego homomorfizmu nazywamy grupg
alternujgeq 1 oznaczamy przez A,.

2.2 Tloczyn pélprosty z grupa Z,

Niech K bedzie grupa abelowa z zapisem addytywnym. Odwzorowanie K 3 k — (k) := -k € K
jest automorfizmem grupy K.

Dla grup Zy jest to automorfizm identycznodciowy. Jesli nie wszystkie elementy grupy K
sg rz¢du 2 lub 1, to jest to automorfizm nietrywialny. Mozemy zdefiniowa¢ grupe K xg Zs. W
szczegblnosci, grupa

Dy, i= T, %5 7y

nosi nazwe grupy dwusciennej (dihedralnej). Jest ona nieabelowa dla n > 3.

2.3 Grupa permutacji 3 elementéw

Mamy izomorfizm Az ~ Zs:
Az = {id, (123), (132)}.

Mamy tez izomorfizm S3 ~ D3 = Z3 X Z3

S3 posiada nastepujace nietrywialne podgrupy: jedna podgrupe (normalna) Zs i 3 sprzezone
do siebie podgrupy Zo. Mamy zatem 4 nieizomorficzne tranzytywne dziatania Ss: na zbiorze 6-,
3-, 2- i 1l-elementowym
2.4 Grupa permutacji 4 elementéw

Elementy grupy Za x Zo mozna oznaczy¢ jako {e, a,b,ab}. Automorfizmy tej grupy polegaja na
permutacjach {a, b, ab}. Czyli
Aut(Z2 X Zg) ~ Sg.

Grupe Zg x Zs mozna wlozy¢ w Ay C Sy
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
Jest ona normalna w A4 i w S4. Mamy izomorfizmy

(ZQ X Zz) X A3 ~ A4,
(ZQ X Zg) b 53 ~ 54.



2.5 Grupa obrotéw SO(3)

Przez SO(3) bedziemy oznaczaé¢ grupe obrotéow przestrzeni R3.

Lemat 2.1 Dla kazdego A € SO(3)\{1} istnicje doktadnie jedna prosta przechodzqca przez 0 i
0 € [0,2n[ takie, ze A jest obrotem wokét A o kaqt 0. A jest skoriczonego rzedu, gdy 6 = 2nj

n )
j=1,....,n—1.
Prosta opisang w powyzszym lemacie nazywamy osig obrotu A. Jesli wybierzemy zwrot tej
prostej, bedziemy mowili o osi skierowanej.

Nastepnie opiszemy wszystkie skoniczone podgrupy grupy obrotéw.

Lemat 2.2 Niech G bedzie skoriczong podgrupa SO(3). Niech v bedzie osig pewnego obrotu z G.
Wtedy obroty wokot osi o nalezgce do G stanowiq grupe izomorficzng z Z, .

Os$ taka jak w powyzszym lemacie nazywamy o0sig n-krotng.

2.6 Grupa obrotéw wtasciwych C),, ~ 7Z,

1 0 0
0 cosz% sin% , j=0,...,n—1. (2.3)
0 —sinZ cos 2
n n
2.7 Grupa dihedralna D, ~ Z, X Zs
Do (2.3) dotaczamy
-1 U 0
0 —cos? sinfl |, j=0,...,n—1L (2.4)
0 sin?2 cos™t

2.8 Grupa czworoécianu T ~ A,

Grupa symetrii czworoscianu. Permutuje

(1) 4 wierzchotki,

(2) 4 $ciany,

(3) 6 krawedzi.

Ma

(1) 4 osie 3-krotne, miedzy wierzcholtkiem a przeciwlegla Sciana,

(2) 3 osie 2-krotne, miedzy $rodkami przeciwlegtych krawedzi.



2.9 Grupa szeScianu/osmioscianu C ~ Sy

Grupa symetrii szeScianu. Permutuje
(1) 8 wierzchotkow /$cian,
(2) 6 $cian/wierzchotkow,
(3) 12 krawedzi.
Ma
(1) 4 osie 3-krotne, miedzy przeciwleglymi wierzchotkami/$cianami,
(2) 3 osie 4-krotne, miedzy srodkami przeciwleglych $cian/wierzchotkow,
(3)

6 osi 2-krotnych, miedzy srodkami przeciwlegtych krawedzi.

2.10 Grupa dwudziestoscianu/dwunastoscianu) [ ~ A;

Grupa symetrii dwudziestoscianu. Permutuje
(1) 10 wierzchotkow /$cian,
(2) 20 $cian/wierzchotkow,
(3) 30 krawedzi.

Ma
(1)
(2) 10 osi 3-krotnych, miedzy srodkami przeciwlegltych $cian/wierzchotkow,
(3)

6 osi 5-krotnych, miedzy przeciwlegtymi wierzchotkami/$cianami,

15 osie 2-krotne, miedzy Srodkami przeciwleglych krawedzi.

2.11 Skoiticzone podgrupy grupy obrotéow

Twierdzenie 2.3 Lista powyzsza zawiera wszystkie skoriczone podgrupy obrotow.

Dowé6d. Niech G bedzie skoriczong podgrupa grupy obrotéow. Niech S bedzie zbiorem osi
skierowanychelementéw z G, czyli

S={a€S?: ga=adlapewnego g € G}
Dla a € S niech G(® bedzie podzbiorem w G skladajacym sie z obrotéow o osi a, czyli

G :={geG : ga=al.

GxS83(g,a) —ga€es

jest dziataniem grupy G na S. Dziatanie zachowuje krotnos¢. Niech Oy, ..., O bedzie rozbiciem
S na orbity. Niech n; bedzie krotnosciag elementéw orbity O;. Zaktadamy, ze ny < --- < ng.

Zachodzi wzor
k
> PR PPy PR (2.5)
py 7G ) )

J=1



Aby go dowiesé, rozwazmy

P:={(a,9) € S x (G\{1}) : ga=a}.

Dla kazdego g € G\{1} mamy dwa przeciecia osi obrotu i sfery. Dlatego
#P =2(#G —1). (2.6)

Dla kazdego o € Oj jest n; — 1 obrotow g € G\{1} takich, ze ga = a. Dlatego

k
= #0i(n; - 1). (2.7)
i=1

Ale grupa izotropii a € O; jest izomorficzna z Z,,,. Dlatego

#G

1

40, = (2.8)

(2.6), (2.7) i (2.8) daja razem (2.5).

Rozwiazujemy wiec rownanie (2.5).

#G > 2 implikuje 2 (1 #G) € [1,2].

n; > 2 implikuje 1 — n—i € [1,1[. Dla k = 1 lewa strona (2.5) < 1. Dla k > 4 lewa strona (2.5)
> 1. Dlatego k = 2, 3.

Rozwazmy k = 2. Mozemy przepisa¢ (2.5) jako

1 1 2
—t — = —. 2.9
ni + n9 #G ( )
Wiemy, ze n; < #G. Wiec jedyne rozwiazania (2.9) to ny = ng = #G € N
Rozwazmy k = 3. Mozemy przepisa¢ (2.5) jako

LI U S S (2.10)
ni no ns #G ’
Jesli ny > 3, to lewa strona (2.10) < 1, co jest niemozliwe. Wiec ny = 2.
Jesli ng > 4, to znéw lewa strona (2.10) < 1, co jest niemozliwe. Wiec ng = 2 lub ny = 3.

Jedli no = 2, to

#G

5
Jesli ng = 3, to dla ng > 6 lewa strona (2.10) < 1. Dlatego ng = 3, ng = 4 lub n3 = 5.
Nastepnie identyfikujemy powstate mozliwosci z poszczegblnymi grupami

ny=ng =2, ng=

e Ny =ny=n=#G.
Mamy = #G = #% — 1. Zatem mamy tylko jedng o$. Jest ona n-krotna. Zatem G = C),.

n2
° n1:n2:2 n;»,zn,#Gan.

Mamy - #G = #G — p, #9 — 2. Zatem mamy tylko jedna o$ n-krotna. Zatem G zawiera

? n3

n2
Ch. Osw 2 krotne musza by¢ prostopadte do niej. Jedyna mozliwosé to D,.

10



e n; =2 ng =3, n3 =3, #G = 12. Mamy %G = 6, ﬁ—f =4, ﬁ—f = 4. Wybierzmy os
3-krotna. Musi ona przecinaé sfere w dwdch réznych orbitach. Pozostate punkty 3-krotne
tworza dwa trojkaty réwnoboczne w plaszczyznach prostopadtych do tej osi.

e n1 =2, no =3, n3 =4, #G = 24.
Mamy ﬁ—? = 12, ﬁ—f = 8§, ﬁ—f = 6. Wybierzmy o$ 4-krotng. Przecina ona sfere w
dwoch elementach orbity Os. Pozostale punkty 4-krotne tworza kwadrat w plaszczyznie

prostopadlej do tej osi.

e n; =2 no=3,n3=>5, #G = 60.
Mamy # =30, ﬁ—f = 20, %G = 12. Wybierzmy o$ 5-krotna. Przecina ona sfere w dwoch
elementach orbity Os. Pozostale punkty 5-krotne tworza dwa pieciokaty foremne w dwoch
plaszczyznach prostopadlych do tej osi.

3 Grupy macierzowe

3.1 Ciala
Mowimy, ze (K,+,-, 1,0} jest ciatem, gdy (K,+,0,—} i (K*,-,1,71) sa grupami abelowymi
speliajacymi
x(y+2) = a2y + a2,
gdzie K* := K\{0}.
Definiujemy homomorfizmy, izomorfizmy, etc. cial w oczywisty sposob.

Najwazniejszymi ciatami dla nas s R i C. R ma jedynie automorfizm trywialny. C ma jeden
nietrywialny automorfizm: sprzezenie zespolone C > z — z € C.

3.2 Przestrzenie wektorowe

Mowimy, ze (V,+,0,—) jest przestrzeniq wektorowq nad ciatem K, gdy jest to grupa abelowa
wyposazona w dziatanie K x V 3 (z,v) — zv € V takie, ze

(z+y)v=zv+yv, (zy)v==x(yv), z,yekK, ve,

z(u+v)=zu+zv, zckK, uvel.

Przyktadem przestrzeni nad K sa K"™. Przestrzenie wektorowe izomorficzne z K" nazywamy
przestrzeniami wWYMiary n

3.3 Odwzorowania liniowe

Homomorfizmy przestrzeni wektorowych nazywamy odwzorowaniami liniowymi.

Jesli V, W sa przestrzeniami, to L(V, W) bedzie oznaczato zbioér odwzorowari liniowych z V
do W. Bedziemy pisa¢ L(V) := L(V, V).

L(K™, K™) bedziemy utozsami¢ z macierzami o n wierszach i m kolumnach. Dla A €
L(K", K™) przez A*, A i A# bedziemy oznacza¢ macierz hermitowsko sprzezong, zespolenie
sprzezong i transponowang do A.
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3.4 Ogoblna grupa liniowa
Niech A € L(K"™). Wzor
det A := Z senmAj ~(1) Aprn) €K
TESn
definiuje wyznacznik speliajacy
det AB = det Adet B.
GL(K"™) definiujemy jako
GL(K"):={A e L(K") : det A # 0}.

Jest to grupa. Piszemy tez
GL(K") = GL(n,K).

Wyznacznik definiuje homomorfizm
det GL(K™) — K*.
Definiujemy
SL(K") = SL(n,K) := {A € GL(K") : detA=1}.

Mozna tez podejé¢ do grupy GL bardziej abstrakcyjnie. Niech VW beda przestrzeniami
wektorowymi nad ciatem K. Zbior bijekcji liniowych z V w W oznaczamy przez GI(V,W). W
szezegolnosci GL(V) := GL(V, V) jest grupa. Dla V = K™ pokrywa sie to z poprzednia definicja.

3.5 Grupa ortogonalna w skoriczonym wymiarze

O(K"™) definiujemy jako
O(K") := {A € L(K") : A% A=1]}.

(Automatycznie elementy O(K") spetniaja AA# = 1). Jest to podgrupa w GL(K"). Piszemy
tez
O(R™) = O(n).

Macierze ortogonalne zachowuja standardowy iloczyn skalarny w K".
Latwo pokazaé, ze wyznacznik macierzy ortogonalnych moze mie¢ warto$é +1, Definiujemy

SO(K™) := SL(K") N O(K").
W przypadku zespolonym piszemy tez O(n,C) = O(C"), SO(n,C) = SO(C").

W przypadku rzeczywistym piszemy tez O(n) = O(R"), SO(n) = SO(R™). Grupa O(n) ma
dwie sktadowe spojne. Sktadowa spdjna zawierajaca jednosé pokrywa sie z SO(n).
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3.6 Grupa pseudo-ortogonalna

Rozwazmy dalej przypadek rzeczywisty. Niech ¢,p € 0,1,.... Przez R%? bedziemy rozumieé¢
. -1
przestrzen RITP = R? @ RP 7 iloczynem zadanym przez tensor I, := [ 0 g)l } . To znaczy,
q q+p
vl v = — Zvivg + Z vV} (3.11)
i=1 Jj=q+1

O(R%P) definiujemy jako zbior macierzy spelniajacych
A#Iq,pA =Iyp.
(Automatycznie spetniaja one ALLPA# = 1I,,). Jest to grupa. Piszemy tez
OR?) = O(q; p)-

Macierze pseudoortogonalne zachowuja iloczyn pseudoskalarny w R%P.
Wyznacznik macierzy pseudo-ortogonalnych moze mie¢ warto$é¢ +1, Definiujemy

SO(RP) = SO(q,p) := {A € O(RY?P) : det A = 1},

Jesli ¢ = 1, grupe O(R%P) nazywamy grupa Lorentza. Ma ona cztery sktadowe spodjne.
Spojna sktadowa jednosci jest nazywana ortoczasowa grupa Lorentza i jest oznaczana SOT(R%P)

3.7 Abstrakcyjne podejscie do grup (pseudo-)ortogonalnych
Mozna tez podejs¢ bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi z forma
symetryczna, ktorg dla v,v’ € V oznaczamy v-v’. Zbior bijekcji liniowych z V w W speliajacych
Av- AV =v -0

oznaczamy przez O(V,W). W szczegolnosci O(V) := O(V, V) jest grupa.

Dla V = R" kazda niezdegenerowana forme symetryczng mozna sprowadzi¢ do postaci (3.11),
i wtedy V nazywamy R?P. Wiec obie definicje sie w tym wypadku pokrywaja.

Dla V kazda niezdegenerowana forme mozna sprowadzi¢ do postaci (3.11) z ¢ = 0.

Dla przestrzenie nieskoniczenie wymiarowych z reguly zakladamy, ze forma symetryczna jest

dodatnio okreslona i nazywamy ja iloczynem skalarnym. Zakladamy tez z reguty, ze przestrzenie
sa zupelne, czyli ze sa rzeczywistymi przestrzeniami Hilberta.

3.8 Grupa unitarna w skonczonym wymiarze

U(C™) definiujemy jako
UC"):={AeL(C") : A*A=1}.

(Automatycznie elementy U(C") spelniaja AA* = 1). Jest to podgrupa w GL(C"). Piszemy tez
U(C") =U(n).

Macierze unitarne zachowuja standardowy iloczyn skalarny w C”.
Latwo pokazaé, ze wyznacznik macierzy unitarnych ma modut 1. Definiujemy

SU(C™) := SL(C™) N U(C™).
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3.9 Grupa pseudo-unitarna

Niech ¢,p € 0,1,.... Przez C% bedziemy rozumieé¢ przestrzein CI™? = C? ¢ CP z iloczynem
-1
zadanym przez tensor I, := [ 0 (I)l ] To znaczy,
q q+p
Tl ==Y v+ > ) (3.12)
i=1 Jj=q+1

U(C?P) definiujemy jako zbiér macierzy spetniajacych
A'lgpA=1Igp.
(Automatycznie spelniaja one Al, ,A* = I,,,). Jest to grupa. Piszemy tez
U(C*") = Ul(g p)-

Macierze pseudo-unitarne zachowuja iloczyn pseudoskalarny w C%P.
Wyznacznik macierzy pseudo-unitarnych ma modut 1. Definiujemy

SU(C%?) = 8SU(q,p) :={A € U(C?) : det A=1}.

3.10 Abstrakcyjne podejscie do grup (pseudo-)unitarnych

Mozna tez podej$¢ bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda zespolonymi przestrzeniami wek-
torowymi z wyr6zniong formg hermiowska, ktorg dla v,v" € V oznaczamy v - v’. Zbior bijekcji
liniowych z V w W spelniajacych
Av- AV =750

oznaczamy przez U(V,W). W szczegolnosci U (V) := U(V, V) jest grupa.

Dla V = C" kazda niezdegenerowana forme hermitowska mozna sprowadzi¢ do postaci (3.12),
i wtedy V nazywamy C%P. Wiec obie definicje sie w tym wypadku pokrywaja.

Dla przestrzenie nieskonczenie wymiarowych z reguty zakladamy, ze forma hermitowska jest
dodatnio okreslona i nazywamy ja iloczynem skalarnym. Zakladamy tez z reguty, ze przestrzenie
sa zupelne, czyli Ze sa (zespolonymi) przestreniami Hilberta

3.11 Grupa symplektyczna w skoiiczonym wymiarze

0 1 ] Grupa Sp(K™) = Sp(n, K)

W przestrzeni K2 = K*@K" wprowadzamy macierz J = [ 1 0

jest zdefiniowana jako
Sp(K) := {A € L(K") : A*JA=J}

(Automatycznie elementy Sp(K") spetniaja AJA# = J). Jest to podgrupa w GL(K"). Macierze
symplektyczne zachowuja standardowsg forme symplektyczng w K™,

n

vwv’ = Z(Uivngn — Vign}). (3.13)

i=1
Latwo pokazaé, ze wyznacznik macierzy symplektycznych jest rowny 1. Dlatego Sp(K™) jest
podgrupa w SL(K").
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3.12 Abstrakcyjne podejscie do grup symplektycznych

Mozna tez podejsé bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi z
forma symetryczna, ktorag np. dla v,v’ € V oznaczamy vwv’. Zbiér bijekcji liniowych z V w W
spetniajacych

Avw AV = vwv/

oznaczamy przez Sp(V,W). W szczegolnosci Sp(V) := Sp(V, V) jest grupa.
Kazda niezdegenerowana forme symetryczna mozna sprowadzi¢ do postaci (3.13). Wiec obie
definicje sie w tym wypadku pokrywaja.

3.13 Grupy afiniczne

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Odwzorowaniem afinicznym na V nazywamy odwzoro-
wanie postaci
Vov—w+Av eV

gdzie w € Vi A € L(V). Odwzorowania afiniczne dla ktorych A € GL(V) tworza grupe z
dziataniem

(w1, A1) (wa, Ag) := (w1 + Ajws, A1 Ag)

elementem neutralnym (0, 1) i odwrotnoécia (w, 4)~! = (A7'w, A™1). Grupe te nazywamy
afinicznym rozszerzeniem grupy GL(V).
Grupa GL(V) dziala na elementy z V w oczywisty sposob. Czyli dostajemy homomorfizm

GL(V) 3 A A € Aut(V),

gdzie z prawej V jest traktowana jako grupa z dodawaniem. Latwo widzimy, ze grupa afiniczna
jest iloczynem polprostym V x GL(V).

Czesto w zastosowaniach spotykamy grupy w ktorych GL(V) jest zastapione jej podgrupa.
Na przyklad, grupa Poincarego jest afinicznym rozszerzeniem grupy Lorentza RY3 x O(1, 3).

3.14 Grupy Liego
Mowimy, ze G jest grupg Liego, jesli jest to grupa bedaca rozmaitoscia (gtadka) i odwzorowania
GxG>(g,h) — gheG
G>g — gle@

sa gladkie.
Wszystkie rozwazane w tej sekcji grupy dla skonczenie wymiarowych V nad cialem K = R
lub C sa grupami Liego.
Oto wymiary wybranyh grup Liego
(1) dim SL(R™) = dim SU(C") = n? — 1,
(2) dim SO(R") = ™Ml

. n _ 2n(2n+41
(3) dim Sp(R?" = %
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4 Koincydencje wéréd grup macierzowych

41 SL(2,K) =~ Sp(2,K)
Niech
0 1
e[ 001

Zauwazmy, ze dla A € L(K?) mamy

AJAT = (det A)J.

4.2 SU(2)/Zs ~ SO(3)

Utozsamiamy R? z macierzami hermitowskimi 2 x 2 o §ladzie 0:

R?’B(m,y,x)HX:{ : :U+1y]

r—iy —=z
Zauwazmy, ze
—det X = 22 4+ ¢% + 22,

czyli wyznacznik zadaje standardowy iloczyn skalarny.
Dla A € SU(2) ktadziemy
paX = AXA*.

Wtedy
det p4 X = det X.

Zatem p4 zachowuje iloczyn skalarny.
SU((2) 32 A py € SO(3).

jest surjektywnym homomorfizmem. Jego jadrem jest +1.

4.3 SL(2,R)/Zy ~ SO(1,2), SL(2,C)/Z; ~ SO(3,C),

Utozsamiamy K? z macierzami 2 x 2 o $ladzie 0:

K39(x,y,a:)»—>X:[ z a:—l—y].

rT—y -
Zauwazmy, ze
—det X = —2% + ¢ + 2%

Dla K = R wyznacznik zadaje iloczyn pseudoskalarny o sygnaturze (1,2). Dla K = C jest to
zwykly iloczyn skalarny.
Dla A € SL(2,K) kladziemy
paX = AXAL
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Wtedy
det p4 X = det X.

Zatem p4 zachowuje iloczyn (pseudo-)skalarny.

SL(2,R) > A pyg € SO(1,2),
SL(2,C) 3 A py € SO(3,C),

sg surjektywnymi homomorfizmami. Ich jadrem jest +1.

4.4 SL(2,C)/Zy ~ SO(1,3)

Utozsamiamy R?* z macierzami 2 x 2 hermitowskimi

R?’B(t,x,y,x)HX—[ btz x—l—ly}

r—iy t—=z

Zauwazmy, ze
—det X = —t2 + 2% + > + 22,

czyli wyznacznik zadaje iloczyn pseudo-skalarny.
Dla A € SL(2,C) kladziemy
paX = AXA*.

Wtedy
det p4 X = det X.

Zatem p 4 zachowuje iloczyn pseudo-skalarny.
SL(2,C) > A ps € SOI(1,3).

jest surjektywnym homomorfizmem. Jego jadrem jest +1.

4.5 (SL(2,R) x SL(2,R)) /Zs ~ SO(2,2), (SL(2,C) x SL(2,C)) /Zs ~ SO(4,C),
Utozsamiamy K* z macierzami 2 x 2:

K35 (t,z,y,x) — X = [ b2 :c—i—y].

r—y t—=2

Zauwazmy, ze
—det X = —t% — 2% + ¢y + 22

Dla K = R wyznacznik zadaje iloczyn pseudoskalarny o sygnaturze (2,2). Dla K = C jest to
zwykly iloczyn skalarny.
Dla (A, B) € SL(2,K) kladziemy

papX = AXB™
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Wtedy
det p(A,B)X = det X.

Zatem p(4 )y zachowuje iloczyn (pseudo-)skalarny.

SL(QaR) x SL(27R) 2 (A7 B) = P(A,B) € 50(272)a
SL(2,C) x SL(2,R) > (A,B) + pa € SO(4,C),

sa surjektywnymi homomorfizmami. Ich jadrem jest +1.

4.6 (SU(2) x SU(2)) /Zs ~ SO(4)
Utozsamiamy R?* z macierzami zespolonymi 2 x 2 spetniajacymi X = JXJ w nastepujacy sposob:

Wa@www%axz[w+zm+w}.

r—iy it—=z

Zauwazmy, ze
—det X =% + 2% + % + 22

Czyli zadaje standardowy iloczyn skalarny.

Dla (A, B) € SU(2) x SU(2) ktadziemy
papX = AXB™

Wtedy
det p(4, ;)X = det X.

Zatem p(a gy zachowuje iloczyn skalarny.

jest surjektywnym homomorfizmem. Jego jadrem jest +1.

5 Reprezentacje grup

5.1 Definicja

Niech G bedzie grupa a V przestrzenia liniowa. Reprezentacjq grupy G na przestrzeni V nazy-
wamy homomorfizm 7 : G — GI(V). Bedziemy tez czesto pisaé, ze para (m, V) jest reprezentacja

grupy G.
Innymi stowy, G 3 g — 7(g) € L(V) jest reprezentacja, gdy

W(QIQQ) = W(gl)W(QQ), 91,92 € G.

Jesli V jest przestrzenia Hilberta, to reprezentacjg unitarng grupy G na przestrzeni V nazy-
wamy homomorfizm 7 : G — U(V).

W szczegolnosci, G 5 g — 1y € L(V) jst reprezentacja. Nazywamy ja reprezentacjq try-
wialng.
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5.2 Suma prosta

Niech V1, Vs, beda przestrzeniami liniowymi. Wtedy V; X Vo ma strukture przestrzeni wektorowej,
oznaczane przez Vi @ Vs i nazywanej sumaq prostq przestrzeni Vi i Vs.
Jesli A; € L(V;), to A1 @ A € L(V;1 @ Vs) jest zdefiniowany jako

(A1 @ Az)(v1,v2) = (Arvy, Agvo).
Niech (m;,V;) beda reprezentacjami na przestrzeniach V;. Wtedy

T @ ma(g) == mi(g) © m2(g)
definiuje reprezentacje na przestrzeni Vi ® Vs zwang sumgq prostq reprezentacyi w1 i wo. Bedziemy
pisaé
mr=md---Dbm.

m Tazy

5.3 Roéwnowazno$é
Niech (7, Vz), (p,V,) beda reprezentacjami G. Mowimy, ze operator U splata 7 i p, jesli
Un(g) = p(g)U, g€G. (5.14)

Moéwimy, ze 7, p sa reprezentacjami réwnowaznymi, gdy istnieje U € GI(Vy,V,) splatajacy 7 i
p. Piszemy wtedy 7 ~ p.

Jedli dodatkowo przestrzenie te sa przestrzeniami Hilberta, méwimy, ze w, p sa unitarnie
rownowazne, gdy istnieje U € U(Vrx,V,) splatajacy 7 i p.

Twierdzenie 5.1 Niech Vy, V, bedq skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami Hilberta. Niech
(m,Vr), (p,V,) bedq reprezentacjami unitarnymi. Wtedy ich rownowaznosé jest rownowazna
unitarnej rownowaznosc.

Dowod. Niech A € GL(V,,V,) splata m i p. Wtedy A* € GL(V,,Vx) splata p i m. Zatem
A*A € GL(V,) splata 7 z soba. To samo jest prawda dla (A*A)~'/2. Zatem operator unitarny
(AA*)"1/2 A splata 7 2 p. O

5.4 Nieprzywiedlnosé

Niech (7,V) bedzie reprezentacja G. Mowimy, ze podprzestrzenn Vi C V jest niezmiennicza dla

(m,V), gdy jest niezmiennicza wzgledem m(g), g € G. Polézmy 7 := 7 . Wtedy (71, V1) jest
1

tez reprezentacja. Mowimy, ze (71, V) jest podreprezentacjg reprezentacji (m, V).

Twierdzenie 5.2 Jesli (7,V) jest unitarna i Vy jest niezmiennicza dla (m,V), to V* jest tez
niezmiennicza dla (mw, V).

Mowimy, ze (m, V) jest nieprzywiedina, gdy nie istnieje nietrywialna podprzestrzen w V nie-

zmiennicza wzgledem .
Mowimy, ze (p, V) jest catkowicie rozktadalna, gdy p ~ &' m;, gdzie 7; sa nieprzywiedlne.
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Twierdzenie 5.3 Niech (m,V) bedzie reprezentacjg unitarng w skonczenie wymiarowej prze-
strzeni. Wtedy (mw,V) jest catkowicie rozktadalna.

Dowodd. Zalozmy, ze V jest przywiedlna. Wtedy posiada nietrywialng podprzestrzen niezmien-
nicza V1. Vo 1= Vll jest tez niezmiennicza. Kontynuujac dostaniemy rozktad. O

1t
0 1
niezmiennicza, ktora nie posiada dopelniajacej niezmienniczej. Dlatego jest to reprezentacja
przywiedlna, ale nie jest catkowicie rozkladalna. Nie jest natomiast unitarna.

Jesli wezmiemy reprezentacje R 3 ¢ — [ ] € L(C?), to C @ {0} jest przestrzenia

5.5 Reprezentacje jednowymiarowe

Rozwazmy reprezentacje w jednowymiarowej przestrzeni zespolonej. Takie reprezentacje maja
wartosci w grupie GL(C), ktora pokrywa si¢ z multiplikatywna grupa liczb zespolonych C*. W
C mamy z dokladnoscig do proporcjonalnosci tylko jeden iloczyn skalarny. Reprezentacja jest
unitarna (badz unitaryzowalna) gdy ma wartosci w U(C) = {z € C : |z| =1}.

Kazda reprezentacja jednowymiarowa jest nieprzywiedlna. Jesli G 2 g — x(g) € C* jest
jednowymiarowa reprezentacja za$ G 5 g — m(g) jest dowolna reprezentacja, to

jest tez reprezentacja. Jesli m jest nieprzywiedlne, to ym tez. W szczegdlnosci, reprezentacje
jednowymiarowe dowolnej grupy tworza grupe ze wzgledu na mnozenie.
Dla grupy Z,,dlam=0,...,n—1,

i2wkm

Zpodk—e n €C*

jest reprezentacja. Jest ona zawsze unitarna. Ogolniej

i2mrkimq iQTfk?pmp

Liny X .. X Ly, > (kpy.. kp)se ™ e € CX

jest reprezentacja unitarna. Latwo sie przekonaé, ze wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje
grupy Zn, X ... X Ly, sa tej postaci.
Dla grupy Z, dla dowolnego u € C

7 > ks &Mt ¢ CX

jest reprezentacja. Jest ona unitarna wtedy i tylko wtedy gdy w jest rzeczywiste. W szczegolnosci,
nie wszystkie reprezentacje Z sa unitaryzowalne.

5.6 Reprezentacje permutacyjne

Niech grupa G dziala na zbiorze X. Niech §, bedzie baza kanoniczna w 12(X). Wtedy

7(9)0y :=dga, g€ G, v € X,
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lub réwnowaznie
m(9)f(z) == f(g 'x), g€G, z€X,

definiuje reprezentacje unitarng na 1?(X).
Jedli X jest skoriczone, to reprezentacja ta jest przywiedlna, bo przesrtrzen rozpieta na wek-
torze ), J, jest niezmiennicza.

5.7 Podstawowe reprezentacje grupy permutacji

Rozwazmy powyzsza konstrukcje dla grupy S, dzialajacej na {1,...,n}. Zatem rozwazamy S,
dziatajaca na C”,

Niech V, = {f €C" : fi+...+ fn =0} = {(1,...,1)}*. Reprezentacja m obcicta do V bywa
nazywana reprezentacjq standardowq grupy S,

Twierdzenie 5.4 Reprezentacja standardowa jest nieprzywiedlna dla n > 2

Dowé6d. Twierdzenie jest oczywiste dla grupy Ss, dla ktérej wymiar reprezentacji jest rowny 1.

Zatozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla m — 1. Baza przestrzeni V, jest e; = 01 —
Ony--vsn_1 = Opn_1 — Op. Rozwazmy grupe S,_1 C S,. Dziala one na baze e1,...,e 1
jak reprezentacja permutacyjna. Dlatego tez, z zalozenia indukcyjnego, jej jedyne nietrywialne
podprzestrzenie niezmiennicze sa rozpicte przez e; +...+ep—1 =01 +...+dp—1 — (n—1)d, oraz
jej dopelienie ortogonalne. Latwo sie przekonaé, ze jakikolwiek element S, \S,—1 nie zachowuje
obu podprzestrzeni. O

Zauwazmy, ze dla grupy As, reprezentacja standardowe na V3 jest przywiedlna. Dla Ay,
reprezentacja standardowa jest nieprzywiedlna na V5. Dlatego tez, Twierdzenie 5.4 jest stuszne
jesli zastapimy S, przez A, in >4 (z takim samym dowodem).

Zatem dla dowolnej grupy permutacji znamy juz 4 reprezentacje nieprzywiedlne.

(1) trywialna, (1-wymiarowa),
(2) sgn, (1-wymiarowa),
(3) standardowa, (d — 1-wymiarowa),
(4) sgnxstandardowa, (d — 1-wymiarowa).
Dla matych n niektore z nich sie pokrywaja: Dla Sa, (1)=(4), (2)=(3). Dla Ss, (3)=(4).

Poczawszy od Sy, wszystkie cztery reprezentacje sa rozne.
5.8 Lematy Schura

Twierdzenie 5.5 (Pierwszy Lemat Schura) Niech (m,V) bedzie nieprzywiedlng unitarng re-
prezentacjg G. Niech A splata (w,V) z samq sobg. Wtedy A = ¢l dla pewnego ¢ € C.

Dowo6d. Niech A bedzie niezerowym operatorem splatajacym (m,)) z soba. A* tez splata.
Jeden z operatorow A + A* 1i(A — A*) jest niezerowy i oba splataja. Zatem mozna zalozy¢, ze
A jest samosprzezony. Jesli A nie jest réwny A1, to znaczy, ze istniejg A1 # Ao w spektrum A.
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Zatozmy dla uproszczenia, ze dim V < co. Wtedy Ker(A — A1) jest nietrywialna podprzestrzenia
niezmienniczg, co jest sprzecznoscig. O

Twierdzenie 5.6 (Drugi Lemat Schura) Niech (7,Vy), (p,V,) bedq nieprzywiedlnymi uni-
tarnymi reprezentacjami G. Jesli istnieje A # 0 splatajacy (7,Vr) z (p,V,), to (m,Vx) jest
unitarnie rownowazna (p,V,).

Dowo6d. Niech A # 0. A*A # 0 splata (7, V) z soba. Dlatego A*A = A\ 1, A; # 0. Podobnie,
AA* splata (p,V,) z sobg. Dlatego A*A = Xol. Mamy M1 = A*AA*A = MA*A = o\ 1L
Zatem A\ = Ao =: A, Wiec U := A2 A jest unitarny. O

5.9 Iloczyn tensorowy I

Najpierw wprawadzmy iloczyn tensorowy w ‘“naiwny” sposob.

Oznaczmy baz¢ kanoniczng C" przez e;, i = 1,...,n, zas baz¢ kanoniczng C™ przez f;, j =
1,...,m. Przestrzeii C" ® C™ mozna zdefiniowa¢ jako C"™ z bazag ¢; ® f;, i = 1,...,n,j =
1,...,m. Czyli elementy C" @ C™ sa postaci > _',_, tije; ® fj.

Jesli v = 371" | vie, = 370, v; fj, to kladziemy

n m
VR W = sziwjei ® fj-

i=1 j=1

Niech A bedzie operatorem na C" a B operatorem na C™. Przez A ® B rozumiemy operator
na C" @ C™, ktérego macierz jest rowna

(A® B)ijum = AiwBji.
Jesli A1 B sa unitarne/hermitowskie, to A ® B tez.

5.10 Iloczyn tensorowy II

Wprowadzmy teraz iloczyn tensorowy w sposoéb niezalezny od bazy. Niech V, W beda przestrze-
niami. Dla uproszczenia, bedziemy zaktadaé, ze sa skoniczenie wymiarowe.

Niech Z bedzie przestrzenia skonczonych kombinacji liniowych wektorow (v, w), v € V, w €
W. W przestrzeni tej wyrdézniamy podprzestrzen Zg rozpieta na wektorach

(Av,w) — A(v, w), (v, \w) — A(v,w),
(v1 + v2,w) — (v, w) — (v2, w), (v, w1 + wa) — (v, wy) — (v, we).
Definiujemy V@ W := Z /2. Jesliv € V, w € W, to definiujemy v @ w := (v, w) + Zp.
YV ® W jest przestrzenia wektorowa. ® jest dzialaniem spelniajacym warunki
M) @w=MWew, v (Aw)—Iew,
(V1 +v2) W — V] W — vy VW, v® (W + w2) — v @ w; — v ws.

Wektory postaci v ® w nazywaja sie tensorami prostymi. Nie sa to wszystkie wektory w V ®@ W,
ale rozpinaja V @ W.
Pokazmy, ze powyzsza definicja jest rélnowazna definicji “naiwnej”.
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Twierdzenie 5.7 Jesli e;, i = 1,...,n jest bazq w V, zas fj, j = 1,...,m bazg w W, to
e®fj,i=1,...,n,5=1,...,m. jest bazg wV @ W.

Dowéd. Latwo sprawdzamy, Ze e;® f; rozpinaja V@W. Trzeba pokazac ich liniowg niezaleznos¢.
Niech

Y e fj =0. (5.15)
2
Niech e!, ..., e" bedzie baza dualna do ey, ..., ey, tzn

(e'lej) = 5.

Podobnie, niech f!,..., f™ bedzie baza dualng do fi,..., fm. Zdefiniujmy funkcjonat p¥ na Z
wzorem

(7 1(v, w)) = (e'[v) {f|w).

Sprawdzamy, ze p*/ = 0 na Zy. Zatem p“ jest dobrze okreglony na V@ W = Z/Z,. Stosujac p
do (5.15) dostajemy t¥ = 0. O

Twierdzenie 5.8 Jesli V « W sq przestrzeniami Hilberta, to V ® W posiada jedyny iloczyn
skalarny taki, ze
(1)1 & wl\vg & ’wg) = (v1|v2)(w1|w2). (516)

Jedlie;, 1 =1,...,n jest bazqg ortonormalng wV, zaé fj, j =1,...,m bazq ortonormalng w W,
toe; ® fj, i=1,...,n,5=1,...,m. jest bazqg ortonormalng wV @ W.

Dowo6d. Najpierw sprawdzamy, ze jesli iloczyn skalarny o wtasnosci (5.16) istnieje, to czesé
twierdzenia o bazach ortonormalnych musi byé¢ prawdziwa. O

Twierdzenie 5.9 Niech A bedzie operatorem na V i@ B operatorem na W. Wtedy istnieje do-
ktadnie jeden operator A® B naV @ W taki, ze

(A® B)v @ w := (Av) ® (Bw).
Dowo6d. Wystarczy zdefiniowaé A @ B w bazie:

(A® B)e; ® fj = (Ae;) ® (Bfj).

Niech (m,V), (p, W) beda reprezentacjami. Illoczynem tensorowym tych reprezentacji nazy-
wamy reprezentacje m ® p w przestrzeni V @ W

(mr@p)(g) =7(9) ® p(g)-

Zauwazmy, ze mm jest rownowazne m @ Igm.
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5.11 Reprezentacja grupy permutacji
Twierdzenie 5.10 Dia o € S, istnieje doktadnie jeden operator ©(c) € L(®Q™V, dla ktdrego
O R QUp =Vy-1; R+ @ Vy—1p,.
Sp 30— 0(0) € LV
jest reprezentacjq.
Dowoé6d. Wystarczy wybraé baze ey, ..., e, w V i polozyé
O(0)ei ® - ®ei, =€, O Qe

To definiuje jednoznacznie operator ©(o).
Pokazmy, ze ©(m)©(0) = O(no). Niech vy,...,v, € Vi w; := v,-1;. Wtedy
MmO ® - Qu, = O(mMw - wy
= Wr-11Q Q@ Wr-1p,
= We—17-11 & @ We—15-1p
= W)y 11 @ O Wrg)—in-
Jedli V jest przestrzenig Hilberta, jest to reprezentacja unitarna.

Jest to reprezentacja przywiedlna. W szczegoélnosci, mozna podaé rzuty ortogonalne na pod-
przestrzenie na ktérych reprezentacja jest trywialna i znakowa:

or = 3 6,

‘oS,
1
o, = ] Z sgno®(o).
T oeS,
Ktadziemy ®g/aV = @g/a Q" V.
Zauwazmy, ze
1
0 = S+6(n).
1
93 = 5(]1 —O(1)).

Zatem 1 = ©2 4+ ©2. Czyli kazdy 2-tensor mozna roztozyé¢ na cze$é symetryczng i antysyme-
tryczna: @2V = @2V @ @2V,
Jesli t € @™V, to

t= Ztil,...,ineil & ® e,
Wtedy

Ot = Zt(i1,~~-,in)ei1 ®--®e,,
@at - Zt[ilvnyin]eil ® Tt ® ein7
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gdzie

1
t(il,m,in) = E Z tiaiauwio'n’
’ O’ESn

1
t[’h,...,in} = ﬁ Z Sgno—ti(ria--.yian'
’ O'ESn

5.12 Charaktery

Zalozmy, ze m jest reprezentacja na skorniczenie wymiarowej przestrzeni V. Charakterem repre-

zentacji m nazywamy funkcje na G réwng

Xr(g) := Trm(g).
Mamy dimV = x-(e),

X=(9) = Xa(hgh™'), g,h€G;

Xrdp = Xr =t Xps

Xnr = NXm,

Xn@p = XnXp>

X7 = yw?
1

Xezn = 5 (Xa(9)" + xx(9%)) ;
1

Xezr = 5 (xx(9)" = xx(97))-

6 Reprezentacje grup skonczonych

W tej sekcji wszystkie grupy sa skoiiczone.

6.1 Unitaryzowalnos¢

Twierdzenie 6.1 Niech G bedzie grupq skoriczong a (7,Vy) jej reprezentacjq.

tloczyn skalarny na Vy taki, zZe w jest reprezentacjg unitarng.

Dowo6d. Wybierzmy dowolny iloczyn skalarny (-|-)o w V. Wtedy
1
(v|w) = R Z(W(Q)U\W(Q)w)o
geG
jest tez iloczynem skalarnym. Mamy
1
(w(h)v[m(h)w) = e > (w(hg)v|m(hg)w)o = (v|w).
geG

Zatem T jest reprzentacja unitarna. O

Wtedy istnieje

Stad wniosek, ze kazda reprezentacja grupy skoriczonej w skoniczenie wymiarowej przestrzeni

jest caltkowici rozktadalna.
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6.2 Relacje ortogonalnosci

Unitarna réwnowazno$¢ reprezentacji jest relacja rownowaznosci. Przez G bedziemy oznaczali
zbior klas abstrakcji wzgledem tej relacji. W praktyce dla kazdego elementu G wybierzemy re-
prezentanta (7, Vr). Wybierzemy rowniez baze ortonormalng e 1, ..., €x 4, , gdzie dr := dim Vy.
Mozemy wtedy zapisaé 7w jako macierz

Czyli

W 12(G) bedziemy uzywaé iloczynu skalarnego

(F11) #GZf

Twierdzenie 6.2 Niech 7,7’ € G.
1

(7rij|7r;~cm #G Z Tr’LJ ﬂ—km (g) = diéﬂ,ﬂ"éikéjma (617)
gEG ™
(Xrlxar) = Z X (g = G (6.18)
gEG

Lemat 6.3 Niech 7,7’ bedq reprezentacjami. Niech H bedzie operatorem z Vyr do Vy. Zdefi-
niUIMY
-1
3 rlo
#G geG

Wtedy (H) splata @' i w. W szczegdlnosci, jesli w,n' sq nieprzywiedine, to (H) jest niezerowe
jedynie, gdy sq one réwnowazne i wtedy (przyjmujac, ze Vy = Vi) mamy

(H) = T;H 1y, . (6.19)
Dowéd.
1
n(h)(H) = 5 w(hg”)H'(9)
#Gg; !
1
= N w((gh Yy HHA (gh V)7 (h) = (H)x'(h)
76 2, ?
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Naste[pnie stosujemy Lemat Schura. PokaZmy na koniec (6.19). Wiemy, ze (H) = cly_. Zatem

cdr =Tr(H Z Trm(g m(g) = TrH.
# geG
O

Dowéd Twierdzenia 6.2 Stosujemy Lemat 6.3 do H = |ex ;) (ex m |-

1
|€ﬂ'] Er’ m|7r() = -1y 6””/Tr’eﬂ'j)(eﬂ'm|
#GZ ’ dr "7 ’
geG
1
- aﬂvﬁm@m'

Nastepnie obkladamy obie strony przez (er;|---|er ), dostajac (6.17). Aby pokazaé (6.18),
liczymy:

(XTI'|X7I'/) = ZZ(T(“‘W;]) = Z(ﬂ'uh—n) = 67r7r’Z:'

i=1 j=1 i=1

6.3 Rozklad reprezentacji
Niech (p, W) bedzie reprezentacja grupy G na przestrzeni wymiaru d,. Wiemy, ze
p~ D mym. (6.20)
re@

Zatem

dp = mndy. (6.21)

WEG

Mamy tez rozklad przestrzeni W na sumg prosta ortogonalna W = @& __~Wr taki, ze p ” jest

rOwnowazna m,7, oraz rzuty ortogonalne @ na W;. Oczywiscie, W, = RanQ,
Y Qr = 1, Q=Qr QuQu=0Qnr
el

Pokazemy, ze liczby m., podprzestrzenie W, i rzuty Q) sa wyznaczone jednoznacznie. Po-
kazemy, jak je tatwo znajdowac.
Pamietamy, ze charakter p jest zdefiniowany jako x,(g) := Trp(g), g € G.

Twierdzenie 6.4 Dia 7 € &

My = #GZXW )Xo (9) (6.22)
geG

= (X7r|XP) (6.23)

Qr = ZXW (6'24)
geG
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Dowo6d. Niech p spetnia (6.20). Wtedy

= Zmﬂpﬂ.

Nastepnie relacja ortogonalnosci charakteréw implikuje (6.22).
Mozemy znaleZ¢ baze ortonormalng w Wy exip, t = 1,...,dr, p=1,...,my taka, ze

dr
9)enip = Z Tji(g)en,jp-
j=1

Wtedy
d/ dr
#GZX” 9erip = # Zzzﬂ-kk 9)mji(9)er,jp
geG geG k=1 j=1
dr
= 67r,7r’ Z 5kj5ki€ﬂ',j,p = 57r,7r’e7r,i,p~
k‘,]:l

6.4 Reprezentacja regularna

Jesli grupa G dziata na zbiorze X, to wiaze sie¢ z tym unitarna reprezentacja grupy G na prze-
strzeni [?(X) zadana przez

M) f(z) = f(g7 x), geG, zeX.

W szczegolnoéci, rozwazmy X = G. Iloczyn skalarny w [2(G) normalizujemy

(f1) #GZf

Dostajemy reprezentacje na [?(G) zwana, (lewq) reprezentacjq regularng. Mamy tez prawq repre-
zentacje regularng

p(g)f(h) :== f(hg), g,h € G.

Twierdzenie 6.5 (1) A~ @& d,.
G

(2) #G =3 _ad2. Funkcje \/dymij stanowiq baze ortonormalng w I*(G).
Dowod. Charakter reprezentacji regularnej jest réwny

xa(9) = #G de(yg).
Stad
Mz = (XalXx) = X=(€) = dxr.

To pokazuje (1), z ktorego na mocy (6.21) wynika (2).
Wiemy, ze {\/drm;; : m € G, i,j =1,...,d} stanowia uktad ortonormalny. (2) oznacza, ze
liczba jego elementéw réwna jest wymiarowi [2(G) = #G. Zatem jest to baza ortonormalna. O
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6.5 Liczba reprezentacji nieprzywiedlnych
Twierdzenie 6.6 Liczba klas sprzezonosci jest rowna liczbie reprezentacji nieprzywiedinych.

Dowédd. Niech I2, ,(G) bedzie podprzesterzenia I2(G) sktadajaca sie z funkeji statych na klasach
sprzezonoéci. Wiemy, ze X, ™ € G, stanowia uklad ortonormalny w 12, (G). Pokazemy, ze jest
to baza ortonormalna.

Najpierw zauwazmy, ze z Lematu (6.3) wynika, ze

(rto)) = X2, (6.25)

Niech f € 12, (G).

cent

dx
@) = D frimis(g)

WEG 1,J
dr
— #1G Z Z Z frigmij(hgh™")
heG redy
dr
= Z Z fﬂ,ij(efr,i|<7r(g)>eﬂ'7j)
reG b
& Xalg)
= Z Z fﬂ,iiTv
TeG

gdzie w ostatnim kroku skorzystalismy z (6.25). Zatem [2, ,(G) jest rozpiete przez xn, 7 € G. O

7 Algebry laczne

7.1 Definicja

Niech 2 bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K. Mowimy, ze A jest algebrg jesli jest
wyposazona w dzialanie
AxA> (A, B)— AB e
spelniajace
A(B+C)=AB+ AC, (B+C)A=BA+CA,
(aB)(AB) = (aA)(BB).
Jesli w dodatku
A(BC) = (AB)C,
to moéwimy, ze jest to algebra tgczna. (W praktyce, skracamy nazwe, przez algebre rozumiejac
algebre taczna).
Mowimy, ze 2 jest algebrg przemienng gdy A, B € 2 implikuje AB = BA.
Centrum algebry 2 jest zdefiniowane jako

3A)={AeA : AB=BA, Be}.

29



7.2 Podalgebry

Ustalmy algebre 2. B C 2 nazywmy podalgebrg gdy jest to podprzestrzen liniowa i A, B € 6 =
AB € B. Oczywiscie, podalgebra jest réwniez algebra.

Jesli rodzina B, C A skiada sie z podalgebr, to NyB, jest tez podgrupa. Dlatego, dla
dowolnego podzbioru B C 2 istnieje najmniejsza podalgebra zawierajaca 6. Oznaczamy ja
przez Alg(®B) i nazywamy podalgebrg generowang przez B.

Niech V bedzie przestrzenia wektorowg nad K. Oczywiscie, zbior liniowych odwzorowan w
V, oznaczany przez L(V), jest algebra.

Podalgebry w L(V) nazywane sa konkretnymi algebrami.

7.3 Identyczno$é

Identycznosé algebry A to element 1 € A taki, ze
A=1A= A1, Ae

Kazda algebra ma najwyzej jedna identycznosé. W rzeczy samej, jesli 1y, 1 sg identycznosciami,
to
1; = Tyl = 1.

Moéwimy, ze A jest unitalna albo z jedynkq, jesli posiada identycznosé. W dalszym ciagu, dla
A € C bedziemy po prostu pisa¢ A zamiast A1l

Zawsze mozna do algebry 2 dotaczyé¢ jedynke. Dostajemy wtedy algebre 25, jako przestrzen
wektorow rowng A & C z dzialaniem

(A, N) (B, i) := (AB 4+ AB + pA, A\p).

7.4 Idempotenty

P € A nazywa sie idempotentem gdy P2 = P. PAP jest podalgebra zwana algebrg zredukowang.
Identyczno$é jest idempotentem.
Idempotent P nazywa sie minimalnym gdy P2AP jest jednowymiarowa.

7.5 Sumy proste

Jesli Uy, Ay sa algebrami, mozemy zdefiniowaé 20y @ Us.
Jesli 2 jest algebra i P € AN2A jest idempotentem, to oczywiscie P = PP jest podalgebra.
2 jest naturalnie izomorficzna z PA & (1 — P)2L.

7.6 Homomorfizmy

Niech 2, B beda algebrami. Odwzorowanie ¢ : A — B nazywa sie homomorfizmem gdy jest
liniowe i zachowuje mnozenie, to znaczy

(1) ¢(AA) = Agp(A);
(2) ¢o(A+ B) = ¢(A) + ¢(B);
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(3) #(AB) = ¢(A)¢p(B).
Jesli ¢ jest homomorfizmem i P jest idempotentem, to ¢(P) jest idempotentem.
Homomorfizm A w L(V) jest nazywany reprezentacjg 2 na V.
Jesli A, B s algebrami unitalnymi i ¢ : % — B jest homomorfizmem, moéwimy, ze ¢ jest
unitalny gdy
¢(Ig) = Ts.

7.7 Lewa regularna reprezentacja

Regularna reprezentacja
A5 A— AA) € L)
jest zdefiniowana przez

AA)B:= AB, A,Beq.

Jesli A jest unitalna, to A jest injektywna. Jesli 2 nie jest unitalna, to A moze by¢ rozszerzona
do reprezentacji
A5 A— A\(A) € L)

w oczywisty sposdb. \p jest injektywna.
W obu przypadkach widzimy, ze kazda algebra jest izomorficzna z konkretna algebra.

7.8 Idealy

B jest lewym ideatem algebry 2 jesli jest liniows podprzestrzenia w Ai A€, Be B = AB €
8. Podobnie definiujemy prawy ideatl.

Jesli A € 2, to AA jest lewym ideatem

B nazywa sie ideatem dwustronnym, lub po prostu ideatem, gdy jest lewym i prawym ideatem.

Moéwimy, ze ideat J jest wtasciwy gdy T # . Mowimy, ze ideal T jest nietrywialny gdy J # 2
i 7 # {0}.

Twierdzenie 7.1 Jadro homomorfizmu jest ideatem. Jesli J jest ideatem w A, to A/T ma
naturalng strukture algebry. Odwzorowanie

AS A A+T €A/

jest homomorfizmem, ktorego jgdro jest réwne J.

7.9 Przyklady podalgebr w L(K")

(1) Algebra gornotrojkatna.

(2) Algebra nil-gornotrojkatna.

(3) Algebra blokowa L(KP*) @ ---@® L(KPr), n=p1 + - - pg.

(4) Algebra L(KP) ® 1, n = pq.

(5) Lewa regularna reprezentacja L(K%) @ --- @ L(K%) dziala w L(K") dla n = d} + - - - d3.
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7.10 x-algebry
Zatozmy, ze K jest R lub C.

Definicja 7.2 Mowimy, ze algebra 2 jest x-algebra gdy jest wyposazona w antyliniowe odwzo-
rowanie A > A — A* € U takie, ze (AB)* = B*A*, A" = A i A # 0 implikuje A*A # 0. *
nazywa sie inwolucja.

Mowimy, zZe ideat J jest x-idealem, gdy jest x-niezmienniczy.

Niech V bedzie przestrzenig Hilberta. Zbior operatoré6w ograniczonych na V), oznaczany
B(V) ze sprzezeniem hermitowskim tworzy x-algebre. Kazda podalgebra w B(}) niezmiennicza
wzgledem * jest tez x-algebra.

Definicja 7.3 x-Algebry takie sq zwane konkretnymi x-algebrami.

Definicja 7.4 Jesli A, B sq *-algebrami, to homomorfizm 7 : A — B spetniajgcy m(A*) =
m(A)* nazywa sie *-homomorfizmem. (Réwniez definiujem x-isomorfizmy, *-automorfizmy,, etc.)

Twierdzenie 7.5 Kazda skoriczenie wymiarowa zespolona x-algebra N jest x-izomorficzna z

L(CP).

i=1
W szczegdlnosci, N posiada jedynke.

Zdefiniujmy dim(M) = [p1,...,px]. N jest przemienna jesli p; sa rowne 1 lub 0.
Niech P; bedzie rzutem na L(CPi. Centrum algebry 91 sktada sie z elementoéw postaci

Zcipi, ¢ € C.
A

P; sa nazywane minimalnymi rzutamsi centralnyms.

7.11 Reprezentacje skonczenie wymiarowych x-algebr
Lemat 7.6 Niech ¢ : L(CP) — L(C™) bedzie unitalnym - homomorfizmem. Wtedy n = qp,
q € N, i ¢ jest unitarnie réwnowazny homomorfizmowi

L(C?) 3 A A® 1, € L(CP & CY).

Dowéd. Niech ey, ..., e, bedzie bazg w CP a el,...,eP baza dualng. L(CP) jest rozpieta przez
operatory |e;){e;|. Niech fi1,..., fiq bedzie baza w Rang (|e1)(e'|). Niech f;; := ¢ (Je;)(e!]) f1)-
Sprawdzamy, ze f;; stanowig baze. Jesli f4 jest baza dualna, to

q

|€z 6] Zfzk fjk‘
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k
Twierdzenie 7.7 Kazda unitalna reprezentacja algebry @ L(CP:) na C" jest unitarnie réwno-
i=1

wazna reprezentacji w GF_ CPi @ C¥
O(Ars -, Ay) = @1 A @ Ty,
Mamy n =% pigi oraz ¢; = p%_Trng(Pi).

Dla reprezentacji regularnej mamy p; = ¢;. W szczeg6lnosci, w tym wypadku
-
i

7.12 x-homomorfizmy skorniczenie wymiarowych x-algebr

Niech 91, 91 beda skoniczenie wymiarowymi x-algebrami. Niech Py, ..., Q1, ... beda minimalnymi
rzutami centralnymi 91 i odpowiednio 9.

Kazdy homomorfizm o : 0t — M, gdzie dimN = [nq,...,ny), dAmM = [my, ..., m,], okre-
slony jest przez macierz [t;;], gdziei=1,...,q, j=1,...,pi

Z tijnj < m;.
J
Mamy = zamiast < jesli v jest unitalna. Bedziemy pisa¢ Diag(c) = [t;;]. Mamy ¢;; = TrQ;¢(P;).

8 Algebra grupowa

8.1 Algebra grupowa

Niech G bedzie skoriczona grupa. Przez C(G) bedziemy oznaczali zbiér funkcji zespolonych na
G. Jest on rozpiety przez funkcje 64, g € G,

1, g=h,
6g(h) = { 0, g#h.

C(G) jest wyposazone w dwa taczne iloczyny: mnozenie punktowe i splot:

FG(g) = F(9)Gl(y),
FG(g) = > F(gh™"G(h).
h
Mamy réwniez inwolucje -
F*(g):= Flg™"). (8.26)

Twierdzenie 8.1 C(G) ze splotem i sprzezeniem (8.26) jest x-algebrg.
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Dowd6d. Niech F' € C(G) bedzie rozne od zera. Liczymy

P« F(g) = Y Flhg E(h).
heG

W szczegblnoscei,
F*xF(e)=Y_=|F(h)]? #0.

heG

Mamy naturalne zanurzenie G' € g — 64 € C(G), przy czym mnozenie przechodzi na splot:

(Sg * (Sh = 6gh~
Niech 7 bedzie reprezentacja G na V. Wtedy 7(d,) := 7(g) rozszerza si¢ przez liniowos¢
do reprezentacji algebry splotowej C(G) na V. Jedli reprezentacja jest unitarna, to 7 jest -

reprezentacja.
W przysztosci bedziemy po prostu pisa¢ m zamiast 7.

8.2 Postaé algebry splotowej

Zdefiniujmy odwzorowanie liniowe

6:C(G)— @ L(V,) C L ( @ vﬂ>

re@ TeG

przez

dx
= & Z mij(9)|ex.qi)(ex ;]
WeGi,j:l
Twierdzenie 8.2 ¢ jest x-izomorfizmem.

Dowéd. Oczywiste jest, ze |ex;)(erjl, 4, = 1,...,dx, ™ € G rozpina L ( @ Vﬂ). Ale
TeG
¢t (Jex.i)(ex]) (9) = mij(g), ktorej jak pokazalismy, stanowia baze (*(G). O
Niech 1, oznacza rzut na V. Niech

Ceent(G) := {F € C(G) : F(ghg™')=F(h), h,g € G}

Innymi stowy, Ceent (G) sktada sie z funkeji statych na klasach sprzezonosci grupy G.
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Twierdzenie 8.3 Ceent(G) jest centrum algebry splotowej C(G). Jest rozpiete przez ¢~ (1),
e G. Mamy

G -
]17r = <Z> %ZXW(Q)(SQ
4 geG

Rozwazmy lewa reprezentacje regularng A grupy G na [?(G). Rozszerza sie ona do reprezen-

tacji A : C(G) — L(I*(Q@)).

Twierdzenie 8.4 7 lewej F,F' sq traktowane jako elementy 1*(G), z prawej, jako elementy
algebry C(G):

(FIF) = Y dTen(F)*n(F') = TEAF) A(F).
e
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