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1 Podstawowe wtasno$ci grup

1.1 Definicja

Grupa to niepusty zbiér G wyposazony w

(1) dziatanie G x G 3 (g,h) — ¢ - h € G majace wlasnos¢ {qgcznosci
(gh)k = g(hk), g,h,k € G.

(2) wyrozniony element e € G, zwany elementem neutralnym, spekniajacy

eg=ge=g, gE€G.

(3) odwzorowanie G' > g — g~ ! € G, zwane odwrotnoscia spetiajace

99 ' =g lg=e, geG.

Czyli grupa jest czworka (G, -, e, ~!). Notacja powyzsza nosi nazwe multiplikatywne;.

Méwimy, ze grupa jest nietrywialna, gdy jest rézna od grupy sktadajacej sie jedynie z elementu
neutralnego.

Element neutralny w notacji multiplikatywnej jest czesto oznaczany przez 1 lub 1.

Mozliwe jest tez sformutowanie stabszych aksjomatéw, w ktorych grupa jest zbiorem wypo-
sazonym jedynie w taczne dzialanie i dwa warunki zapewniajace istnienie elementu neutralnego
i odwrotnodci.

Mowimy, ze grupa jest przemienna lub abelowa, gdy

gh=hg, g,heqG.

Dla grup abelowych stosujemy czesto notacje addytywng, w ktorej grupa to (G, +,0, —).



1.2 Podgrupy

Niech G bedzie grupa. Niepusty podzbior H C G nazywamy podgrupg gdy jest zamkniety ze
wzgledu na mnozenie i branie odwrotnodci. Zawiera wtedy element neutralny i ze wzgledu na
mnozenie i odwrotnos¢ dziedziczone z G jest grupa.

Méwimy, ze podgrupa jest nietrywialna, gdy jest rézna od grupy skltadajacej sie jedynie z
elementu neutralnego, jak réwniez od grupy G.

Jesli rodzina H, C G sklada sie z podgrup, to N, H, jest tez podgrupg. Dlatego, dla
dowolnego podzbioru X C G istnieje najmniejsza podgrupa zawierajaca X. Oznaczamy ja przez
Gr(X) i nazywamy podgrupg generowang przez X.

Grupe generowana przez jeden element nazywamy grupg cykliczng. Sa to grupy Z,, n € N i
7.

Liczbe elementow zbioru X oznaczamy przez #X w szczegblnosci. Liczbe elementéw grupy
nazywamy rzedem grupy.

Moéwimy, ze g € G ma rz¢d n € NU {oo}, gdy n = #Gr(g). Jesli rzad g jest rowny n € N,
to Gr(g) = {e,g,...,9" '} jest podgrupa w G izomorficzna z Z,,. Jesli rzad g jest réwny oo, to
Gr(g)={...,97 ', ¢,9,¢% ...} jest podgrupa izomorficzng z Z.

Jegli H jest podgrupa i g € G, to gHg™! := {ghg™' : h € H} jest tez podgrupa zwana
podgrupq sprzezong do H.

1.3 Homomorfizmy

Niech G, H beda grupami. Odwzorowanie ¢ : G — H jest homomorfizmem, gdy

#(9192) = ¢(91)0(92), 91,92 € G.

Stwierdzenie 1.1 Jesli ¢ jest homomorfizmem, to

dlea) =en, olg") =olg)™"

Dowod.
dlec)en = oleg)dleq) = dleq)pleq) " =en.
g7 = olg 1)¢(9)¢g) =d(g ' g)p(9) "
= ¢lec)p(9)™ = ewop(g)™ = olg) "
O

Bijektywny homomorfizm nazywamy izomorfizmem.
Jedli G = H, to homomorfizm nazywamy endomorfizmem a izomorfizm automorfizmem.
Automorfizmy grupy G tworza grupe oznaczana Aut(G).

1.4 Dzialanie

Niech X bedzie zbiorem. Przez S(X) oznaczamy zbior bijekcji na zbiorze X. Wtedy S(X) jest
grupa ze sktadaniem i elementem neutralnym réwnym id, gdzie id(z) = z, z € X.



Niech G bedzie grupa. Homomorfizm G — S(X) nazywamy dziataniem grupy G na zbiorze
X.

Innymi stowy, odwzorowanie
GxX>3(g,x2) = 19(x) e X (1.1)

jest dzialaniem, gdy
79(Th(2)) = Tgn(@), g,h € G.

Stosujemy tez czesto notacje uproszczong:
GxX>3(g,x)— greX.
W tej notacji wlasno$ci homomorficznosci i tgcznosci naturalnie sie zapisuja:
g(hz) = (gh)x, ((gh)k)x = (g(hk))z, g¢g,h,keG, € X.

Dlatego tez, zbyteczne jest pisanie nawiasow.
Jedlixz € X, to
G":={geG : 14(x) =2}

jest podgrupa w G zwana, grupg izotfopii ~elememfu x. .
Niech 7: G x X — X, 7: G x X — X, beda dziataniami. Méwimy, ze bijekcja ¢ : X — X

jest izomorfizmem dziatani T i T, gdy
Tg(¢(z)) = ¢ (1y(2)), 9€G, zeX.

1.5 Orbity
Niech 7 : G — X bedzie dziataniem. Definiujemy relacje

T~y & dgeary(T) =Y
Stwierdzenie 1.2 ~, jest relacjg rownowaznosci.

Klasy abstrakcji tej relacji nazywamy orbitami dziatania 7. Klase abstrakcji dla elementu x € X
nazywamy orbitq elementu x i oznaczamy 7g(z). Zbior orbit oznaczamy przez GX.

Jesli x,y naleza do tej samej orbity, to grupy izotropii G* i GY sa do siebie sprzezone, to
znaczy istnieje g € G takie, ze G* = gGYg~ L.

Moéwimy, ze dzialanie 7 jest tranzytywne, gdy posiada dokltadnie jedna orbite. Méwimy tez
wtedy, ze X jest przestrzenig jednorodng dla grupy G.

1.6 Warstwy
Niech H bedzie podgrupa grupy G. Wtedy H dziala na G przez lewe mnozenie

M(g) :==hg, g€ G, he H.



Orbity tego dzialania maja postaé
Hg:={hg : he H}, g€ @G,

i sa nazywane lewymi warstwami podgrupy H. Zbior lewych warstw jest oznaczany przez H\G.
H dziata na G roéwniez przez prawe mnozenie

ph(g) = gh_17 g€G, he H.
Orbity tego dzialania maja postaé
gH :={gH : he H}, g€ G,

i sa nazywane prawymi warstwami podgrupy H. Zbiér prawych warstw jest oznaczany przez
G/H.

G > g~ g ' € G jest izomorfizmem dla tych dziataii.

Lewe i prawe mnozenie jest bijekcja, tak samo odwrotnosé. Dlatego tez wszystkie lewe
warstwy maja te sama liczbe elementéow rowna rzedowi H Jako wniosek dostajemy

Twierdzenie 1.3 (Lagrange) Jesli G jest grupg skoniczong i H jej podgrupg, to
#G = (#H)(#G/H).

Dowo6d. Stosujemy Twierdzenie 1.5 do dzialania G na G/H, zauwazajac, ze G¢ = H. O

Liczbe #G/H nazywamy indeksem podgrupy H.
W szczego6lnosci, G dziala na sobie samej. Jest to dzialanie tranzytywne. Kazdemu elemen-
towi g € G odpowiada inna bijekcja na G. Dlatego tez dostajemy

Twierdzenie 1.4 (Cayley) Kazda grupa jest izomorficzna z podgrupg w S(G).
Nastepujacy wzor definiuje dzialanie grupy G na G/H:
g(kH) := (gk)H, g,k€qG.
Dziatanie to jest tranzytywne. Grupa izotropii elementu jednostkowego jest H.

Twierdzenie 1.5 (Podstawowe twierdzenie o przestrzeniach jednorodnych) Niech 7 :
G x X — X bedzie dziataniem tranzytywnym ¢ x € X. Wtedy wzor

P(9G") = 14()

definiuje izomorfizm dziatania G na przestrzeni warstw G/G* i T Jesli X jest zbiorem skoriczo-

nym, to #G = #X #G*.



Dowé6d. Dobra okrelonosé. Niech g,k € G.

gG® = kG® = kT 1¢G® =G"
= klge@® = 2= T-14(7)
= 1) =1 = 7(3) =T74(2).

Injektywnos$é Rozumowanie przeciwne do poprzedniego: pokazuje, ze
Th(2) = 14(2) = 9G* = kG”.

Surjektywnos$é wynika z tranzytywnosci.
Izomorficzno$é dzialan:

P(gkG") = Tgi(x) = 79(TR)) = Tg(H(KGT).

a

Twierdzenie 1.6 Niech H i K bedg podgrupami. Wtedy dziatania G na G/H i G/K sq izo-
morficzne wtedy i tylko wtedy gdy H jest sprzezona do K.

Dowod. < Niech K = mHm™'. Definiujemy
p(gH) = gm 'K = kHm ™!

Trywialnie sprawdzamy, ze ¢ jest dobrze okreslone, bijektywne i splata dzialania.

= Niech ¢ : G/H — G/K bedzie izomorfizmem. Wtdy ¢(H) = m~'K. Dlah € H
hm 'K = h¢(H) = ¢(hH) = ¢(H) = m ' K.

Czyli mhm 'K = K. Zatem, mHm~! ¢ K. Odwracajac role dostajemy mHm ™' = K O

1.7 Klasy sprzezonosci

Niech g € G. Ktadziemy
Inng(h) := ghg™', he€QG.

Wtedy Inng jest automorfizmem grupy G nazywanym automorfizmem wewnetrznym.
G > g — Inng € Aut(G)

jest homomorfizmem.
Grupa G dziala na sobie samej przez automorfizmy wewnetrzne. Orbity wzgledem tego
dziatania nazywaja sie klasami sprzezonosci.



1.8 Iloczyn grup
Niech K, H beda grupami. Wtedy K x H jest grupa z iloczynem

(k1, h1)(k2, he) := (k1ka, h1ha).

K x H 7z takim iloczynem nazywamy iloczynem (zewnetrznym) grupy K i H. Zauwazmy, ze
K x {em}, {ex} x H sa podgrupami, ktore komutuja, ich przeciecie to {(ex,em)} 1 generuja
razem K x H.

Latwo pokazaé, ze jesli n, m sa liczbami wzglednie pierwszymi, to

Ly X Ly, > (i, 7) = (in+ jm) € Zpm,
jest izomorfizmem. Kazda skoriczona grupa abelowa jest iloczynem grup postaci Zpk, gdzie p sa
liczbami pierwszymi.
1.9 Podgrupy normalne
Niech N bedzie podgrupa w G. Méwimy, ze N jest podgrupg normalng, gdy
geG, neN = gng teN.

Réwnowazny warunek:
gN=Ng, geG

Czyli nie ma wtedy potrzeby rozrozniaé lewych i prawych warstw.

Grupe ktora nie posiada nietrywialnych podgrup normalnych nazywamy grupg prostg. Przy-
ktadami grup prostych sa Z, dla pierwszych p i A, dlan > 5.

Weszystkie grupy proste skonczone zostaly sklasyfikowane. Dowod prostoty As jako pierwszy
podal Galois w 1831 r. Pelna lista jest znana od 1981 r., kiedy skonstruowano Grupe Monstrum.
Dowd6d kompletnosci tej klasyfikacji ogtoszono w 1983 r. Za date, kiedy powszechnie zgodzono
sie z tym, ze dowodd ten zostal ukonczony uznaje sie 2004.

Jesli ¢ : G — H jest homomorfizmem, to ¢(G) jest podgrupa w H i

Kerg ={g€ G : ¢(9) =en}

jest podgrupg normalna.
Wzér
(91N)(g2N) = g192N

definiuje w G/N strukture grupy. Odwzorowanie
G>g+—gN eG/N

jest homomorfizmem, ktorego jadrem jest N.
Jesli ¢ : G — H jest surjektywnym homomorfizmem, ktorego jadrem jest tez IV, to

P(gN) == ¢(9)
definiuje izomorfizm ¢ : G/N — H.



1.10 Iloczyn péiprosty

Niech H, N beda grupami i homomorfizm H > h — «j € Aut(N). Definiujemy (zewnetrzny)
tloczyn potprosty N X, H jako N x H wyposazone w dzialanie

(n1, h1)(n2, h2) := (n1ap, (n2), hihsa),
element neutralny (ey, eg), i odwrotnosé
(’I’L, h)_l = (ah_l(n_1)7 h_l)'

Zauwazmy, ze N X ey jest podgrupa normalna, zas ey X H jest podgrupa, ich przeciecie jest
rowne {(en,epm)} oraz Gr(NUH) = N x, H.
Odwzorowanie
N xoH> (n,h)—heH

jest surjektywnym homomorfizmem, ktérego jadrem jest N.
Sytuacje, gdy ¢ : G — H jest surjektywnym homomorfizmem, dla ktérego N jest jadrem,
czesto zapisujemy w skrocie
1-N—-G—H—=1 (1.2)

Mowimy wtedy, ze G jest rozszerzeniem N przez H, albo ze mamy krotki cigg doktadny (1.2).
Zachodzi pytanie, kiedy G jest izomorficzne iloczynowi pétprostemu N i H? Zachodzi to wtedy,
gdy istnieje homomorfizm injektywny v : H — G taki, ze ¢ o¢p = id, ¢»(H) i N generuja G i
Y(H) N N = eqg. Nie zawsze to ma miejsce: Wezmy

0—Zo — Zy — Zg — Q.

2 Przyklady grup

2.1 Permutacje

Jesli X jest zbiorem skoniczonym, bijekcje na X czesto nazywamy permutacjg. Pamictamy, ze
przez S(X) oznaczamy grupe bijekcji na X. Piszemy S, := S({1,2,...,n}). Oczywiscie, jesli X
ma n elementow, to S(X) jest izomorficzne z S,,.

Permutacje m € S, nazywamy cyklem k-elementowym, gdy istniejg parami rézne xq, ..., T, €
{1,...,n} takie, ze

TL; = Tj41, 1= 1,...,]{3,
(rozumiejac, ze k + 1 = 1). Cykl oznaczamy przez (z1,...,zx). Dwa cykle (z1,...,2p) i
(Y1, ..., Ym) nazywamy roztgcznymi jesli zbiory {x1,..., 2%}, {y1,...,Ym} sa roztaczne.
Kazda permutacje mozemy przedstawié¢ jako iloczyn cykli roztacznych. Rozklad ten jest
jednoznaczny (z doktadnoscia do kolejnosci). W szczegdlnosci, wyznacza on ciag Aj, Az, ... liczb

z {0,1,...} takich, ze Zj JjAj = n i w rozktadzie na cykle rozlaczne wystepuje \; cykli j-
elementowych.
Wielomian Vandermonda stopnia n definiujemy jako

V(. oan) = [ [ (@i — ;).

i<j



Latwo sprawdzi¢, ze dla w € S,,,
V(l’l, NN ,.%'n) = :EV(@'W(l), NN ,xﬂ(n)).

Definiujemy
V(z,...,zn)

V(Tr1ys - Tr(n))

sgnm =

sgn : S, — {1,—1}. jest homomorfizmem. Jadro tego homomorfizmu nazywamy grupg
alternujgeq 1 oznaczamy przez A,.

2.2 Tloczyn pélprosty z grupa Z,

Niech K bedzie grupa abelowa z zapisem addytywnym. Odwzorowanie K 3 k — (k) := -k € K
jest automorfizmem grupy K.

Dla grup Zy jest to automorfizm identycznodciowy. Jesli nie wszystkie elementy grupy K
sg rz¢du 2 lub 1, to jest to automorfizm nietrywialny. Mozemy zdefiniowa¢ grupe K xg Zs. W
szczegblnosci, grupa

ATy

nosi nazwe grupy dwusciennej (dihedralnej). Jest ona nieabelowa dla n > 3.

2.3 Grupa permutacji 3 elementéw

Mamy izomorfizm Az ~ Zs:
Az = {id, (123), (132)}.

Mamy tez izomorfizm S3 ~ D3 = Z3 X g Z»

S3 posiada nastepujace nietrywialne podgrupy: jedna podgrupe (normalna) Zs i 3 sprzezone
do siebie podgrupy Zo. Mamy zatem 4 nieizomorficzne tranzytywne dziatania Ss: na zbiorze 6-,
3-, 2- i 1l-elementowym
2.4 Grupa permutacji 4 elementéw

Elementy grupy Za X Zo mozna oznaczy¢ jako {e, a,b,ab}. Automorfizmy tej grupy polegaja na
permutacjach {a, b, ab}. Czyli
Aut(Z2 X Zg) ~ Sg.

Grupe Zg x Zs mozna wlozy¢ w Ay C Sy
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
Jest ona normalna w A4 i w S4. Mamy izomorfizmy

(ZQ X Zz) X A3 ~ A4,
(ZQ X Zg) b 53 ~ 54.



2.5 Grupa obrotéw SO(3)

Przez SO(3) bedziemy oznaczaé¢ grupe obrotéow przestrzeni R3.

Lemat 2.1 Dla kazdego A € SO(3)\{1} istnicje doktadnie jedna prosta przechodzqca przez 0 i
0 € [0,2n[ takie, ze A jest obrotem wokét A o kaqt 0. A jest skoriczonego rzedu, gdy 6 = 2nj

n )
j=1,....,n—1.
Prosta opisang w powyzszym lemacie nazywamy osig obrotu A. Jesli wybierzemy zwrot tej
prostej, bedziemy mowili o osi skierowanej.

Nastepnie opiszemy wszystkie skoniczone podgrupy grupy obrotéw.

Lemat 2.2 Niech G bedzie skoriczong podgrupa SO(3). Niech v bedzie osig pewnego obrotu z G.
Wtedy obroty wokot osi o nalezgce do G stanowiq grupe izomorficzng z Z, .

Os$ taka jak w powyzszym lemacie nazywamy o0sig n-krotng.

2.6 Grupa obrotéw wtasciwych C),, ~ 7Z,

1 0 0
0 cosz% sin% , j=0,...,n—1. (2.3)
0 —sinZ cos 2
n n
2.7 Grupa dihedralna D, ~ Z, X Zs
Do (2.3) dotaczamy
-1 U 0
0 —cos? sinfl |, j=0,...,n—1L (2.4)
0 sin?2 cos™t

2.8 Grupa czworodcianu T ~ A,

Grupa symetrii czworoscianu. Permutuje

(1) 4 wierzchotki,

(2) 4 $ciany,

(3) 6 krawedzi.

Ma

(1) 4 osie 3-krotne, miedzy wierzcholtkiem a przeciwlegla Sciana,

(2) 3 osie 2-krotne, miedzy $rodkami przeciwlegtych krawedzi.



2.9 Grupa szeScianu/osmioscianu C ~ Sy

Grupa symetrii szeScianu. Permutuje
(1) 8 wierzchotkow /$cian,
(2) 6 $cian/wierzchotkow,
(3) 12 krawedzi.
Ma
(1) 4 osie 3-krotne, miedzy przeciwleglymi wierzchotkami/$cianami,
(2) 3 osie 4-krotne, miedzy srodkami przeciwleglych $cian/wierzchotkow,
(3)

6 osi 2-krotnych, miedzy srodkami przeciwlegtych krawedzi.

2.10 Grupa dwudziestoscianu/dwunastoscianu) [ ~ A;

Grupa symetrii dwudziestoscianu. Permutuje
(1) 10 wierzchotkow /$cian,
(2) 20 $cian/wierzchotkow,
(3) 30 krawedzi.

Ma
(1)
(2) 10 osi 3-krotnych, miedzy srodkami przeciwlegltych $cian/wierzchotkow,
(3)

6 osi 5-krotnych, miedzy przeciwlegtymi wierzchotkami/$cianami,

15 osie 2-krotne, miedzy Srodkami przeciwleglych krawedzi.

2.11 Skoiticzone podgrupy grupy obrotéow

Twierdzenie 2.3 Lista powyzsza zawiera wszystkie skoriczone podgrupy obrotow.

Dowé6d. Niech G bedzie skoriczong podgrupa grupy obrotéow. Niech S bedzie zbiorem osi
skierowanych elementow z G, czyli

S={a€S? : ga=adlapewnego g € G}
Dla a € S niech G(® bedzie podzbiorem w G skladajacym sie z obrotéow o osi a, czyli

G :={geG : ga=al.

GxS83(g,a) > ga€es

jest dziataniem grupy G na S. Dziatanie zachowuje krotnos¢. Niech Oy, ..., O bedzie rozbiciem
S na orbity. Niech n; bedzie krotnosciag elementéw orbity O;. Zaktadamy, ze nq < --- < ng.

Zachodzi wzor
k
> PR PPy PR (2.5)
py 7G ) )

J=1

10



Aby go dowiesé, rozwazmy
Pi={(ay9) € S x (G\{1}) 5 ga = a}.
Dla kazdego g € G\{1} mamy dwa przeciecia osi obrotu i sfery. Dlatego
#P =2(#G —1). (2.6)

Dla kazdego o € Oj jest n; — 1 obrotow g € G\{1} takich, ze ga = a. Dlatego

k
= #0i(n; - 1). (2.7)
i=1

Ale grupa izotropii a € O; jest izomorficzna z Z,,,. Dlatego

#G

1

40, = (2.8)

(2.6), (2.7) i (2.8) daja razem (2.5).

Rozwiazujemy wiec rownanie (2.5).

#G > 2 implikuje 2 (1 #G) € [1,2].

n; > 2 implikuje 1 — n—i € [1,1[. Dla k = 1 lewa strona (2.5) < 1. Dla k > 4 lewa strona (2.5)
> 1. Dlatego k = 2, 3.

Rozwazmy k = 2. Mozemy przepisa¢ (2.5) jako

1 1 2
—t — = —. 2.9
ni + n9 #G ( )
Wiemy, ze n; < #G. Wiec jedyne rozwiazania (2.9) to ny =ng = #G € N
Rozwazmy k = 3. Mozemy przepisa¢ (2.5) jako

1 1 1 _q 2 910
n1+n2+n3 +#G (2.10)
Jesli ny > 3, to lewa strona (2.10) < 1, co jest niemozliwe. Wiec ny = 2.
Jesli ng > 4, to znoéw lewa strona (2.10) < 1, co jest niemozliwe. Wiec ng = 2 lub ng = 3.
Jedli no = 2, to
#G

5
Jesli ng = 3, to dla ng > 6 lewa strona (2.10) < 1. Dlatego ng = 3, ng = 4 lub n3 = 5.
Nastepnie identyfikujemy powstate mozliwosci z poszczegblnymi grupami

ny=ng =2, ng=

e ny =ny=n=#G.
Mamy = #G = #% — 1. Zatem mamy tylko jedng o$. Jest ona n-krotna. Zatem G = C),.

n2
° n1:n2:2 n;»,zn,#Gan.

Mamy - #G = #G — p, #9 — 2. Zatem mamy tylko jedna o$ n-krotna. Zatem G zawiera

? n3

n2
Ch. Osw 2 krotne musza by¢ prostopadte do niej. Jedyna mozliwosé to D,.

11



e ny =2 nyg =3, n3 =3, #G = 12. Mamy %G = 6, ﬁ—f =4, ﬁ—f = 4. Wybierzmy os
3-krotna. Musi ona przecinaé sfere w dwdch réznych orbitach. Pozostate punkty 3-krotne
tworza dwa trojkaty réwnoboczne w plaszczyznach prostopadtych do tej osi.

e n1 =2, no =3, n3 =4, #G = 24.
Mamy ﬁ—? = 12, ﬁ—f = 8§, ﬁ—f = 6. Wybierzmy o$ 4-krotng. Przecina ona sfere w
dwoch elementach orbity Os. Pozostale punkty 4-krotne tworza kwadrat w plaszczyznie

prostopadlej do tej osi.

e n1 =2 no =3, n3=>5, #G = 60.
Mamy # =30, ﬁ—f = 20, %G = 12. Wybierzmy o$ 5-krotna. Przecina ona sfere w dwoch
elementach orbity Os. Pozostale punkty 5-krotne tworza dwa pieciokaty foremne w dwoch
plaszczyznach prostopadlych do tej osi.

3 Grupy macierzowe

3.1 Ciala
Mowimy, ze (K,+,-, 1,0} jest ciatem, gdy (K,+,0,—} i (K*,-,1,71) sa grupami abelowymi
speliajacymi
x(y+2) = a2y + a2,
gdzie K* := K\{0}.
Definiujemy homomorfizmy, izomorfizmy, etc. cial w oczywisty sposob.

Najwazniejszymi ciatami dla nas sg R i C. R ma jedynie automorfizm trywialny. C ma jeden
nietrywialny automorfizm: sprzezenie zespolone C > z — z € C.

3.2 Przestrzenie wektorowe

Mowimy, ze (V,+,0,—) jest przestrzeniq wektorowq nad ciatem K, gdy jest to grupa abelowa
wyposazona w dziatanie K x V 3 (z,v) — zv € V takie, ze

(z+y)v=zv+yv, (zy)v==zx(yv), z,yeK, ve,

z(u+v)=zu+zv, ze€kK, uvel.

Przyktadem przestrzeni nad K sa K"™. Przestrzenie wektorowe izomorficzne z K" nazywamy
przestrzeniami wWYMiary n

3.3 Odwzorowania liniowe

Homomorfizmy przestrzeni wektorowych nazywamy odwzorowaniami liniowymi.

Jesli V, W sa przestrzeniami, to L(V, W) bedzie oznaczato zbior odwzorowari liniowych z V
do W. Bedziemy pisa¢ L(V) := L(V,V).

L(K™, K™) bedziemy utozsami¢ z macierzami o n wierszach i m kolumnach. Dla A €
L(K", K™) przez A*, A i A# bedziemy oznacza¢ macierz hermitowsko sprzezong, zespolenie
sprzezong i transponowang do A.
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3.4 Ogoblna grupa liniowa
Niech A € L(K"™). Wzor
det A := Z senmAj ~(1) Aprn) €K
TESn
definiuje wyznacznik speliajacy
det AB = det Adet B.
GL(K"™) definiujemy jako
GL(K"):={A e L(K") : det A # 0}.

Jest to grupa. Piszemy tez
GL(K") = GL(n,K).

Wyznacznik definiuje homomorfizm
det GL(K™) — K*.
Definiujemy
SL(K") = SL(n,K) := {A € GL(K") : detA=1}.

Mozna tez podejé¢ do grupy GL bardziej abstrakcyjnie. Niech VW beda przestrzeniami
wektorowymi nad ciatem K. Zbior bijekcji liniowych z V w W oznaczamy przez GI(V,W). W
szezegolnosci GL(V) := GL(V, V) jest grupa. Dla V = K™ pokrywa sie to z poprzednia definicja.

3.5 Grupa ortogonalna w skoriczonym wymiarze

O(K"™) definiujemy jako
O(K") := {A € L(K") : A% A=1]}.

(Automatycznie elementy O(K") spetniaja AA# = 1). Jest to podgrupa w GL(K"). Piszemy
tez
O(R"™) = O(n).

Macierze ortogonalne zachowuja standardowy iloczyn skalarny w K".
Latwo pokazaé, ze wyznacznik macierzy ortogonalnych moze mie¢ warto$é +1, Definiujemy

SO(K™) := SL(K") N O(K").
W przypadku zespolonym piszemy tez O(n,C) = O(C"), SO(n,C) = SO(C").

W przypadku rzeczywistym piszemy tez O(n) = O(R"), SO(n) = SO(R™). Grupa O(n) ma
dwie sktadowe spojne. Sktadowa spdjna zawierajaca jednosé pokrywa sie z SO(n).

13



3.6 Grupa pseudo-ortogonalna

Rozwazmy dalej przypadek rzeczywisty. Niech ¢,p € 0,1,.... Przez R%? bedziemy rozumieé¢
. -1
przestrzen RITP = R? @ RP z iloczynem zadanym przez tensor I, := [ 0 g)l } . To znaczy,
q q+p
vl v = — Zvivg + Z vjU;. (3.11)
i=1 Jj=q+1

O(R%P) definiujemy jako zbior macierzy speliajacych
A#Iq,pA =Iyp.
(Automatycznie spetniaja one ALLPA# = 1I,,). Jest to grupa. Piszemy tez
OR?) = O(q; p)-

Macierze pseudoortogonalne zachowuja iloczyn pseudoskalarny w R%P.
Wyznacznik macierzy pseudo-ortogonalnych moze mie¢ warto$é¢ +1, Definiujemy

SO(RP) = SO(q,p) := {A € O(RY?P) : det A = 1},

Grupe O(RYP) nazywamy grupa Lorentza. Ma ona cztery sktadowe spojne. Spojna sktadowa
jednosci jest nazywana ortoczasows grupa Lorentza i jest oznaczana SOT(R/P).

3.7 Abstrakcyjne podejscie do grup (pseudo-)ortogonalnych
Mozna tez podejs¢ bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi z forma
symetryczna, ktorg dla v,v’ € V oznaczamy v-v’. Zbior bijekcji liniowych z V w W speliajacych
Av- Av' =v -/
oznaczamy przez O(V,W). W szczegolnosci O(V) := O(V, V) jest grupa.
Dla V = R" kazda niezdegenerowana forme symetryczng mozna sprowadzi¢ do postaci (3.11),
i wtedy V nazywamy R?P. Wiec obie definicje sie w tym wypadku pokrywaja.
Dla ¥V = C™ kazda niezdegenerowang forme mozna sprowadzi¢ do postaci (3.11) z ¢ = 0.
Dla przestrzenie nieskoniczenie wymiarowych z reguly zakladamy, ze forma symetryczna jest

dodatnio okreslona i nazywamy ja iloczynem skalarnym. Zakladamy tez z reguty, ze przestrzenie
sa zupelne, czyli ze sa rzeczywistymi przestrzeniami Hilberta.

3.8 Grupa unitarna w skonczonym wymiarze

U(C™) definiujemy jako
UC"):={AeL(C") : A*A=1}.

(Automatycznie elementy U(C") spelniajg AA* = 1). Jest to podgrupa w GL(C"). Piszemy tez
U(C") =U(n).

Macierze unitarne zachowuja standardowy iloczyn skalarny w C”.
Latwo pokazaé, ze wyznacznik macierzy unitarnych ma modut 1. Definiujemy

SU(C™) := SL(C™) N U(C™).
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3.9 Grupa pseudo-unitarna

Niech ¢q,p € 0,1,.... Przez C% bedziemy rozumieé¢ przestrzein CI™? = C? ¢ CP z iloczynem
-1
zadanym przez tensor I, := [ 0 (I)l ] To znaczy,
q q+p
Tl ==Y v+ Y T (3.12)
i=1 j=q+1

U(C%P) definiujemy jako zbiér macierzy spetiajacych
A'lgpA=1Igp.
(Automatycznie spelniaja one Al, ,A* = I,,,). Jest to grupa. Piszemy tez
U(C*") =Ul(q,p)-

Macierze pseudo-unitarne zachowuja iloczyn pseudoskalarny w C%P.
Wyznacznik macierzy pseudo-unitarnych ma modut 1. Definiujemy

SU(CYP) = SU(q,p) := {A € U(C?P) : det A =1},

3.10 Abstrakcyjne podejscie do grup (pseudo-)unitarnych

Mozna tez podejsé bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda zespolonymi przestrzeniami wek-
torowymi z wyrdzniona formg hermiowska, ktora dla v,v" € V oznaczamy v - v’. Zbior bijekcji
liniowych z V w W spelniajacych

Av- AV =70

oznaczamy przez U(V, W). W szczegolnosci U (V) := U(V, V) jest grupa.

Dla V = C" kazda niezdegenerowana forme hermitowska mozna sprowadzi¢ do postaci (3.12),
i wtedy V nazywamy C%P. Wiec obie definicje sie w tym wypadku pokrywaja.

Dla przestrzenie nieskoriczenie wymiarowych z reguly zakladamy, ze forma hermitowska jest
dodatnio okre$lona i nazywamy ja iloczynem skalarnym. Zakladamy tez z reguly, ze przestrzenie
sa zupelne, czyli ze sa (zespolonymi) przestreniami Hilberta

3.11 Grupa symplektyczna w skonczonym wymiarze

0 1 ] Grupa Sp(K") = Sp(n, K)

W przestrzeni K?* = K"®K” wprowadzamy macierz J = [ 1 0

jest zdefiniowana jako

Sp(K) :={A € L(K") : A*JA=J}
(Automatycznie elementy Sp(K") spetiaja AJA# = J). Jest to podgrupa w GL(K"). Macierze
symplektyczne zachowujg standardowa forme symplektyczng w K.

n

wv,v') = Z(vivngn — Vi) = v - JU. (3.13)
i=1
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Mozemy tez zapisac
n
w= Z Yi N\ Yn-+is
i=1

gdzie y1,...,yon jest baza dualng do vy,...,ve,. Mamy w(Av, Av') = w(v,v’) dla v,v' € K"
Dlatego
WA Aw(Avy, ..., Avey) =w A - Aw(vg, ..., v2p).

WA Aw(vr,...,va,) = det[vr, ..., vap].

Dlatego Sp(K"™) jest podgrupa w SL(K™).

3.12 Abstrakcyjne podejscie do grup symplektycznych

Mozna tez podejsé bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi z
forma symetryczng, ktora np. dla v,v" € V oznaczamy vwv’. Zbior bijekcji liniowych z V w W
spekliajacych

Avw Av' = v’

oznaczamy przez Sp(V,W). W szczegolnosci Sp(V) := Sp(V, V) jest grupa.
Kazda niezdegenerowana forme symetryczna mozna sprowadzi¢ do postaci (3.13). Wiec obie
definicje sie w tym wypadku pokrywaja.

3.13 Grupy afiniczne

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Odwzorowaniem afinicznym na V nazywamy odwzoro-
wanie postaci
Vov—w+Av eV

gdzie w € V1 A € L(V). Odwzorowania afiniczne dla ktorych A € GL(V) tworza grupe z
dziataniem

(w1, A1) (wa, A2) := (w1 + Ajwa, A1 Ag)

elementem neutralnym (0, 1) i odwrotnoécia (w, A)~! = (A71w, A71). Grupe te nazywamy
afinicznym rozszerzeniem grupy GL(V).
Grupa GL(V) dziala na elementy z V w oczywisty sposob. Czyli dostajemy homomorfizm

GL(V) 3 A A€ Aut(V),

gdzie z prawej V jest traktowana jako grupa z dodawaniem. Latwo widzimy, ze grupa afiniczna
jest iloczynem polprostym V x GL(V).

Czesto w zastosowaniach spotykamy grupy w ktorych GL(V) jest zastapione jej podgrupa.
Na przyklad, grupa Poincarego jest afinicznym rozszerzeniem grupy Lorentza R x O(1, 3).
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3.14 Grupy Liego
Mowimy, ze G jest grupg Liego, jesli jest to grupa bedaca rozmaitoscia (gtadka) i odwzorowania
GxG>3(g,h) — gheG
G>g — gle@

sa gtadkie.
Wszystkie rozwazane w tej sekcji grupy dla skoniczenie wymiarowych V nad cialem K = R
lub C sa grupami Liego.
Oto wymiary wybranyh grup Liego
(1) dim SL(R") = dim SU(C") = n? — 1,
: — n(n=1)
(2) dim SO(R") = 25—,
. on _ 2n(2n+1)
(3) dim Sp(R*" = =52

4 Koincydencje wéréd grup macierzowych

4.1 SL(2,K) ~ Sp(2,K)
Niech

e[,

AJA* = (det A).J.

Zauwazmy, ze dla A € L(K?) mamy

4.2 SU(2)/Zs ~ SO(3)
Utozsamiamy R? z macierzami hermitowskimi 2 x 2 o §ladzie 0:
R3 > (z,y,2) — X = { ) T } )
z—iy —z
Zauwazmy, ze
—det X = 22 4+ % + 22,

czyli wyznacznik zadaje standardowy iloczyn skalarny.
Dla A € SU(2) ktadziemy
paX = AXA*.

Wtedy
det p4 X = det X.

Zatem p 4 zachowuje iloczyn skalarny.
SU(2) 3 A~ pa € SO(3).

jest surjektywnym homomorfizmem. Jego jadrem jest +1.
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4.3 SL(2,R)/Z, ~ SO(1,2), SL(2,C)/Z; ~ SO(3,C),

Utozsamiamy K3 z macierzami 2 x 2 o gladzie 0:

3 o z .'L"i‘y
K’ > (z,y,2) — X = {x—y Ly ]

Zauwazmy, ze
—det X = —2% + 9% 4+ 22

Dla K = R wyznacznik zadaje iloczyn pseudoskalarny o sygnaturze (1,2). Dla K = C jest to
zwykty iloczyn skalarny.
Dla A € SL(2,K) kladziemy
paX = AXAL

Wtedy
det pp X = det X.

Zatem p, zachowuje iloczyn (pseudo-)skalarny.

SL(2,R)> A~ pa € SO(1,2),
SL(2,C)> A ps € SO(3,C),

sg surjektywnymi homomorfizmami. Ich jadrem jest +1.

4.4 SL(2,C)/Zy ~ SO(1,3)

Utozsamiamy R* z macierzami 2 x 2 hermitowskimi

R?’B(t,aﬁ,y,x)bﬁX—[ btz x—l—ly]

r—iy t—=z

Zauwazmy, ze
—det X = —t2 + 2% + > + 22,

czyli wyznacznik zadaje iloczyn pseudo-skalarny.
Dla A € SL(2,C) kladziemy
paX = AX A"

Wtedy
det pg X = det X.

Zatem p4 zachowuje iloczyn pseudo-skalarny.
SL(2,C) 3 A pg € SOT(1,3).

jest surjektywnym homomorfizmem. Jego jadrem jest +1.
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4.5 (SL(2,R) x SL(2,R)) /Zy ~ SO(2,2), (SL(2,C) x SL(2,C)) /Zs ~ SO(4,C),
Utozsamiamy K* z macierzami 2 x 2:

K35 (t,z,y,x) — X = [ btz ac—i—y]'

rT—y t—=z

Zauwazmy, ze
—det X = —t% — 22 + ¢ + 22

Dla K = R wyznacznik zadaje iloczyn pseudoskalarny o sygnaturze (2,2). Dla K = C jest to
zwykty iloczyn skalarny.
Dla (A, B) € SL(2,K) kladziemy

papX =AXB™

Wtedy
det p(4,py) X = det X.

Zatem p(4 )y zachowuje iloczyn (pseudo-)skalarny.

SL(2,R) x SL(2,R) 3 (A, B) = p(a ) € SO(2,2),
SL(2,C) x SL(2,R) > (A,B) + pa € SO(4,C),

sa surjektywnymi homomorfizmami. Ich jadrem jest +1.
4.6 (SU(2) x SU(2)) /Zs ~ SO(4)
Utozsamiamy R* z macierzami zespolonymi 2 x 2 spelniajacymi X = JX.J w nastepujacy sposob:

R (t,z,y,2) — X = [ itz rtly }

r—iy it—z

Zauwazmy, ze
—det X =t* + 2% + 9 + 27

Czyli zadaje standardowy iloczyn skalarny.

Dla (A, B) € SU(2) x SU(2) ktadziemy
papX = AXB

Wtedy
det p 4,3 X = det X.

Zatem p(4 p) zachowuje iloczyn skalarny.
SU(Q) X SU(Q) =] (A,B) = PA,B) € SO(4)

jest surjektywnym homomorfizmem. Jego jadrem jest +1.
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5 Reprezentacje grup

5.1 Definicja

Niech G bedzie grupa a V przestrzenig liniows. Reprezentacjg grupy G na przestrzeni V nazy-
wamy homomorfizm 7 : G — GI(V). Bedziemy tez czesto pisaé, ze para (m, ) jest reprezentacja

grupy G.
Innymi stowy, G 3 g — m(g) € L(V) jest reprezentacja, gdy

m(g192) = m(g1)7(92), 91,92 € G.

Jedli V jest przestrzenia Hilberta, to reprezentacjg unitarng grupy G na przestrzeni V nazy-
wamy homomorfizm 7 : G — U(V).

W szczegolnosci, G 3 g — 1y € L(V) jst reprezentacja. Nazywamy ja reprezentacjq try-
wialng.

5.2 Suma prosta

Niech V1, V» beda przestrzeniami liniowymi. Wtedy Vi X Vo ma strukture przestrzeni wektorowej,
oznaczane przez Vi @ Vo i nazywanej sumq prostq przestrzent Vi ¢ Va.
Jesli A; € L(V;), to A1 @ Ag € L(V1 @ Vs) jest zdefiniowany jako

(A1 ® Az)(v1,v2) := (Ayv1, Agv2).
Niech (7;, V;) beda reprezentacjami na przestrzeniach V;. Wtedy

™ @ ma(g) = mi(g) © m2(g)
definiuje reprezentacje na przestrzeni V; ® Vs zwang sumgq prostq reprezentacyi w1 i wo. Bedziemy
pisac

mnm=nmd---D7m.
m razy

5.3 Rownowaznosé

Niech (7, V), (p,V,) beda reprezentacjami G. Mowimy, ze operator U splata 7 i p, jesli
Un(g) = p(9)U, g€G. (5.14)

Mowimy, ze 7, p sa reprezentacjami réwnowaznymi, gdy istnieje U € GI(Vy,V,) splatajacy 7 i
p. Piszemy wtedy m ~ p.

Jesli dodatkowo przestrzenie te sa przestrzeniami Hilberta, méwimy, ze m, p sa unitarnie
rownowazne, gdy istnieje U € U(Vx,V,) splatajacy 7 i p.

Twierdzenie 5.1 Niech Vi, V, bedqg skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami Hilberta. Niech
(m,Vr), (p,V,) beda reprezentacjami unitarnymi. Wtedy ich réwnowaznosé jest réwnowazna
unitarnej rownowaznosct.

Dowéd. Niech A € GL(V;,V,) splata m i p. Wtedy A* € GL(V,,V ) splata p i m. Zatem
A*A € GL(V;) splata 7 z soba. To samo jest prawda dla (A*A)~1/2. Zatem operator unitarny
(AA*)~Y2A splata 7 z p. O
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5.4 Nieprzywiedlnosé

Niech (7,V) bedzie reprezentacja G. Mowimy, ze podprzestrzenn Vi C V jest niezmiennicza dla

(m,V), gdy jest niezmiennicza wzgledem 7 (g), g € G. Polozmy 71 := 7 . Wtedy (71, V1) jest
1
tez reprezentacja. Mowimy, ze (w1, V1) jest podreprezentacjq reprezentacji (m, V).

Twierdzenie 5.2 Jesli (7,V) jest unitarna i V) jest niezmiennicza dla (m,V), to Vi~ jest tez
niezmiennicza dla (w, V).

Mowimy, ze (m, V) jest nieprzywiedina, gdy nie istnieje nietrywialna podprzestrzen w V nie-
zmiennicza wzgledem 7.
Mowimy, ze (p, V) jest catkowicie rozktadalna, gdy p ~ @' m;, gdzie 7; sa nieprzywiedlne.

Twierdzenie 5.3 Niech (m,V) bedzie reprezentacjq unitarng w skoriczenie wymiarowej prze-
strzeni. Wtedy (m,V) jest catkowicie rozktadalna.

Dowéd. Zalozmy, ze V jest przywiedlna. Wtedy posiada nietrywialng podprzestrzen niezmien-
nicza V1. Vo 1= Vll jest tez niezmiennicza. Kontynuujac dostaniemy rozktad. O

1t
0 1
niezmiennicza, ktora nie posiada dopelniajacej niezmienniczej. Dlatego jest to reprezentacja
przywiedlna, ale nie jest catkowicie rozktadalna. Nie jest natomiast unitarna.

Jesli wezmiemy reprezentacje R o ¢ — [ ] € L(C?), to C @ {0} jest przestrzenia

5.5 Reprezentacje jednowymiarowe

Rozwazmy reprezentacje w jednowymiarowej przestrzeni zespolonej. Takie reprezentacje maja
wartosci w grupie GL(C), ktora pokrywa sie z multiplikatywna grupa liczb zespolonych C*. W
C mamy z dokladnoscig do proporcjonalnosci tylko jeden iloczyn skalarny. Reprezentacja jest
unitarna (badz unitaryzowalna) gdy ma wartosci w U(C) = {z € C : |z| =1}.

Kazda reprezentacja jednowymiarowa jest nieprzywiedlna. Jesli G 3 g — x(g) € C* jest
jednowymiarowa reprezentacja zas G 3 g — m(g) jest dowolng reprezentacja, to

xm(g) == x(9)7(g)

jest tez reprezentacja. Jesli 7w jest nieprzywiedlne, to xm tez. W szczegdlnodci, reprezentacje
jednowymiarowe dowolnej grupy tworza grupe ze wzgledu na mnozenie.
Dla grupy Z,,dlam=0,...,n—1,

i2wkm

Zpnodk—se n €C*

jest reprezentacja. Jest ona zawsze unitarna. Ogolniej

i2rkymy iQTfkpmp

Liny X oo X Ly 3 (k1,... kp) e ™ ...e ™ €C

jest reprezentacja unitarna. Latwo sie przekonaé, ze wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje
grupy Zn, X ... X Zy, sa tej postaci.
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Dla grupy Z, dla dowolnego u € C
7.3 ks et e CX

jest reprezentacja. Jest ona unitarna wtedy i tylko wtedy gdy w jest rzeczywiste. W szczegdlnosci,
nie wszystkie reprezentacje Z sa unitaryzowalne.

5.6 Reprezentacje permutacyjne
Niech grupa G dziala na zbiorze X. Niech &, bedzie baza kanoniczng w 12(X). Wtedy
7(9)0y = 0ga, gE€G, z€X,

lub réwnowaznie
m(9)f(x) == f(g~'x), g€C, xeX,
definiuje reprezentacje unitarng na 1?(X).
Jedli X jest skoriczone, to reprezentacja ta jest przywiedlna, bo przesrtrzen rozpieta na wek-
torze ), J, jest niezmiennicza.

5.7 Podstawowe reprezentacje grupy permutacji

Rozwazmy powyzsza konstrukcje dla grupy S, dzialajacej na {1,...,n}. Zatem rozwazamy S,
dzialajaca na C",

7T5Z' = 6m"
Niech V, = {f € C" : fi+ ...+ f, =0} ={(1,...,1)}*. Reprezentacja m obcigta do V bywa
nazywana reprezentacjq standardowq grupy Sy.

Twierdzenie 5.4 Reprezentacja standardowa jest nieprzywiedlna dla n > 2

Dowdd. Twierdzenie jest oczywiste dla grupy Ss, dla ktérej wymiar reprezentacji jest rowny 1.

Zatozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla m — 1. Bazg przestrzeni V, jest e; = 01 —
Onyevry€n_1 := Op_1 — 0. Rozwazmy grupe S,_1 C S,. Dziala one na baze eq,...,e,_1
jak reprezentacja permutacyjna. Dlatego tez, z zalozenia indukcyjnego, jej jedyne nietrywialne
podprzestrzenie niezmiennicze sa rozpiete przez e; +...+ep_1 =01 +...+0p—1 — (n—1)J,, oraz
jej dopelnienie ortogonalne. Latwo sie przekonaé, ze jakikolwiek element S,,\S,,—1 nie zachowuje
obu podprzestrzeni. O

Zauwazmy, ze dla grupy As, reprezentacja standardowe na V3 jest przywiedlna. Dla Ay,
reprezentacja standardowa jest nieprzywiedlna na V3. Dlatego tez, Twierdzenie 5.4 jest stuszne
jesli zastapimy S, przez A, in > 4 (z takim samym dowodem).

Zatem dla dowolnej grupy permutacji znamy juz 4 reprezentacje nieprzywiedlne.

1

) trywialna, (1-wymiarowa),
2) sgn, (l-wymiarowa),
)

3

4) sgnxstandardowa, (d — 1-wymiarowa).

standardowa, (d — 1-wymiarowa),

(
(
(
(

Dla matych n niektore z nich sie pokrywaja: Dla Sa, (1)=(4), (2)=(3). Dla Ss, (3)=(4).
Poczawszy od Sy, wszystkie cztery reprezentacje sa rozne.
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5.8 Lematy Schura

Twierdzenie 5.5 (Pierwszy Lemat Schura) Niech (7,V) bedzie nieprzywieding unitarng re-
prezentacjg G. Niech A splata (w,V) z samq sobg. Wtedy A = c1 dla pewnego ¢ € C.

Dowo6d. Niech A bedzie niezerowym operatorem splatajacym (m,)) z soba. A* tez splata.
Jeden z operatorow A + A* i i(A — A*) jest niezerowy i oba splataja. Zatem mozna zalozy¢, ze
A jest samosprzezony. Jesli A nie jest rowny All, to znaczy, Ze istnieja A1 # Ao w spektrum A.
Zatozmy dla uproszczenia, ze dimV < co. Wtedy Ker(A — A1) jest nietrywialna podprzestrzenia
niezmiennicza, co jest sprzecznoscia. O

Twierdzenie 5.6 (Drugi Lemat Schura) Niech (7,Vy), (p,V,) beda nieprzywiedlnymi uni-
tarnymi reprezentacjami G. Jesli istnieje A # 0 splatajgcy (7,Vr) z (p,V,), to (7, Vy) jest
unitarnie rownowazna (p,V,).

Dowo6d. Niech A # 0. A*A # 0 splata (7, V) z soba. Dlatego A*A = \1, A; # 0. Podobnie,
AA* splata (p,V,) z soba. Dlatego AA* = Xol. Mamy A1 = A*AA*A = MA*A = Mo\ 1L
Zatem A\ = Ao =: A\. Wiec U := A3 A jest unitarny. O

5.9 Iloczyn tensorowy I

Najpierw wprawadzmy iloczyn tensorowy w “naiwny” sposob.

Oznaczmy baze kanoniczng C" przez e;, ¢ = 1,...,n, za$ baz¢ kanoniczng C™ przez f;, j =
1,...,m. Przestrzen C" ® C™ mozna zdefiniowa¢ jako C"™ z bazg e¢; ® f;, 1 = 1,...,n,j =
1,...,m. Czyli elementy C" @ C™ sa postaci > /', tije; ® f;.

Jesli v =371 | vie;, w = >, w;fj, to kladziemy

n m
VRW = ZZviwjei ® fj-

i=1 j=1

Niech A bedzie operatorem na C" a B operatorem na C™. Przez A ® B rozumiemy operator
na C" @ C™, ktérego macierz jest rowna

(A® B)ijm = AiBji.

Jesli A1 B sa unitarne/hermitowskie, to A ® B tez.

5.10 Tloczyn tensorowy II

Wprowadzmy teraz iloczyn tensorowy w sposoéb niezalezny od bazy. Niech V, W beda przestrze-
niami. Dla uproszczenia, bedziemy zaktadaé, ze sa skoriczenie wymiarowe.
Niech Z bedzie przestrzenia skonczonych kombinacji liniowych wektorow (v, w), v € V, w €
W. W przestrzeni tej wyrdézniamy podprzestrzen Zy rozpieta na wektorach
()‘Ua w) - )‘(Ua ZU), (Ua )‘w) - A(”) w)a

(v1 + vo, w) — (v1,w) — (ve,w), (v,w1 +wa) — (v, wy) — (v, we).
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Definiujemy V@ W := Z /2. Jesli v € V, w € W, to definiujemy v ® w := (v, w) + Zp.
YV ® W jest przestrzenia wektorowa. ® jest dzialaniem spelniajacym warunki
M) @w=MWRw, v& (\)—Iw,
(V1 +v2)@UW-—QUW-—1r20w, V(W +w)-—vRwW —vws.
Wektory postaci v ® w nazywaja sie tensorami prostymi. Nie sa to wszystkie wektory w V ®@ W,

ale rozpinaja V @ W.
Pokazmy, ze powyzsza definicja jest rélnowazna definicji “naiwnej”.

Twierdzenie 5.7 Jesli e;, i = 1,...,n jest bazg w V, zas fj, j = 1,...,m bazg w W, to
e ®fj, t=1,...,n,5=1,...,m. jest bazg wV @ W.

Dowéd. Latwo sprawdzamy, ze e;® f; rozpinaja V®W. Trzeba pokazac ich liniowa niezaleznos¢.
Niech

> e f; =0. (5.15)
4,3

Niech e!,...,e" bedzie baza dualna do ey, ..., e,, tzn

(e’lej) = 3.

Podobnie, niech f1,..., f™ bedzie bazg dualna do fi,..., fm. Zdefiniujmy funkcjonat p¥ na Z
wzorem

(7 |(v,w)) = (') {f|w).

Sprawdzamy, ze p¥ = 0 na Zy. Zatem p¥ jest dobrze okreglony na V@ W = Z /2. Stosujac p¥
do (5.15) dostajemy t“ = 0. O

Twierdzenie 5.8 Jesli V i W sq przestrzentami Hilberta, to V ® W posiada jedyny iloczyn
skalarny taki, ze
(Ul X 'wl‘UQ & ’ll)Q) = (1)1‘?)2)(11]1‘11]2). (5.16)

Jeslie;, i =1,...,n jest bazq ortonormalng wV, zas f;, j =1,...,m bazq ortonormalng w WV,
toe; @ fj, i=1,...,n,5=1,...,m. jest bazqg ortonormalng wV @ W.

Dowo6d. Najpierw sprawdzamy, ze jesli iloczyn skalarny o wtasnosci (5.16) istnieje, to czesé
twierdzenia o bazach ortonormalnych musi by¢ prawdziwa. O

Twierdzenie 5.9 Niech A bedzie operatorem na V i B operatorem na W. Wtedy istnieje do-
ktadnie jeden operator A® B naV @ W taki, ze

(A® B)v®@w := (Av) ® (Bw).
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Dowo6d. Wystarczy zdefiniowaé A @ B w bazie:

(A & B)ez & fj = (Aez) & (Bf])

Niech (m,V), (p, W) beda reprezentacjami. Illoczynem tensorowym tych reprezentacji nazy-
wamy reprezentacje m ® p w przestrzeni V @ W

(@ p)(g) =7(9) ® p(g)-

Zauwazmy, ze mm jest rownowazne m @ Igm.
5.11 Reprezentacja grupy permutacji
Twierdzenie 5.10 Dia o € S, istnieje doktadnie jeden operator ©(c) € L(Q™V), dla ktdrego
O ® - QUp =Vy-1; R+ @ Vy—1p,.

Sp 30 0(0) € LV

jest reprezentacjg.
Dowé6d. Wystarczy wybraé¢ baze eq,..., e, w V i potozyé
6(0')61’1 ® e ® ein f— eio_711 ® P ® eio.fln

To definiuje jednoznacznie operator ©(o).
Pokazmy, ze O(7)O(0) = O(wo). Niech vy,...,v, € Vi w; = v,-1;. Wtedy

@(71’)@(0)1)1 K- QU = @(w)wl R wy

Wr-11 & -+ Q W1y

Vy—17-11 @+ @ Vg—1,-1p
= VU(no)-11 Q- ® U(ro)=ln-
Jesli V jest przestrzenia Hilberta, jest to reprezentacja unitarna.

Jest to reprezentacja przywiedlna. W szczegblnosci, mozna podaé rzuty ortogonalne na pod-
przestrzenie na ktérych reprezentacja jest trywialna i znakowa:

e = %Z O(0),

’ UESn

1
e, = ] Z sgnoO(o).

' o€ES,

Kladziemy ®7, V = @g/a " V.
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Zauwazmy, ze

07 = J(1+6(),
Q2 = %(ﬂ—e(f)).

Zatem 1 = ©2 4+ ©2. Czyli kazdy 2-tensor mozna roztozyé na czes$é symetryczng i antysyme-
tryczna: ®2V = ®2V @ ®2V.
Jesli t € @™V, to

t= Ztil,..‘,ineil R R e,

Wtedy
Ot = Zt(i1,~~-,in)ei1 Q- -®e,,
@at - Zt[ilvnyin]eil ® Tt ® ein?
gdzie
1
" o€Sh
1
" 0€Sh
Mamy
d1m®s(c = W, d1m®S(C — m

5.12 Charaktery

Zalozmy, ze m jest reprezentacja na skoriczenie wymiarowej przestrzeni V. Charakterem repre-
zentacji m nazywamy funkcje na G réwna

X (9) = Trm(g).
Mamy dim V = x,(e),

Xx(9) = xx(hgh™"), g.h€G;

Xrop = Xr T+ Xp

Xnr = NXm,

Xm®@p = XrXp>

XT = Yﬂ”
1

Xgzn = 5(xw(g)2+xﬂ(92));
1

Xezr = 5 (Xx(9)" = xx(9)) -
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6 Reprezentacje grup skonczonych

W tej sekcji wszystkie grupy sa skoiiczone.

6.1 Unitaryzowalnos¢

Twierdzenie 6.1 Niech G bedzie grupg skoriczong a (p,V,) jej reprezentacjq. Wtedy istnieje
iloczyn skalarny na 'V, taki, ze p jest reprezentacjq unitarng.

Dowéd. Wybierzmy dowolny iloczyn skalarny (-|-)g w V,. Wtedy
(v|w) : # Z g9)v|p(g)
geG
jest tez iloczynem skalarnym. Mamy
(p(h)v|p(h)w) #G > (plgh)vlp(gh)w)o = (v|w).
geG

Zatem p jest reprezentacja unitarng. O

Stad wniosek, ze kazda reprezentacja grupy skoriczonej w skoniczenie wymiarowej przestrzeni
jest catkowici rozktadalna.
6.2 Relacje ortogonalno$ci

Unitarna réwnowazno$¢ reprezentacji jest relacja rownowaznosci. Przez G bedziemy oznaczali
zbioér klas abstrakeji reprezentacji nieprzywiedlnych wzgledem tej relacji. W praktyce dla kaz-
dego elementu G wybierzemy reprezentanta (mw,V;). Wybierzemy réwniez baze ortonormalna
€rls---s€ndy, gdzie dr := dim V. Mozemy wtedy zapisa¢ m jako macierz

[Wij(g)]i,jzlywdﬂ , 9EG.

Czyli
TFij(g) = (671',2'|7r(g)e7r,j) .

Mamy tez charaktery nieprzywiedlne

W 2(G) bedziemy uzywaé iloczynu skalarnego

(f1) #GZf
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Twierdzenie 6.2 Niech w, 7’ € G’

1
(75 Thom) = ng Diom(9) = Ot Gdjm, (6.17)
gEG 4
(X7r|X7r #GZXW X g) = 571',71'/- (6'18)
geG

Lemat 6.3 Niech w, 7’ bedg reprezentacjami. Niech H bedzie operatorem z Vo do Vy. Zdefi-
niuImY
-1
3 rlg i
#G geG
Witedy (H) splata 7' i w. W szczegdlnosci, jesli m, 7' sq nieprzywiedine, to (H) jest niezerowe
jedynie, gdy sq one réwnowazne i wtedy (przyjmujgc, ze Vp = Vi) mamy
TrH

(H) =

Ty, . (6.19)

Dowodd.

m(h)(H) = # 5 2_m(hg”HH7(9)

geG

- #GZ (gh™") ") H=' (gh™")w'(h) = (H)x'(h).

geG
Nastepnie stosujemy Lemat Schura. PokaZmy na koniec (6.19). Wiemy, ze (H) = cl,_. Zatem
cdr, =Tr(H) = #G Z Trr(g ')Hn(g) = TrH.

geG
Od

Dowdéd Twierdzenia 6.2 Stosujemy Lemat 6.3 do H = |ex ;) (ex m |-

1
#G Z ’671’,] x| (9) = IHVW5W,W’Tr’€Wj)(€W,m|
geG i
1
= aﬂvﬂ(sﬂm/djm.

Nastepnie obkladamy obie strony przez (er;|---|er ), dostajac (6.17). Aby pokaza¢ (6.18),
liczymy:

dr Qpr dﬂ
X7r|X7r ZZ 7722‘71'3] = 67r7r Z(ﬂ'uh—u) = (Sww’a'

=1 j=1
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6.3 Rozklad reprezentacji
Niech (p, W) bedzie reprezentacja grupy G na przestrzeni wymiaru d,. Wiemy, ze
p~ O mgm. (6.20)
e

Zatem
dp = maxdx. (6.21)
TeG
Jesli p jest reprezentacja unitarna, to mozna zalozy¢, ze suma (6.20) jest ortogonalna. Mamy

tez rozktad przestrzeni VW na sume prosta ortogonalna W = & W; taki, ze p‘w jest réwno-
TeG ™
wazna mqm, oraz rzuty ortogonalne @, na W,. Oczywiscie, W, = RanQ,

Z er = 1 Q;kr = Qm QTI'Qﬂ'/ = QTI'(Sﬂ'TI'/'
WGG

Pokazemy, ze liczby m., podprzestrzenie W, i rzuty @, sa wyznaczone jednoznacznie. Po-
kazemy, jak je tatwo znajdowac.
Pamietamy, ze charakter p jest zdefiniowany jako x,(g) := Trp(g), g € G.

Twierdzenie 6.4 Dia 7 € &

My = 72,& (6.22)

geG
= (X7r|XP) (6.23)
Qr = # ZGXTA' (6'24)
g€

Dowod. Niech p spelnia (6.20). Wtedy

p= Zmﬂpﬂ.

Nastepnie relacja ortogonalnosci charakterow implikuje (6.22).
Mozemy znalez¢ baze ortonormalng w Wr exip, i =1,...,dr, p=1,...,m, taka, ze

67T77’7p : :Trjl eﬂ-?j?p'

Wtedy
d/ dr
ZXW 9enip = Zzzﬁkk 9)7ji(9)er,jp
geG geGk 1j=1

7\'
= 67r,7r’ § 5kj5ki€7r,j,p = 57r,7r’e7r,i,p-
k,j=1
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6.4 Reprezentacja regularna

Jesli grupa G dziata na zbiorze X, to wiaze sie z tym unitarna reprezentacja grupy G na prze-
strzeni [?(X) zadana przez

Mo)f(z):=flg7 x), geG, zeX

W szczegolnosci, rozwazmy X = G. Iloczyn skalarny w [?(G) normalizujemy

(159 #GZf

Dostajemy reprezentacje na [?(G) zwana, (lewq) reprezentacjq reqularng. Mamy tez prawq repre-
zentacje reqularng

p(9)f(h) := f(hg), g;h < G.
Twierdzenie 6.5 (1) A~ @ d.
reG
(2) #G = ZweG 2. Funkcje \/dym;; stanowiq baze ortonormalng w I*(G).

Dowdd. Charakter reprezentacji regularnej jest rowny

XA (9) = #G be(g).

Stad
My = (X>\|X7r) = Xﬂ(e) = dy.
To pokazuje (1), z ktérego na mocy (6.21) wynika (2).

Wiemy, ze {\/dymij : m € G, i,j =1,...,d.} stanowia uklad ortonormalny. (2) oznacza, 7e
liczba jego elementéw réwna jest Wymiarowi ZQ(G) = #G. Zatem jest to baza ortonormalna. O

6.5 Liczba reprezentacji nieprzywiedlnych

Twierdzenie 6.6 Liczba klas sprzezonosci jest rowna liczbie reprezentacji nieprzywiedinych.

Dowéd. Niech I2,(G) bedzie podprzesterzenia 12(G) sktadajaca sie z funkcji statych na klasach
sprzezonoéci. Wiemy, ze xx, 7 € G, stanowig uktad ortonormalny w 2. (G). Pokazemy, ze jest
to baza ortonormalna.

Najpierw zauwazmy, ze z Lematu 6.3 wynika, ze

(n(g)) = X2y, (6.25)

Niech f € 2, (G).
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dr
— #1G Z Z wa,ijmj(hgh_l)

heG el 0J

dr
= Z Z frijlexil{m(g))er,;)

WEG 1,J

dr
_ sz ”Xn(g)
A 00 d7r )
TeG v
(G) jest rozpiete przez xx, m € G. O

gdzie w ostatnim kroku skorzystaliémy z (6.25). Zatem [2,

7 Algebry laczne

7.1 Definicja

Niech 2 bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K. Moéwimy, ze 2 jest algebrg jesli jest
wyposazona w dzialanie

AxA>(A,B)— AB e

spelniajace
A(B+C)=AB+ AC, (B+C)A=BA+CA,
(aB)(AB) = (aA)(BB).
Jesli w dodatku
A(BC) = (AB)C,

to moéwimy, ze jest to algebra tgczna. (W praktyce, skracamy nazwe, przez algebre rozumiejac
algebre taczna).

Mowimy, ze 2 jest algebrg przemienng gdy A, B € 2 implikuje AB = BA.

Centrum algebry 2 jest zdefiniowane jako

3(A) ={AecA : AB=BA, Be .

7.2 Podalgebry

Ustalmy algebre 2. B C 2 nazywmy podalgebrq gdy jest to podprzestrzen liniowai A, B € B =
AB € B. Oczywiscie, podalgebra jest rowniez algebra.

Jesli rodzina B, C 2 sktada sie z podalgebr, to N,B, jest tez podalgebra. Dlatego, dla
dowolnego podzbioru B C 2 istnieje najmniejsza podalgebra zawierajaca 6. Oznaczamy ja
przez Alg(®B) i nazywamy podalgebrqg generowang przez B.

Niech V bedzie przestrzenia wektorows nad K. Oczywiscie, zbior liniowych odwzorowarn w
V, oznaczany przez L(V), jest algebra.

Podalgebry w L(V) nazywane sa konkretnymi algebrami.
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7.3 Identycznosé

Identycznosé algebry A to element 1 € A taki, ze
A=1A= A1, Ae

Kazda algebra ma najwyzej jedng identycznodé. W rzeczy samej, jesli 1y, 1o sa identycznosciami,
to
1; = 1115 = 1.

Moéwimy, ze 2 jest unitalna albo z jedynkaq, jesli posiada identycznosé. W dalszym ciagu, dla
A € C bedziemy po prostu pisa¢ A zamiast All.

Zawsze mozna do algebry 2 dotaczy¢ jedynke. Dostajemy wtedy algebre 2y, jako przestrzen
wektorow réwng A & C z dzialaniem

(A, N)(B, p) == (AB + AB + A, \p).

7.4 Idempotenty

P ¢ 2 nazywa si¢ idempotentem gdy P? = P. PP jest podalgebra zwang algebrq zredukowang.
Identyczno$é jest idempotentem.
Idempotent P nazywa sie minimalnym gdy P2AP jest jednowymiarowa.

7.5 Sumy proste

Jesli 2y, Ao sg algebrami, mozemy zdefiniowaé 20y @ As.
Jesli A jest algebra i P € AN’ jest idempotentem, to oczywiscie PRl = PAP jest podalgebra.
2l jest naturalnie izomorficzna z PA & (1 — P)2L.

7.6 Homomorfizmy

Niech 2, B beda algebrami. Odwzorowanie ¢ : A — B nazywa sie homomorfizmem gdy jest
liniowe i zachowuje mnozenie, to znaczy

(1) ¢(AA) = Ap(A);
(2) ¢(A+ B) = ¢(A) + 6(B);
(3) ¢(AB) = ¢(A)¢(B).

Jesli ¢ jest homomorfizmem i P jest idempotentem, to ¢(P) jest idempotentem.
Homomorfizm 2 w L(V) jest nazywany reprezentacjg 2 na V.
Jesli A, B sy algebrami unitalnymi i ¢ : % — B jest homomorfizmem, méwimy, ze ¢ jest
unitalny gdy
¢(ly) = Ig.
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7.7 Lewa regularna reprezentacja

Regularna reprezentacja
A5 A— AA) € L(A)
jest zdefiniowana przez

AA)B:= AB, A,Beq.

Jesli 2 jest unitalna, to A jest injektywna. Jesli 2 nie jest unitalna, to A moze by¢ rozszerzona
do reprezentacji
A5 A A\(A) € L(2q)

w oczywisty sposéb. \p jest injektywna.
W obu przypadkach widzimy, ze kazda algebra jest izomorficzna z konkretna algebra.
7.8 Ideaty

B jest lewym ideatem algebry 2 jesli jest liniowg podprzestrzenia w Ai A €A, BeB = AB €
8. Podobnie definiujemy prawy ideatl.

Jesli A € A, to AA jest lewym idealem

B nazywa sie ideatem dwustronnym, lub po prostu ideatem, gdy jest lewym i prawym ideatem.

Moéwimy, ze ideat J jest wtasciwy gdy T # . Mowimy, ze ideal J jest nietrywialny gdy J # 2
i 7 # {0}.

Twierdzenie 7.1 Jgdro homomorfizmu jest ideatem. Jesli J jest ideatem w A, to A/T ma
naturalng strukture algebry. Odwzorowanie

A>5A— A+TeA/T
jest homomorfizmem, ktorego jgdro jest réwne J.

Algebra, ktoéra nie posiada nietrywialnych idealéow i jest rézna od K z zerowym iloczynem
nazywa sie¢ algebra prosta.

7.9 Przyklady podalgebr w L(K")

(1) Algebra gornotrojkatna.

(2) Algebra nil-gornotrojkatna.

(3) Algebra blokowa L(KP') & --- & L(KPt), n=p; + - - pg.

(4) Algebra L(K?) ® 1,, n = pgq.

(5) Lewa regularna reprezentacja L(K4) @ --- @ L(K%) dziala w L(K") dla n = d? + - --d2.
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7.10 x-algebry
Zatozmy, ze K jest R lub C.

Definicja 7.2 Mowimy, ze algebra 2 jest x-algebra gdy jest wyposazona w antyliniowe odwzo-
rowanie A > A — A* € A takie, ze (AB)* = B*A*, A* = A i A # 0 implikuje A*A # 0. *
nazywa sie inwolucja.

Mowimy, ze ideat J jest x-idealem, gdy jest x-niezmienniczy.

Niech V bedzie przestrzenia Hilberta. Zbior operatoréw ograniczonych na V), oznaczany
B(V) ze sprzezeniem hermitowskim tworzy x-algebre. Kazda podalgebra w B(}) niezmiennicza
wzgledem * jest tez x-algebra.

Definicja 7.3 x-Algebry takie sq zwane konkretnymi x-algebrami.

Definicja 7.4 Jesli 2, B sq *-algebrami, to homomorfizm 7 : A — B spetniajgcy m(A*) =
m(A)* nazywa sie x-homomorfizmem. (Réwniez definiujem *-izomorfizmy, x-automorfizmy,, etc.)

Twierdzenie 7.5 Kazda skoriczenie wymiarowa zespolona x-algebra N jest x-izomorficzna z

k
S B(C™).

W szczegolnosci, N posiada jedynke i x pokrywa sie ze zwyktym sprzezeniem hermitowskim .

Zdefiniujmy dim (M) = [p1,...,pxr]. I jest przemienna jesli p; sa rowne 1 lub 0.
Niech P; bedzie rzutem na L(CP). Centrum algebry I sktada sie z elementéw postaci

Zcipi, ¢ € C.
A

P; sa nazywane minimalnymi rzutamsi centralnyms.

Mowimy, ze P € 2 jest rzutem ortogonalnym, jesli P = P? i P = P*. Moéwimy, ze U jest
czedciowy izometria, jesli UU*UU* = UU* i U*UU*U = U*U. Wtedy rzuty ortogonalne U*U i
UU* nazywamy rzutem poczatkowym i koricowym.

7.11 Reprezentacje skoiiczenie wymiarowych x-algebr

Lemat 7.6 Niech ¢ : L(CP) — L(C™) bedzie unitalnym - homomorfizmem. Wtedy n = gp,
q € N, 1 ¢ jest unitarnie réwnowazny homomorfizmowi

L(C”) 3 A~ A® 1, € L(CP @ CY).

Dowdd. Niech eq,...,e, bedzie baza w CP. L(CP) jest rozpigta przez czesciowe izometrie
lei)(ej|. Niech g := Tr¢ (Jer)(e1]) i niech fi1,..., fig bedzie baza w Ran¢ (|e1)(e1|). Niech
fij = ¢ (lei)(en]) frj. Wtedy fir, ..., fig stanowia baze w Rand (|e;)(e;]). Mamy

ler)(er| + -+ lep)(ep| = Ty

34



Zatem
¢ (ler)(ex]) + -+ @ ([ep)(epl) = Ln.
Wiee fij, i =1,...,p,j =1,...,q stanowig baz¢ w R". Oczywiscie
¢ (lei)(e;]) frr = Ok fu-

|

Twierdzenie 7.7 Kazda unitalna reprezentacja algebry ‘é L(CPi) na C™ jest unitarnie réwno-
wazna reprezentacyi w @le(Cpi ® C -

P(A1,..., Ap) = A4, 01,
Mamyn = 31 pigi oraz ¢ = LTrg(Py).

Dla reprezentacji regularnej mamy p; = ¢;. W szczeg6lnosci, w tym wypadku

n=3"pt
7

7.12 x-homomorfizmy skorniczenie wymiarowych x-algebr

Niech 91, 9t beda skonczenie wymiarowymi x-algebrami. Niech P, ..., @1, ... beda minimalnymi
rzutami centralnymi 91 i odpowiednio 9.

Kazdy homomorfizm o : 9t — M, gdzie dimN = [nq,...,ny], dAmM = [my, ..., my,], okre-
slony jest przez macierz [t;;], gdziei=1,...,q, j=1,...,pi

Z tijnj § m;.
J

Mamy = zamiast < jesli o jest unitalna. Bedziemy pisac¢ Diag(«) = [t;;]. Mamy t;; = TrQ;¢(P;).

8 Algebra grupowa

8.1 Algebra grupowa

Niech G bedzie skoriczona grupa. Przez C(G) bedziemy oznaczali zbior funkeji zespolonych na
G. Jest on rozpigty przez funkcje o4, g € G,

1, g=h
dy(h) = ’ ’
Czasami zamiast d, pisze si¢ po prostu g.
C(Q) jest wyposazone w dwa taczne iloczyny: mnozenie punktowe i splot:

FG(g) = F(9)G(g),
F«G(g) = Y F(gh™")G(h).
h



Mamy réwniez inwolucje

F*(g) = F(g D). (8.26)
Twierdzenie 8.1 C(G) ze splotem i sprzezeniem (8.26) jest x-algebrg.
Dowéd. Niech F' € C(G) bedzie rézne od zera. Liczymy
F*xF(g) =Y F(hg \)F(h).
heG

W szczegblnosci,

F*xF(e)=Y_=|F(h)]” #0.

heG
Zatem F*F # 0. O

Mamy naturalne zanurzenie G € g — 64 € C(G), przy czym mnozenie przechodzi na splot:
(Sg * 5h = 6gh~

Niech 7 bedzie reprezentacja G na V. Wtedy istnieje doktadnie jedna reprezentacja 7 :
C(G) — L(V) spehiajaca
7(dg) := m(g).
Jesli reprezentacja jest unitarna, to 7 jest x-reprezentacja.
W przysztosci bedziemy po prostu pisa¢ m zamiast 7.

8.2 Postaé algebry splotowej

Zdefiniujmy reprezentacj¢ ¢ := ¢ m. Rozszerza si¢ ona do reprezentacji algebry splotowej
e
spelniajacej
¢(dg) = & 7(g)
TeG
dr
= & > mij(9)leni)(en,]
WEGi,jZI

Twierdzenie 8.2 ¢ jest x-izomorfizmem

6:C(G) = & L(VﬂcL(@AVF).

re@ TeG

Dowod. Oczywiste jest, ze |eri)(exjl, 3,5 = 1,...,ds, m € G rozpinaja ® L(Vz). Ale
¢t (lex,i)(ex]) (9) = mij(g), ktore jak pokazalismy, stanowia baze [*(G). O e
Niech 1, oznacza rzut na V. Niech
Ceent(G) :={F € C(G) : F(ghg™') = F(h), h,g€G}

Innymi stowy, Ceent (G) sktada sie z funkeji statych na klasach sprzezonosci grupy G.
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Twierdzenie 8.3 Ceent(G) jest centrum algebry splotowej C(G). Jest rozpicte przez ¢~ (1),
e G. Mamy

dr ~~—F~
1, = ¢ %Zxﬂ@)&g

geG

Dowéd. Niech F' =), . Fydp, nalezy do centrum C(G). Wtedy

0gF = Fo,.
Zatem
dgFd,1 = F.
To oznacza, ze
S By = 3 i
heG h

To pokazuje, ze F jest state na klasach sprzezonosci. O

Grupa Z, ma reprezentacje z charakterami

ikm2m

Xm(k) =¢e n | k€ Zn, m € Ly~ Zn.

Odpowiadajace im rzuty centralne to

1 _ ikm2m
1, =— E e n .

n

kEZn

Grupa S,, ma reprezentacje trywialna/znakowa z charakterem ys(o) = 1/xa = sgno i rzutem
centralnym

lls = %2507

’ O'GSTL

1
1, = o Z sgnod,.
oESy

Ma réwniez reprezentacje standardowa, dla ktorej yst(o) jest rowne liczbie punktow statych
—1 oraz znakowgxstandardowa z rzutami centralnymi

n—1
' Z Xst(g)dcra

n:
O'eSn

! Z sgno Xst (o),

O’GSn

n —

n!
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8.3 Reprezentacja regularna

Rozwazmy lewa reprezentacje regularng A grupy G na [?(G). Rozszerza sie ona do reprezentacji

A1 C(G) — L((G)).

Twierdzenie 8.4 W ponizszym wzorze z lewej F, F' sq traktowane jako elementy 12(G), z prawej,
jako elementy algebry C(G):

(FIF') = GapTA (F* + F)s) .

Dowod. Mamy (d; * dy)0e = dedy 4. Dlatego tez

(F|IF") = Z%(F\F’)Tm(ée)

e
-2 (az&z > Flo)F'(g)Ter (55 % 34)5.)
reG 9,9'€G
d“ * /
= Zeg; (#G)QTNT ((F *F)ée)
= (#é)zTr)\ ((F** F)s.).

9 Kwaterniony
9.1 Definicje
Algebra nad R oznaczana przez H z baza 1,1, j, k spelniajaca relacje
2=?=k>=-1, ij=k, jk=1i ki=j,
nazywa sie algera kwaterniondw. Jest wyposazona w * dzialajaca jako
1"=1, i*=-i, j*=-j, k¥ =—-k.

% jest inwolucjg: o** = x, (xy)* = y*z*, z,y € H.
Dla z € H ktadziemy

1
Rezx := 5(33 +z%), |z|:= VvVt

(Zauwazmy, ze z*x jest zawsze dodatnie rzeczywiste)
Jesli x = x1 + xii + x3) + wk, gdzie 1, x;, 75, 7k € R, to

Rez = z1, |x|:\/w%+x12+xj2+a:ﬁ

Zauwazmy, ze | - | jest norma na H. Jesli z,y € H, to |zy| = |z||y|.
H posiada rzeczywisty iloczyn skalarny

(xly) := Rex™y = x1y1 + ziyi + 25y + 2y, «,y € H.
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H ma te wlasnosdé, ze wszystkie niezerowe elementy sa odwracalne. Algebry z ta wtasnoscia
sa zwane algebrami z dzieleniem.

Kuwaterniony jednostkowe, czyli {x € H : |z| = 1} tworza grupe izomorficzna z SU(2). Grupa
automorfizméw kwaternionow jest izomorficzna z SO(3). Kazdy automorfizm jest postaci

H>2z— uzu ! €H, (9.27)
gdzie u jest jednostkowym kwaternionem.

9.2 Zanurzanie liczb zespolonych w kwaternionach

Oczywiscie, istnieje doktadnie jeden ciagly injektywny homomorfizm R — H. Jego obrazem jest
centrum algebry H, ktére identyfikujemy z R.

Ale istnieje wiele ciaglych injektywnych homomorfizméw C — H. Aby go ustalié¢, trzeba
wybra¢ i € C w H. Tez go nazywamy i.

Ustalmy homomorfzm C — H. H staje sie przestrzenig wektorowa nad ciatem C o wymiarze
2. Odwzorowanie

1
H>z~— Q(x —izi) € C (9.28)
jest rzutem. H ma zespolony poéttoraliniowy iloczyn skalarny
1o .
(rly) = 5 (g —igai) (9.29)
(W rzeczy samej, na mocy (9.28), wartosci tego iloczynu skalarnego sa w C. Rachunek
1 e
(alzy) = F(eya” —ieya’i) = 2(zly),
1
(zaly) = ("2 —iya™2i) = (aly)z, 2€C,

pokazuje, ze (9.28) jest poltoraliniowy.
1,j jest przykladem bazy ortonormalnej w H ze wzgledu na (9.29).

9.3 Macierzowa reprezentacja kwaternionow

Kwaterniony moga by¢ reprezentowane przez macierze Pauliego pomnozone przez i:

W(l):[(l) (1)}, W(i):[(i) Ei}’ W(J):[_Ol (1)}, W(k):[? (1)}

W ten sposéb dostajemy reprezentacje kwaternionéw w przestrzeni Hilberta C2
7 :H — B(C?). (9.30)

W tej reprezentac;i,
m(a") =7w(2)", || =+/detm(z). (9.31)
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Mamy
m(H) ={\U : UeSU(2), Xel0,00[}.

Inng uzyteczna relacja, ktoéra zalezy od powyzszej reprezentacji jest
m(H) = {A € B(C? : A= RAR™'}, (9.32)
gdzie A oznacza zwykle zespolone sprzezenie macierzy A i R = 7(j). Zauwazmy, ze RR = —1.
Zastepujac (9.30) przez Wr(-)W* dla jakiego$ unitarnego W, zastepujemy R przez Ry :=

WRW". Zauwazmy, ze mamy tez Ry Ry = —1.
Jesli A € L(H"), to mozemy zdefiniowa¢ wyznacznik kwaternionowy jako

det A :=detw(A),

gdzie z prawej strony mamy zwykly wyznacznik (w sensie macierzy zespolonej). Zauwazmy, ze
det AB = det Adet B. det A nie zalezy od zanurzenia C w H i ma zawsze warto$¢ rzeczywistg
> 0.

9.4 Rzeczywiste proste algebry

Dobrze wiadomo, ze mozna sklasyfikowaé wszystkie proste skoriczenie wymiarowe algebry nad C
i R. Przypadek zespolony jest szczegélnie tatwy:

Twierdzenie 9.1 Niech 2l bedzie zespolong skoriczenie wymiarowq algebrq prostg. Wtedy istnieje
n € N taki, ze A jest izomorficzny do L(C™).

Odpowiadajaca temu klasyfikacja rzeczywista jest bardziej skomplikowana:

Twierdzenie 9.2 Niech 21 bedzie rzeczywiste skoriczenie wymiarowq algebrg prostq. Wiedy ist-
nieje n € N taki, ze A jest izomorficzna z L(C™), L(R"™) lub L(H").

W szczegdlnosci, mozna zanurzyé L(R™) w L(C™):
LR") ={Ae L(C") : A=A4}.
L(H™) mozna zanurzy¢ w L?(C? ® C"). wtedy
L(H") ={Ac L(C*®C") : RA= AR},
gdzie R =7(j) ® 1.

9.5 Kwaternionowe przestrzenie wektorowe

Mowimy, ze (V,+,0, —) jest kwaternionowq przestrzeniq wektorowq, gdy jest to grupa abelowa
wyposazona w dzialania

HxV>3(zv)—aveV, VxHS>@wz)—vze),
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takie, ze
(x+y)v=zv+yv, (zy)v=2x(yv), z,ycH, vel.

v(ix+y) =ve+ovy, vizy) = (va)y, z,y€cH, ve.

Przyktadem kwaternionowych przestrzeni sg H™. Kwaternionowe przestrzenie wektorowe izo-
morficzne z H" nazywamy przestrzeniami wymiaru n

Transformacje H-liniowe z prawej/z lewej na kwaternionowej przestrzeni wektorowej maja
oczywista definicje. Zbior transformacji H-liniowych z prawej z V do W oznaczamy przez
L(V,W). Jak zwykle L(V) := L(V, V).

Transformacje z L(H", H™) mozna w oczywisty sposob reprezentowa¢ macierzami m X n o
elementach kwaternionowych.

Niech V bedzie kwaternionows przestrzenia wektorowa. R-liniowe odwzorowanie

Vv f(v) e H
jest antyliniowe z prawej/z lewej gdy
fA) = f)A" [ f(Aw) =X f(v), veV, AeH.

Moéwimy, ze

VXV (v,w)— (vjw) e H
jest kwaternionowq formag hermitowskq jesli jest ono anty-liniowe z prawej ze wzgledu na pierwszy
argument i liniowe ze wzgledu na drugi argument i

(vw) = (w]o)" (9.33)

Jesli zamiast (9.33) mamy

(vw) = —(w[v)” (9.34)

Mowimy, ze jest ona antyhermitowska.

Forme hermitowska spetniajaca (v|v) > 0 nazywamy dodatnio okreslong. Jesli jest w dodatku
niezdegenerowana, nazywamy ja kwaternionowym tloczynem skalarnym. Kazda skorniczenie wy-
miarowa przestrzen kwaternionowa z kwaternionowym iloczynem skalarnym jest izomorficzna z
H"™ i

(v|w) = vawi, v,w e H".

Kwaternionowy i zespolony iloczyn skalarny sa ze soba zgodne: (z|y) = Re(z|y).

Jesli ustalimy zanurzenie (9.28), wtedy kwaternionowe przestrzenie wektorowe mozna zrein-
terpretowaé jako zespolone przestrzenie wektorowe, zas kwaternionowe przestrzenie Hilberta jako
zespolone przestrzenie Hilberta

Jesli V jest kwaternionowa przestrzenia wektorowsa, to V¢ bedzie oznaczato V rozumiang jako
zespolong przestrzeri. Bedzie ona zwana zespolong forma przestrzeni V.
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10 Reprezentacje zespolone, rzeczywiste i kwaternionowe

10.1 Reprezentacja zespolenie sprzezona

Zalézmy, ze mamy reprezentacje m na przestrzeni C™. Reprezentacje sprzezona do m nazywamy
reprezentacje T zadang przez

7(g) :==7(9).
Niewatpliwie, definicja ta zalezy od wyboru bazy. Zaleznosé ta nie jest jednak zbyt istotna. Jesli
zmienimy baze, dostaniemy reprezentacje rownowazna.

10.2 Przestrzen zespolenie sprzezona

Mozna do zagadnienia reprezentacji sprzezonej podejs¢ w bardziej abstrakcyjny sposéb, ktory
jest jawnie niezalezny od bazy.

Niech V bedzie przestrzenia zespolona. Przestrzen zespolenie sprzezona do V jest oznaczona
przez V i jest to jakakolwiek ustalona przestrzen zespolona wyposazona w odwzorowanie antyli-
niowe

Vv e (10.35)

Odwzorowanie odwrotne réwniez oznaczamy przez kreske, tak ze mamy v = v. Odwzorowanie
(10.35) nazywamy sprzezeniem zespolonym.
Jesli A € L(V), to A € L(V) jest zdefiniowany przez

A=A (10.36)

Jedli ¥V ma iloczyn skalarny, to V tez:

(v[w) = (vlw).

W praktyce, przestrzen V realizujemy na rézne sposoby. Kanonicznym sposobem jest kon-
strukcja nastepujaca. Jako grupa abelowa V pokrywa sie z V. Odwzorowanie identycznosciowe
jest oznaczone przez

Vove—=vel. (10.37)

Jedyna réznica miedzy V i V to mnozenie przez A\ € C:
AT == \v.

Powyzsza konstrukcja jest do$¢ abstrakcyjna i dlatego w praktyce nie jest zbyt czesto uzy-
wana. Czesto wolimy bardziej konkretne podejscie. W podejsciu tym punktem wyjsciowym
jest odwzorowanie antyliniowe x na )V spehiajace k> = 1. Takie odwzorowanie nazywamy
sprzezeniem zespolonym wewnetrznym. Wtedy V i V pokrywaja sie jako przestrzenie zespolone,
natomiast v utozsamiamy z kuv.

W szczegblnosci, zatozmy, ze V = C™. Wtedy mamy oczywiste sprzezenie zespolone, v :=
U1,...,Up. Jesli operator na C" reprezentujemy macierza, to sprzezenie zespolone w sensie (10.36)
daje macierz zespolenie sprzezona w naiwnym sensie.

Jesli (7, V) jest reprezentacja grupy G, to reprezentacjq sprzezong nazywamy reprezentacje
(T, V)

7(g) == 7(g).
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10.3 Reprezentacje zespolone

Jak dotychczas, G jest grupa skonczona a V przestrzenia zespolona.
Moéwimy, ze k jest operatorem antyunitarnym, jezeli jest antyliniowy, odwracalny i

(vw) = (kv|rw).
Oczywiscie, jesli V = C™, to operatory antyunitarne pokrywaja sie z operatorami postaci kv =
Uwv, gdzie U jest unitarny.

Niech m : G — V bedzie unitarng reprezentacja nieprzywiedlng. Mowimy, ze jest ona ze-
spolona, jesli reprezentacja T nie jest rownowazna reprezentacji m. Réwnowazna definicja: nie
istnieje operator antyunitarny « taki, ze g — mr(g)/fl jest rownowazna z .

Zaloézmy, ze w nie jest zespolona. Niech x bedzie operatorem antyunitarnym takim, ze
k™! ~ m. Wtedy k2 jest unitarny i splata 7 z sobg. Zatem z Lematu Schura, x? = el*1.
Mamy
3

e %k = ke'* = K° = e'%.

Zatem e?® = 1. Méwimy, ze 7 jest rzeczywista, jesli k2 = 1 i kwaternionowa, jedli K2 = —1

Jesli V nie jest przestrzenig Hilberta, a tylko skonczenie wymiarows przestrzenia zespolona,
to, jak wiemy, mozna zunitaryzowaé reprezentacje. W definicji za$, mozna zastapi¢ stowo “an-
tyunitarny” przez “niezerowy antyliniowy”. Sprawdzmy, ze (kv|kw) jest iloczynem skalarnym
zachowanym przez T

(k7 (g)v|KT(g)w) = (km(g)vlnm(9)W) = (7 (g9)KT|m(g)Kw) = (KT|Kw).

Wiemy, ze T jest reprezentacja nieprzywiedlng. Dlatego ma jednoznacznie ustalony, z doktadno-
$cig do czynnika, iloczyn skalarny, dla ktérego 7 jest unitarna. Prosty rachunek

(T(g)v[T(g)w) = (7(g)v | 7(g9)w) = (7(g)v|7(9)w) = (v|w)

pokazuje, ze takim lioczynem skalarnym jest rowniez (v|w). Zatem, dla pewnej statej A > 0,

(v|w) = A\(kv|kw).

Stad, v/ Ak jest antyunitarny.

Jesli reprezentacja jest rzeczywista, reprezentacje mozna obciaé¢ do przestrzeni V¥ := {v € V :
kv = v} dostajac reprezentacje nieprzywiedlna na rzeczywistej przestrzeni. Jesli reprezentacja
jest kwaternionowa lub zespolona, nie posiada zadnej nietrywialnej rzeczywistej podprzestrzeni
niezmienniczej.

Jesli reprezentacja jest kwaternionowa, mozemy nadaé przestrzeni strukture prawej prze-
strzeni kwaternionowej ktadac j := x i k := ik. Dostajemy reprezentacje kwaternionowa. Jest to
niemozliwe w przypadku rzeczywistym i zespolonym.

Twierdzenie 10.1 (Twierdzenie Frobeniusa i Schura) Niech 7 bedzie reprezentacjq nieprzy-
wiedlng grupy skoriczonej G. Wtedy

1 jesli w jest rzeczywiste,

1
#G Z X=(9%) = 0 jesli m jest zespolone,
g€eq —1 jesli w jest kwaternionowe.
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Dowod.

dr
G D) = 5 3> mula?)

geG geqG i=1

dr
:%ZZWWW>

geGi,j=1
dr
= D (mijlmi).
Q=1

Dla zespolonej reprezentacji jest to rowne zero z relacji ortogonalnodci.
W przypadku rzeczywistym badz kwaternionowym dostajemy

dr

E KipFqj (Tpq|Tji)
4,J,p,q=1

d
1 ul o Trr?2
= - E ’iip’{qjépjfsqi = — = :|:1.

dr . . dy

,J,p,q=1

Dla grupy Z,, wszystkie reprezentacje sa zespolone z wyjatkiem reprezentacji odpowiadajacej
0 oraz n/2 jesli n jest parzyste.
Reprezentacja grupy kwaternionowej {41, i, +j, £k}, w C? jest kwaternionowa.

11 Elementy krystalografii

11.1 Grupy punktowe

Grupa punktowa nazywamy skoriczona podgrupe O(n). Mowimy, ze jest ona chiralna, jesli jest
podgrupa SO(n).
W wymiarze 2 mamy

(1) grupy cykliczne C,,, n = 1,2, ... (chiralne) abstrakcyjnie izomorficzne z Z,,
(2) dihedralne D, n =1,2,..., abstrakcyjnie izomorficzne z Z,, X Za,
W wymiarze 3 mamy 7 serii
(1) grupy cykliczne (chiralne) Cyp,, n = 1,2,..., abstrakcyjnie izomorficzne z Z,,.
(2) Con=Cy, x D1, n=1,2,..., (D; horyzontalna), abstrakcyjnie izomorficzne z Z,, x Zs,

(3) grupy generowana przez obrét z odbiciem, Sa,, m = 1,..., abstrakcyjnie izomorficzne z
ZQTVM

(4) grupy piramidalne lub biradialne Cy, = C),, x D1, n = 2,3,..., (D; wertykalna), abstrak-
cyjnie izomorficzne z D,,,

(5) grupy dihedralne (chiralne) D,, = C,, x Cy, n =2,3,...,
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(6) grupy pryzmatyczne Dy, = C,, x Dy = D, x D1, n = 2,3,..., abstrakcyjnie izomorficzne z
Dn X ZQ,
(7) grupy antypryzmatyczne Dyq, n = 2,3, ..., abstrakcyjnie izomorficzne z Da,,, zawieraja osie

2n-krotne,

i 7 grup dodatkowych:
1
2
3

(1) chiralna grupa tetraedralna T
(2)
(3)
(4) chiralna grupa oktaedralna O,
(5)
(6)
(7)

pelna grupa tetraedralna Ty,

grupa pirytoedralna T}, ~ T X So,

5
6
7

petna grupa oktaedralna Op ~ O x Ss,
chiralna grupa ikosaedralna I,
pelna grupa ikosaedralna Iy ~ I x Sy,
T jest podgrupa O.
Ty i Ty, sa podgrupami Oy.
So jest grupa sktadajaca sie z identycznosci i symetrii srodkowe;j.
Cin(= Ch1y = Dy) jest grupa skladajaca sie z identycznosci i obrotu o 180°.
Con(= Diq), izomorficzna z Zy X Zg, jest generowana przez odbicie i obrot o 180° w osi
prostopadtej.
Coy(= D1y), izomorficzna z Zo X Zsg, jest generowana przez odbicia w dwoch prostopadtych
plaszczyznach.
Na uwage tez zastuguje Doy, izomorficzna z Zo X Zg X Zs, generowana przez odbicia w 3
prostopadtych ptaszczyznach

11.2 Sieci

Siecia nazywamy dyskretng podgrupe R”. Jesli dla sieci £ istnieje zwarty podzbior K C R™ taki,
ze L+ K = R", to méwimy, ze jest to sie¢ krystalograficzna.

Twierdzenie 11.1 Niech L bedzie siecig w R™. Witedy istniejg liniowo niezaleine wektory
e1,...,eq, d < n, takie, ze L = {mye; + -~ +mgeq : (my,...,mq) € Z%. Sie¢ jest kry-
stalograficzna wtedy i tylko wtedy gdy d = n.

Grupa automorfizméw sieci Z? jest izomorficzna z GL(Z?), czyli macierzami o elementach
catkowitych i wyznaczniku +1.

11.3 Punktowe grupy krystalograficzne

Moéwimy, ze grupa punktowa jest krystalograficzna, jesli istnieje sie¢ krystalograficzna niezmien-
nicza wzgledem tej grupy. Twierdzenie o ograniczeniu krystalograficznym mowi, ze punktowe
grupy krystalograficzne w wymiarze 2 i 3 to te grupy punktowe, ktore posiadaja osie 1,2,3,4 lub
6-krotne.

W wymiarze 2 mamy 10 punktowych grup krystalograficznych
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(1) C1,Ca,Cs,Cy, Co,

(2) D1, Ds, D3, Dy, Dg.

W wymiarze 3 mamy 32 punktowych grup krystalograficznych
C1,C2,C3,Cy, Cs,
Cin; Con, Csny Cansy Cons
Cay, Csv, Cay, Coy,
D5, D3, Dy, Dg.
Don, D3n; Dan, Den,
Dsq;, D3q,
S2, S4, Se,
T 14,11, 0, Oy.

11.4 Sieci Bravais’go

Kazda sieé¢ krystalograficzna £ ~ Z" w przestrzeni euklidesowej w R™ yznacza grupe punktowsg
H C O(n), , ktora ja zachowuje. Nie kazda grupa punktowa jest maksymalna grupa zachowujaca
sieé: w szczegolnosci musi zawiera¢ inwersje. Sieci posiadajace te sama grupe naleza do tego
samego systemu sieciowego.

Grupa symetrii takiej sieci na nig dziata. Mowimy, ze te dziatania sg izomorficzne, jesli jedno
mozemy przeksztatci¢ na drugie przez zamiane bazy w sieci. Kazda zamiana bazy jest zadana
przez macierz z GL(Z"™). Klase abstrakcji wzgledem izomorficznosci dziatania nazywamy siecia
Bravais’go.

W wymiarze 2 mamy 5 sieci Bravais’go zgrupowanych w 4 systemy:

(1) skosna Cs,
(2) prostokatna Do,
(i) prostokatna (prostokatna prosta),
(ii) rombowa (prostokatna centrowana)
(3) kwadratowa Dy,
(4) heksagonalna Dg.

W szczegdlnosci, rozwazmy grupe Do. Jest ona generowana przez dwie prostopadte do siebie

odbicia )
-1 0 1 0
7’1—[ 0 1:|, ro = _0 _1:|. (11.38)
. L , 1 0 .
W sieci prostokatnej mozemy wybraé baze w [ 0 ] , [ 1 ] , tak ze r1, o sa zadane poprzez (11.38).
W sieci rombowej, baze wybierzmy jako [ i ], [ _11 . Wtedy dziatanie Dy jest zadane przez
0 1 0 -1
rl—[l O:|,T2—|:_1 0]. (11.39)
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W wymiarze 3 mamy 14 sieci Bravais’go zgrupowanych w 7 systeméw. Litery oznaczaja
rodzaj centrowania.

(1) trojskosna Sa,
(2) jednoskosna Cyy,
(i) P
(i) C
(3) rombowa (ortorombiczna) Doy,
(i) P,
(i) .
(iii) 1,
(iv) F,
(4) tetragonalna Dyy,
(i) P,
(i) I,
(5) romboedralna (trygonalna) Dsq
(6) heksagonalna Degy,.
(7) regularna (kubiczna) Oy,

11.5 Grupa ruchéw euklidesowych

W grupie ruchéw euklidesowych R™ x O(n) wyrdzniamy podgrupe translacji R™ i podgrupe
obrotow niewtasciwych O(n). Mamy kanoniczny homomorfizm ¢ : R” x O(n) — O(n)

Niech G bedzie podgrupa w R™ x O(n). Wtedy ¢(G) =: H jest podgrupa w O(n). Jej jadro
jest rowne L := R™ N G, podgrupie translacji zawartych w G. Mamy ciag doktadny

1-L—-G—H—1. (11.40)

Grupa H dziala przez automorfizmy na L. Jest to ogblny fakt, jesli mamy cigg doktadny postaci
(11.40) w ktorym L jest abelowa. Dziatanie to jest zdefinowane nastepujaco: Jesli h € H i

¢(g) = h, to
L3>t ht:=gtg L.

Jednoznacznosé tej definicji dowodzimy korzystajac z abelowosci L.
Jesli G = L x H, méwimy, ze G jest symmorficzna.
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11.6 Grupy fryzowe

Grupa fryzowa nazywamy podgrupe grupy R? x O(2), ktorej podgrupa translacji jest izomor-
ficzna z Z i ma skonczony indeks. Wyrozniamy nastepujace grupy fryzowe — po kazda jest
odpowiednikiem jednej serii grup punktowych w 2 wymiarach.

(1) 4
e “hop” Cy, abstrakcyjnie izomorficzna z Z,
(2) D; horyzontalna
e “jump”’ Coop = Z X D1,
e “step” S, grupa generowana przez translacje z poslizgiem, izomorficzna z 7Z,
(3) D; wertykalna
e “sidle” Csoy = Z x Dy, , abstrakcyjnie izomorficzna z D,
(4) Co
e “spinning hop” Dy, = Z x Co,
(5) D2

e “spinning jump”’ Dson = Z X Do, abstrakcyjnie izomorficzna z Dy, X Zs,

e “spinning sidle” Dyq, abstrakcyjnie izomorficzna z D.

11.7 Grupy krystalograficzne

Grupa krystalograficzna nazywamy dyskretna podgrupe grupy R™ x O(n), dla ktorej istnieje
zwarty zbior K C R™ taki, ze UgeG gK = R".
Mozna pokazaé, ze rownowazna definicje: grupa krystalograficzna to podgrupa grupy R" x
O(n), ktorej podgrupa translacji jest siecia krystalograficzna, i podgrupa ta ma skoriczony indeks.
Mowimy, ze dwie grupy krystalograficzne sa sobie rownowazne, gdy istnieje macierz w GL(n)
o dodatnim wyznaczniku, wzgledem ktorej te grupy sa sprzezone.
Mozemy klasyfikowaé¢ grupy krystalograficzne ze wzgledu na
(1) Grupe obrotéw bedaca grupa ilorazowa przez podgrupe translacji.

(2) Sie¢ Bravais’go.

11.8 Grupy tapetowe

Grupy krystalograficzne w wymiarze 2 zwane sg tapetowymi. Na ponizszej liscie podajemy
postaé grupy w przypadkach symmorficznych. Grupa obrotéw determinuje sie¢ Bravais’go.
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(1) sie¢ skosna, C;
o pl, 72,
(2) sie¢ skosna, Cs
o p2, 72 x Oy,
(3) sie¢ prostokatna, Dy
e pm, Z2. x Dy,
® Py,
(4) sie¢ rombowa, Dy

o cm, 72

romb A Dl’

(5) sie¢ prostokatna, Do
e pmm, 72 x Do,
® pmg,
® P99,
(6) sie¢ rombowa, Do
o cmm, 72 b X Do,
(7) sie¢ regularna, Cy
o p4, Zfeg X CYy,
(8) sie¢ regularna, Dy
e pdm, Zfeg X Dy,
* pig,
(9) sie¢ heksagonalna, C3
o p3, Z%  xCs,
(10) sie¢ heksagonalna, D3

e p3ml, Z2__x Ds,

hex
e p3lm,
(11) sie¢ heksagonalna, Cp

o p6, 72 x Cg,

hex

(12) sie¢ heksagonalna, Dg

o pbm, Z2. x Dg,

hex
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11.9 Grupy przestrzenne

Grupy krystalograficzne w wymiarze 3 zwane sg przestrzennymi. Jesli dopuscimy réwnowazno$é
zmieniajgca orientacje, to jest ich 219, w tym 54 chiralnych. Jedli rozrézniamy orientacje, to jest
ich 230, w tym 65 chiralnych.

Grupy te sa poklasyfikowane na klasy krystaliczne zgodnie z ich grupami punktowymi. Klasy
te sg pogrupowane w klasy krystaliczne.

W wigkszosci wypadkéw, przynalenosé do klasy krystalicznej determinuje system sieciowy
Bravais’go, o tej samej nazwie. Wyjatkiem jest klasa trygonalna, w ktorej kazdej grupie punk-
towej odpowiadaja zaréwno grupy krystalograficzne z sieciag romboedryczna, jak i z siecig heksa-
gonalng.

(1) trojskosna
(i) Ci: P,
(11) SQZ P,
(2) jednoskosna
(1) 02: Pv Ca
(ii) Ci: P, C,
(i) Cop: P, C,
(3) rombowa (ortorombiczna)
(i) Da: P, C, F, I,
(ii) Coy: P, C, A, F, 1,
(iii) Dop: P, C, F, I,

(4) tetragonalna

(i) Cq: P, 1,

(viil) Dgn: P, 1,
(5) trygonalna

(i) Cs: P, R,

(i1) Se: P, R,

(i) Dy: P, R,

(iv) Csy: P, R,

(v) Dsq: P, R, :
(6) heksagonalna
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(7) regularna (kubiczna)

(i) Op: P, F, 1,
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12 Algebry Liego

12.1 Definicja

Niech g bedzie algebra nad ciatem K z dziataniem oznaczanym przez
gxg> (A B)— [A B]eg.
Mowimy, ze g jest algebrq Liego jedli jej dzialnie jest antysymetryczne, czyli
[A,B]=—[A,B], A/Be€gyg,
i spelnia tozsamosé Jacobiego
(A, [B,C]]| + [B,[C, A]] + [C, [A, B]] = 0.

Dziatanie w algebrze Liego czesto nazywamy nawiasem.

Kazda przestrzen wektorowa z zerowym nawiasem jest algebra Liego. O takich algebrach
Liego moéwimy, ze sa przemienne.

Centrum algebry g jest zdefiniowane jako

3(g) ={A€g : AB=DBA, Be€ g}

12.2 Algebry laczne a algebry Liego

Niech 2 bedzie algebra taczna nad K. Wtedy 2 ma naturalng strukture algebry Liego zadang

przez komutator
[A,B] := AB — BA.

W szczegdlnodci, jesli V jest przestrzenia wektorows to zbiér liniowych odwzorowann w V), czyli
L(V), jest algebra Liego. L(V) wyposazone w komutator oznaczamy przez gl()).

12.3 Homomorfizmy

Niech g, b beda algebrami. Odwzorowanie ¢ : g — b nazywa sie homomorfizmem gdy jest liniowe
i zachowuje nawias, to znaczy

(1) ¢(AA) = Agp(A);
(2) ¢(A+ B) = ¢(A) + ¢(B);
(3) o([A, B]) = [#(A), ¢(B)].

Zbior automorfizmoéw algebry g oznaczamy przez Aut(g). Jest to grupa.
Homomorfizm g w gl(V) jest nazywany reprezentacjg g na V.
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12.4 Reprezentacja dotaczona

Reprezentacja dotgczona

g3 A ad(A) € gl(A)

jest zdefiniowana przez

ad(A)B:=[A,B], A Beg.

Zeby sprawdzi¢, ze jest to reprezentacja, czyli
ad([4, B]) = [ad(A4),ad(B)]

korzystamy z tozsamosci Jacobiego.

12.5 Rozniczkowania

Niech g bedzie algebra Liego. Odwzorowanie liniowe D : g — g nazywamy rdzniczkowaniem jesli
spelnia tozsamosé Leibniza:

D[A, B] = [DA, B] + [A, DB,

Przyktadem rézniczkowania jest ad(C') zdefinowany jako
ad(C)A := [C, A].

Wynika to z tozsamosci Jacobiego. Méwimy, ze jest to rézniczkowanie wewnetrzne.

Oznaczmy przez Der(g) zbior rozniczkowan algebry g. Jesli Dy, Dy € Der(g), to [D1,Ds] €
Der(g). Zatem Der(g) jest algebra Liego. g 3 A — ad(A) € Der(g) jest homomorfizmem, ktorego
jadrem jest 3(g).

Jesli D € Der(g) i A € g, to [D,ad(A)] = ad(DA).

Jesli R 3 ¢t — oy € Aut(g) jest rozniczkowalnym homomorfizmem (jednoparametrowq grupg),
to

d
< B‘ —. DB 12.41
dtat( )t:O ( )

definiuje rézniczkowanie. I na odwrot, jesli D jest rozniczkowaniem, to

1
oi(B) :=exp(tD)B = —D"B
n!

n=0

jest jednoparametrowa grupa speliajaca (12.41).

Jako przyktad rozwazmy algebre przemienna K". Wszystkie odwzorowania liniowe K" sa
rozniczkowaniami. Nie sg one wewnetrzne, poza zerowym. Wszystkie automorfizmy sa zadane
przez elementy GL(K").

Mozna pokazaé, ze w algebrze gl(K™) wszystkie rozniczkowania sa wewnetrzne. Podobnie,
wszystkie automorfizmy sg postaci B — CBC~! dla pewnego C' € GL(K").
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12.6 Idealy

b jest ideatem algebry Liego g, jesli jest liniowa podprzestrzeniaw gi A € g, B€ b= [A,B] €b.
Mowimy, ze b jest ideatem charakterystyznym, gdy dla kazdego D € Der(g), D przeksztatca b w
siebie.

Moéwimy, ze ideat b jest wtasciwy gdy b # g. Méwimy, ze ideal b jest nietrywialny gdy b # g
ib#{0}.

Twierdzenie 12.1 Jgdro homomorfizmu jest ideatem. Jesli b jest ideatem w g, to g/b ma
naturalng strukture algebry Liego. Odwzorowanie

go>A— A+beg/b

jest homomorfizmem, ktorego jgdro jest rowne b. Jesli g — a jest innym homomorfizmem, ktorego
jadro tez jest rowne b, to a ~ g/b.

Twierdzenie 12.2 (1) Jesli a, b sq ideatami, to anNb i a+b tez.
(2) Jesli a, b sq ideatami charakterystycznymi, to aNb i a+ b tez.
(3) Jesli a jest ideatem w g a b jest ideatem charakterystycznym w a, to b jest ideatem w g.

(4) Jesli a jest ideatem charakterystycznym w g a b jest ideatem charakterystycznym w a, to b
jest ideatem charakterystycznym w g.

(5) Jesli a, b sq ideatami, to [a,b] tez.
(6) Jesli a, b sq ideatami charakterystycznymi, to [a, b] tez.

(7) Jesli ¢ : g — b jest surjektywnym homomorfizmem, to a — ¢(a) zadaje bijekcje miedzy
ideatams algebry g zawierajgcymi Kerg a ideatami algebry h.

(8) Jesli ¢ : g — b jest surjektywnym homomorfizmem i Kerg jest ideatem charakterystycznym,
to a — ¢(a) zadaje bijekcje miedzy ideatami charakterystycznymi algebry g zawierajgcymi
Ker¢ a ideatami charakterystycznymi algebry b.

Twierdzenie 12.3 Centrum jest ideatem charakterystycznym.
Dowod. Dla Z € 3, A € g mamy 0 = [A, Z]. Dlatego
0=[DA,Z] + [A,DZ].

Stad DZ € 3. O

W przemiennej algebrze Liego K" wszystkie podprzestrzenie liniowe sa ideatami, ale tylko
ideaty trywialne sa charakterystyczne.
Mowiac, ze
b-5g5h
jest ciagiem doktadnym mamy na mysli, ze Kery) = Rang.
W szczegolnosci
05b05g%0 =0 (12.42)
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oznacza, ze ¢ jest injektywny, ¢ jest surjektywny i Keryy = Ran¢. Wtedy 1 generuje izomorfizm
g/6(b) z . (12.42) nazywamy krétkim ciggiem doktadnym. Mowimy, ze g jest rozszerzeniem b

poprzez b.
Stwierdzenie 12.4 ad(g) jest ideatem w Der(g).
Dowo6d. Niech D € Der(g), A, B € g. Wtedy
Dad(A) — ad(A)D = ad(DA).

a

Stwierdzenie 12.5 Niech ¢ : g — b bedzie homomorfizmem. Wtedy Ker¢ jest ideatem. Poza
tym, nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) Ker¢ jest ideatem charakterystycznym

(2) Jesli D € Derg, to ¢p(A) = ¢(A") & ¢(DA) = (DA').

Dlatego tez mozna wtedy zdefiniowaé ¢(D) € Derh wzorem ¢(D)p(A) := ¢(DA). Mamy homo-
morfizm algebr Liego ¢ : Der(g) — Der(bh).

12.7 TIloczyn pélprosty

Niech a i h beda algebrami Liego.
Niech h 5 H — ap € Der(a) bedzie homomorfizmem algebr Liego. Wtedy iloczyn polprosty
a Xg b jest zdefiniowany jako a X h z nawiasem

(A1, H1), (Ag, Ho)| = ([A1, A2] + am, (A2) — am, (A1), [Hy, Ha)) .

a X b jest algebra Liego. {0} x b jest jej podalgebra Liego, a x {0} jest jej idealem.

Jedli g zawiera podalgebre a i ideal h takie, ze g jest suma prosta a i h w sensie przestrzeni
wektorowych, to mamy wtedy homomorfizm h 5 H — [H, -] =: ag € Der(a) i g jest izomorficzna
z iloczynem poétprostym a i, b.

Oznaczmy przez t(K™) macierze gornotrojkatne, przez n(K™) macierze scisle gornotrojkatne, a
przez d(K™) macierze diagonalne. Wtedy n(K") jest idealem charakterystycznym w ¢(K™). ¢(K")
jest iloczynem polprostym n(K™) xd(K™). Jesli ¢(K™) D a D n(K™) jest dowolng podprzestrzenia,
to jest to tez ideat w t(K™) (zreszta, charakterystyczny).

12.8 Reprezentacje

Rozwazmy reprezentacje p : g — gl(V). Mowimy, ze reprezentacja jest przywiedlna, gdy posiada
nietrywialna podprzestrzen niezmienniczg. W przeciwnym razie mowimy, ze jest nieprzywiedina.

Moéwimy, ze reprezentacja jest rozktadalna, gdy posiada nietrywialny rozktad na sume prosta
podprzestrzeni niezmienniczych. W przeciwnym razie moéwimy, ze jest nierozktadalna.

Kazda reprezentacja rozktadalna jest przywiedlna.

W oczywisty sposob definiujemy sume prostq. Iloczyn tensorowy reprezentacji p1 i po dziala
w V1 ® Vo i jest rowny p1 @ 14+ 1 ® pa.
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Mowimy, Ze reprezentacja jest catkowicie rozktadalna, gdy istnieje rozktad V = &7_, V; takie,
ze reprezentacja ograniczona do V; jest nieprzywiedlna.

(Zauwazmy nastepujaca niekonsekwencje terminologiczna: reprezentacja nieprzywiedlna jest
catkowicie rozkladalna, ale nierozktadalna).

Jedli Vi C V jest podprzestrzenia niezmiennicza, to p; := p| nazywamy podreprezentacjq

Vi
reprezentacji p. Mamy réwniez naturalna reprezentacje ilorazowq p' : g — L(V/Vi) zadana

przez p'(A)(v + V1) = p(A) + V1. Wybierajac baze w V tak, by pierwsze wektory nalezaty do
V1, mozemy wtedy napisac
A ?
p( A) — I: pl( ) :| )

0 pH4)

Jedli istnieje podprzestrzeri niezmiennicza V! dopetiajaca do V1, i bazy dostosujemy do rozktadu
V=V &V to ? znika.

Zauwazmy, ze jesli W jest podprzestrzenia niezmiennicza dla reprezentacji ilorazowej p!, to
W + V) jest podprzestrzenia niezmiennicza dla p.

Dla kazdej reprezentacji skoniczenie wymiarowej znajdziemy niezerowa podprzestrzen nie-
zmiennicza. Przez indukcje, konstruujemy ciag przestrzeni niezmienniczych {0} = Vo C V) C
Vo C V, =V takich, ze reprezentacja ilorazowa na V,1/V, jest nieprzywiedlna. Ciag taki
nazywamy ciggiem Jordana-Héldera. Robimy to indukeyjnie: dla reprezentacji na V/V,, szukamy
podreprezentacji nieprzywiedlne;j.

13 Macierzowe algebry Liego

13.1 Funkcje macierzowe

Rozwazmy przestrzenn K", gdzie K = R lub K = C. WprowadZzmy w tej przestrzeni norme
(jakakolwiek). Mamy wtedy réwniez norme na L(K™). Spelnia one warunki

IAAL = IAALL 1A+ Bl < [ATT+ 1Bl |ABI] < [|A[l[|B]-

Niech z — f(z) = 302 fnz" bedzie funkcja holomorficzng zadang przez szereg zbiezny w
kole |z| < R. Pamigtamy, ze oznacza to, ze szereg » .- | fn||2|" jest zbiezny dla |z| < R.
Mozemy wtedy dla ||A|| < R zdefiniowaé¢ funkcje macierzowsa

FlA) =) fa A"
n=0

Latwo sprawdzié¢, ze funkcja ta jest ciagla.
Przyktadami takich funkcji sa

=1
et = ZEA”, Ae L(C")
n=0 "
- (_1)7171 n
log(1+A) = Y ~——A", |4] <1
n=0
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Mamy tozsamosci
B =B |B-1| <1

AB = BA = edeB = A8,

13.2 Algebra Liego macierzy bezsladowych
Niech A € L(K"™). Wzor
TrA := Z A” e K

i=1
definiuje slad speliajacy
TrAB = TrBA, dete? = T4,

Zauwazmy, ze Tr[A, B] = 0.
Pamietamy, ze gl(K™) oznacza algebre Liego ztozona z macierzy n x n z komutatorem.
sl(K™) definiujemy jako

sl(K") :={A € gl(K") : TrA=0}.
Jest to algebra Liego. Piszemy tez
sl(K™) = sl(n,K).

Oczywiscie, A € sl(n,K) implikuje ¢4 € SL(n,K).
Kazda B € SL(C™) mozna przedstawi¢ w postaci B = e/ dla A € sI(C"). Kazda B € SL(R™)
z otoczenia 1 mozna przedstawi¢ w postaci e, A € sI(R™). Sa jednak takie elementy sl(R"),

ktorych nie mozna przedstawic jako e dla A € sI(R"). Przyktadem takim jest [ _01 _11 } .

13.3 Ortogonalna algebra Liego

Mowimy, ze A € L(V) zachowuje iloczyn skalarny gdy (Av|Aw) = (v|w). Rownowazny warunek:
A# A = 1. Mowimy, ze A € L(V) infinitezymalnie zachowuje iloczyn skalarny gdy (14 A)v|(1+
A)w) = (v|w) 4+ o(A), czyli {(Avjw) + (v|Aw) = 0. Réwnowazny warunek: A% + A = 0.

so(K™) definiujemy jako

so(K") := {A € gl(K") : A% + A =0}.
Jest to podalgebra Liego w sl(K™). Piszemy tez
so(R™) = so(n).
W przypadku zespolonym piszemy tez so(n,C) = so(C").

Jesli A € so(K™), to e € SO(K™). Kazda B € SO(K™) mozna przedstawi¢ w postaci B = e
dla A € so(K™).
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13.4 Pseudo-ortogonalna algebra Liego

Rozwazmy dalej przypadek rzeczywisty. so(R%P) definiujemy jako zbiér macierzy spelniajacych
A#L, 4+ I,,A = 0.

Jest to podalgebra Liego w sl(RYP). Piszemy tez
so(R?P) = so(q, p).

Jesli A € so(R9P), to e € SO(R?P). Dla sygnatury Lorentzowskiej mamy e € SOT(R%P)
Kazda B € SO(R%P) z otoczenia 1 mozna przedstawi¢ w postaci e?, A € so(R9P).

13.5 Unitarna algebra Liego

u(C™) definiujemy jako
u(C") :={Aegl(C") : A"+ A=0}.

Jest to algebra Liego. Piszemy tez
u(C") = u(n).

Definiujemy
su(n) = su(C") := sl(C") Nu(C").

Jesli A € su(K"), to e € SU(K"). Kazda B € SU(K") mozna przedstawi¢ w postaci
B =e? dla A € su(K").
13.6 Pseudo-unitarna algebra Liego

u(C%P) definiujemy jako zbior macierzy speliajacych
ALy p+ 1A =0.
Jest to algebra Liego w gl(C?tP). Piszemy tez

u(C*?) = u(q, p).

A

Macierze pseudo-unitarne zachowuja iloczyn pseudoskalarny w C%P. Jesli A € u(q,p), to e €

Ul(g, p)-
Definiujemy
su(C?P) = su(q,p) := u(CTP) N sl(CITP).

A € su(CoP) implikuje e € SU(CP).
Kazda B € SU(C%P) z otoczenia 1 mozna przedstawi¢ w postaci B = e dla A € su(C9P).
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13.7 Symplektyczna algebra Liego

Definiujemy
sp(K?™) := {A € L(K*™) : A*J + JA =0}

Latwo pokazaé, ze §lad macierzy symplektycznych jest rowny 0. Dlatego sp(K?") jest podalgebra
Liego w sl(K?").

Jesli A € sp(K?), to e? € SU(K?"). Kazda B € Sp(C") mozna przedstawi¢ w postaci e,
A e sp(C™).

Kazda B € Sp(R™) z otoczenia 1 mozna przedstawi¢ w postaci e, A € sp(R™).

13.8 Afiniczne algebry Liego

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Odwzorowania afiniczne na V tworzg algebre Liego z
dzialaniem

[(wl, Al), (’LUQ, AQ)] = (Al’lUQ — Agwl, [Al, AQ])

Te algebre Liego nazywamy afinicznym rozszerzeniem gl(V).

VY mozna traktowaé jako przemienng algebre Liego. Kazde odwzorowanie liniowe na V jest
rozniczkowaniem, czyli Der(V) = L(V) = gl(V). Latwo widzimy, ze afiniczne rozszerzenie gl())
jest iloczynem polprostym V x gl(V).

Czesto w zastosowaniach spotykamy grupy w ktorych gi(V) jest zastapione jej podgrupa.
Na przyktad, algebra Liego grupy Poincarego jest afinicznym rozszerzeniem algebry Liego grupy
Lorentza R'3 x so(1, 3).

14 Struktura algebr Liego

14.1 Nilpotentne i rozwigzalne algebry Liego

Nizszq serig centralng nazywamy podalgebry Dig zdefiniowane indukcyjnie
Dig:=[g, 0], Dkg:= [g, Di-19].
Serig pochodng nazywamy podalgebry
D'g:=[g,0], D'g:=[D" ', D" 'g].

[g,9] = Dg = D1g = D'g nazywamy pochodng algebry g.
Na przyktad, Dt(K™) = n(K").

Twierdzenie 14.1 D*g i Dyg sq ideatami charakterystycznymi w g. Jesli ¢ : g — b jest homo-
morfizmem, to $(D*g) = D*¢(g), ¢(Drg) = Dro(g)-

Stwierdzenie 14.2 (1) Jesli a jest ideatem w g i g/a jest przemienna, to a D [g, g].

(2) Jesli g D a D g, g] jest przestrzenig liniowq, to a jest ideatem i g/a jest przemienna.
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Dowod. (1): Jesli A4+a,B+a € g/a, to [A+ a, B+ a] = a oznacza [A, B] € a. Wiec [g,g] C a.
(2) wynika z [a,g] C [g,9] C a.O
Moéwimy, ze algebra g jest nilpotentna, jesli Dyg = {0} dla pewnego k i rozwigzalna, jesli
DFg = {0} dla pewnego k. Mowimy, ze g jest polprosta, jesli nie ma rozwiazalnych ideatow.
Algebra n(K™) $cisle gornotrojkatnych macierzy jest nilpotentna, jak rowniez kazda jej po-
dalgebra. Mozna pokazaé, ze kazda algebra nilpotentna jest izomorficzna do podalgebry n(K™).

Twierdzenie 14.3 (1) Kazda podalgebra, obraz homomorficzny, suma prosta algebr nilpotent-
nych jest nilpotentna.

(2) Niech a bedzie podprzestrzeniq w 3(g) (a wiec ideatem w g). Jesli g/a jest nilpotentna, to g
tez.

(3) g jest nilpotentna < ad(g) jest nilpotentna.

Dowoéd. (2) Wiemy, ze dla pewnego n, Dy(g/a) = {0}. Z tego wynika, ze D,g C a. Zatem
Dpi1g = {0}.
(3) = jest oczywiste. By pokazaé¢ < zauwazmy, ze ad(g) = g/3(g) i zastosujmy (2). O

Algebra t(K™) gornotrojkatnych macierzy jest rozwiazalna jak rowniez kazda jej podalgebra.
Mozna pokazaé, ze kazda algebra rozwiazalna jest izomorficzna do podalgebry ¢(K"™). Kazda
reprezentacja algebry rozwigzalnej na przestrzeni ¥V ma obraz izomorficzny do podalgebry w

t(V).
Twierdzenie 14.4 (1) Kazda podalgebra, obraz homomorficzny, suma prosta algebr rozwigzal-
nych jest rozwigzalny.
(2) Niech a bedzie ideatem w g. Jesli a i g/a sq rozwigzalne, to g tez.

(3) g jest rozwigzalna < ad(g) jest rozwigzalna.

Dowoéd. (2) Niech 7: g — g/a bedzie kanonicznym homomorfizmem.
Niech D"(g/a) = 0. Mamy 7(D"g) C D"(g/a). Zatem D"(g) C kerm = a.
Niech D¥a = {0}. Wtedy D¥*"g = D¥Dng C DFa = {0}.
(2) implikuje (3). O

W twierdzeniu tym nie mozna zamieni¢ “rozwiazalny” przez “nilpotentny”, co pokazuje przy-
ktad 0 — n(K") = t(K") — d(K") — 0..
Twierdzenie 14.5 Niech a,b bedq ideatami w g.
(1) Jesli a,b sq rozwigzalne, to a + b tez.
(2) Jesli a,b sq nilpotentne, to a + b tez.
Dowod. (1) Z rozwigzalnosci a wynika rozwigzalnosé a/(aNb). Mamy (a+b)/b ~ a/(anNb),
zatem (a 4 b)/b jest rozwiazalna. W ciagu doktadnym 0 — b — a+ b — (a + b)/b wyrazy

brzegowe sa rozwigzalne, wiec wyraz srodkowy tez.
(2) Rozwazmy A;, i = 1,...2k + 1, z ktorych kazdy nalezy do a lub b. Pokazemy, ze

[A1.[A2, - [Agk, Aoky1] - -]
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nalezy do Dya lub Dyb.

Rzeczywiscie, wtedy co najmniej & + 1 wyrazéow nalezy do a lub b. Zalézmy, ze do a.
Korzystamy nastepnie z tego, ze Dja jest ideatem charakterystycznym w a.

Zatem, jesli Dya = Db = {0}, to Dogs1(a+b) ={0}. O

Zatem w kazdej alebrze Liego istnieje najwickszy ideal rozwiazalny, zwany radykatem, i naj-
wiekszy ideal nilpotentny.

14.2 Twierdzenie Liego

Twierdzenie 14.6 (Liego) Niech V bedzie przestrzeniq zespolong a g C gl(V) bedzie rozwig-
zalng algebrg Liego. Wtedy istnieje oo € g taki, ze

Vo(g) := (] Ker (A — a(A)) # {0}. (14.43)

Aeg

Przestrzen Vo (g) nazwiemy przestrzeniq wtasng algebry g dla pierwiastka a. o € g# dla
ktorego ta przestrzen jest niezerowa nazywamy pierwiastkiem algebry g.
Dowod Twierdzenia Liego opiera si¢ na nastepujacym stwierdzeniu.

Stwierdzenie 14.7 Niech V bedzie przestrzeniq zespolong, g C gl(V) bedzie algebrq Liego i
o € g. Niech B € gl(V) spetnia
[B.g] C g

Wtedy B zachowuje podprzestrzen Vo (g) zdefiniowang w (14.43).

Dowo6d. Niech z nalezy do V,(g) i z; := B’z, j = 0,1,.... Niech k bedzie najmniejsza liczba
taka , ze z,, jest kombinacjg liniowg o, ..., x,—1. Wykazemy, ze istnieje macierz a;; € g7 taka,
Zeaij:(),z’<j, i =al

k
ACEZ' = Zaij(A)azj. (1444)
j=1
Jest to oczywiste dla ¢ = 1. Zaldézmy, ze to prawda dla ¢ = k.

Al‘k—f—l = AB:Bk = [A, B]:Bk; + BA.Tk
= Y awi([A, B)zi + api(A)wit1.

Czyli
ay1,i(A) = agi([A4, B]) + agi-1(A),

co koriczy dowod (14.44).
Niech X bedzie przestrzenia rozpieta przez xg, . . ., xx. Jest ona B-niezmiennicza i g-niezmiennicza.
Macierz g obcieta do X jest gornotréjkatna i na diagonali ma «. Zatem, dla A € g,

TryA=ka(A), Acg.
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W szczegolnoscei,
0 =Trx[A, B] = ka([A, B)).

Zatem o([A, B]) = 0. Dlatego tez, oy; = ad;j. Wiec,
ABz = a(A)Bzx.

Dowéd Tw. 14.6. Stosujemy indukcje wzgledem dim g. Dla dim g = 1 jest to znany fakt.

Zalozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla dimg = k—1. Niech dim g = k. [g, g jest ideatem
w g kowymiaru j > 0. Dowolna podprzestrzen [g,g] C g1 C g jest idealem. W szczegdlnosci,
niech g1 ® CB = g. Z zalozenia indukcyjnego istnieje funkcjonal pierwiastkowy «q na g;. ad(B)
zachowuje g1. Zatem, ze Stw. 14.7 wynika, ze B zachowuje V,(g). B posiada wektor wlasny
v € Vo(g), czyli Bv = pv. Kazdy A € g jest postaci A = Ay +tB, A; € g1, t € K. Wtedy

(A1 +tB)v = (a1(A) + tu)v.

a

Twierdzenie 14.8 Niech V bedzie przestrzeniq zespolong a g C gl(V) bedzie algebrg Liego.
Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) g jest rozwigzalna.
(2) Istnieje cigg niezmienniczych przestrzeni {0} =Vy C --- C V, =V, dimV; = j.

(3) Istnieje baza w V taka, zZe g jest zawarta w macierzach gornotrdjkatnych.

Dowoéd. (1)=-(2) Stosujemy indukcje wzgledem dimV. Dla dimV = 1 jest to oczywiste.
Niech bedzie prawdziwe dla dim)V = n. Niech dimV = n + 1. Na mocy Tw. Liego istnieje
pierwiastek a € g# z wektorem wtasnym v € V. Przestrzei Cv jest niezmiennicza. Dlatego
mamy reprezentacje ilorazowa w V/Cv, dim V/Cv = n. Zatem istnieja przestrzenie {0} = Wy C
-+ C W, =dimV/Cv, dimW; = j niezmiennicze wzgledem tej reprezentacji. Niech V;;1 bedzie
przeciwobrazem W; wzgledem homomorfizmu kanonicznego.

(2)=(3) Wybieramy baze e1,...,e, taka, ze V; = Span{ei,...,e;}.

(3)=(1) Podalgebra algebry rozwiazalnej jest rozwiazalna. O

Twierdzenie 14.9 Niech g bedzie zespolong algebrg Liego. Wtedy nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

(1) g jest rozwigzalna.
(2) Istnieje cigg ideatow {0} = go C --- C gn, = g taki, Ze dimg; = j.
(3) [g, 9] jest nilpotentna.
Dowo6d. (1)=(2) Rozwazmy reprezentacje ad : g — gl(g). ad(g) C gl(g) jest algebra roz-
wigzalng. Zatem istnieje ciag podprzestrzeni {0} = go C --- C g, = ¢, dimg; = j, ktore sa
ad(g)-niezmiennicze. ad(g)-niezmienniczos¢ oznacza bycie ideatem.

(2)=(1) Z tego, ze g;/gj—1 jest l-wymiarowa, wynika, ze jest przemienna. Dlatego, ze Stw.
14.2 (1) dostajemy [g;,9;] C gj—1. Stad D*g C gp—s-
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(3)=-(1) [g, g] jest nilpotentne, wiec rozwiazalna. g/[g, g] jest przemienna wiac rozwiazalna.
Zatem g iest rozwiagzalna.

(1)=(3) Rozwazmy ad(g) C gl(g). W pewnej bazie, ad(g) C ¢t(C"). Zatem [ad(g),ad(g)] C
n(C"). Wiec ad([g, g]) = [ad(g),ad(g)] jest nilpotentna. Czyli, z Tw. 14.4 (3) wynika, ze [g, g]
jest nilpotentna. O

Stwierdzenie 14.10 Kazda nietrywialna skoriczenie wymiarowa reprezentacja nieprzywiedina
algebry rozwigzalnej jest 1-wymiarowa.

Dowd6d. Zgodnie z Tw. Liego, kazda algebra Liego dzialajaca na skoniczenie wymiarowej prze-
strzeni posiada wektor wlasny. O

14.3 Dolny ciag centralny

Niech g bedzie algebrag Liego. Dolny cigg centralny C;g definiujemy indukcyjnie w sposob na-
stepujacy: Cog = {0}. Jesli zdefiniowalismy Cx_19, mx—19 — ¢/Cr—_19 jest homomorfizmem
kanonicznym, to

Crg == m,1 (3(8/Cr-18)) -

(Automatycznie, Ci, jest ideatem w g, jako przeciwobraz idealu wzgledem homomorfizmu).

Twierdzenie 14.11 Niech g bedzie algebrq Liego. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) g jest nilpotentna.

(2) Istnieje cigg ideatow g = go O -+ D gn = {0} takich, ze [g,g;] C gj+1.

(3) Istnieje m takie, ze Crng = g.

Dowdd. (1)=(2) jest oczywiste, jesli potozy¢ g; = Djg.
(2)=(1). Pokazujemy indukcyjnie, ze D;g C g;.
(2)=(3) Pokazemy indukcyjnie, ze g,—r C Crg. Dla k =0, g, = Cog = {0}.
Zatozmy, 7€ gp,—(k—1) C Cr—19. Mamy

9/Crk-19, Th—1(8m-t)] = 71 (8, Im—k])
C Th-1(@m-k-1)) C mr-1(Ck—19) = {0}.

Zatem mp_1(gm—k) C 3(9/Cr—19). Wiec, gm—r C Crg.
(3)=(2).

me—1 (8, Crg]) = [me-1(8), Tk—-1(Cr9)] = [9/Ck9,3(9/Crg)] = {0}.
Zatem [g,Crg] C kermi—1 = C—19. Stad,
Cmg C -+ C Cogo

spelnia warunki (2). O
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14.4 Formy niezmiennicze na algebrze Liego
Mowimy, ze forma dwuliniowa (-|-) na przestrzeni wektorowej g jest niezmiennicza, gdy
([B,AllC) + (A|[B, C]) = 0.

Inny réwnowazny warunek:

([4, BJ|C) = (A|[B, C]).

Jesli g C gl(V), to Tr AB jest forma niezmiennicza. Ogolniej, z kazda reprezentacja m algebry
Liego g w skoriczenie wymiarowe] przestrzeni mamy zwiazang niezmienniczg forme¢ dwuliniowa

(B|C)y :=Tr m(B)mw(C).
Jesli m = ad forme te nazywamy formg Killinga i oznaczamy czasem (:|-)g.

Twierdzenie 14.12 Niech L bedzie dopetnieniem ortogonalnym dla formy niezmienniczej (-|-)
Niech b bedzie ideatem w g.

(1) bt tez jest ideatem.
(2) Jesli forma zeruje si¢ na b, to [b,b] C gt.
(3) Jesli forma jest niezdegenerowana, to b N bt jest przemiennym ideatem.
Dowéd. (1) Niech A€ g, Beb, C € bt
(I, A]|B) = (C|[A, B]) = 0.

Zatem, [A,C] € bt.
(2) Niech By, B € b. Wtedy

([B1, B2]|A) = (Bi][B2, A]) = 0.
Zatem [By, Bs] € b+,
(3) g+ = {0} Zatem, na mocy (2), [b,b] = {0}. O
Stwierdzenie 14.13 Niech a bedzie ideatem algebry Liego g. Niech (:|-)g i (:|-)a bedg formami
Killinga wzgledem g i i a. Wtedy obciecie (-|-)q do a x a jest réwne (-|-)q.

Dowod. Niech A, B € a. Wybieramy baze w g tak, aby poczatkowe elementy tworzyty baze a.
Wtedy

ad(A) ~ [ @iz } . ad(B) ~ [ b bio ] .

0 0 0 0
Zatem
ainbir  arbi2
ad(A)ad(B) ~ [ 0 0 } .
Stad
(AIB); = Trad(A)ad(B) = Tranbiy = (A|B)a.
O
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14.5 Kryteria Cartana rozwigzalno$ci

Twierdzenie 14.14 (Kryterium Cartana dla formy sladowej.) Niech g C gl(V) bedzie al-
gebrg Liego. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) g jest rozwigzalna.
(2) TrtAB=0, Acg, Belg, g
(3) TrAB =0, A,B € [g,9].

Lemat 14.15 Niech a C g bedg podprzestrzeniami w L(V). Potézmy
b:={BeL(V) : ad(B)g C a}.
Niech A € b. Jesli
TrAB =0, Be€b,
to A jest nilpotentny.
Dowo6d. Niech A = S 4+ N bedzie kanonicznym rozkladem na czesé polprosta i nilpotentna.
Niech eq,...,e, bedzie baza diagonalizujaca S, tak ze Ae; = Aje;. Niech el,...,e" bedzie baza

dualna.
Niech L bedzie podzbiorem K

L:= {Z riX; ¢ rj € Q).
Niech f: L — Q bedzie funkcja Q-liniowa. Zdefiniujmy P przez Pe; = f(\;)ej. Mamy

ad(S)lei)(ej| = (A —Aj)lei)(esl,

ad(P)le(es] = (F) = SO e es] = FOu = Alea)esl
Zatem ad(P) = f(ad(S). Mozna dobra¢ wielomian p o wolnym wyrazie zero taki, ze f(\;—\;) =
p(Ai — ;). Wtedy ad(P) = p(ad(S)). Ze Stw. 15.8 wynika, ze ad(S) jako czes¢ potprosta ad(A)
jest tez wielomianem (bez wyrazu wolnego) od ad(A), tj. ad(S) = s(ad(A)). Ostatecznie,
ad(P) = s(p(ad(S)) = t(ad(A), gdzie t jest wielomianem bez wyrazu wolnego. Z tego, Ze
ad(A)g C a wynika, ze t(ad(A))g C a. Zatem P € b. Wiec P taki, ze Pej = \je; nalezy do b.
Dlatego,

n
0="TrAP =) f(A\)\;. (14.45)
j=1
Prawa strona (14.45) nalezy do L, mozna wiec na nia zadzala¢ funkcja f. Dostajemy

0=

J

Zatem f(A) =---= f(A) =0 (bo f(Nj) € Q). Wiec \y =--- =), =0. O

F)2.

1

n

Dowo6d Tw. 14.14. (1)=(2) wynika z faktu, ze znajdziemy baze, w ktorej g sa gornotrojkatne.



(2)=(1). Niech
n:={CeLV) : [Cgl Clggl}

Wtedy g Cn. Wiecdla A, B € g, C €n,
Tr[A, B]C = TrA[B,C] = 0.

Zatem
TrDC =0, D € [g,g], C €n.

Na podstawie Lematu 14.15, z (2) wynika, ze wszystkie elementy [g, g] sa nilpotentne. Zatem g
jest rozwiazalna.

(2)=(3) jest oczywiste.

(3)=(2). Na mocy (2)=(1), [g, g] jest rozwiazalna. Ale g/[g, g] jest przemienna, wigc roz-
wiazalna. Zatem g jest rozwiazalna. O

Twierdzenie 14.16 (Kryterium Cartana dla formy Killinga.) Niech g C gl(V) bedzie al-
gebrg Liego. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) g jest rozwigzalna.
(2) (A|B)aa =0, A€ g, B€[g,g].
(3) <A|B>ad = 07 A7B € [979]

Dowod. (1)=(2). ad(g) C gl(g) jest rozwiazalna algebra Liego. Mozemy zatem do niej zasto-
sowaé Tw. 14.14 (1)=(2).

(2)=(1). Z Tw. 14.14 (2)=-(1) wynika, ze ad(g) jest rozwiazalna. Ale to jest rownowazne
temu, ze g jest rozwiazalna.

(2)=(3) jest oczywiste.

(3)=(2). Z tego, ze [g,g] jest idealem w g wynika, ze form Killinga dla g obcieta do [g, g
pokrywa sie z forma Killinga dla [g, g]. Zatem mozemy zastosowaé (2)=(1) do [g, g] i wnioskowag,
ze [g, g] jest rozwiazalna. Nastepnie powtarzamy argument, ktory uzywaliSmy w dowodzie Tw.
14.14, ktory implikuje rozwigzalnosé g. O

Dla gl(n) = C1,, @ sl(n) forma Killinga jest rowna
(A|B)aq = 2nTrAB — 2Tr ATrB.

Cazyli
TI‘AijAji = 2n, TrAiiAjj =2n — 2, TI‘AZ'Z'A]']‘ = —2, 1 7é j

Mamy bowiem

ad(A)ad(B)X = ABX + XBA— AXB — BXA.

Niezerowe wyrazy diagonalne dla reprezentacji dotaczonej sg rowne

ad(A;j)ad(Aji)Aie = A,
ad(Aij)ad(Aji)Akj = Akja
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ad(Aij)ad(Aji)Aij

ad(Aii)ad(Ajj)Aij
ad(Ayi)ad(Aj;) Aji

Rozwazmy przemienng algebre K" z baza ey, ...

)

= Aika
= Akiu

= A
= A

R

ji-

en. Dowolny operator P € L(K"™) definiuje

rozniczkowanie na K™. Dlatego R 3 t — tP € Der(K") jest homomorfizmem algebr Liego. Niech
f =1 € R bedzie bazag w R. Rozwazmy iloczyn pélprosty K* xp K. Mamy

les, f] = Pes, [ei,ej] =0, [f, f]=0.

Forma Killinga ma jedyny niezerowy wyraz dla

(fIf) = TeP?.

Aby to pokazad, liczymy

P 0

() == ¢ o | waer=-|7 %

0 P€Z:|

Oczywiscie, D(K™ xp K) = PK", ktora jest przemienna. Zatem algebra jest rozwiazalna.
Poza tym, tatwo sprawdzamy, ze D, (K™ xp K) = P™K". Dltego algebra jest nilpotentna

wtedy i tylko wtedy gdy P jest nilpotentny.

14.6 Algebry polproste

Przypomnijmy, ze algebra Liego g jest polprosta gdy nie posiada niezerowych idealéw przemien-

nych.

Twierdzenie 14.17 Niech g C gl(V) bedzie pétprosta. Wtedy form Sladowa jest niezdegenero-

wana.

Dowod. gt jest idealem, na ktérym forma §ladowa sie zeruje. Zatem z Kryterium Cartana dla
formy sladowej (Tw. 14.14) g jest rozwiazalna. Zatem g+ = {0}. O

Twierdzenie 14.18 Niech g bedzie algebrq Liego. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) g jest algebrq potprostq.
(2)
(3) Radykat algebry g jest rowny {0}.
(4)

Forma Killinga na g jest niezdegenerowana.
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(5) g jest sumg prostq ideatow prostych

g=a1D---Da,.

Dowod. (2)=-(1) jest oczywiste

(1)=-(2). Niech a bedzie niezerowym idealem rozwiazalnym. Wtedy istnieje k takie, ze
DFla £ {0}iD*a = {0}. D*'ajest wigc przemienne. Poza tym, jest to ideat charakterystyczny
w a. Zatem jest to ideal w g.

(2)=(3) Radykal jest ideatem rozwiazalnym.

(3)=(1) Zalozmy, ze a jest niezerowym ideatem przemiennym. Radykal zawiera a, wiec jest
niezerowy.

(4)=-(1). Niech (:|-)aqa bedzie nieosobliwa. Niech a bedzie idealem przemiennym. Dobierzmy
baze w g tak, aby poczatkowe elementy stanowity baze w a. Niech B € g, A € a. Mamy

ad(B) ~ [ o Z;Z ] . ad(A) ~ { iy } .

Zatem

ad(A)ad(B) ~ [ 0 a12b2 ] .

0 0

Cazyli
(A|B)ag = Tr ad(A)ad(B) = 0.

Zatem a C gt = {0}.

(1)=>(4). Niech g bedzie potprosta. Rozwazmy gt (wzgledem formy Killinga). Wtedy g*
jest ideatem dla ktorego forma Killinga jest réwna 0. Zatem z Kryterium Cartana dla formy
Killinga (Tw. 14.16) g jest rozwiazalny. Z polprostoty g+ = {0}. Zatem forma Killinga jest
niezdegenerowana.

(1)=(5). Niech a bedzie nietrywialnym ideatem. Wiemy juz, ze z (1) wynika, ze forma
Killinga jest niezdegenerowana. 7 Tw. 14.12 wynika, ze a N a’ jest ideatem przemiennym. Z
potprostoty g wynika, ze a N at = {0}. Kontynuujac ten proces dostajemy rozklad na ideaty
proste.

(5)=(1) a; jako proste algebry Liego posiadaja niezdegenerowang forme Killinga. (Wynika
to z (1)=(4)). Wiec to samo jest prawda dlag=a; ®--- @ a,. O

Twierdzenie 14.19 Niech g bedzie pétprosta 1
g=a D - Day (14.46)

bedzie jej rozktadem na proste ideaty.

(1) Dowolny ideat ma postaé a;; & --- G a;,, gdzie 1 <ij < ---i < n.
(2) Rozktad (14.46) jest jedyny z doktadnosciq do permutacyi.
(3) Obraz g wzgledem homomorfizmu jest potprosty.
(4)

4) lo: 9] =
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Dowod. (1) Niech b bedzie ideatem w g. Niech I; = {i : a;Nnh#{0}ilLb={i : a;Nh={0}.
Poltézmy g, := g a;, go = g a;. Oczywidcie, g1 C h. Niech H €¢ h. H = B; + By, B; € g;.
1€11 <12

Wtedy By € b. Oczywiscie, [Ba,a;] € {0}, j € I1. Poza tym, [Bs,a;] € a;, j € I, i [Ba,h] € b.
Ale a; N'h = {0}. Zatem [Ba,a;] = {0}. Czyli [By,g] = {0}. Zatem Bs nalezy do centrum
algebry g. Czyli By = 0.

(2) Na mocy (1), jesli a jest prostym ideatem zawartym w g, to jest on réwny jednemu z
ideatow w (14.46). O

Twierdzenie 14.20 Niech g bedzie dowolng algebrq Liego i v jej radykatem. Wtedy istnieje
podalgebra pdtprosta a taka, ze g =t X a.

Dowo6d. Udowodnimy tylko stabszy fakt, ktory mowi, ze g/t jest polprosta. Zalézmy, ze tak
nie jest. Wtedy istnieje ideal rozwiazalny h C g/t. Niech t; bedzie jego przeciwobrazem w g.
Wtedy mamy 0 — v — vy — h — 0. Poniewaz v i § sa rozwiazalne, taki jest vi. Ale v jest
najwiekszym ideatem rozwiazalnym w g. Zatem v; = t. Zatem h = 0. O

14.7 Algebry reduktywne

Moéwimy, ze algebra Liego g jest reduktywna gdy jest suma prosta pélprostej i przemiennej algebry
Liego.

Twierdzenie 14.21 Niech g bedzie algebrg Liego. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
1
2

g jest algebrg reduktywna.

g nie posiada nieprzemiennych ideatdw rozwigzalnych.

4
5

(1)

(2)

(3) Radykal algebry g jest przemienny.

(4) Istnieje niezdegenerowana forma niezmiennicza na g.
(5)

g jest sumgq prostq ideatow prostych lub rownych K.

g=a1D - Day.

14.8 Zwiazek zespolonych i rzeczywistych przestrzeni wektorowych

(1) Niech V bedzie zespolona przestrzenia wektorows. Jak zrobi¢ z niej przestrzen rzeczywi-
sta?

(i) R jest podcialem w C. Mozna “zapomnie¢” o mnozeniu przez nierzeczywiste liczby.
Dostajemy przestrzeni V — realifikacje przestrzeni V.

(ii) Niech k bedzie sprzezeniem, tzn. antyliniowa inwolucja. Wtedy
Vi={veV : rw=u}

jest rzeczywista podprzestrzenia zwang formqg rzeczywistq przestrzeni V. Zauwazmy,
ze

WVi={veV : kw=—-v}, V=V"®iV"
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(2) Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa. Jak zrobi¢ z niej przestrzen zespo-
long?

(i) Przestrzen CX := X @& X wyposazanmy w mnozenie
(A +ip)(zr, 21) = (ATR — par, Azt + pag).

Zamiast (zg,x1) bedziemy pisali g + iz;. Nazywamy te przestrzeni kompleksyfikacjg
przestrzeni X .

(ii) Niech j € L(X) bedzie antyinwolucjq (albo strukturg zespolong), czyli niech spelnia

j2 = —1. Wyposazamy X w mnozenie

(A +ip)z = (A + pj)w.
Tak uzyskana przestrzen zespolona oznaczamy przez X C i czasami nazywamy formg
zespolong przestrzeni X.

W kompleksyfikacji rzeczywistej przestrzeni X mamy naturalne sprzezenie:
k(zgr +iz1) = (TR + i1 = xR — i1

Oczywiscie, (CX)" = X.

Jesli zrealifikujemy zespolona przestrzen V dostajac Vg, to w Vrp mamy naturalng antyinvo-
lucje zadang przez i. Mamy (Vg)€ = V.

Jesli skompleksyfikujemy rzeczywista przestrzen X, a potem ja zrealifikujemy, dostajemy
((CX )R =X X.

Jesli zrealifikujemy zespolona przestrzen V, a potem ja skompleksyfikujemy, dostajemy C(Vg) =
Vo.

14.9 Zwiazek zespolonych i rzeczywistych algebr Liego
(1) Niech g bedzie zespolona algebra Liego.
(i) gr jest rzeczywista algebra Liego.
(ii) Niech k bedzie sprzezeniem, ktore jest jednoczesnie homomorfizmem. Wtedy g~ jest
rzeczywista algebra Liego.
(2) Niech b bedzie rzeczywista algebra Liego.
(i) Ch jest zespolong algebra Liego.
(ii) Niech j antyinvolutywnym automorfizmem algebry h. Wtedy h® jest zespolong algebra
Liego.
Stwierdzenie 14.22 Niech h) bedzie rzeczywistq algebrg Liego.
1) a C b jest ideatem (charakterystycznym) < Ca C Ch jest ideatem (charakterystycznym,).
J ystyczny J ystyczny
(2) a,b C b implikuje [Ca,Cb] = Cla, b].
(3) b jest rozwigzalna < Ch jest rozwigzalna.
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(4) b jest nilpotentna < Ch jest nilpotentna.
(5) b jest potprosta < Ch jest potprosta.
Dowéd. 5) <. Niech a bedzie niezerowym ideatem rozwiazalnym w Ch. Wtedy a tez. Rowniez

b := a + @ jest rozwiazalny. Wtedy C(bNbh) =b. bNbh jest niezerowym ideatem rozwigzalnym
wh. O

14.10 Operator Casimira

Niech g C gl(V) bedzie algebra Liego a b C g jej idealem. Wybierzmy baze Bi,...,B, w b.
Zal6ézmy, ze macierz
bij =Tr BZBJ

jest nieosobliwa. Niech [b] bedzie jej odwrotnoécia. Operator Casimira dla ideatu b jest zdefi-
niowany jako

n
Cb = Z Bszb”
ij=1
Zauwazmy, ze operator Casimira nie zalezy od wyboru bazy w b.
Twierdzenie 14.23 (1) Operator Casimira komutuge z g.
(2) TrCy = dim b, w szczegdlnosci Cy # 0.
(3) Jesli K = C i algebra g dziata nieprzywiedlnie w V), to Cy = iirnnlg]l.

Dowoéd. (1). Niech A € g. Z tego, ze b jest idealem wynika, ze
n
[A,Bi] = t; By
k=1

Z niezmienniczosci formy (-|-), wynika, ze

0 = ([4 BillBj), + (BillA, Bj]),
= tfbkj + bzktgc
W skrotowym zapisie, t#b — bt = 0. Mnozac przez odwrotnosé b z obu stron dostajemy b~ 1% +

tb=! =0, czyli

Dlatego
[A,C) = > (o([A, BiD)p(By) + p(Bi)p([A, Bj))) b7
ij=1
= X (BB + BitiB) b7 = 0,
ij=1
O
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14.11 Reprezentacje algebr pdétprostych

Stwierdzenie 14.24 Algebry pdtproste Liego nie posiadajg nietrywialnych reprezentacyi 1-wymiarowych.

Dowédd. Jadro takiej reprezentacji musiatoby by¢ ideatem kowymiaru 1. Musialby istnie¢ zatem
ideal wymiaru 1, ktéry bytby z koniecznoéci przemienny, co jest niemozliwe. O

Stwierdzenie 14.25 Niech g bedzie algebrg Liego. Wtedy g jest rozwigzalna < wszystkie repre-
zentacje nieprzywiedine algebry g sq jednowymiarowe.

Dowd6d. =-. Niech 7 : g — L(V) bedzie nietrywialng reprezentacja zespolona. Wtedy istnieje
veEViac g? takie, ze Av = a(A)v. Zatem Cu jest podprzestrzenia niezmiennicza. Zatem jesli
V jest nieprzywiedlna, to dimV = 1.

<. Niech g nie bedzie rozwiazalna. Niech v bedzie radykalem g. Wtedy g/t jest nietry-
wialna algebra potprosta. Niech g/t = a; @ - - - a, bedzie rozkladem na proste sktadniki. Wtedy
(g/v)/(a2®---®ay,) ~ a;. Reprezentacja dotaczona a; — gl(ay) jest nieprzywiedlna i dima; > 1.
Podnosi sie ona do reprezentacji (oczywiscie, rowniez nieprzywiedlnej) alfgebry g. O

Moéwimy, ze reprezentacja jest pdtprosta, jesli dla kazdej podprzestrzeni niezmienniczej znaj-
dziemy dopelniajaca podprzestrzen niezmiennicza.

Stwierdzenie 14.26 Jesli reprezentacja jest potprosta i skoniczenie wymiarowa, to daje sie roz-
tozycé na sume prostg reprezentacyi nierzywiedlnych.

Kazda niezerowa przemienna algebra posiada niepétproste reprezentacje. Np

0 «
Kaabﬁ[o 0}.

Twierdzenie 14.27 Niech g bedzie algebrq Liego. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) g jest potprosta.
(2) Kazda reprezentacja g jest pdtprosta.

Dowo6d. (2)=(1). Niech b bedzie idealem przemiennym w g. Reprezentacja ad : g — g¢l(g)
jest potprosta. b jest podprzestrznig niezmiennicza. Zatem istnieje rozktad na podprzestrzenie
niezmiennicze g = a @& b. Niezmienniczo$¢ wzgledem ad oznacza bycie ideatem. Czyli b = g/a.
Wiec reprezentacje b podnosza sie do reprezentacji g. Kazda niezerowa przemienna algebra
posiada niepotproste reprezentacje.

(1)=(2) Niech g bedzie polprosta algebra Liego.
Krok 1. Zalézmy, ze Y jest podprzestrzenia niezmienniczg kowymiaru 1 dla reprezentacji p :
g — gl(X) i p obcieta do Y jest nieprzywiedlna. Pokazemy, ze istnieje rozktad X = Y @ T na
podprzestrzenie niezmiennicze.

Najpierw zauwazmy, za Stw. 14.24 pokazuje, ze reprezentacja ilorazowa na X' /) jest zerowa.
Zatem p(X) C V.
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Oznaczmy ograniczenie p do Y przez pg. Jesli pg = 0, to p(g)p(g)X C p(g)Y = {0}. Wiec
p(lg, g])X = {0}. Z polprostoty g wynika, ze g = [g, g], wiec p =10
Zalozmy wiec, ze po # 0. Niech a := Kerpg. Z polprostoty g wynika, ze istnieje ideat b # {0}
taki, ze g = a® b. Reprezentacja py (czyli tez p) ograniczona do b jest injektywna. Zatem forma
sladowa na b
(A[B)p =Tr p(A)p(B), A,BE€Eb,

jest nieosobliwa. Niech C, ) bedzie operatorem Casimira dla ideatu p(b). Wtedy C,5) = Cp(p) N
jest operatorem Casimira dla ideatu po(b). Mamy TrC, ) = dim b # 0,

Cpo(6)Po(A) = po(A)Cpye)po(A4), A€ g.

Reprezentacja po jest nieprzewiedlna, wigc C,yp) jest skalarny. Wiec KerCp,p) = {0}. Obraz
Co(vy lezy w Y. Wiec C,p) musi mie¢ nietrywialne jadro, ktore jest podprzestrzenia niezmiennicza
dopetniajaca do Y.
Krok 2. Tak jak w Kroku 1, z ta réznica, ze nie zaktadamy nieprzywiedlnosci p na ).

Stosujemy indukcje wzgledem wymiaru . Niech Z C Y bedzie nieprzywiedlna niezerowa
podprzestrzenia p-niezmiennicza. Rozwazmy reprezentacje ilorazowa p’ na X’ := X'/ Z z podprze-
strzenia niezmiennicza )’ ;= Y/Z. Mamy dim X’ < X, dim X’/)’ = 1. Zatem z zalozenia induk-
cyjnego wynika rozklad X’ = )’ @ R’ na sume prosta podprzestrzeni p’-niezmienniczych. Niech
Y, T beda przeciwobrazami ), 7’ wzgledem kanonicznej projekeji X — X /Z. Wtedy, korzysta-
jac z tego, ze p(g)X C Y, dostajemy rozktad X =Y @ T na podprzestrzenie p-niezmiennicze.
Krok 3. Pokazemy, ze dowolna reprezentacja jest pélprosta.

Rozwazmy reprezentacje 7 : g — gl(V) i podprzestrzen niezmiennicza W. Zdefiniujmy nowa
reprezentacje o : g — gl(gl(V))

o(A):=ad(r(A)), Ae€g.

Niech
M = {Begl(V) : BYCW, B’W — A,
N = {Beg(V): BVCW, B‘W — o).
Jesli wprowadzimy dowolny rozkltad V =W @ U, to elementy M maja rozklad
AT by
R

Oczywiscie, 91 C M, dim M /I = 1. Niech A € g. Mamy

=] o]

an
- ail a2 AL by AL byo ain a2
U<A>B_[0 a22:||:0 o] [0 oHo am]
_ 0 a11bi2 — Aaiz2 — bi2azr
0 0 ’
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Zatem o(g)9M C MN. Ograniczajac o do M dostajemy reprezentacje spetniajaca zatozenia Kroku
2. Zatem M = N @ T, gdzie T jest niezmiennicze. Niech B bedzie niezerowym elementem 7.
Wtedy

AL by
B[] aze

Zatem KerBNW = {0}. Mamy BV = W, dlatego dimKerB + dimW = dimV. Zatem
V=W & KerB. Mamy
c(A)B=0, A€y,

Zatem
T(A)B = Br(A), A€g.

Stad 7(A)KerB C KerB. Czyli V = W@KerB jest rozktadem na podprzestrzenie 7-niezmiennicze.
O

14.12 Roézniczkowania péiprostej algebry Liego

Stwierdzenie 14.28 Niech a bedzie potprostym idatem algebry Liego g. Wiedy a jest ideatem
charakterystycznym.

Dowoéd. Mamy [a,a] = a. Niech D € Der(g). Wtedy
Da = Dla,a] = [Da, a] + [a,Da] C [g,a] + [a, 9] C a.
O
Stwierdzenie 14.29 Niech V bedzie przestrzeniq zespolong i g C gl(V) bedzie algebrg Liego.
Zatozimy, ze

(1) g nie posiada nietrywialnych niezmienniczych podprzestrzeni

(2) 1¢g.
Wtedy g jest potprosta.

Dowod. Zalozmy, ze g posiada ideal rozwiazalny a. Na mocy Tw. Liego istnieje funkcjonat
pierwiastkowy o € a¥ taki, ze

Vo(a) :={v eV : Av=a(A)v, Aca}#{0}.
Ze Stwierdzenia 14.7 wynika i tego, ze a jest idealem w g, wynika, ze V,(a) jest podprzestrzenia

niezmiennicza dla g. Zatem z (1), V = Vy(a). Stad A = a(A)1, A € a. Z (2) wynika, ze a = 0.
Wiec a = {0}, co oznacza, ze g jest potprosta. O

Lemat 14.30 Jesli g jest polprosta, a g = a1 ® --- ® a, jej rozktadem na proste idealy, to
Derg = Dera; @ - - - @ Dera,,.
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Dowéd. Inkluzja C jest oczywista.
Niech D € Der(g). Ze Stw. 14.28 wynika, ze idealy a; sa niezmiennicze wzgledem D. Zatem
D=D1®---®&D,. O

Twierdzenie 14.31 Niech g bedzie potprostq algebrq Liego. Wtedy ad : g — Der(g) jest izo-
morfizmem.

Dowéd. Jadro homomorfizmu dotaczonego jest centrum. Centrum jest zerowe. Zatem ad jest
injekcja.

Pokazmy surjektywnos¢ ad.

Zalozmy najpierw, ze g jest prosta. Der(g) jest podalgebra w gl(g) nie zawierajaca iden-
tycznosci i nie posiadajaca podprzestrzeni niezmienniczych. Dlatego, na podstawie Stwierdzenia
14.29 wnioskujemy, ze ad(g) jest polprosta.

Jedli g jest poélprosta,ig=a; ®--- P a, jej rozktadem na proste idealy, to na mocy Lematu
14.30, Derg = Dera; @ - - - @ Dera,,. Zatem Der(g) jest polproste.

ad(g) jest ideatem w Der(g). Z potprostoty Der(g) wynika, ze istnieje ideal h w Der(g) taki,
ze Der(g) = ad(g) @ h. Niech D € h, A € g. Wtedy

0= [D,ad(A)] = ad(DA).

Z injektywnosci ad wynika, ze ad(DA) = 0. To implikuje DA = 0. Zatem D = 0. Czyli, h = 0.
O

15 Nilpotentne algebry Liego

15.1 Struktura endomorfizmu liniowego

Niech A € L(V), gdzie V jest skonczenie wymiarowa zespolona.

Twierdzenie 15.1 Niech A € C Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) Ker(A1— A) # {0}.
(2) Ran(Al— A) # V.
(3) det(Al— A) =0.

Zbior X spelniajacych powyzsze warunki nazywamy spektrum operatora A i oznaczamy specA.
Mowimy, ze D jest pdtprosty (diagonalizowalny), gdy posiada baze ztozona z wektorow wila-
k
snych. Czyli jesli specD = {A1,..., ¢}, to V = @ Ker(M\1 — D) i wzgledem tego rozktadu
=1
k
i=1
Moéwimy, ze N jest nilpotentny, gdy dla pewnego p, NP = 0. Najmniejsza taka liczbe, ze
NP = ( nazywamy jego stopniem nilpotencyi.

Twierdzenie 15.2 Niech V bedzie przestrzenig nad C. Wtedy istnieje jednoznaczny rozktad
A =D+ N na cze$é potprostq i nilpotentng takie, 26 DN = ND.
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Dowdd. Niech A € specA. Ciag podprzestrzeni Ker(A—\;)? jest rosnacy, wiec sie stabilizuje dla
dostatecznie duzych j. Niech p bedzie najmniejsza liczba taka, ze Ker(A —\)P = Ker(A — \;)P*1.
Zdefiniujmy wtedy
VA(A) := Ker(A = AP = | Ker(A - A,
j=0
Pokazujemy wtedy, ze V = @ V*A). Kladac D = @© Xi N := A — D dostajemy

AEspecA AEspecA
rozkltad. O

Operator N na n wymiarowej przestrzeni taki, ze NP~! % 0 i NP = 0 nazywamy elementar-
nym operatorem nilpotentnym p-tego stopnia. Kazdy taki operator mozna w odpowiedniej bazie
przedstawi¢ w postaci macierzy z jedynkami bezposrednio nad diagonalg, ktorg oznaczymy N,,.

k
Twierdzenie 15.3 Jesli N jest nilpotentny, to istnieje rozktad V = @ V; taki, ze N zachowuje
i=1

1=

V; i N|  jest elementarnym operatorem nilpotentnym.

k3

Twierdzenie 15.4 Niech BD = DB. Wtedy B zachowuje rozktad na podprzestrzenie wtasne
operatora D.

Twierdzenie 15.5 Niech R 3t — ¢(t) € gl(V) bedzie reprezentacjq algebr Liego. Wtedy repre-
zentacje mozemy roztozyé na nierozktadalne sktadowe postaci t — t(A1+ Ny).

Twierdzenie 15.6 (1) Niech N € L(V) bedzie nilpotentny. Wtedy ady € L(L(V)) tez.
(2) Niech D € L(V) bedzie nilpotentny. Wtedy adp € L(L(V)) tez.

(3) Niech A € L(cV) i niech A = B+ N bedzie rozktadem na komutujgce ze sobg operator
potprosty 1 nilpotentny. Wtedy ad4 = adp + ady jest rowniez takim rozktadem.

Stwierdzenie 15.7 Niech A, B € L(V). Jesli istnieje k takie, e ad(A)*B = 0, to B zachowuje
VA(A).

Dowé6d. Niech
VMA) = Ker(A—\)™ > .

Zalézmy, ze teza zachodzi, jesli k zastapimy przez k£ — 1. Mamy

(A— \"Bz = Zn:(A — M\ [B, AJ(A — )ity (15.47)
=1

Mamy ad(A)*~![B, A] = 0. Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego, [B, A] zachowuje Ker(A —
)™

Jeglin = 2m+1, to w sumie (15.47) wszystkie sktadniki sg rowne zero, bo albon—j—1 > m,
i wtedy (A — \)"7+lz =0, albo j > m, i wtedy y = [B, A](A — \)" 7tz € Ker(A — \)™, wigc
(A=)N)Jy=0.0
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Stwierdzenie 15.8 (1) Niech D € gl(V) bedzie pitprosty. Wtedy ad(D) € gl(gl(V)) jest pot-
prosty.

(2) Niech N € gl(V) bedzie potprosty. Wtedy ad(N) € gl(gl(V)) jest potprosty.
Dowd6d. (1) Niech eq, ..., e, bedzie baza taka, ze De; = \;e;. Wtedy
ad(D)les)(e;| = (A — Aj)lei)(e;l.

(2) Niech N? = 0. Wtedy ad(N)?~1 =0. O

Stwierdzenie 15.9 Niech A = S + N bedzie rozktadem A € L(V) na czes$é potprostq i nilpo-

tentng.

(1) ad(A) = ad(S) + ad(N) jest kanonicznym rozktadem ad(A) € gl(gl(V)) na czes$é pétprostq
i nilpotentng.

(2) Niech 0 = [B, A]. Wtedy 0 = [B, S] = [B, N].

Dowoéd. (1) Sprawdzamy, ze ad(S) komutuje z ad(N).
(2) Istnieje wielomian s taki, ze S = s(A). Dlatego tez, istnieje wielomian § taki, ze ad(S) =
5(ad(A)). O

15.2 Twierdzenie Engela

Twierdzenie 15.10 Niech V bedzie przestrzeniq zespolong i g C gl(V) bedzie algebrq Liego
sktadajaca sie z operatorow nilpotentnych. Wtedy

(1) (Twierdzenie Engela) 0 jest funkcjonatem pierwiastkowym dla g, czyli istnieje v € V),
v #£ 0 taki, ze Av =0, A € g.

(2) Istnieje baza wV dla ktorej g jest podalgebrg macierzy Scisle gornotréjkatnych.
(3) g jest nilpotentna.

Lemat 15.11 Niech V bedzie przestrzeniq zespolong. Niech 2 C L(V) bedzie algebrq taczng
sktadajgcq sie z operatoréw nilpotentnych. Wtedy istnieje v € V, v # 0 taki, ze Av =0, A € 2.

Dowo6d. Mozna zatozy¢, ze A # {0}. Pokazemy najpierw, ze 2 posiada nietrywialna podprze-
strzen niezmienniczg. Zaldézmy, ze tak nie jest. Znajdziemy y € V, B € 2 takie, ze z :== By # 0.
Wedy 2z jest niezerowa podprzestrzenia niezmiennicza. Zatem 2z = V. Stad istnieje C' € 2
taki, ze Cz = y. Czyli CBy =y, co oznacza, ze C'B nie jest nilpotentny. Ale CB € 2 (bo 2 jest
algebra) — sprzecznosé.

Stosujac teraz indukcje wzgledem wymiaru dostajemy jednowymiarowa podprzestrzen nie-
zmiennicza. 7 powodu nilpotentnosci, elementy 2l musza sie na niej zerowaé¢. O
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Lemat 15.12 Niech 21 bedzie algebrq taczng generowanqg przez algebre Liego g C gl(V). Wtedy
dla kazdego C € A istniejg Ay, ..., A € g, A1,..., \xs € King,...,ni € N takie, ze

k
C =) NAM (15.48)
i=1

Dowédd. Kazdy element 2 jest kombinacja liniowg wyrazen postaci.
Bl---Bn, Bl,...,Bn cg. (1549)

Wyrazenia typu (15.49) nazwiemy wyrazeniami dtugosci n.

Niech ¢ € 2% zeruje si¢ na wyrazach postaci (15.48). Trzeba pokazaé, ze ¢ = 0. Pokazemy
indukcyjnie, ze ¢ zeruje sie na wyrazeniach dltugosci n

Zatozmy, ze jest to prawda dla n — 1. Oczywiscie,

10} ( Z Ba(l) e Bo(n)) =0y ...0, 0 (t1B1 + -+ -+ t,Bn)") =0. (15.50)

t1=-=tn=0
oESy ! "

Ale
Z Bg(l) '-‘Bg(n) =n!By---B,+C
UESn

gdzie C' jest kombinacja liniowa wyrazen dltugosci <n — 1. Wiec ¢(B;---B,) =0. O

Lemat 15.13 Niech dimV =n i A € L(V). Wtedy natepujace warunki sq réwnowazne:
(1) A jest nilpotentny.
(2) TrA* =0, k=1,...,n.

Dowod. (1)=-(2) jest oczywisty.
(2)=(1). Niech specA = {A1, ... A\;} z krotnosciami my, ..., mg. Wtedy (2) oznacza

d omiN =0, j=1,...n (15.51)

S piX =0, j=0,....m-1. (15.52)

Macierz [)\f | to macierz Vandermonda z wyznacznikiem II (A\; — A;). Istnienie niezerowego roz-
1>]
wigzania (15.52) oznacza, ze II (A; — A;j) = 0, czyli wszystkie \; sa rowne jakiemus A, Ale wtedy
1>7

TrA* = nA* = 0, wiec A = 0. Zatem (15.52) ma tylko zerowe rozwiazanie, zatem \; = 0. O
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Lemat 15.14 Niech 2 C L(V) bedzie algebrq tqczng. Jesli TrA = 0, A € A, to wszystkie
elementy A sqg nilpotentne.

Dowédd. Natychmiastowa konsekwencja z Lematu 15.13. O

Lemat 15.15 Niech 2l C L(V) bedzie algebrg tgczng generowang przez algebre Liego g sktadajgcq
ste z operatorow nilpotentnych. Wtedy wszystkie elementy A sq nilpotentne.

Dowdd. Potegi operatoréow nilpotentnych sa nilpotentne. Wiec z Lematu 15.12 wynika, ze 2
sktada sie ona z kombinacji liniowych operatoréw nilpotentnych. Wobec tego, wszystkie operator
w 2 maja §lad réwny 0. Wystarczy wiec zastosowaé Lemat 15.14. O

Dowo6d Twierdzenia 15.10. (1) Niech 2 bedzie algebra taczna generowana przez g. Z lematu
15.11 wynika, ze istnieje wspolny zerowy wektor wlasny dla 21 D g.

(1) implikuje (2) przez indukcje.

(2) pociaga za soba (3). O

15.3 Przestrzenie pierwiastkowe algebry nilpotentnej
Niech V bedzie przestrzenia zespolona a g C gl(V) bedzie algebra Liego. Dla a € g# definiujemy
Vi(g) = m Ker(A — a(A)1).
Aeg

Jest to rodzina rosnaca ze wzgledu na j. Definiujemy
oo
V2 (g) = | Vo)
j=1

Przez spec g oznaczamy zbiér pierwiastkow algebry g, to znaczy a € g dla ktorych V*(g) # {0}.
Twierdzenie 15.16 Niech g bedzie nilpotentng algebrg Liego. Wiedy

V= & V).

aEespec g

Dia A € g zdefiniugmy
Ay = A— D Oz(A)]lVa(g).

aEspec g
Wtedy g 5 A — Apnyt € gl(V) jest reprezentacjg o wartosciach w operatorach nilpotentnych. Poza
tym, o([g, g]) = 0.
Dowé6d. Zatdézmy najpierw, ze wszystkie A € g maja widmo jednopunktowe. Kladac
TrA
dim V
mamy wtedy specA = {(a|A)}. Wiec A — (a]A) ma widmo zerowe, wiec sa nilpotentne.
Niech istnieje A € g i specA = {Ai,...,\x}. Wtedy na mocy Tw. 15.7, kazdy B € g

zachowuje rozklad V = & PN (A). Zatem mozemy zastosowaé skonczong indukcje. O
i=1

(a]A) :=
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15.4 Przestrzenie pierwiastkowe w algebrach Liego

Stwierdzenie 15.17 Niech g bedzie algebrg Liego i D € Der(g). Niech
o0 .
a\D) := U Ker(D — M)
j=1

tak ze

Wtedy
|68 (D), ¢"(D)] € ¢*(D).

Dowdd. Iterujac
(D= A= w4, Bl = [(D = AA, B] + [A(D — n)B],
dostajemy
(D—A—w)"[A,B] =Y ( ’; ) (D= A A,(D—p)"7B].
Wiec jesli (D —A)FA=0i (D —pu)™B =0, to (D—\—pu)*"*"[A,B]=0. O

Twierdzenie 15.18 Niech g bedzie algebrq Liego. Niech § bedzie nilpotentng algebrq Liego 1
p: b — Der(g) reprezentacjq. Niech

g= & g%b)

agespecp

bedzie rozktadem na przestrzenie pierwiastkowe. Wtedy

[a“(h). a”(h)] C g °(h).

W szczegblnosci, mozemy zatozyé, ze b jest nilpotentna podalgebra g i reprezentacja jest
zadana przez

h> Hw— ad(H) € gl(g).

Wsrod pierwiastkow mamy wtedy 0. Oczywiscie, h C g°(h). Zaréwno b jak i g°(h) sa podprze-
strzeniami niezmienniczymi.

15.5 Algebry Cartana—przypadek ogélny
Niech a bedzie podalgebra algebry Liego g. Normalizatorem a nazywamy

Nora:={Aecg : [Ag] Cg}

Stwierdzenie 15.19 Nora jest najwiekszq z podalgebr algebry g zawierajocg a joko ideat.
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Moéwimy, ze b jest podalgebra Cartana algebry Liego g, gdy
(1) b jest algebra nilpotentna.
(2) Norh =b.

Stwierdzenie 15.20 Niech b bedzie nilpotentq podalgebrg w g. Nastepujgce warunki s¢ réwno-
wazne.

(1) b jest podalgebrg Cartana w g.
(2) b =4g"(h).

Dowéd. (1)=(2). Oczywiscie, h C g°(h). Zalézmy, ze nie ma réwnosci. Oznaczmy przez p
reprezentacje

h> Hw— ad(H) € gl(g).
Reprezentacja p ograniczona do g¥(h) sklada si¢ z samych endomorfizméw nilpotentnych. Tak
samo, reprezentacja ilorazowa p’ w g°(h)/h. Na mocy Tw. Engela (Tw. 15.10), istnieje B + b €
a°(h)/b, B+ b # b, dla ktorego p'(h)(B + bh) = 0. Oznacza to, ze B ¢ b i ad(g)B C h. Zatem
algebra generowana przez ) i B jest zawarta w normalizatorze h i jest wicksza od h. Wiec h nie

jest algebra Cartana.
(2)=(1). Niech C € Norh, C =>"_ Cq, Cy € g*(h). Dla B € h mamy ad(B)C, € g*(h) i

ad(B)C =Y ad(B)Cq € b C g°(h).

Dlatego Cy, € g*(h)Ng®(h), czyli Cy = 0, a # 0. Zatem C = Cy € g°(h). Czyli Norh C g°(h) = b.
O

Stwierdzenie 15.21 Niech g bedzie algebrq Liego. Kazda jej podalgebra Cartana jest jej mak-
symalng podalgebrg nilpotentng.

Dowdd. Niech h C n C g, gdzie b jest Cartana a n jest nilpotentna. Rozwazmy wstepujacy ciag
centralny {0} = Con C -+ C C;n = n. Niech k bedzie najmniejsza z liczb dla ktorych Cyn & b.
Niech A € Cgn\bh. Mamy

[A,tl] CCr1nC b,

zatem B jest ideatem algebry a generowanej przez h i A. Wiec a C Norlh. Oczywscie, h C a.
Zatem Norh # b. O

Twierdzenie 15.22 Niech (:|-)g bedzie formq Killinga na algebrze Liego g. Niech b bedzie jej
podalgebrg Cartana.
(1) Jesli a+ B # 0, to g*(h) i g°(h) sq ortogonalne wzgledem (-|-),.
(2) Rozktad
g=bo > (g°(h) @9 (b)) (15.53)

(arfa)

jest rozktadem na sume prostg ortogonalnych podprzestrzeni.
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Dowdéd. Niech A € g*(h), B € g?(h) i C € g7(h). Wtedy
(ad(A)ad(B))" C € g+ (p).
Poniewaz dla duzych n, g@+#m+7(h) = {0}, wicc ad(A)ad(B) jest nilpotentny. Zatem

(A|B) = Tr ad(A)ad(B) = 0.

15.6 Elementy polproste i nilpotentne w pétprostych algebrach Liego
Niech g bedzie potprosty algebrg Liego nad C.

Twierdzenie 15.23 ad : g — Der(g) jest izomorfizmem.

Dowoéd. Kerad = 3(g). Dla potprostych g, centrum jest zerowe. Zatem ad jest injekcja.
Pokazemy teraz, ze ad jest surjekcja. Niech g = a; ®. .. a, bedzie rozktadem na ideaty proste.

(...) 0O

Twierdzenie 15.24 Niech A € g. Wtedy istniejg jedyne elementy S, N € g takie, ze ady =
adg + ady jest kanonicznym rozktadem na czesé potprostq i nilpotentng. Mamy A =S+ N.

Dow6d. Mamy rozktad g = @ g*(A). Zdefiniujmy S,N € L(g), S = @ a,
a€spec ad(A) a€spec ad(A)

N = ad(A) — S. Z tego, ze [g*(A),g°(A)] = ¢g°*P(A), wynika, ze S € Der(g). Dlatego
N € Der(g). Z Tw. 15.23 wynika, ze istnieja S, N € g takie, ze S = ad(S), N = ad(N). O

Stwierdzenie 15.25 Niech A,B € g i A = S + N bedzie kanonicznym rozktadem na czesé
pdtprostq i nilpotentng. Jesli [A, B] =0, to [S,B] =[N, B] =0.

Dowéd. ad(A) = ad(S)+ad(V) jest kanonicznym rozkladem na cze$¢ potprosta i nilpotentna.
Poza tym, 0 = ad([A4, B]) = [ad(A),ad(B)]. Wiec 0 = [ad(S),ad(B)] = [ad(N),ad(B)]. Ponie-
waz ad jest izomorfizmem, wiec 0 =[S, B] = [N, B]. O

16 Struktura algebr poélprostych

16.1 Podalgebra Cartana dla algebr péiprostych
Twierdzenie 16.1 Niech g bedzie potprostq algebrg Liego nad C a b jej podalgebrg. Nastepujgce
warunki sq rownowazne.

(1) b jest algebrg Cartana.

(2) b jest maksymalng podalgebrg przemienng i wszystkie elementy b sq potproste.

Poza tym, jesli (-|-) jest niezdegenerowanqg forma niezmienniczq, to jej ograniczenie do by jest
niezdegenerowane.
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Dowdd. (2)=(1) Niech H € b, B € g°(h). Z potprostoty H wynika, ze [H, B] = 0. Zatem
algebra generowana przez f) i B jest przemienna. Z maksymalnosci § jako algebry przemiennej
wynika, ze B € h. Wiec h = g°(h). Wiec b jest podalgebra Cartana.

Niech A,B € hi A = S+ N bedzie kanonicznym rozktadem na czes¢ polprosta i nilpo-
tentna. Z przemiennosci h wynika [A, B] = 0. Zatem [N, B] = 0. Dlatego (ad(N)ad(N))" =
ad(B)"ad(N)™ = 0. Stad ad(/N)ad(N) jest nilpotentny. Czyli, (B|N) = Trad(B)ad(N) = 0.
Zatem N jest ortogonalny do h. Stad N = 0.

(1)=(2) Z niezdegenerowania formy i rozkladu (15.53) wynika niezdegenerowanie formy na
b.

Z nilpotentnosci b i kryterium Cartana wynika, ze
(Cl[A,B]) =0, A,B,Ceh.

Zatem [h, ] jest ortogonalne do h. Z niezdegerowania formy na h wynika, ze [h, h] = {0}. Zatem
h jest przemienna.

Niech A € b i niech A = S + N bedzie kanonicznym rozkladem na cze$é potprosta i nilpo-
tentng. .... O

16.2 Zbioér pierwiastkéw polprostej algebry Liego

Ustalmy zespolong potprosta algebre Liego g z algebra Cartana h. Niech R C h# oznacza zbior
niezerowych funkcjonatéw pierwiastkowych. Dla o € R, bedziemy pisa¢ g¢ zamiast g*(h)
Dla a € h# definiujemy o € h wzorem

(a|A) = a(A).

Niech R* := {a” : a € R}.
Przenosimy iloczyn z h na h# przez dualnosé:

(a|B) := (| B%).

Dla «a, 8 € R definiujemy macierz Cartana i macierz Cozetera

M(Oé,ﬁ) - 2<§‘066>>7
O T
e ) lar/(15)

Twierdzenie 16.2 (1) o € R implikuje —a € R.
(2) AL € gt implikuje [Ay, A_] = (A4 |A )a?.

(3) a € R implikuje {a|a) = a(a®) # 0. Zatem mozemy zdefiniowaé Hy, = 20*

(afa)
(4) Jesli Ay sq niezerowymi elementami g™, to podalgebra Liego generowana przez Ay, A_ i
o jest izomorficzna z sl(2).

(5) a € R implikuje dim g* = 1.
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(6) Hi,Hs € b implikuje

(Hi|Hy) = o(Hi)a(Hy). (16.54)
aER

(7) R* generuje liniowo b.
(8) Niech o, B € R. Wtedy M(a, B) jest liczbg catkowitq.
(9) Jeslia e R, t e Cita € R, tot =+£1.

)

(10) Mozliwe niezerowe wartosci M (c, B) to

<i> M(a, B) = M(8, ) = £2, wtedy C(o, f) = +1
(il) M(a,pB) = M(B,a) = £1, wtedy C(a, B) = :I:% i a, 8 majg te samq diugosé.
(i) M(a,B) ==+2, M(B,a) = £1, wtedy C(a, B) = i% i B jest \/2 razy dtuzszy od a.
M(a,

(iv) B) =43, M(B,a) = £1, wtedy C(a, B) = :i:@ i B jest /3 razy dtuiszy od o

(11) Niech o, B,a+ € R. Wtedy M(«, B) < 0, istniejg ny € Z takie, ze —M (a, 5) = ny —n_,
1
a+kBeER, keZ, n_<k<ng.

(12) R jest niezmienniczy wzgledem odbicia w hiperptaszczyznie prostopadiej do € R. Czyli

i i o 2(0]B)B
a, B € R implikuje G R.

Dowo6d. (1) Forma (-|-) jest nieosobliwa na g“ @ g~¢, oraz zerowa na g% i g~ . Zatem dim g* =
g
(2) Niech H € b.

(A, AJIH) = (AL][A-, H])
= (A{|A )a(H) = (Ai|A-){(a™|H).

Zatem, [A,, A_] — (A |A_)a jest ortogonalny do b, wiec rowny 0.

(3) Przypusémy, ze a(a”) = 0. Niech Ay € g¥ (A, |A_) = 1. Wtedy [o¥, AL] =
+a(a®)Ar = 0, [Ay,A_] = o#. Zatem A,, A_ i o rozpinaja 3-wymiarowa podalgebre
nilpotentna. Rozpatrzmy reprezentacje dotaczona tej podalgebry. Operator ad(a) ma na prze-
katnej wyrazy zerowe, wicc jest nilpotentny. Ale o € b, wiec ad(a) jest polprosty. Zatem
ad(a™) =0, skad a” = 0, co jest niezgodne z zalozeniem.

(4) Mnozac Ay przez odpowiednie czynniki dostajemy (A4 |A_) = W Wtedy dostajemy
[Hy, At] = £2A4 [A4,A_] = H,,.

(5) Zalozmy, ze dimg > 1 Wtedy dimg~® > 1. Znajdziemy zatem A4 € g&®, B € g~@
takie, ze (Ay|A_) = W i (A4|B) = 0. May ad(A")B = 0 i ad(H,)B = —2B. Zatem
B jest wektorem najwyzszej wagi dla reprezentacji Span(A4, A_, H) ~ sl(2,C) z waga —2.
Reprezentacja taka nie jest skonczenie wymiarowa. Wiec B = 0.

(6) Niech H € h, A € g. Mamy rozkltad A = Ag + > cr Aa i ad(H)A =) cpa(H)A,.
Biorac pod uwage, ze dim g = 1 dostajemy

Tr ad(Hy)ad(Hz) = )  o(Hy)a(Hy).
aER
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(7) Jesli wzor (16.54) przepiszemy jako

(Hi|Hy) = (Hila®)(a¥|Hy),
aER

to widzimy, ze H | SpanR* oznacza (H|H) = 0.
(8) Z wlasnosci skoniczenie wymiarowych reprezentacji sl(2C) wynika, ze ad(H,) ma catkowite
wartosci wlasne. Dla B € g® mamy

2(a™|87)

ad(Hy)B = TaFla?) B

(8) Niech 8 = ta.
L, _ 2e|5%) 2 _ 2a#|5H)
(@#la#) "t (B#]5%)

sa calkowite, wiec t € {1, -1,2,-2, %, —%} Wystarczy rozwazyé t = 2.

Wybierzmy niezerowe A+ jak w dowodzie (4) i By € gt2®. Algebra Liego Span(A,, A_, H) ~
sl(2,C) dziala na 5-wymiarowa przestrzen Span(Ay, A_, B, B_, H,) i ma w niej podprzestrzen
niezmiennicza Span(A4, A_, H). Jako algebra polprosta, ma podprzestrzen dopelniajaca 2-
wymiarowa, w ktorej H, ma wartosci wlasne 2, —2, co jest niemozliwe.

(9) Jesli v i B nie sa rownolegte, to

M(a, B)M (B, a) = 4C(a, B)* < 4.

Poza tym, M («, 8) i M (B, a) maja ten sam znak.
(10) Niech

ng = sup{n : gﬁJr”a;é{O}}, n_ = inf{n : g’3+"a7§{0}}.

Rozwazmy przestrzen
n4
a= @ gitre

n=n—

Wybierzmy niezerowe By € gft"+ oraz niech Ay bedzie jak w dowodzie (4). Mamy

2(a? |B7) + 2n4 (¥ |a)

oo Pl = = )

By = (m(a,ﬁ) + Qni)Bi-

Poza tym, [A+, Bi] = 0, (bo gft(+F)a — {0}). Niech a+ beda minimalnymi podprzestrze-
niami niezmienniczymi dla Span(Ay, A_, H) ~ sl(2,C) zawierajacymi By. Z teorii reprezentacji
sl(2,C) wynika, ze dima_ = —M (e, ) —2n_ + 1, dimay = M («, ) + 2n4 + 1. Zatem,

dimay +dima_ = —2n_ 4 2ny +2
= 2dima > dima.

Zatem ai Na_ # {0}. wiec ay = a_ = a. Poza tym, M(a, ) =n_ +ny. O
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16.3 Uklady pierwiastkow

Niech R bedzie uktadem niezerowych wektorow R w przestrzeni euklidesowej V. Dla a, 3 € V
zdefiniujmy maierz Cartana i Coxetera tak jak wyzej. Méwimy, ze R jest uktadem pierwiastkow,
gdy

(1) R rozpina V.

(2) R jest niezmienniczy wzgledem odbicia w hiperplaszczyznie prostopadlej do g € R. Czyli

o 2a|B)B
a, 8 € R implikuje « @8- < R.

(3) Macierz Cartana jest catkowitoliczbowa.

(4) o € Rita € R implikuje t = £1.

Twierdzenie 16.3 Niech R bedzie uktadem pierwiastkow. Wtedy wtasnosci (9) i (10) Twier-
dzenia 16.2 sq spelnione.

16.4 Pierwiastki dodatnie

Niech R bedzie uktadem pierwiastkow w przestrzeni V. Wybierzmy wektor vg € V taki, ze
a(vg) # 0, a € R. To pozwala nam podzieli¢ R na dwa roztaczne podzbiory

Ry = {a€eR : alv) >0},
R- = {aeR : alv) <0} =-R4.

Mowimy, ze a € R4 jest nierozktadalny (lub prosty), jesli nie mozna go zapisa¢ jako a = 3 + 7,
/Ba S R+'

Moéwimy, ze F C R jest uktadem fundamentalnym, jesli istnieje vg € V takie, ze F jest
zbiorem pierwiastkow nierozktadalnych w ‘R.

Twierdzenie 16.4 (1) Jesli a, 5 € Ry sq nierozktadalne, to («|f) < 0.

(2) Kazdy o € Ry jest liniowg kombinacjqg prostych pierwiastkow z catkowitymi nieujemnymi
wspotczynnikami.

(3) Zbior prostych pierwiastow jest bazq przestrzeni V.

Dowéd. (1) Jesia—f=~v€R,toy € Ry luby e R_. W pierwszym przypadku, a = v+
nie jest pierwiastkiem prostym, w drugim § = « + (—7) nie jest pierwiastkiem prostym. Zatem
a—B¢R. A wiec, (o|8) <0 wynika z Tw. 16.2.

(2) Jesli @« € Ry nie jest prosty, moze by¢ zapisany jako o = 5+, 3,7 € R4+. Powtarzajac
ten krok dostajemy w koncu rozktad. Poniewaz {a(vg) : a € Ry} jest zbiorem skoriczonym,
stanie sie to po skonczonej liczbie krokow.

(3) Wystarczy pokazaé liniowa niezaleznosé. Zalozmy, ze a, ...,y sa proste i myag + -+ +
mpo, = 0. Mozemy zalozy¢, ze my,...,m, > 0 a pozostale wspoélczynniki sg < 0 i napisac

m1a1+"'+mpap:kp+1ap+l+"'+knan =7,
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gdzie kpy1,...,k, > 0. Mamy

P n
0< () =D Y miki{ailey) <0.
i=1 j=p+1

Zatem v = 0. Stad
0 =7(vo) = miai(vg) + - - - + mpay(vo),

co oznacza, ze m; = 0,4 = 1,...,p. Podobnie pokazujemy, ze m; =0, j =p+1,...,n. O

16.5 Grupa Weyla
Niech V bedzie przestrzenig euklidesowa. Dla o € V definiujemy

2Bl

(alajar”

Saf = —

Zauwazmy, ze jesli kat miedzy a i 3 jest rowny 0, to SoSs jest obrotem o kat 26 w plaszczyznie
zadanej przez o, 8. W szczegolnodci, jesli 0 = m/n, to (S,.53)" = 1.

Niech R bedzie uktadem pierwiastkowym. Grupa Weyla zwiazang z R nazywamy grupe
generowana przez {S, : a € R}. Oznaczamy j a przez Weylp. Oczywiscie, R jest zbiorem na
ktorym dziala Weyly.

Moéwimy, ze C jest komorkg Weyla, jesli jest domknieciem sktadowej spojnej

Y\ U ey

aER

gdzie T :={B €V : (Bla) =0}. Mowimy, ze 7, jest Sciang komdrki Weyla C, jesli jej otwarta
niepusta czes¢ zawarta w brzegu C. Wtedy « ma okreslony znak na C.

Twierdzenie 16.5 (1) Dla kazdej pary C1,Co komorek Weyla istnieje doktadnie jeden W €
Weyly taki, ze WCi = Cs.

(2) Niech C bedzie komorkg Weyla. Wtedy
F(C)={a€eR : my jest sSciangC i o >0 naC}

jest uktadem fundamentalnym.

(3) Niech F C R bedzie uktadem fundamentalnym. Wtedy
C(F)={p€V : (Bla) >0, ac F}

jest komorkg Weyla.
(4) Niech o € R. Wtedy Wa =R.
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16.6 Reprezentacje algebr Liego

Rozwazmy reprezentacje algebry Liego g na przestrzeni zespolonej V. Dla uproszczenia notacji
bedziemy zaktada¢, ze g C gl(V). Ustalmy algebre Cartana b C g. 8 € b7 nazywamy wagq, gdy
odpowiadajaca jej przestrzen wagowa

V3.={veV : Hv=p(H), Hebh}
jest niezerowa. Zbior wag oznaczamy przez W(V). Krotnosé wagi f3 jest rowna m? (V) := dim V5.

Twierdzenie 16.6 Niech g bedzie potprostg algebrq Liego.
(1) Niech v € R, € W(V). Wtedy

(2) Niech a € R, € W(V) Wtedy istniejg ny € Z takie, ze _Q(STI;? =ny—n_, 1

a+kBeER, keZ, n_<k<n,.

(3) W(V) jest niezmienniczy wzgledem odbicia w hiperptaszczyznie prostopadtej do f € R. Czyli

a €W(V), B € R implikuje o — 2582 € W(V).

Niech Lz oznacza krate rozpieta przez R — krate pierwiastkowq. Niech Lyy oznacza krate
wagowgq, zadang przez

LW:_{Beh# : WEZ,QGR}.

Wtedy Lg jest podkrata w Lyy.

17 Homotopia

17.1 Homotopia krzywych

Niech X bedzie rozmaitoscia i x1,x9 € X. Oznaczmy przez K (zg,x1,X) zbior krzywych (gltad-
kich, kawaltkami ciagltych) zaczynajacych sie w xg i koniczacych sie w x1, tzn v(0) = xg, y(1) = ;1.

Niech 79,71 € K(zo,z1,X). Mowimy, ze o jest homotopijnie rownowazna 1 i piszemy
Yo ~ 71 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje funkcja ciagta [0,1] x [0,1] 5 (¢,s) — H(t,s) taka, ze
H(t,O) = ’VO(t) 1 H(t’ 1) = ’Yl(t)'

Twierdzenie 17.1 Homotopijna réwnowaznosé jest relacjg réwnowaznosci.

Dowod. Kladac H(t,s) = vo(t) dostajemy vy ~ 7o.
Ktadac Hio(t, s) := Hpi1(t,1 — s) dostajemy vo ~ y1 = 71 ~ 0.
Ktadac

L H01 (t, 28),

Hoa(t, 5) 1= { Hig(t, 25 — 1),

— D[

S
S

= O
INIA

<
<
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dostajemy o ~ v1, 71~ Y2 = Y ~ Y. O

Zbiér klas homotopii krzywych zaczynajacych sie w xzg i korficzacych w 1 oznaczany jest
przez

H(l’o,l‘l,){) = K(xg,xl,X)/ ~ .
Twierdzenie 17.2 Niech X bedzie spdjna. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) I(xo,z1,X) jest jednoelementowy dla kazdego xo,z1 € X.
(2) Istnieje xo € X taki, ze I1(xo, x0, X) jest jednoelementowy.

Jedli spelnione sg warunki powyzszego twierdzenia, méwimy, ze zbiér X jest jednospojny.

17.2  Skladanie krzywych i grupa homotopii

Niech v € K(xg,z1,X). Definiujemy v~ ! € K(z1, 20, X).
) == (1),

Oczywiscie, jesli 4/ ~ «, to (')~ ~ 7L,
Niech xg, x1,22 € X,y € K(afo, X1, X), Y1 € K(:Cl, x9, . Deﬁniujemy Yooyl € K((IJQ, x9, X):

Yooy (t) := { 3(1)8?7_ 1), 2

Oczywiscie, jesli vo ~ ), 71 ~ 71, to

Y0071 ~ Y01+
Jesli vo € K(x2,23,X)
(0 071) 072 ~ 70 0 (110 72).
Jesli przez = oznaczamy krzywa stata rownag x € X, to dla xg,x1 € X, v € K(xp,z1, X)
Tooy~7yory ~7.
W szczegolnosei, dla kazdego xg € X, (xg, xo, X) jest grupa. Jesli zbior X' jest spojny, to

grupa II(xo, zg, X) jest izomorficzna dla réznych zy € X. Nazywamy ja grupa homotopii zbioru
X. Oznaczamy ja przez II(X).

Przyklady
(1) II(R™) jest grupa jednoelementowa.
(2) TI(S') = II(R?\{0}) = Z (liczba okrazen wokot zera).

(3) Niech a,b € R?, a # b. Wtedy II(R?*\{a,b}) = Fy — grupa wolna o dwoch generatorach.

Jako generatory mozna wybra¢ 7y — okrazenie a, 7 — okrazenie b. Grupa Fo sklada sie z
elementéw nastepujacych typow:

Np,__Mp ng Mo Mp+1,__Np ng Mo
Ty Tg 0Ty To s To T Ty T
np _Mp mi _no Mp+1_Np mi1,.Nno
T Ty DTy T, To LTy Ty, (17.55)
gdzie n;, m; € Z\{0}.

89



(4) TI(S™) jest trywialna dla n > 2. Na przyktad, SU(2) ~ S jest jednospdjna.

(5) W S™ wprowadzamy naturalne dzialanie grupy Zs. Przestrzen orbit S™/Zy nazywa sie
n-wymiarowq przestrznig projektywng PR™. Dla n > 2 ma ona grupe homotopii Zs. W
szczegdlnodei, SO(3) ~ SU(2)/Zy ~ PR3 ma grupe homotopii Zs.

17.3 Nakrycia

Niech X’ bedzie rozmaitoscia spdjna z punktem bazowym zy € X. Mowimy, ze (Y, @, o) jest
nakryciem (X, xg), jesli YV jest spojna rozmaitoscia, ® : Y — X jest gladkim odwzorowaniem,
®(yo) = wo i dla kazdego = € X istnieje spojne otoczenie U C X zawierajace x takie, ze @1 (U) =
(U; Wi, gdzie W; sa spojne, otwarte i nieprzecinajace sie, oraz ® " jest dyfeomorfizmem W; — U.

(3

17.4 Nakrycie uniwersalne
Nakryciem uniwersalnym (X, z¢) nazywamy (X", @, [xg]), gdzie
XY= U I(zg, z, X),
reX

QU¢ : XU — X jest zadane przez ®U¢([y]) := v(1). XU jest wyposazone w naturalng strukture
rozmaitosci. (XU¢, ®UC [xg]) jest nakryciem (X, xp).

Zauwazmy, ze II(X) = (&)~ (z0).
17.5 Nakrycie wyznaczone przez podgrupe grupy homotopii

Niech (), ®,yp) bedzie nakryciem (X, xo). Latwo sie przekonaé¢, ze ® indukuje homomorfizm
(Y, yo) = (X, z0).

Niech K bedzie podgrupa II(xg, xg, X). Dla x € X, w II(z9, z, X) wprowadzamy relacje: Dla
1], [v2] € I(zo,x, X) piszemy [1] ;[’yz], gdy [y5 ' o] € K. Jest to relacja rownowaznosci.

Bedziemy oznaczali przez [y]® klase abstrakcji v wzgledem tej relacji. Definiujemy

XK= | ¥ (@, 2, X),
reX

" ([1)") =~(1).

Wtedy (XK, &K [1)X) jest nakryciem (X, zg), ktorego grupa homotopii jest K.
Mamy oczywiscie naturalne odwzorowanie

Dy XA = XK Dp(]) = K

spetniajace zwiazek X o @i = ®. Czyli (A", @, [20]) jest nakryciem (XX [z0]).
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18 Globalna teoria grup Liego

18.1 Lokalna izomorficznos$é¢ grup Liego

Bedziemy moéwili, ze grupy Liego G1 i Go sa lokalnie izomorficzne, gdy istnieja otoczenia iden-
tycznosci O; C Gy, i@ = 1,2, i dyfeomorfizm ® : O; — Os taki, ze g1, 92,9192 € O1 implikuje
D(g1)P(g2) = P(g192). Jest to relacja rownowaznosci.

Twierdzenie 18.1 Niech G bedzie spdjng grupa Liego ¢ O otwartym podzbiorem zawierajgcym
1. Wtedy O generuje G, czyli

G = GO---O.
n=1

Dowéd. Niech G bedzie prawa strona. Jest oczywiscie otwarta. Niech g € Ggl. Wtedy istnieje
ciag (gn) w Go taki, ze g, — g. Zatem gg,! — 1. Czyli dla dostatecznie duzych n, gg,* € O.
Zatem g € Og, C Gy. Stad Gg jest domknieta. Ze spdjnoéci G wynika, ze G = Gy. O

Z (@) oznacza centrum grupy, tzn
Z(G):={2€G : zg=gz, g€ G}.
Oczywiscie, kazda podgrupa w centrum dowolnej grupy jest normalna.

Twierdzenie 18.2 Niech K bedzie dyskretng podgrupg normalng w spdjnej grupie Liego G.
(1) Wtedy K jest zawarte w centrum grupy G.

(2) Niech ® : G — G/K bedzie kanonicznym homomorfizmem. Wtedy Z(G/K) = ®(Z(G)). W
szezegolnosci, Z(G/K) ~ Z(G) /K.
(3) G/K jest lokalnie izomorficzna z G.
Dowéd. (1) Niech k € K. Funkcja G 3 g — gkg™! € K jest ciggla. Dla g = 1 jej wartodcia
jest k. Poniewaz K jest dyskretna a G spéjna, funkcja musi by¢ stata. Wiec gkg™' =k, g € G.
(2) Oczywiscie, korzystajac z tego, ze K C Z(G) dostajemy Z(G/K) D ®(Z(Q)).
Niech b € Gi ®(b) € Z(G/K). Dla dowolnego g € G,
g1 = D()D(0)D(g) " D(6) 1 = B(gbg1b71). (18.56)
Funkcja
G>g— gbg bt (18.57)

jest ciagta. Na mocy (18.56), ma ona wartosci w dyskretnej grupie K. G jest spojne. Wiec
(18.57) jest stata. Dla g = 1, jej wartoscia jest 1. Wiec

g™l =1, gea.
O
Twierdzenie 18.3 Niech G1 bedzie lokalnie izomorficzna z Go i ® : O — 09 jest odwzoro-
waniem, o ktorym mowa w definicli lokalnej izomorficzno$ci. Zatézimy, ze ® rozszerza sie do

homomorfizmu ® : Gi — Gao. Wtedy takie rozszerzenie jest jednoznacznie wyznaczone i jego
jadro jest dyskretng podgrupg normalng w G .
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18.2 Grupa homotopii grupy Liego

Niech G bedzie sp6jna grupa Liego. Rozwazajac jej grupe homotopii, zawsze bedziemy przyj-
mowaé, ze 1 jest punktem bazowym.
Niech G" bedzie nakryciem uniwersalnym G. Wprowadzamy dziatanie na G"°:

(]2l = el

gdzie y1y2(t) := y1(t)y2(t). Niech ®"¢ oznacza kanoniczne rzutowanie "¢ : G' — G.

Twierdzenie 18.4 G"¢ jest grupg Liego i ®YC jest surjektywnym homomorfizmem. Dlatego,
G = G"/Ker®". TI(G) mozna utozsamié¢ z Ker®"C, ktora jest dyskretng podgrupg normalnag, i
dlatego jest zawarta w centrum G"°.

Zatem w rodzinie lokalnie réwnowaznych ze sobg grup Liego mozna wyrézni¢ “maksymalng”
GY°, ktoéra jest jednospodjna.

Pouczajace jest sprawdzié niezaleznie, ze grupa homotopii grupy Liego G jest przemienna.
Dowo6d. Niech v; € K(1, 1, G). Zdefiniujmy

s1() == (2t,0), 0<t<1/2, 5a(t) = (0,2t), 0<t<1/2,
n (1,2t—1), 1/2<t<1. > 72 (2t —1,0), 1/2<t<1.

Niech T'(t1,t2) := v1(t1)y2(t2). Wtedy [y1] o [y2] jest reprezentowane przez I'(s1(t)) a [y2] o [v1]
jest reprezentowane przez I'(sa(t)).

I'((1—0)s1(t) + Os2(t)) jest homotopia miedzy nimi. O

Analize spojnych grup Liego mozna ograniczyé¢ do grup spdjnych jednospdjnych. Niech G

taka bedzie. Oznaczmy przez Z centrum G.

Twierdzenie 18.5 (1) Kazda spdjna grupa Liego lokalnie réwnowazna grupie G jest izomor-
ficzna z G/ K, gdzie K jest podgrupa dyskretng grupy Z.

(2) Centrum grupy G/K jest rowne Z/K.
(3) Grupa homotopii G/K jest rowna K.
Dowoéd. (3) Niech [y] € II(G/K). Wtedy mozemy podnies¢ v do krzywej ¥ € K(1,k,G),
tak ze przy homomorfizmie kanonicznym ® : G — G/K mamy ®(5(t)) = ~(t). Oczywiscie,

k € K. Dostajemy w ten sposob odwzorowanie ®([y]) = k. Occzywiscie, jest to surjektywny
homomorfizm. Z jednospdjnosci G sprawdzamy, ze jest injektywny. O

W szczegolnosei, jesli centrum G jest dyskretne, to mamy tez grupe minimalna G/Z z try-
wialnym centrum i grupa homotopii Z.
18.3 Rozmaitosci

Niech P bedzie rozmaitoécig. P mozna pokry¢ zbiorami otwartymi O i mapami ¢p : O — R™.
Mapy ¢o(p) = z = (z!,...,2") € R™ pozwalaja utozsamié¢ O z otwartym podzbiorem ¢o(O)R"™.
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Niech Diff (P) oznacza zbiér dyfeomorfiméw rozmaitosci P. Jest to grupa. Dla f € C*°(P) i
® € Diff(P)kladziemy &7 f(p) := f(®(p)). Piszemy tez ®y := (®#)~L. Diff(P) > ® s Oy jest
dziataniem grupy.

Niech p € P. Standardowa definicja wektora stycznego do P w punkcie p moéwi o klasie
abstrakcji krzywych. Jedli krzywa ¢t — 7, € P spelnia zadaje wektor styczny A w p = 7o,
bedziemy pisali A; = %’yg. Przez T, P bedziemy oznaczali przestrzen styczng do P w punkcie
p. Jesli A € TpP, to mamy liniowe odwzorowanie C*>°(P) — C oznaczane przez A# f albo

(A*laf) = 10| _
Zbiér UpeP T,P z naturalng struktura rozmaitosci nazywamy wigzkq styczng. Funkcje gtadka
P > pw— X(p) € TP taka, ze X(p) € T,P nazywamy polem wektorowym. Zbiér pdl
wektorowych na P oznaczamy przez C°(P,TP). Pole wektorowe X zadaje odwzorowanie
X# . C®(P) — C*®(X). We wspolrzednych ma ono postaé
X7 f(x) = X7 (2)0, f (x).
Komutator dwoéch pol wektorowych jest tez polem wektorowym:

[(X#,Y#] = (X9 (2)0, Y (x) — Y (2)0, X' (2)) Oy

o dla krzywej ~; definiujacej A.

Pola wektorowe mozna przenosi¢ przez dyfeomorfizm. Dla ® € Diff(P), definiujemy Py :
C® (P, TP) — C®(P, TP) przez

Dy(X7) = Dy X7O!

czyli
D4(XH)f(2) = (X*(f o)) (27 (x)).
We wspoélrzednych: '
99" (y) ‘
Oyl ly=0-1(x)
Jedli rodzina dyfeomorfizméw @, zalezy w sposob gladki od ¢ € R, to

d
E(I)t($) = Xi(Pi(2)). (18.58)

zadaje rodzine pol wektorowych X;. Réwnowaznie,

d o# _ o v #
o = ofxt.

Mozna zadaé¢ rodzing pol wektorowych R 3 ¢ +— X; i rozwazaé istnienie rozwiazan (18.58) z
®y = Id. Rozwiazania takie lokalnie (w P i w czasie) istnieja i sa jednoznaczne.

W szczegolnoscei, jesli

i -

D4 (X)) = X (y)

d

aCIDt(:v) = X (Py(x)), (18.59)
to ®; jest jednoparametrowa grupa i piszemy ®; = e!X. Roéwnowaznie,
d
acpfé = X*o7 = of X#, (18.60)

Jesli X jest zadanym polem wektorowym takim, ze istnieje rozwiazanie (18.59 dla matych ¢,
to istnieje dla t € R.
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Twierdzenie 18.6 Niech G C Diff(P) bedzie grupg domknietq.

(1) Niech ®; bedzie krzywa w G taka, ze Id = ®g i pole wektorowe X niech spetnia %QJO =X.
Wtedy grupa {e!X : t € R} jest zawarta w G.

(2) Niech X,Y bedg polami wektorowymi takimi, ze e!X i e naleiq do G dlat € R. Wtedy
et @A+BB) nalezy do G dlat € R.

(3) Niech {e"* : t € R} i {e'P : t € R} bedg zawarte w G. Witedy {e!ABl . t € R} jest
zawarte w G'.

Zatem jesli G jest grupg Liego w Diff (P), to przestrzen styczna do G jest algebrg Liego.

Dowdd. Zatozymy dodatkowo, ze P jest przestrzenig liniowa a wszystkie polawektorowe odpo-
wiadaja transformacjom liniowym. By pokazaé¢ (1), piszemy:

G 3@}, ~ (1+X/n)" — .
By pokazaé¢ (2) wystarczy zalozy¢, ze a« = = 1. Nastepnie sprawdzamy, ze

et(X—I—Y) — ot Xty + O(t2).

(3) wynika z
ol X oY o —tX =tV _ 2[X)Y] + O(tS)’

ktore pokazujemy nastepujaco:
ot X oY o—tX —tY

t2 t? t2 t2
(]1 +tX + 2X2> <]1 +tY + 2Y2) <11 —tX + 2X2> (]1 —tX + 2X2) +0(t?)

t2 t2 t2 t2
= 11+tX+tY—tX—tY+5X2+§Y2++§X2+§Y2
—?X? — Y2 4+ £2XY + 2XY — 2XY — Y X + O(t?)

= 1+2[X,Y]+0(#).

18.4 Algebra Liego grupy Liego

Niech G bedzie grupa Liego. Jak zwykle, 1 oznacza jej element jednostkowy. Oznaczmy przez g
przestrzen stycznag do G w punkcie 1, czyli g = T1G.
Mamy dyfeomorfizmy
L(g)h :=gh, R(g)h:=hg L

G > g+~ L(g),R(g) € Diff(G)

sa homomorfizmami grup
Mamy réwniez Kh := h~!. Oczywiscie, K2 = Id i KL(g)K = R(g).
Moéwimy, ze B € C°°(P, TP). jest lewo- (prawo-)niezmiennicze, gdy

L(g)xB* = B*, R(g)4B" =B*, g€G.
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Twierdzenie 18.7 Dla kazdego A € T1G istnieje doktadnie jedno pole lewo- i prawoniezmien-
nicze La, Ra € C®(P,TP) takie, ze La(1) = Ra(1) = A.

Laf(g) jest rowne wektorowi A% dziatajgcemu na funkcje G > h w f(gh). Kazde pole
lewoniezmiennicze jest tej postaci. Pola lewoniezmiennicze tworzq algebre Liego.

R4 f(g)jest rowne wektorowi A7 dziatajgcemu na funkcje G > h— f(hg). Kazde pole prawo-
niezmiennicze jest tej postaci. Pola prawoniezmiennicze tworzg algebre Liego.

Maomy KLAK = R_p.

Twierdzenie 18.8 Niech A € T1G. Wtedy istnieje doktadnie jedna krzywa R >t — g(t) € G
spetniajgea rownanie
dg(t) .1
———=g(t)" = A.
7 90
Rownowaznie,
R >t g(t) € G jest homomorfizmem grup.

Roéwnowaznie:
dfi(tt) = Lag(t), %L(gt) = La(L(g)),
%R(gt) = —Ra(R(g:))-

Bedziemy pisaé¢ g(t) =: e*4. Daje to rownowazna definicje komutatora:
Twierdzenie 18.9 Niech A, B € T1G. Wtedy
[0,00[3 s 7(s) := eV3eVeBe Vel VsE

jest rézniczkowalne w zerze i <Lv(s) - [A, B].
Ss=

Twierdzenie 18.10 Niech ® : G — H bedzie homomorfizmem grup Liego z algebrami Liego g,
h. Wtedy ¢ := @4 : g — b jest homomorfizmem algebr Liego. G © H sq lokalnie izomorficzne,
wtedy i tylko wtedy gdy g i b sq izomorficzne.

Twierdzenie 18.11 Niech g jest algebrg Liego. Wtedy istnieje grupa Liego G, ktérej algebra
Liego jest izomorficzna z g.

Szkic dowodu Z Twierdzenia Ado wynika, ze algebre g mozna zanurzy¢ w gl()) dla pewnej
przestrzeni V. Definiujemy G jako podgrupe w GL(V) generowana przez e dla A € g. Nastepnie
nalezy pokazaé, ze GG jest rozmaitoscig i g jest jej przestrzenig styczng. O

18.5 Przemienne grupy Liego

Twierdzenie 18.12 Niech L bedzie dyskretng podgrupg w R™. Niech SpanlL bedzie k wymiarowe.
Wtedy istniejq ey, . .., ey takie, zZe

L= {0161 + -+ crep, (01,...,Ck) € Zk}.

Twierdzenie 18.13 Kazda abelowa spéjna grupa Liego jest izomorficzna z R™ x T,
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18.6 Podgrupy grup Liego

Twierdzenie 18.14 Niech H bedzie domknietq podgrupg grupy Liego G. Wtedy H jest tez grupg
Liego. Jesli g, b sq algebrami Liego grup G i H, wtedy nawias w h pokrywa sie z nawiasem g
obcietym do ). W szczegdlnosci, by jest podalgebrq Liego w g. Jesli H jest normalna w G, to b
jest ideatem w g.

Nie kazda podalgebra w g jest styczna do podgrupy w G.

Twierdzenie 18.15 Niech G bedzie grupg Liego z algebrg Liego g. Jesli by jest ideatem w g takim,
ze istnieje podgrupa H styczna do by, to spdjna sktadowa jednosci Hy jest podgrupg normalng w

G.

19 Klasyczne proste algebry Liego i ich reprezentacje

19.1 si(2,C)

Niech o1, 02, 03 beda macierzami Pauliego.
|01 |0 i |10
=110 Tl o]0 BT o -1

0,0 = —i€jk0k-

Speliajg one

Stanowia one baze algebry sl(2,C) i maja relacje komutacyjne
[i()’i, iO’j] = 2€ijkio'k-
Bedziemy rowniez uzywaé alternatywnej bazy w sl(2,C)

1
H=03 Af:= 5(01 + io9).

0 1 00
te=lon] a=[V0 )

o1 =Ay+A_, o9=—-1A4 +iA_,

[H,Ay] = +2A., [Ay,A_]=H.
Na si(2,C) mamy iloczyn skalarny sladowy TrXY, XY € sl(2,C). Mozemy go tez ograni-
czy¢ do rzeczywistej podprzestrzeni macierzy hermitowskich bezsladowych isu(2,C), wtedy jest

dodatnio okreslony. Alternatywnie, ten iloczyn skalarny mozemy dostaé¢ z wyznacznika, mamy
bowiem tozsamogsé

Mamy

1
det X = iTYXQ, X € gl(2,C).
Mamy tozsamosé dla g e C3:
i 0
0 .
%% = cosh V021 + — sin V2.
NZE

Odwzorowanie eksponencjalne przeksztalca sl(2,C) na SL(2,C) a su(2) na SU(2).
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19.2 s0(3,C)
Pamietamy, ze A € SL(2,C) mozemy przyporzadkowac

paX = AXA™', X esl(2,0)

Zachowuje iloczyn skalarny. Utozsamiajac sl(2, C) dostajemy homomorfizm SL(2,C) na SO(2,C)
z jadrem {1, —1).

Biorac A € SU(2) i ograniczajac si¢ do X € isu(2), dostajemy homomorfizm SU(2) na SO(3)
z takim samym jadrem.

Mamy tez infinitezymalne wersje tych homomorfizmoéw zadane przez

o X = [A, X].

Zadaja one izomorfizm sl(2,C) na so(3,C) orza su(2) na so(3).
Baze w so(3) stanowia

0 0 O 0 O
Li=]10 0 1|, L= 0 0
0 -1 0 0

Zauwazmy, ze
pio‘¢/2 = E’MZ = 17 273

19.3 Skonczenie wymiarowe reprezentacje sl(2,C).

Rozwazmy reprezentacje 7 : sl(2,C) — gl(V). Bedziemy pomija¢ 7 i traktowaé si(2,C) jako
zanurzone w gl(2,C). Wprowadzmy operator Casimira

1 1 1
C o= 0T +05+605) = JH + S(AL A+ A_Ay)

4
1 1 1 1
— H?_"H4+A A =-H?’4+_H+A_A_.
g T A A

Sprawdzamy, ze C komutuje z sl(2,C). Zatem przestrzenie wlasne operatora C' sa niezmien-
nicze dla si(2,C).

Twierdzenie 19.1 (1) Dla kazdego n = 1,2,... istnieje jedyna, z doktadnosciq do réwnowaz-
nosci, reprezentacja nieprzywiedina sl(2,C) w C™. Nazywamy jg reprezentacja o spinie [,
gdzien =2l + 1. Ma ona nastepujgce wtasnosci:

(i) specsH = {—l,—l+1---,1—1,1}.
(i) C=1(l+1).

(i) Istnieje baza {v_y,..., v} taka, ze
Hv,, = 2muv,,
A vy = (I+m)vm-1,
Avvy = (I —m)umyr. (19.61)
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(2) Jesli si(2,C) dziata w przestrzeni V, to jest ona réwnowazna reprezentacji o spinie l, gdy
spetniony jest jeden z ponizszych warunkow:

i) Istnieje w V wektor cykliczny vy taki, ze Ajvy = 0 i SHvy = lvy. (Wektor ten
2
nazywamy wektorem najwyzszej wagi).
ii) Istnieje w YV wektor cykliczny v_ taki, 7e A_v_ = 0 i Hv_ = —lv_. (Wektor ten
2
nazywamy wektorem najnizszej wagi ).
cee . . . . . 1 _
(iii) reprezentacja jest nieprzywiedlna i max specPH =1.
(iv) reprezentacja jest nieprzywiedina i minspecy H = —I.

Dowo6d. (1) Latwo sprawdzamy, ze podane macierze daja reprezentacje sl(2,C). Pokazmy,
ze jest ona jedyna nieprzywiedlna reprezentacja dla dimV = n. Zalozmy, ze si(2,C) dziala
nieprzywiedlnie w skoriczenie wymiarowej przestrzeni V. Jesli 2\ € specH, to specH C 2\ + 2Z.
W istocie, H posiada wektor wlasny v € V:

Hv = \v.

Poniewaz V jest nieprzywiedlna, dowolny wektor w V jest liniowg kombinacja Aj - - - Apv, gdzie
A; = Ay lub A; = H. Poza tym,

HAyv=(A+2)Ayv, HA v=(A+2)A_v.

Korzystajac, z tego, ze V jest skoniczenie wymiarowa, dostajemy Ay takie, ze 2A_ = minspecH,
2A+ = maxspecH. Niech Hvy = 2 Lv4, v4 #0. Mamy A\ —A_ € Z i ALvy = 0. Mamy

CU+ = <iH2 + ;H) Vy = (Aa_ + )\+)U+,
v = (fm2-lpy =\ -))
v = 1 5 v_ = (A2 _Ju_.

Poniewaz reprezentacja jest nieprzywiedlna, C jest liczba. Roéwnanie
2 2
AL +HA L =A2 = A
ma dwa rozwigzania: Ay = A_—1, ktore odrzucamy, bo wtedy Ay < A_iA_ = —A;. Kladziemy
[ := X;. Oczywiscie, 21 = Ay — A_ € Z. Rozwazmy Span(A’ v, j =0,...,2l}. Korzystajac z
relacji komutacyjnych sprawdzamy, ze jest to niezmiennicza przestrzen dla si(2,C). Zatem jest
ona réwna V. Poza tym, A%v_ jest proporcjonalny do v_. Ktadziemy

O o= (I 4+ m)IAT ™,

Oczywiscie, A_vy, = (I + m)vpy—1 1 Huy = 2muy,. Poza tym,

1 1
l(l + 1)Al—7milv+ = <4H2 — §H + A+A_> Al_imilv_Q_

= mim+ 1A o, + A AT
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Stad
AL AT = (L= m) (14 m o+ DAT

Zatem A;v,, = (I —m)Ap,41. To dowodzi jedynosci w punkcie (1). O

Uwaga: istnieje kilka réznych naturalnych baz dla reprezentacji sl(2, C). Na przyklad, ktadac

Uy = % dostajemy
Huv,, = 2muy,,
A_vy = (—m+1)vp_1,
Asvg, = (+m+1)vpmtr.

Rozwazmy teraz unitarna reprezentacje nieprzywiedlna su(2). Dla kazdej z nich operatory o;
muszg by¢ samosprzezone, czyli H musi by¢ samosprzezony, a Ay = A" . Operator Casimira jest
dodatni. Poniewaz A4 A_ > 0, wiec %H 2 %H jest ograniczone. To pokazuje, ze specH musi by¢
ograniczone. Zatem KerA, # {0}. Z nieprzywiedlnosci, operator Casimira jest liczba. Dlatego
na KerA; mamy C = iHQ — %H H zachowuje KerA. Spektrum H na KerA, jest najwyzej
dwuelementowe. Zatem mozna zdiagonalizowaé¢ H. Zatem dostajemy te same przypadki, ktore
byty rozwazane w Tw. 4.

Baza opisana w tym twierdzeniu jest ortogonalna, ale nie ortonormalna. Mamy relacje

(Ao AT, ) = (AT oy AL AC AT o) = (L= m)(L+m+ 1)(AZ™ o [AE™ ey,
Stad dostajemy

[ —m)!(20)!

(Al__mv+|Al__mv+) =(l=m) - 1l+m+1)-2vy|vy) = ( (vilvg).  (19.62)

(I +m)!
Zeby dostaé¢ baze ortonormalng, kladziemy
l !
Wy 1= ( + m) l_—mU+
(I —m)l(20)!
Wtedy
Hw,, = 2mwp,,
A wy, = ({I+m)(I—m+ Dwy_1,
Avwy, = VI+m+1)(1 —m)wp. (19.63)

Reprezentacje te mozna zrealizowa¢ w przestrzeni ®2'C2. Oznaczmy baze w C2 przez | 1) i
| 1). Wprowadzmy bazg ortonormalng w ®2/C?

_VU=m)i+m)t .
Wy, = @ l71) ® - - - @ |jaur),
gdzie mamy [ —m wyrazow | 1) i l+m wektorow | 1). Zauwazmy, ze wektor ®%| 1) jest wektorem
najwyzszej wagi, zas

dF2l (A, )l—m ®2l
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realizuje reprezentacje (19.63).
Inna realizacja reprezentacji o spinie [ jest w przestrzeni wielomianéw rozpietych przez v, :=

zfmzl_m zadana przez operatory
H = 2,0, —2.0._,
A™ = 2.0,
AT = 240, .

Dostajemy wtedy reprezentacje (19.61).

Mamy e™ = (—1)%.. Dlatego dla | € Z reprezentacje SU(2) odpowiadaja reprezentacjom
SO(3).

Kazdy element SU(2) jest postaci

eig& = cos 61 + 19_)5’81119’|0|

Dostajemy zatem parametryzacje SU(2)\{1, —1} przez e R, 0] €]0, w[U]m, 27[. Klasy sprzezo-
nosci elementow SU(2) sa parametryzowane przez |0| € [0, 2n[. Charakter reprezentacji o spinie
[ jest rowny
xi(10]) = e=l01 - 1206l . gille] Siﬂ(({ +1)10])
sin |0]
Rozwazmy iloczyn tensorowy reprezentacji o spinie [ i k. Jej charakter jest rowny
I+k

p(16D k(16D = > pi(16D).
j=li—k|

Dlatego tez mamy rozktad reprezentacji, jak wyzej.

19.4 Typ reprezentacji grupy SL(2,C)

Niech
) 0 1
€= 1ol

BN R A et

Zatem jesli X € SL(2,C), to

Mamy €2 = —1,

eXel = x#=0)

za$ jesli A € sl(2,C), to
eAe = — A7,

Czyli reprezentacja fundamentalna SL(2,C) jest rownowazna swojej reprezentacji kontragra-
dientnej. Zatem reprezentacja fundamentalna SU(2) jest rownowazna swojej zespolenie sprzezo-
nej. Operator realizujacy te rownowazno$¢ ma kwadrat —1. Czyli reprezentacja fundamentalna
SU(2) jest typu kwaternionowego.

Latwo sprawdzié, ze reprezentacje o spinie calkowitym sa typu rzeczywistego, a o spinie
potéwkowym, typu kwaternionowego.
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19.5 si(n,C)

sl(n,C) = {Ae€gl(n,C) : TrA =0},
su(n) = {Ae€gl(n,C) : TrA=0, A" =-A}.

sl(n,C) jest kompleksyfikacja su(n). To znaczy,
sl(n,C) = su(n) +isu(n).

A € sl(n,C) rozklada sig na A = $(A — A*) + 1 (A + A%).
Wprowadzamy iloczyn skalarny
(X]Y) :=TrXY.

Oznaczmy

Niech
n n
f) = {ZQA“ : Zci == 0} .
i=1 i=1
b jest maksymalng przemienng podalgebra w sl(n,C) — jest to przyktad algebry Cartana. Po-
t6zmy
Hij = A” — Ajj = _Hji-
Mamy
[Hpis Aig) = cuj(Hir) Aij,
@ij(Hg) = ik + 05— 0k — 6 = (Hij|Hyr).
Czyli A;; sa wektorami wiasnymi dla dzialania algebry Cartana, a «;; € h# sa wartosciami
wlasnymi, zwanymi pierwiastkami. Korzystajac z dwoistosci zadanej przez iloczyn skalarny,
mozna pierwiastki utozsamic¢ z kopierwiastkami H;;, elementami algebry Cartana.

W szczegolnodci,
(Hij|Hij) = 2, (Hi|Hgj) =1, i# k.

19.6 so(n,C)

Jedli przyjmiemy, ze iloczyn skalarny ma postaé

(zly) = Z%’yp

to mamy

so(n,C) = {Acgl(n,C) : A* = —A},
so(n,R) = {Acgl(n,R) : A% = —A}.

so(n, C) jest kompleksyfikacja so(n,R):

so(n,C) = so(n,R) & iso(n,R).
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A = ReA + ilmA. Baze stanowia
Lig =0} (il = 13)(il, 1<i<j<n.
Zatem, wymiar so(n,C) jest rowny @

Wygodnie jest przyja¢ inna postaé iloczynu skalarnego w C". Niech wspotrzedne beda indek-
sowane przez £i, ¢ = 1,...m, jesli n = 2m. Dla n = 2m + 1 dodatkowo dodajemy wspolrzedna
indeksowana przez 0.

(z|lw) = Zziw_i.
i

Aby przej$é do wspolrzednych kartezjariskich ktadziemy
Zyj = T9j_1 T irg;, ewentualnie 2o = Tom41.

Wprowadzamy iloczyn skalarny %TrX Y.
Wprowadzmy operatory

Bij = [i){=j] — [7)(=il.
Dla n = 2m + 1 bedziemy tez pisaé
Bj := Boj = |0){=j| = [7)(0, 1<[j]<m.

Oczywidcie, B;j = —Bj;. W szczegdlnosci, B;; = 0. Kladziemy

N; = Bii = lid{il — | — i){~il. (19.64)
Niech b bedzie rozpieta przez N;, i = 1,...,m, ktore stanowia baze ortonormalna. Jes to
algebra Cartana.
Dla n = 2m baze so(n,C) stanowia N;, i = 1,...,m, oraz

Bij, 1< i <[j] <m.

Dla n = 2m + 1 trzeba dodac¢
Bj, 1< |j[ <m.

Kladziemy dla |i| # |j],
Mij = Mji = =M_ij = —M_j; = sgn(i) Ni + sgn(j) N;.

Mamy
[Nk, Bij] Bij(Ny)Bij,
Bij(Ni) = sgn(i)di + sgn(j)dr = (Mij|Ni),
[Nk, Bj] B;i(Nw)Bj,
Bi(N) = sgn(j)djr = (Nj|N).

(N;|Ng) =1, (N;|My;) =1,
(M| Mij) = 2, (M| M;—j) = 0, (M| M) =1, |j] # |kl.

Czyli B;; i ew. B; sa operatorami pierwiastkowymi, 3;; i ew. 3; sa pierwiastkami, wreszcie M;;
i ew. N; sg kopierwiastkami.
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19.7  sp(2m,C)
Wspotrzedne beda indeksowane przez +i, ¢ = 1,...m:

w=Y_ sgn(i)]i){—il.
7
Wprowadzmy operatory

Cij := sgn(i)|1)(—=j| + sgn(j)|j) (=il

Zauwazmy, ze

N :=Cii = |0)(@| — | —i)(—i|, i=1,...,m. (19.65)
Ci == Cy =2|i)(—i| =2B;, 1<|i| <m.
Baze sp(2m, C) stanowia N;, i = 1,...,m, oraz
Cij, 1§‘Z|<|j|§m, Cj, 1§]§m

Wprowadzamy iloczyn skalarny %TrX Y. Niech b bedzie rozpieta przez N;, ¢ = 1,...,m,
ktore stanowia baze ortonormalng. Niech M;; beda zdefiniowane jak dla so(2m). Mamy

[Nk, Cijl = 73 (Nk)Cij,

Yij(Nk) = sgn(i)o_j;x + sgn(j)oj e = (Mij|Ni),
[N, Cj] = 7;(Ng)Cj,

vi(Nk) = 2sgn(5)d)jx = (2N;|Ng).

(2N;[2N;) =4, (2N;|My;) = 2,
(Mij|Mij) = 2, (Mij|M;—j) =0, (Myj|My.) =1, |j| # |kl.

19.8 Koincydencje
¢ :s0(3,C) — sl(2,C)

¢(My) = Hi2/2, ¢(B1) = A2, ¢(B-1) = Aa.
¢ :so(4,C) — sl(2,C) & sl(2,C)

¢(Mi2) = Hi2/2, ¢(B12) = A2, ¢(B_1-2) = Aa,
d(Mi—2) =H_1-9/2, ¢(B_12) =A_1-2, ¢(Bi1_2) = A_o_;.

¢ :so(5,C) — sp(4,C)

¢(Mi2) = Mia,  ¢(Bi2) = Cr2, ¢(B-i1_2) = Coy,
d(Mi—2) = Mi_2, ¢(B_12) =C_12, ¢(Bi—2) = Co_1,
o(B;) = C;.
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¢ :s0(6,C) — sl(4,C)

Jesli (i5) jest para w zbiorze {1,2,3,4}, wtedy (ij) bedzie oznaczalo taka pare (kl), ze ijki
jest parzysta permutacja 1234.

Ponizej, ij sa parami w zbiorze {1, 2, 3}.

O(Mij) = Hij /2,  ¢(Bij) = Aij, d(B-i—j) = Aji,
O(Mi—j) = Hy3/2,  ¢(B_ij) = Az, ¢(Bi—j) = Az

19.9 Reprezentacja kontragradientna I

Zatozmy, ze mamy reprezentacje m na przestrzeni C". Reprezentacje kontragradientna do 7
nazywamy reprezentacje 7' zadang przez

Dla algebr Liego mamy
7(A) == —m(A)*.

Zauwazmy, ze dla reprezentacji unitarnych, reprezentacja kontragradientna pokrywa sie z
reprezentacja zespolenie sprzezona.

19.10 Reprezentacja kontragradientna 11

Niech V# oznacza przestrzen dualng do V. Oznacza to przestrzen funkcjonatéw liniowych na V.
Jedli A € L(V), przez A* € L(V#) oznaczamy odwzorowanie sprzezone do A.

Jesli ¥V = C™, to definicja ta pokrywa sie z poprzednia.

7 ta definicja jest pewien problem w wymiarze nieskonczonym. Oprocz algebraicznej prze-
strzenie dualnej, jesli V ma topologie, jest np. przestrzenia Hilberta, naturalnie jest rozwazaé
topologiczng przestrzen dualng, sktadajacy sie z ciggtych funkcjonaléw liniowych.

19.11 Iloczyn reprezentacji i reprezentacji kontragradientnej

Rozwazmy przestrzeri wektorows skonczenie wymiarowa V. Iloczyn tensorowy V ® V# jest na-
turalnie izomorficzny z L(V). Izomorfizm ten jest zadany przez

(v®Ew = v(lw), v,weV, &eV¥.

Jesli wybierzemy baze (eq,...,e,) w V, to w V¥ mamy baze dualna. Wektor
e (19.66)
i=1

odpowiada 1.

Rozwazmy reprezentacje grupy p : G — GL(V) lub p : g — ¢l(V). Wtedy mamy reprezen-
tacje p®@ p lub p@ 1+ 1® p w V ® V7. Wektor (19.66) rozpina l-wymiarowa przestrzen na
ktorej ta reprezentacja jest trywialna. Ma ona reprezentacje dopelniajaca, zadana przez jadro
gladu, gdzie korzystamy z utozsamienia V ®@ V# ~ L(V).
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Na przyktad, jesli rozwazymy algebre sl(n,C) lub su(n) i p jest reprezentacja fundamentalna
na C", to dostaniemy reprezentacje dotaczona. Jest ona nieprzywiedlna.

Jesli rozwazymy reprezentacje fundamentalng so(n, C) lub so(n) na C™, to reprezentacja na
macierzach bezsladowych rozktada sie na sume prostag dwoch podreprezentacji nieprzywiedlnych:
w macierzach symetrycznych bez$ladowych i w macierzach antysymetrycznych. Ta druga jest
tozsama z reprezentacja dotaczona.

19.12 Reprezentacje su(3)

Wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne su(3) (lub sl(3,C)) mozna opisa¢ nastepujaco. Bierzemy
reprezentacje fundamentalna na C? i antyfundamentalna na C#3. Tworzymy iloczyn tensorowy

RPC? @ RICH3.
Elementami tej przestrzeni sa tensory

Zeil ®- - ®e, N®...® eth;'}’“wip

15e-3Jq”

ktore sa w skrocie zapisywane jako [t j? ’ j” |. Mamy zwezenie
soeda
[ i'lv"'vi'p] s [tila---»imk }
J15e43Jq J1seesJq—1,KD

gdzie stosujemy konwencje sumacyjna Einsteina. Operator zwezenia splata reprezentacje na
@PC3 @ @ICH3 7 reprezentacja na @L C3 @ @7 'C#3. Jadro tego operatora jest niezmiennicza
przestrzenia. Sa to wszystkie reprezentacj nieprzywiedlne dla su(3).

Zalozmy, ze mamy reprezentacje nieprzywiedlng su(3). Wektory, ktore diagonalizuja algebre
Cartana nazywamy wektorami wagowymi. Odpowiadaja im funkcjonaty liniowe na h. Elementy
H;; = Ay — Ajj rozpinaja 2-wymiarowy algebr¢ Cartana. Wagi reprezentacji fundamentalnej L;
speliajg dla réznych ¢, j, k

(Li|Hij) = 1, (Lg|Hqj) = =1, (Ly|H;5) = 0.

Zauwazmy, ze Ly + Lo + L3 = 0.
Wektory L; rozpinaja krate wagowa. Wagi dla kazdej rerprezentacji sa podzbiorem tej kraty.
Zbiér wag reprezentacji nieprzywiedlnej wraz z krotnosciami musi spelnia¢ nastepujace wta-
snosci:
(1) Jest symetryczny wzgledem odbicia w kazdej z osi zadanej przez L;.
(2) Po przecieciu dowolna prosta prostopata do L; dostajemy krotnosci pewnej reprezentacji
SU(2)

Wsréd operatoréw pierwiastkowych wyrdzniamy pierwiastki ujemne:
Aig, Aig, Ass

Wektor najwyzszej wagi to taki, ktory jest zabijany przez te operatory. Kazda reprezentacja
nieprzywiedlna posiada dokladnie jeden (z dokladnoscia do czynnika) wektor najwyzszej wagi.
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Reprezentacja nieprzywiedlna na ®@FC3? ® @IC#3 ma wektor najwyzszej wagi ®Pe; @ ®%e! z waga
pLi —qLs = (p+q)L1 + qLs.
Jesli utozsamimy b z b7 przy pomocy formy §ladowej, wtedy mamy L; = %(Hw + Hy).
Oto diagramy wagowe przyktadowych reprezentacji
C3: wagi {L;}, najwyzsza waga L1

1

®2C3: wagi {L; + L;}, najwyzsza waga 2L,

C#3: wagi {—L;}, najwyzsza waga —L3

1 1
®2C#3: wagi {—L; — L;}, najwyzsza waga —2L3

Mamy nastepujaca regule dla krotnosci wag (wymiaru przestrzeni wagowych). Wagi na obrze-
zach maja krotnosé 1. W kazdej nastepnej warstwie zwiekszaja sie o 1, chyba ze dochodzimy do
warstwy w formie tréjkata, i wtedy nie zwiekszamy krotnosci. W szczegodlnosci, dla reprezentacji
w @nC3 i ®QC#3, ktore maja obrzeza trojkatne, wszystkie krotnosci sg rowne 1.
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19.13 Konstrukcja Schura-Weyla

Diagramem Younga bedziemy nazywali nierosnacy ciag liczb naturalnych lub zer Ay > Ao > - - -,
od pewnego miejsca zerowy. Czasami bierzemy pod uwage tylko niezerowe elementy, dostajac
ciag skonczony. Rysujemy go w postaci utozonych obok na siebie kwadratow (okienek), po A\; w
itym wierszu. Wielkoscia diagramu Younga nazywamy || :== A\ + Ag + - - .

Dualny diagram Younga jest zdefiniowany jako

L =max{m : A\, >k}.

Tablica Younga nazywamy diagram Younga z wpisanymi w okienka kolejne liczby naturalne
1,...,|\l. Na przyklad, mozna wpisaé liczby po kolei. Wtedy bedziemy utozsamiaé¢ diagram z
tablica.

Dualng tablica Younga nazywamy tablice Younga odbita w przekatnej. Odpowiada ona
dualnemu diagramowi Younga.

Niech 7 bedzie tablica Younga o wielkosci n. Wiazemy z nia dwie podgrupy w Sy:

Srow,r = {permutacje z S, nie mieszajace elementéw w wierszach}
Secolr = {permutacje z S,, nie mieszajace elementéw w kolumnach}.
Oczywiscie,
Srow,‘r = S)\l X S)\g Xoomey
SCO]’T = SXl X S)\/Q Xoeee,

Definiujemy nastepujace rzuty w algebrze grupowej C[S,]:

1
@row,‘r = Z g,
S| 2
Tow,T
1
Ocol,r = Z sgn(o)o.
|Scol,r| 0ESao

Niech
2217' = ®I‘OW,’T @COI,T C [Sn]

Jest to przestrzen niezmiennicza dla lewej regularnej reprezentacji. Nazwijmy ja (7,2 ).
Twierdzenie 19.2 (1) Reprezentacje w; sq nieprzywiedine.

(2) Kazda nieprzywiedina reprezentacja Sy, jest postaci mr.

(3) mpy =~ mr, wtedy i tylko wtedy gdy diagramy Younga tablic 71 i T2 sq takie same.

(4) m jest réwnowazna iloczynowi reprezentacji znakowej i 7.
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19.14 Reprezentacje SL(n,C)

Rozwazmy przestrzen V. Rozwazmy reprezentacje grupy p : G — GL(V), albo algebry Liego
pg — gl(V). Mamy wtedy naturalne reprezentacje "p : G — GL(®Q™V), d " gl(&"V)

Mamy naturalng reprezentacje S, na ®™). Reprezentacja grupy S, komutuje z ®"p i d®"p.
Dlatego tez komutuje z rzutami ©,ow r 1 Ocorr. Zdefiniujmy

V, = @I“OW,T@COLT Q" V,

gdzie 7 jest pewna tablica Younga. Jest to podprzestrzen niezmiennicza dla ®"p. Niech py
oznacza reprezentacje ®"p obcieta do V.

W szezegodlnosei rozwazmy grupe GL(n) i jej reprezentacje fundamentalnag na C". Zauwazmy,
ze dla A\ bedacego kolumna o wysokosci n mamy py(g) = det g. Dlatego tez po obcigciu do SL(n)
dostajemy reprezentacje trywialna,.

Dla A bedacego kolumna wysokosci n — 1 na GL(n) dostajemy reprezentacje, ktéra macierzy
przyporzadkowuje macierz dopekien algebraicznych. Dlatego tez, na SL(n)dostajemy reprezen-
tacje kontragradientna.

Widaé zatem, ze wystarczy ograniczy¢ sie do diagramoéw Younga, ktorych wszystkie kolumny
S8 nizsze niz n.

Niech A bedzie diagramem Younga. Diagram sprzezony defniujemy nastepujaco. Kolumny o
dtugosci m zastepujemy przez kolumny o dtugosci n — m. Nastepnie porzadkujemy kolumny w
kolejnosci malejacej. Diagram sprzezony oznaczamy przez .

Twierdzenie 19.3 (1) Reprezentacje pr sq nieprzywiedine.
(2) Kazda nieprzywiedina reprezentacja SU(n) jest postaci mr.
(3) mr ~ 7wy, wtedy i tylko wtedy gdy diagramy Younga tablic 71 i T2 sq takie same.

(4) T = m= jest réwnowazna iloczynowi reprezentacji znakowej i ;.

20 Zastosowania teorii grup w fizyce czastek

20.1 Symetrie w mechanice kwantowej

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta a G 5 g — U(g) € U(H) reprezentacja unitarna grupy.

Najczestsze zastosowanie teorii grup to symetrie przyblizone. Zalézmy, ze Ai,..., A, jest
uktadem komutujacych samosprzezonych obserwabli, ktore powoli zmieniaja sie z czasem. Na
przyktad, jesli H = Hp + V bedzie Hamiltonianem i V' jest w odpowiednim sensie male, to
jedna z tych obserwabli moze by¢ Hy. Zatozmy, ze U(g), g € G, komutuja z Ay, ..., A,. Wtedy
przestrzenie wlasne Hy sa niezmiennicze dla G.

Inne zastosowanie to grupy cechowania. Oznacza to, ze H komutuje z U(g), g € G. Wszystkie
zreszta obserwable fizyczne komutuja z reprezentacja.

20.2 Konwencje
Reprezentacje unitarne u(1) sa jednowymiarowe i zadane sa przez g € R, zwany tadunkiem

u(1) 3 6 %,

108



Przy iloczynie tensorowym tadunki sie dodaja.

Reprezentacje nieprzywiedlne su(n), so(n) sa z regulty oznaczane liczbami odpowiadajacymi
ich wymiarowi. Dla reprezentacji sprzezonej dopisujemy kreske. Tak wiec reprezentacja funda-
mentalna su(n) jest oznaczana przez n a antyfundamentalna przez 7.

20.3 Zachowane ladunki

Kazda czastka pozostawiona samej sobie w koricu rozpadnie sie na fotony, neutrina, elektrony,
protony i ich antyczastki.
Nastepujace wielkosci nie zaleza od kanaléw rozpadu: tadunek elektryczny

Q = #p + #e — #p — #e,
i tadunek barionowy
B = #p — #D.

Sa to liczby, ktore sa zawsze zachowane.

20.4 Izospin

Proton i neutron majg podobne masy i wtasnosci nie zwiazane z oddzialywaniem elektromagne-
tycznym. Podobnie mezony 7+, 70, 7~.
Heisenberg zaproponowal, ze hamiltonian ma rozklad

H= Hstrong + Hema

gdzie Hgirong to hamiltonian oddziatywari silnych niezmienniczy wzgledem grupy SU(2), w od-
roznieniu od hamiltonianu elektromagnetycznego Hen. Oznaczmy przez Iy, Is, I3 generatory
su(2), zwane izospinem. Oddzialywanie elektromagnetyczne komutuje jedynie z I3.

Proton p i neutron n bylyby wektorami wlasnymi I3 nalezacymi do reprezentacji fundamen-
talnej SU(2). Przyjmujemy, ze proton i neutron naleza do reprezentacji o izospinie %:

1 1
Isp=gp, Isn=—3n.
Podobnie, mezony 7 naleza do reprezentacji o izospinie 1:
Iynt =7xT, Iy = 0, Ism~ = —7m .

Czastki nalezace do tego samego multipletu izospinowego maja podobne masy i inne wlasnosci,
z wyjatkiem tadunku elektrycznego.
Dla powyzszych czastek mamy zwiazek
1
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20.5 Dziwnosé

Zauwazono, ze oddzialywania miedzy czgstkami mozna podzieli¢ na silne, ktére nastepuja bardzo
szybko, stabe, ktére sa znacznie wolniejsze i elektromagnetyczne. Izospin zachowywany jest w
oddziatywaniach silnych, ale nie stabych, np:

7T+—>,LL++VM, u+—>e++ue+ﬁu.

Zauwazono, ze istnieje jeszcze jedna liczba, ktora jest zachowana w reakcjach silnych, a w
reakcjach stabych zmienia sie o +1. Nazwano ja dziwnoscig i oznaczono przez S. Przyjeto, ze
“standardowe czastki” takie jak p,n,w, e maja dziwnosé zero.

Okazalo sie, ze czastki oddziatujace silnie mozna pogrupowaé¢ w multiplety rozniace sie o
wartos¢ S i I3. W obrebie multipletéw mamy stosunkowo podobne masy, ten sam spin i te sama
liczbe barionowa. Okazalo sie, ze multiplety te maja symetryczna postaé, jesli za wspodlrzedne
wybierze sie I3 i hipertadunek

Y=DB+S.

Zmaleziono tez zwiazek zwany formutg Gell-Manna — Nishijimy
1
Q=1I3+ §Y-

Hadrony z zerowym !adunkiem barionowym nazywane sa mezonami. Na ponizszych diagra-
mach na osi pionowej odktadamy Y, na osi poziomej I3.

Najwazniejsze multiplety mezonow (B = 0):

Nonet pseudoskalarny sktada sie z oktetu

KO K+
T 7T0, n Tt
K- K°
i sigletu 7’
Nonet pseudowektorowy sktada sie z oktetu
K*O K*t
P~ P, w pt
K+ K*6
i singletu w.
Oto podstawowe multiplety barionéw (B = 1):
Oktet ze spinem %:
n p
¥ $0 A0 vt

[1]
[

[1]
()
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Dekuplet ze spinem 3:

A~ A AT AtT

r— E*O 2*—1—

(1]

20.6 Kwarki

Wprowadzmy 3 kwarki: u, d i s. Traktujemy je jako wektory wagowe dla fundamentalnej repre-
zentacji SU(3):
d U

s
Mamy tez antykwarki odpowiadajace reprezentacji antyfundamentalnej:

S
u d
Vo= (bt - 2s),

1
I3 = 5(#“ — #d),

B = S(ut#d+#s)
S = —#s,

Q = L(2#u—#d—#s)

Rozwazmy grupe SU(3)g opisujaca flavory u,d, s, grupe SU(2)spin Opisujaca spin i SU(3)col
odpowiedzialna za kolor. Kwarki mozna traktowaé jako elementy Cg ®C? ®(C§Ol, na ktorej dziata
grupa SU(3)q x SU(2)spin X SU(3)col

Przyjmujemy, ze stany fizyczne ze wzgledu na kolor sa “bezbarwne”; czyli sa postaci
U P,

gdzie ® odpowiada “kolorowym” stopniom swobody i jest singletem wzgledem SU(3).
W szczegbdlnoscei, mezony sa elementami

RCERC2RC, @C,eC ®C),
~ RCIC?eCd)

BCRCRC,8C,eC ®C.,

® ®2(CaoC ©C.y).
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Warunek bezbarwnosci daje

Ue—((1,1)+(2,2) +2,2)),

S

1
3
gdzie 1,2,3 odpowiada 3 kolorom i
VeCio?®CioC .

Dla reprezentacji SU(2)spin mamy 2 ® 2 = 3+ 1, co daje spin 0 i 1. Dla reprezentacji SU(3)q
mamy 3 ® 3 = 8 + 1. Zatem dostajemy oba nonety mezonéw.
Bariony sg elementami

3CFCTC3)).

Warunek bezbarwnosci daje

v ® (‘17273) + ’2737 1) + ‘37172> - ’17372) - ‘3727 1) - ’1737 2))7

1

V3!
¥ musi by¢ elementem ®3(C3 ® C?), ktéra ma wymiar % = 56. Ze wzgledu na dziatanie grupy
SU(3)a x SU(2)spin rozklada sie ta przestrzen na

Clle@C'eC®wC?

co odpowiada dekupletowi (reprezentacji ®3C?) o spinie 3 i oktetowi (reprezentacji dotaczonej)
0 spinie %
20.7 Model standardowy

Model standardowy oparty jest na grupie cechowania SU(3) x SU(2) x U(1).

Oznaczmy (samosprzezone) generatory su(2) przez 11,75, T5. Stanowia one generatory tzw.
stabego izospinu. Samosprzezony generator u(1) przez Y (staby hipertadunek, nie mylié¢ z hiper-
ladunkiem, ktory ma to samo oznaczenie). Ladunek elektryczny jest rowny

Q=T3+Y.

(Stosujemy konwencje z podrecznika Srednicki’ego. Czesto zastepuje sie Y przez 2Y, tak by byt
speliony wzor Q) = T3 + %, analogiczny do wzoru Gell-Manna — Nishijimy).

Poza bozonami cechowania — odpowiadajacymi algebrze Liego su(3) & su(2) & u(l) — w
lagranzjanie wystepuja natadowane czastki odpowiadajace réznym nieprzywiedlnym reprezenta-
cjom (multipletom) grupy SU(3) @ SU(2) @ U(1). Kazda z nich posiada antyczastki posiadajace
odwrotng chiralnosé i tadunki. Mozna je podzieli¢ nastepujaco:

(1) Multiplet (albo wiecej multipletéw) zespolonych skalarnych bozonéw (Higgsa) stuzacych do
ztamania symetrii cechowania SU(2) x U(1).

(2) Kilka multipletow weylowskich (chiralnych) fermionéw. Kazdy multiplet wystepuje w 3
generacjach. Multiplety fermionéw mozna podzieli¢ na dwie rodziny
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(i) Leptony, ktore nie uczestnicza w oddziatywaniach silnych, czyli sa singletami ze wzgledu
na SU(3).
(ii) Kwarki, ktore transformuja sie nietrywialnie wzgledem SU(3).

(Multiplet — nieprzywiedlna, na ogol wielowymiarowa reprezentacja grupy cechowania).

Istnieja dwie wersje modelu standardowego: pierwotna wersja, ktorg oznaczamy SM, nie
zawierala neutrin prawochiralnych. W nowszej wersji, oznaczanej przez vSM sa dodatkowo
neutrina prawochiralne.

Bedziemy stosowali nazewnictwo odnoszace sie do pierwszej generacji

20.8 Leptony

Leptony mozna podzieli¢ na elektrony i neutrina. Elektrony sa zaréwno lewo- i prawochiralne.
Maja te sama mase. 7 punktu widzenia oddzialtywarni e.m. i silnych mozna traktowaé je jako
fermiony dirakowskie, czyli para fermion lewochiralny i prawochiralny. Oznaczane sg przez e =
(er,er), Maja one @ = —1. Antyczastka dla elektronu nazywa sie pozytonem i jest oznaczana
przez e.

Neutrina majg @ = 0. Neutrina elektronowe, oznaczane v, lub v.1,, w SM sg lewochiralne i
maja mase zZerows,

W vSM wprowadza si¢ dodatkowe neutrino prawochiralne v, g, ktore transformujg si¢ try-
wialnie ze wzgledu na grupe cechowania. Przy zestawianiu multipletéw bierzemy pod uwage jego
antyczastke v, r.

(e, Ve1,) tworza dublet ze wzgledu na SU(2). Mamy

1
Tzer, = —56L; T3ver, = JvelL:
Stad

1
YeL = _§€L7 YV@L = —

er jest singletem dla SU(2). Dlatego tez

§V6,L'

Yer = —eR.

Przy zestawianiu multipletéw, wygodnie jest odwolywaé sie wytacznie do multipletow lewochi-
ralnych. Dlatego zamiast elektronu prawochiralnego bierzemy pod uwage pozyton lewochiralny.
Oto jego hipertadunek:

Yer = eg.

Reasumujac, mamy nastepujace multiplety lewochiralnych leptondw:

1
L - (€L7V6,L) (1727 5)7
E =eR 1,1,1),
N =TeRr 1,1,0
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20.9 Skalar Higgsa

Aby zbudowa¢ niezmiennicze cztony masowe w lagranzjanie potrzebujemy dodatkowego skalara,
¢, ktory jest singletem dla SU(3). Ma on reprezentacje

1

,)‘

1,2, —
(’,2

20.10 Kwarki
Mamy dwa kwarki, u i d. Oto ich tadunek elektryczny:

2 1

Sa one trypletami ze wzgledu na SU(3) — transformuja si¢ wzgl. reprezentacji fundamentalne;.
Na przyktad, proton i neutron sa zbudowane nastepujaco:

p=uud, n =udd.

Mamy tez antykwarki:
2 1-

Transformuja sie wzgl. reprezentacji antyfundamentalne;j.
Lewochiralne kwarki sa dubletem ze wzgl. na SU(2):

1 1
3urL, 2UL7 3UL 2 L

Stad
1 1
YUL = EUL, YdL = gdL

Prawochiralne kwarki sa sigletami dla SU(2). Dla nich
TguL = 0, ngL = 0.

Stad
Yup, = 2 Ydy, = —1d
u —u —dy,.
L= UL, L 3L

Reasumujac, mamy nastepujace multiplety lewochiralnych kwarkdw:

1
Q = (uLadL) (3a 25 6)7
— - 2
U:ﬂR (3717_5)7
[ — -1
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20.11 Lagranzjan modelu standardowego

Lagranzjan modelu standardowego jest sigletem ze wzgledu na grupe cechowania. Mozna wy-
rézni¢ w nim nastepujace cztony:

(1) Czton kinetyczny dla pol cechowania.

(2) Czlony kinetyczne dla fermionow.
(3) Czlon kinetyczny dla bozonéw skalarnych.
(4)

4) Potencjal dla bozonow skalarnych (“kapelusz meksykariski”?) — maksymalnie 4 stopnia,

zakladamy, ze jest niezmienniczy przy zamianie ¢ na —a@.
(5) Wyrazy masowe — wyrazy 2-liniowe w fermionach, ewentualnie razy bozon.

Niech 1,1’ transformuja sie zgodnie z reprezentacja fundamentalng SU(3). Wtedy niezmien-
nicze rzeczywiste dwuliniowe wyrazenia zbudowane z 1,1’ sa postaci

—a
(O
1 wyrazenia sprzezone.

Niech 1,4’ transformuja sie zgodnie z reprezentacja fundamentalna SU(2). Wtedy niezmien-
nicze dwuliniowe wyrazenia zbudowane z 1,1’ sa postaci

Yy
6”%7#;,
i wyrazenia sprzezone. Jesli mamy 1, ...,1¢, majace tadunki ¢i,...,q, ze wzgledu na U(1),

to 91 -+ -1y jest niezmiennicze jesli ¢; + --- 4 g, = 0. Dlatego tez mamy nastepujace mozliwe
wyrazy niekinetyczne w lagranzjanie v SM (w SM tylko pierwsze 3 sa mozliwe):

_ — 9
¢i¢l7 (¢Z¢z) )
€79 ELj, €76:D"Qja, $U" Qai,
#'LiN, NCN

i wyrazenia sprzezone. « przebiega indeks kolorowy, i, j przebiegaja indeksy 1, 2.

20.12 Teoria wielkiej unifikacji oparta na SU(5)

Mamy inkluzje
su(5) D su(3) @ su(2) ® u(l),

gdzie

Wl
Wl
Wl
(Sl
DN~
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Mamy

SU(B): 55 = (b®5)s® (b®5). =15 10,
SU@B): 33 = (3®3);®(3®3),=6®3,
SU@2): 202 = 282):;4(282),=3¢1.

Oznaczmy przez 5 fundamentalna reprezentacje SU (5). Rozklada sie ona nastepujaco:

5—)(3,1,—%)@(1,2,%).
Mamy
595 = ((31,-5)® (1,2,2) @ ((3,1,-2) & (1,2,3))
3 2 3 2
— (6,1,—§)@(3,2,%)@(1,3,1)
@(3,1,-%)@(3,2%)@(1,1,1).

Wszystkie multiplety SM wzgledem SU (3) x SU (2) x U (1) znajdziemy w nastepujacych dwoch
multipletach wzgledem SU(5):

= 2 1
(5®5>a:10 - (3717_§)@(372a6)@(17171)
_ _ 1 1
) 3,1, - 1,2, ——).
— ( ) 73)@( » = 2)

20.13 Pola w GUT

W GUT opartym na SU(5), bez prawoskretnego neutrina, poza bozonami cechowania parame-
tryzowanymi przez su(5), mamy nastepujace pola:

(1) Zespolone bozony skalarne

(1) Bozon ® w reprezentacji dotaczonej odpowiedzialny za tamanie SU(5) do SU(3) x
SU(2) x U(1). Sprzega sie tylko do bozonéw cechowania i H.

(2) Bozon H w reprezentacji fundamentalnej odpowiedzialny za tamanie SU(2) x U(1) do

U(1).
(3) Weylowskie fermiony

(1) Multiplet 1) w reprezentacji 5 (antyfundamentanej).
(2) Multiplet x w reprezentacji 10 (antysymetrycznej).

Mozliwe wyrazy niekinetyczne w lagranzjanie:
Trd?, Trd?, (Trd)?,
H-H, (H-H)? H-9%°H,
H'xig, €7 H X ik Xim-
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Jesli cheemy, zeby neutrina mialy mase, musimy dodaé¢ pole vg bedace singletem dla SU(5)
i wyraz A
FﬂﬂlﬁR.
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