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1 Podstawowe wtasno$ci grup

1.1 Definicja

Grupa to niepusty zbiér G wyposazony w
(1) dziatanie G x G 3 (g,h) — ¢ - h € G majace wlasnos¢ tqgcznosci
(gh)k = g(hk), g,h,ke€G.
(2) wyrdzniony element e € G, zwany elementem neutralnym, spelniajacy
eg=ge=g, ge€aqG.
(3) odwzorowanie G 3 g + g~ ! € G, zwane odwrotnoscia spetniajace
-1

g9 =g lg=e, g€QqG.

Czyli grupa jest czworka (G, -, e, ~!). Notacja powyzsza nosi nazwe multiplikatywne;.

Moéwimy, ze grupa jest nietrywialna, gdy jest rézna od grupy sktadajacej sie jedynie z elementu

neutralnego.
Element neutralny w notacji multiplikatywnej jest czesto oznaczany przez 1 lub 1.

Mozliwe jest tez sformutowanie stabszych aksjomatéw, w ktorych grupa jest zbiorem wypo-
sazonym jedynie w taczne dziatanie i dwa warunki zapewniajace istnienie elementu neutralnego

i odwrotnoéci.
Moéwimy, ze grupa jest przemienna lub abelowa, gdy

gh =hg, g,heGqG.
Dla grup abelowych stosujemy czesto notacje addytywng, w ktorej grupa to (G, +,0, —).



1.2 Podgrupy

Niech G bedzie grupa. Niepusty podzbior H C G nazywamy podgrupg gdy jest zamkniety ze
wzgledu na mnozenie i branie odwrotnodci. Zawiera wtedy element neutralny i ze wzgledu na
mnozenie i odwrotnos¢ dziedziczone z G jest grupa.

Méwimy, ze podgrupa jest nietrywialna, gdy jest rézna od grupy skltadajacej sie jedynie z
elementu neutralnego, jak réwniez od grupy G.

Jesli rodzina H, C G sklada sie z podgrup, to N, H, jest tez podgrupg. Dlatego, dla
dowolnego podzbioru X C G istnieje najmniejsza podgrupa zawierajaca X. Oznaczamy ja przez
Gr(X) i nazywamy podgrupg generowang przez X.

Grupe generowana przez jeden element nazywamy grupg cykliczng. Sa to grupy Z,, n € N i
7.

Liczbe elementoéw zbioru X oznaczamy przez #X. Liczbe elementéw grupy nazywamy rzedem
grupy.

Moéwimy, ze g € G ma rz¢d n € NU {oo}, gdy n = #Gr(g). Jesli rzad g jest rowny n € N,
to Gr(g) = {e,g,...,9" '} jest podgrupa w G izomorficzna z Z,,. Jesli rzad g jest réwny oo, to
Gr(g)={...,9 ', ¢,9,¢% ...} jest podgrupa izomorficzna z Z.

Jegli H jest podgrupa i g € G, to gHg™! := {ghg™' : h € H} jest tez podgrupa zwana
podgrupq sprzezong do H.

1.3 Homomorfizmy

Niech G, H beda grupami. Odwzorowanie ¢ : G — H jest homomorfizmem, gdy

#(9192) = ¢(91)0(92), 91,92 € G.

Stwierdzenie 1.1 Jesli ¢ jest homomorfizmem, to

dleq) =em, og~") =dlg)~".

Dowodd.
dlec)en = oleq)d(ec)pleq) ™
= d(eg)plec) ™t = ¢leq)pleq) ™ =en.
o(g7") = dlgTNd(9)e(9) " = dlg7 g)d(9)
= ¢leq)d(9) " = endlg) " =o(g) "
O

Bijektywny homomorfizm nazywamy izomorfizmem.
Jesli G = H, to homomorfizm nazywamy endomorfizmem a izomorfizm automorfizmem.
Automorfizmy grupy G tworza grupe oznaczana Aut(G).



1.4 Dzialanie

Niech X bedzie zbiorem. Przez S(X) oznaczamy zbior bijekcji na zbiorze X. Wtedy S(X) jest
grupa ze sktadaniem i elementem neutralnym réwnym id, gdzie id(z) = z, z € X.

Niech G bedzie grupa. Homomorfizm G — S(X) nazywamy dziataniem grupy G na zbiorze
X.

Innymi stowy, odwzorowanie
GxX>3(g,x)—»1(z)e X (1.1)

jest dziataniem, gdy
7g(Th(2)) = Tgn(z), g,h € G.

Stosujemy tez czesto notacje uproszczong:
GxX>3(g,z) —»greX.
W tej notacji wlasno$ci homomorficznosci i tacznosci naturalnie sie zapisuja:
g(hz) = (gh)x, ((gh)k)x = (g(hk))x, g¢g,h,k€G, € X.

Dlatego tez, zbyteczne jest pisanie nawiasow.
Jedlix € X, to
G :={geG : 14(x) =z}

Jest podgrupa w G zwana grupq izotropu elementu x. .
Niech 7: G x X — X, 7: G x X — X, beda dziataniami. Méwimy, ze bijekcja ¢ : X — X

jest izomorfizmem dziatan T i T, gdy
Tg(d(2)) = o (19(x)), g€G, zeX. (1.2)

W notacji uproszczonej (1.2) ma postaé

gb(z) = ¢p(g9z), g€ G, =€ X.

1.5 Orbity
Niech 7 : G — S(X) bedzie dziataniem. Definiujemy relacje

T~y & dgeary(T) =Y.

Stwierdzenie 1.2 ~. jest relacjg rownowaznosci.

Klasy abstrakcji tej relacji nazywamy orbitami dziatania 7. Klase abstrakcji dla elementu x € X
nazywamy orbitq elementu x i oznaczamy 7g(x). Zbior orbit czasem oznaczamy przez G\ X.
Jesli x,y nalezg do tej samej orbity, to grupy izotropii G* i GY sa do siebie sprzezone, to
znaczy istnieje g € G takie, ze G* = gGYg~ L.
Moéwimy, ze dzialanie 7 jest tranzytywne, gdy posiada doktadnie jedna orbite. Méwimy tez
wtedy, ze X jest przestrzenig jednorodng dla grupy G.



1.6 Warstwy
Niech H bedzie podgrupa grupy G. Wtedy H dziata na G przez lewe mnozenie

M(g) :==hg, g€ G, he H.
Orbity tego dziatania maja postaé
Hg:={hg : he H}, g€ @G,

i sa nazywane lewymi warstwami podgrupy H. Zbior lewych warstw jest oznaczany przez H\G.
H dziata na G réwniez przez prawe mnozenie

ph(g) = gh_17 g€G, he H.
Orbity tego dziatania maja postaé
gH :={gh : he H}, g€ G,

i sa nazywane prawymi warstwami podgrupy H. Zbiér prawych warstw jest oznaczany przez
G/H.

G 39+ g! € G jest izomorfizmem dla tych dziatar.

Lewe i prawe mnozenie jest bijekcja, tak samo odwrotno$é. Dlatego tez wszystkie lewe
(jak rowniez prawe) warstwy maja te sama liczbe elementéw réwna rzedowi H. Jako wniosek
dostajemy

Twierdzenie 1.3 (Lagrange) Jesli G jest grupg skoniczong i H jej podgrupq, to
#G = (#H)(#G/H).

Dowéd. Wybieramy w kazdej warstwie po jednym elemencie. Innymi stowy, ustalamy odwzoro-
wanie 0 : G/H — G o wlasnosci (W) € W, W € G/H. Sprawdzamy, ze G/H x H> (W,h) —
O(W)h € G jest bijekcja. O.

Liczbe #G/H nazywamy indeksem podgrupy H.
W szczego6lnosci, G dziata na sobie samej. Jest to dziatanie tranzytywne. Kazdemu elemen-
towi g € G odpowiada inna bijekcja na GG. Dlatego tez dostajemy

Twierdzenie 1.4 (Cayley) Kazda grupa jest izomorficzna z podgrupg w S(G).

1.7 Klasy sprzezonosci

Niech g € G. Ktadziemy
Ad(g)(h) :=ghg™, heq.

Wtedy Ad(g) jest automorfizmem grupy G nazywanym automorfizmem wewnetrznym lub auto-
morfizmem dotgczonym zadanym przez g.

G 3 g~ Ad(g) € Aut(G)
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jest homomorfizmem. Jego obraz oznaczamy przez Inn(G).

Grupa G dziala na sobie samej przez automorfizmy wewnetrzne. Orbity wzgledem tego
dziatania nazywaja sie klasamsi sprzezonosci.

Niech Sub(G) oznacza zbiér podgrup grupy G. Jesli H € Sub(G), to gHg™! tez jest pod-
grupa. Sub(G) > H +— gHg™! € Sub(G) jest dziataniem grupy G na Sub(G). Méwimy, ze dwie
podgrupy sa sprzezone, jesli nalezg do tej samej orbity.

1.8 Klasyfikacja dziatan grupy
Nastepujacy wzor definiuje dziatanie grupy G na G/H:
g(kH) := (gk)H, g,k €G.

Dziatanie to jest tranzytywne. Grupa izotropii elementu jednostkowego jest H. Ponizsze twier-
dzenie moéwi, ze kazde dziatanie tranzytywne jest izomorficzne z takim dziataniem.

Twierdzenie 1.5 (Podstawowe twierdzenie o przestrzeniach jednorodnych) Niech 7 :
G x X — X bedzie dziataniem tranzytywnym i x € X. Wtedy wzor

P(9G") = 14()

definiuje izomorfizm dziatania G na przestrzeni warstw G/G* i 1. Jesli X jest zbiorem skoriczo-

nym, to #G = #X #G*.
Dowo6d. Dobra okreslonosé. Niech g, k € G.

gG* =kG® = kK 1gG*=G"
= klgeG* = z=r14-1,(2)

= 1 imr) =1 = m(z) =T74(2).
Injektywnos$é Rozumowanie w strone przeciwna do poprzedniej: pokazuje, ze
Th(2) = 14(2) = 9G* = kG”.

Surjektywnos$é wynika z tranzytywnosci.
Izomorficznosé dzialan:

P(ghG") = Tgi(x) = 79(TR)) = Tg(H(KG").

Liczba elementow: X jest bijektywny zbiorowi G /G, mozemy wiec zastosowaé¢ Twierdze-
nie Lagrange’a. O

Twierdzenie 1.6 Niech H i K bedq podgrupami. Wtedy dziatania G na G/H i G/K sq izo-
morficzne wtedy i tylko wtedy gdy H jest sprzezona do K.
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Dowéd. <« Niech K = mHm™!. Definiujemy
¢(gH) = gm™' K = gHm™"

Trywialnie sprawdzamy, ze ¢ jest dobrze okreslone, bijektywne i splata dziatania.
= Niech ¢ : G/H — G/K bedzie izomorfizmem. Wtedy istnieje m € G takie, ze ¢(H) =
m~'K.DlaheH
hm 'K = h¢(H) = ¢(hH) = ¢(H) = m ' K.

Czyli mhm 'K = K. Zatem, mHm~! C K. Odwracajac role dostajemy mHm ! = K O

Zalozmy teraz, ze grupa G dziata na zbiorze X (niekoniecznie tranzytywnie). Przez G\X
bedziemy oznaczaé zbiér orbit tego dziatania. Niech X9 oznacza zbiér punktéw statych g € G.

Twierdzenie 1.7 Niech
X=X1U---UXy

bedzie rozbiciem X na orbity. Z kazdej orbity wybieramy reprezentanta x; € X;, 1 = 1,...,k.

Wtedy

S #a(1- o) = L #X (13)
=1

g#e

Dowéd. Niech
P:={(g,x) € (G\{e}) x X : gz =z}

Obliczymy liczbe elementéw P dwoma sposobami.
Mamy

k
P=J (@ \{e}) x{z} = | (6" \{e}) x {«}.
zeX j=lzeX;

Dla x € X; mamy #X; = % Zatem #P jest rowne lewej stronie (1.3).
7 drugiej strony,

P=|J{g} x x¥.
g#e

Zatem #P jest rowne prawej stronie (1.3). O

Ponizszy podobny wzor bywa przypisywany Burnside owi.

Twierdzenie 1.8 Niech
G=G1U---UG;
bedzie rozktadem grupy na klasy sprzezonosci. Z kazdej klasy sprzezonosci wybieramy reprezen-

tanta g; € G;, i =1,...,1. Wtedy

!
(#G)(H#C\X) = > (#G;)(#X%). (1.4)
7j=1
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Dowoéd. Niech
Z:={(g,x) e GXx X : gr=ux}.

Obliczymy liczbe elementéw Z dwoma sposobami.
Mamy

k
z=\Jc x{z}=J | 6" x{z}.
zeX j=lzeX;

Dla z € X; mamy (#G*)(#X;) = #G. Zatem #Z jest rowne lewej stronie (1.4).
7 drugiej strony,

Z = J{g} x x¥.

geG

Zauwazmy, ze X hgh™' —  x9 , dlatego #X9 jest stale na klasach sprzezonosci. Stad #Z jest
réwne prawej stronie (1.4). O

1.9 Iloczyn prosty
Niech K, H beda grupami. Wtedy K x H jest grupa z iloczynem

(k1, h1)(k2, ho) := (k1ka, h1hs).

K x H z takim iloczynem nazywamy iloczynem (zewnetrznym) grupy K i H. Zauwazmy, ze
K x {em}, {ex} x H sa podgrupami, ktore komutuja, ich przeciecie to {(ex,em)} 1 generuja
razem K x H.

Latwo sprawdzamy, ze dla n € N przestrzen klas Z/nZ jest grupa abelowa. Jej elementy sa
postaci [0],...,[n —1].

Stwierdzenie 1.9 Jesli n,m sq liczbami wzglednie pierwszymi, to
L X L, > ([1], [7]) = [in + jm] € Zpm,
jest izomorfizmem.

Dowéd. Najpierw sprawdzamy, ze dla dowolnych m,n € N powyzsze odwzorowanie jest dobrze
okreslone i jest homomorfizmem. Aby dowiesé, ze jest on surjektywny korzystamy z faktu, ze
dla wzglednie pierwszych m,n istnieja i, j € Z takie, ze in + jm = 1. O

Mozna pokazac, ze kazda skoriczona grupa abelowa jest iloczynem grup postaci Z,, gdzie p
sa liczbami pierwszymi.

1.10 Podgrupy normalne
Niech N bedzie podgrupa w G. Moéwimy, ze N jest podgrupg normalng, gdy

geG, neN = gng 'eN.
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Réwnowazny warunek:
gN =Ng, geG

Czyli nie ma wtedy potrzeby rozrozniaé lewych i prawych warstw.

Grupe ktora nie posiada nietrywialnych podgrup normalnych nazywamy grupg prostg. Przy-
ktadami grup prostych sa Z, dla pierwszych p i A, dlan > 5.

Wszystkie grupy proste skoriczone zostaty sklasyfikowane. Dowo6d prostoty As jako pierwszy
podal Galois w 1831 r. Pelna lista jest znana od 1981 r., kiedy skonstruowano Grupe Monstrum.
Dowd6d kompletnosci tej klasyfikacji ogtoszono w 1983 r. Za date, kiedy powszechnie zgodzono
sie z tym, ze dowdd ten zostal ukoniczony uznaje sie 2004.

Jesli ¢ : G — H jest homomorfizmem, to ¢(G) jest podgrupa w H i

Kerp ={g e G : ¢(g9) =en}

jest podgrupg normalna.
Wzér
(91N)(92N) == g1g2N

definiuje w G/N strukture grupy. Odwzorowanie
G>g~—gNeG/N

jest homomorfizmem, ktérego jadrem jest N.
Jesli ¢ : G — H jest surjektywnym homomorfizmem, ktorego jadrem jest tez IV, to

Y(gN) == é(9)

definiuje izomorfizm ¢ : G/N — H.
Sytuacje, gdy ¢ : G — H jest surjektywnym homomorfizmem, dla ktérego N jest jadrem,
czesto zapisujemy w skrocie
1-N—-G—H—1. (1.5)

Mowimy wtedy, ze G jest rozszerzeniem N przez H, albo ze mamy krotki ciqg doktadny (1.5).

1.11 TIloczyn polprosty

Niech H, N beda grupami i homomorfizm H > h — «a;, € Aut(N). Definiujemy (zewnetrzny)
tloczyn potprosty N Xo H jako N x H wyposazone w dzialanie

(n1, h1)(n2, he) == (nian, (n2), hiha),
element neutralny (ey, eg), i odwrotnosé
(1) = (aper(n ), L),

Zauwazmy, ze N X ep jest podgrupa normalna, za$ ey X H jest podgrupa, ich przeciecie jest
rowne {(en,em)} oraz Gr(NUH) = N x, H.
Odwzorowanie
N xoH> (n,h)—heH
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jest surjektywnym homomorfizmem, ktoérego jadrem jest INV.
Zalozmy, ze mamy krotki ciagg doktadny

1-N—-G—H—1. (1.6)

Zachodzi pytanie, kiedy G jest izomorficzne iloczynowi poétprostemu N i H? Ma to miejsce
wtedy, gdy istnieje homomorfizm injektywny ¢ : H — G taki, ze ¢ o) =id, ¥ (H) i N generuja
GiyY(H)NN =eg. Mowimy wtedy, ze ciag sie rozszczepia. Nie zawsze to ma miejsce: WezZmy

0—Zy — 72y — Zg — 0.

2 Przyklady grup

2.1 Permutacje

Jesli X jest zbiorem skoniczonym, bijekcje na X czesto nazywamy permutacjg. Pamietamy, ze
przez S(X) oznaczamy grupe bijekcji na X. Piszemy S, := S({1,2,...,n}). Oczywiscie, jesli X
ma n elementow, to S(X) jest izomorficzne z S,,.

Permutacje m € S, nazywamy cyklem k-elementowym, gdy istniejg parami roézne x1, ..., T, €
{1,...,n} takie, ze

TL; = Ti+1, 1= 1,...,]€,
(rozumiejac, ze k + 1 = 1). Cykl oznaczamy przez (z1,...,zr). Dwa cykle (x1,...,zx) i
(y1, ..., Ym) nazywamy roztgcznymi jesli zbiory {z1,...,zx}, {y1,...,ym} sa roztaczne.

Kazda permutacje mozemy przedstawié¢ jako iloczyn cykli roztacznych. Rozklad ten jest
jednoznaczny (z doktadnoscia do kolejnosci). W szczegdlnosei, wyznacza on ciag A, g, ...
liczb z {0,1,...} takich, ze >, jA; = n i w rozkladzie na cykle rozlaczne wystepuje A; cykli
j-elementowych.

Wielomian Vandermonda stopnia n definiujemy jako

V(zl,...,zp) = H(ml —xj).

1<j
Latwo sprawdzié, ze dla w € .S,
V(1. szn) = EV(Tr1), -5 Ta(n))-

Definiujemy v )
T1y...,Tp

V(Zra),- - Tr(n))

sgnm =

sgn : S, — {1,—1}. jest homomorfizmem. Jadro tego homomorfizmu nazywamy grupg
alternujgcg i oznaczamy przez A,.
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2.2 Tloczyn pélprosty z grupa Z,

Niech K bedzie grupa abelowa z zapisem addytywnym. Odwzorowanie K > k — (k) := -k € K
jest automorfizmem grupy K.
Dla grup Zy jest to automorfizm identycznodciowy. Jedli nie wszystkie elementy grupy K
sg rzedu 2 lub 1, to jest to automorfizm nietrywialny. Mozemy zdefiniowaé¢ grupe K xg Zo. W
szczegbdlnosci, grupa
Dy, := 7y, xg Zo

nosi nazwe grupy dwusciennej (dihedralnej). Jest ona nieabelowa dla n > 3.

2.3 Grupa permutacji 3 elementéw

Mamy izomorfizm A3 ~ Zs:
Az = {id, (123), (132)}.

Mamy tez izomorfizm S3 ~ D3 = Z3 X g Zs

S3 posiada nastepujace nietrywialne podgrupy: jedna podgrupe (normalna) Zs i 3 sprzezone
do siebie podgrupy Zo. Mamy zatem 4 nieizomorficzne tranzytywne dziatania Ss: na zbiorze 6-,
3-, 2- i 1l-elementowym
2.4 Grupa permutacji 4 elementéow

Elementy grupy Zs X Zo mozna oznaczy¢ jako {e, a,b,ab}. Automorfizmy tej grupy polegaja na
permutacjach {a,b,ab}. Czyli
Aut(ZQ X Zz) ~ Sg.

Grupe Zy x Zs mozna wlozy¢ w Ay C Sy
{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.
Jest ona normalna w A4 i w S4. Mamy izomorfizmy

(ZQ X Zg) A A3 ~ A4,
(ZQ X Zg) X Sg ~ 54.

W szczegolnosci, A4 nie jest prosta. To, ze As jest prosta pokazal Galois.

2.5 Grupa obrotow SO(3)

Przez SO(3) bedziemy oznaczaé¢ grupe obrotéw (wtasciwych) przestrzeni R3.

Lemat 2.1 Dia kazdego A € SO(3)\{1} istnieje doktadnie jedna prosta przechodzaca przez 0 i
6 € [0,2n] takie, ze A jest obrotem wokét A o kqt 0. A jest skoticzonego rzedu, gdy 6 = =2,
j=1,...,n—1.

Prostg opisang w powyzszym lemacie nazywamy osig obrotu A. Jesli wybierzemy zwrot tej
prostej, bedziemy moéwili o osi skierowaney.
Nastepnie opiszemy wszystkie skoriczone podgrupy grupy obrotéw.
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Lemat 2.2 Niech G bedzie skoriczong podgrupg SO(3). Niech o bedzie osig pewnego obrotu z G.
Wtedy obroty wokdt osi o nalezgce do G stanowiq grupe tzomorficzng z Ly,

Os taka jak w powyzszym lemacie nazywamy o0sig¢ n-krotng.

Przez O(3) bedziemy oznaczaé grupe obrotéw niewltasciwych przestrzeni R3. Mamy O(3) =
SO(3) x Zsg, gdzie generatorem Zsg jest symetria srodkowa.

2.6 Grupa obrotéow wlasciwych wielokata foremnego C, ~ 7Z,

1 0 0
0 cos?™ sin2 | j=0,...,n—1 (2.7)
0 —sin% cosz%

2.7 Grupa dihedralna D,, ~ Z, X Zs
Do (2.7) dotaczamy

-1 0 ' 0 '
0 —cos® sin?l |, j=0,...,n—1 (2.8)
0 sin%j cos%j

2.8 Grupa czworo$cianu T ~ A,

Grupa symetrii czworoscianu. Permutuje

(1) 4 wierzchotki,

(2) 4 4ciany,

(3) 6 krawedzi.

Ma

(1) 4 osie 3-krotne, miedzy wierzcholkiem a przeciwlegta $ciana,

(2) 3 osie 2-krotne, miedzy $rodkami przeciwlegltych krawedzi.

2.9 Grupa szeScianu/osmioscianu O ~ Sy

Grupa symetrii szeScianu. Permutuje
(1) 8 wierzchotkow /Scian,
(2) 6 $cian/wierzchotkow,
(3) 12 krawedzi.

Ma
(1) 4 osie 3-krotne, miedzy przeciwleglymi wierzchotkami/$cianami,
(2) 3 osie 4-krotne, miedzy $rodkami przeciwleglych $cian/wierzchotkow,
(3) 6 osi 2-krotnych, miedzy srodkami przeciwlegltych krawedzi.
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2.10 Grupa dwudziesto$cianu/dwunastoscianu) [ ~ As

Grupa symetrii dwudziestoscianu. Permutuje
(1) 10 wierzchotkow /$cian,

(2) 20 $cian/wierzchotkow,

(3) 30 krawedzi.

Ma
1)
(2) 10 osi 3-krotnych, miedzy $rodkami przeciwlegltych $cian/wierzchotkow,
(3)

6 osi 5-krotnych, miedzy przeciwlegtymi wierzchotkami/$cianami,

15 osie 2-krotne, miedzy Srodkami przeciwlegtych krawedzi.

2.11 Skoiticzone podgrupy grupy obrotéow

Twierdzenie 2.3 Lista powyzsza zawiera wszystkie skoriczone podgrupy obrotow.

Dowéd. Niech G bedzie skoriczona podgrupa grupy obrotéw. Niech X bedzie zbiorem osi
skierowanych elementéow z G, czyli

X ={aeS?: ga=adlapewnego g € G}

GxX>3(g,0) »gaeX

jest dziataniem grupy G na X. Dzialanie zachowuje krotnosé. Niech X1, ..., X} bedzie rozbiciem
X na orbity. Niech n; bedzie krotnoscig elementéw orbity X;. Zaktadamy, ze n; < --- < ny.

Zachodzi wzor
Zk 1 1

j=1
Jest to przyktad zastosowania Tw. 1.7. Dla wygody czytelnika przytaczamy niezalezny dowdd.
Rozwazmy

P:={(g9,0) € (G\{1}) x X : ga=a}.
Dla kazdego g € G\{1} mamy dwa przeciecia osi obrotu i sfery. Dlatego
#P =2(#G —1). (2.10)

Dla kazdego o € X jest nj — 1 obrotow g € G\{1} takich, Ze goo = . Dlatego

k
#P = #Xi(n; —1). (2.11)

i=1
Ale grupa izotropii a € X; jest izomorficzna z Z,,,. Dlatego

ux, = ¢ (2.12)

ng
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(2.10), (2.11) i (2.12) daja razem (2.9).
Rozwiazujemy wiec rownanie (2.9).
#G > 2 implikuje 2 (1 #G) € [1,2].
n; > 2 implikuje 1 — n—i € [3,1[. Dla k = 1 lewa strona (2.9) < 1. Dla k > 4 lewa strona (2.9)
> 1. Dlatego k = 2, 3.
Rozwazmy k = 2. Mozemy przepisaé (2.9) jako
1 1 2
—t — = —. 2.13
ny + ny  #G ( )
Wiemy, ze n; < #G. Wiec jedyne rozwiazania (2.13) to ny = ng = #G € N
Rozwazmy k = 3. Mozemy przepisa¢ (2.9) jako
1 1 1 2
—t — 4+ — =14+ — 2.14
n1 * N2 - n3 * #G' (2.14)
Jesli ny > 3, to lewa strona (2.14) < 1, co jest niemozliwe. Wiec ny = 2.
Jesli ng > 4, to znéow lewa strona (2.14) < 1, co jest niemozliwe. Wiec ny = 2 lub ng = 3.
Jesli ng = 2, to
#G

5
Jesli ng = 3, to dla ng > 6 lewa strona (2.14) < 1. Dlatego ng = 3, ng = 4 lub n3 = 5.
Nastepnie identyfikujemy powstate mozliwosci z poszczegblnymi grupami

ny=ng =2, ng=

° nlzngzn:#G.

#G_#G

Mamy = = 1. Zatem mamy tylko jedna os. Jest ona n-krotna. Zatem G = C,,.

e ny=ng =2, n3=n, #G = 2n.

Mamy = #G ﬂ =n, 29 = 2. Zatem mamy tylko jedng o§ n-krotna. Zatem G zawiera

Ch. OSle 2 krotne musza by¢ prostopadte do niej. Jedyna mozliwosé to D,,.

e ny =2 nyg =3, n3 =3, #G = 12 Mamy —6, ﬁfzél, e = 4. Wybierzmy o$
3-krotna. Musi ona przecinaé sfere w dwdch roznych orbitach. Pozostale punkty 3-krotne
tworza dwa trojkaty réwnoboczne w plaszczyznach prostopadtych do tej osi.

e ny =2 no=3,n3=4, #G = 24.

Mamy % = 12, %G = 8§, %G = 6. Wybierzmy o§ 4-krotna. Przecina ona sfere w
dwoch elementach orbity X3. Pozostale punkty 4-krotne tworza kwadrat w plaszczyznie
prostopadlej do tej osi.

® n1:2 n2:3 n3:5 #GZGO

Mamy - = 30, #G = 20, #G = 12. Wybierzmy o$ 5-krotna. Przecina ona sfere w dwoch
elementach orbity X 3. Pozostale punkty 5-krotne tworza dwa pieciokaty foremne w dwdch
plaszczyznach prostopadlych do tej osi.
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3 Grupy macierzowe

3.1 Ciala

Moéwimy, ze (K,+,-, 1,0} jest ciatem, gdy (K,+,0,—} i (K*,-,1,71) sa grupami abelowymi
speliajacymi
x(y+2) =2y + z2,

gdzie K* := K\{0}.

Definiujemy homomorfizmy, izomorfizmy, etc. cial w oczywisty sposob.

Najwazniejszymi ciatami dla nas sg R i C. R ma jedynie automorfizm trywialny. C ma jeden
nietrywialny automorfizm: sprzezenie zespolone C 3 z +— z € C.

3.2 Przestrzenie wektorowe

Moéwimy, ze (V,+,0, —) jest przestrzeniq wektorowq nad ciatem K, gdy jest to grupa abelowa
wyposazona w dzialanie K x V 5 (z,v) — zv € V takie, ze

(z+yv=zv+yv, (zy)v=2x(yv), z,y K, ve,

r(u+v)=zu+zv, z€K, uve.
Przyktadem przestrzeni nad K sa K"™. Przestrzenie wektorowe izomorficzne z K" nazywamy
przestrzeniami wymiary n
3.3 Odwzorowania liniowe

Homomorfizmy przestrzeni wektorowych nazywamy odwzorowaniami liniowymi.

Jesli V, W sa przestrzeniami, to L(V, W) bedzie oznaczalo zbioér odwzorowari liniowych z V
do W. Bedziemy pisa¢ L(V) := L(V, V).

L(K"™,K™) bedziemy utozsami¢ z macierzami o n wierszach i m kolumnach. Dla A €
L(K", K™) przez A*, A i A% bedziemy oznacza¢ macierz hermitowsko sprzeiong, zespolenie
sprzezong i transponowang do A.

3.4 Ogoblna grupa liniowa

Niech A € L(K™). Wzor

det A := Z sgnm Ay r(1) - Ana(n) €K
TESH

definiuje wyznacznik spelniajacy
det AB = det Adet B.
GL(K"™) definiujemy jako

GL(K") := {A € L(K") : det A # 0}.
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Jest to grupa. Piszemy tez
GL(K") = GL(n,K).

Wyznacznik definiuje homomorfizm
det GL(K™) — K*.
Definiujemy
SL(K") = SL(n,K) := {A € GL(K") : det A=1}.

Mozna tez podejs¢ do grupy GL bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda przestrzeniami
wektorowymi nad ciatem K. Zbior bijekcji liniowych z V w W oznaczamy przez GI(V,W). W
szczegolnosci GL(V) := GL(V, V) jest grupa. Dla V = K" pokrywa si¢ to z poprzednia definicja.

3.5 Grupa ortogonalna w skoriczonym wymiarze

O(K"™) definiujemy jako
O(K") := {A € L(K") : A% A=1]}.

(Automatycznie elementy O(K") spetniaja AA# = 1). Jest to podgrupa w GL(K"). Piszemy
tez
O(R"™) = O(n).

Macierze ortogonalne zachowuja standardowy iloczyn skalarny w K”.
Latwo pokazaé, ze wyznacznik macierzy ortogonalnych moze mie¢ warto$é +1, Definiujemy

SO(K") := SL(K™) N O(K").
W przypadku zespolonym piszemy tez O(n,C) = O(C"), SO(n,C) = SO(C").

W przypadku rzeczywistym piszemy tez O(n) = O(R™), SO(n) = SO(R"). Grupa O(n) ma
dwie sktadowe spojne. Sktadowa spojna zawierajaca jednosé¢ pokrywa sie z SO(n).

3.6 Grupa pseudo-ortogonalna

Rozwazmy dalej przypadek rzeczywisty. Niech ¢,p € 0,1,.... Przez R?P bedziemy rozumieé
: -1 0
przestrzen RITP = R? @ RP z iloczynem zadanym przez tensor Iy, := [ 0 1 } . To znaczy,
q q+p
vl v = — va; + Z vV} (3.15)
=1 Jj=q+1

O(R?P) definiujemy jako zbiér macierzy spehiajacych
A#Iq,pA =Iyp.
(Automatycznie spelniaja one AqupA# =1, p). Jest to grupa. Piszemy tez

O(R?") = O(q,p).
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Macierze pseudoortogonalne zachowuja iloczyn pseudoskalarny w R%P.
Wyznacznik macierzy pseudo-ortogonalnych moze mieé¢ wartosé¢ +1, Definiujemy

SO(RYP) = SO(q,p) := {A € O(R?P) : det A = 1},

Grupe O(RYP) nazywamy grupa Lorentza. Ma ona cztery sktadowe spojne. Spojna sktadowa
jednosci jest nazywana ortoczasowa grupa Lorentza i jest oznaczana SOT(R'P) lub SOg(RP).

3.7 Abstrakcyjne podejscie do grup (pseudo-)ortogonalnych

Mozna tez podejs¢ bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi z forma
symetryczna, ktorg dla v,v’ € V oznaczamy v-v’. Zbior bijekcji liniowych z V w W spelniajacych

Av- Av =v -/

oznaczamy przez O(V,W). W szczegélnosci O(V) := O(V, V) jest grupa.

Dla V = R" kazda niezdegenerowana forme symetryczna mozna sprowadzi¢ do postaci (3.15),
i wtedy V nazywamy R?P. Wiec obie definicje sie w tym wypadku pokrywaja.

Dla ¥V = C" kazda niezdegenerowana forme mozna sprowadzi¢ do postaci (3.15) z ¢ = 0.

Dla przestrzenie nieskonczenie wymiarowych z reguty zakladamy, ze forma symetryczna jest
dodatnio okreslona i nazywamy ja iloczynem skalarnym. Zakladamy tez z reguty, ze przestrzenie
sa zupelne, czyli Ze sa rzeczywistyme przestrzeniame Hilberta.

3.8 Grupa unitarna w skoniczonym wymiarze

U(C™) definiujemy jako
U(C") = {A € L(C") : A*A=1).

(Automatycznie elementy U(C") spelniaja AA* = 1). Jest to podgrupa w GL(C"). Piszemy tez
U(C™")=U(n).

Macierze unitarne zachowuja standardowy iloczyn skalarny w C”.
Latwo pokazaé, ze wyznacznik macierzy unitarnych ma modutl 1. Definiujemy

SU(C™) := SL(C™) N U(C™).

3.9 Grupa pseudo-unitarna

Niech ¢,p € 0,1,.... Przez C?P bedziemy rozumie¢ przestrzeri C4t? = C? @ CP z iloczynem
-1
zadanym przez tensor I, := [ 0 (I)l ] To znaczy,
q q+p
Tl ==Y T+ Y T (3.16)
i=1 j=q+1
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U(C%P) definiujemy jako zbiér macierzy speiajacych
AlgpA =Igp.
(Automatycznie spelniaja one Al, ,A* = I,,,). Jest to grupa. Piszemy tez
U(C*") = U(g p)-

Macierze pseudo-unitarne zachowujg iloczyn pseudoskalarny w C%P.
Wyznacznik macierzy pseudo-unitarnych ma modut 1. Definiujemy

SU(C%P) = SU(q,p) := {A € U(C%P) : det A =1}.

3.10 Abstrakcyjne podejscie do grup (pseudo-)unitarnych

Mozna tez podej$¢ bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda zespolonymi przestrzeniami wek-
torowymi z wyrézniong forma hermiowska, ktorg dla v,v" € V oznaczamy v - v'. Zbior bijekeji
liniowych z V w W spelniajacych
Av- AV =750

oznaczamy przez U(V,W). W szczegolnosci U (V) := U(V, V) jest grupa.

Dla ¥V = C" kazda niezdegenerowana forme hermitowska mozna sprowadzi¢ do postaci (3.16),
i wtedy V nazywamy C?P. Wiec obie definicje sie w tym wypadku pokrywaja.

Dla przestrzenie nieskonczenie wymiarowych z reguty zakladamy, ze forma hermitowska jest
dodatnio okre§lona i nazywamy ja iloczynem skalarnym. Zakladamy tez z reguly, ze przestrzenie
sa zupelne, czyli ze sa (zespolonymi) przestreniami Hilberta

3.11 Grupa symplektyczna w skoniczonym wymiarze

0 1 ] Grupa Sp(K™) = Sp(n,K)

W przestrzeni K** = K"@K” wprowadzamy macierz J = { 1 0

jest zdefiniowana jako

Sp(K) :={A € L(K") : A*JA=J}

(Automatycznie elementy Sp(K™) spelniaja AJA# = J). Jest to podgrupa w GL(K"). Macierze
symplektyczne zachowuja standardowg forme symplektyczng w K",

n

w(v,v') = Z(viv;_,_n — Vignl) = v - JU. (3.17)
i=1

Mozemy tez zapisaé
n
w= Z Yi N\ Yn+i
i=1

gdzie y1,...,yon jest baza dualng do vy,...,ve,. Mamy w(Av, Av') = w(v,v’) dla v,v" € K"
Dlatego
WA Aw(Avy, ..., Avgp) =w A - Aw(vg, ..., v2p).

WA Aw(vr,...,va,) = det[v, ..., v

Dlatego Sp(K"™) jest podgrupa w SL(K™).
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3.12 Abstrakcyjne podejscie do grup symplektycznych

Mozna tez podejsé bardziej abstrakcyjnie. Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi z
forma symetryczna, ktorag np. dla v,v’ € V oznaczamy vwv’. Zbiér bijekcji liniowych z V w W
spetniajacych
Avw AV = vwr/
oznaczamy przez Sp(V,W). W szczegolnosci Sp(V) := Sp(V, V) jest grupa.
Kazda niezdegenerowana forme symetryczna mozna sprowadzi¢ do postaci (3.17). Wiec obie
definicje si¢ w tym wypadku pokrywaja.

3.13 Grupy afiniczne

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa. Odwzorowaniem afinicznym na V nazywamy odwzoro-
wanie postaci
Vov—w+Av eV

gdzie w € Vi A € L(V). Odwzorowania afiniczne dla ktorych A € GL(V) tworza grupe z
dziataniem

(w1, A1) (w2, A2) = (w1 + Ajws, A1 A3)

elementem neutralnym (0, 1) i odwrotnoécia (w, A)~! = (A~ 'w, A7!). Grupe te nazywamy
afinicznym rozszerzeniem grupy GL(V).
Grupa GL(V) dziala na elementy z V w oczywisty sposob. Czyli dostajemy homomorfizm

GL(V) 3 A A€ Aut(V),

gdzie z prawej V jest traktowana jako grupa z dodawaniem. Latwo widzimy, Ze grupa afiniczna
jest iloczynem potprostym V x GL(V).

Czesto w zastosowaniach spotykamy grupy w ktorych GL(V) jest zastapione jej podgrupa.
Na przyklad, grupa Poincarego jest afinicznym rozszerzeniem grupy Lorentza R x O(1, 3).

3.14 Grupy Liego

Mowimy, ze G jest grupg Liego, jesli jest to grupa bedaca rozmaitoscia (gtadka) i odwzorowania

GxG>3(g,h) — gheG
G>g — g¢gleqG

sa gtadkie.
Wszystkie rozwazane w tej sekcji grupy dla skoniczenie wymiarowych V nad cialem K = R
lub C sa grupami Liego.
Oto wymiary wybranyh grup Liego
(1) dim SL(R™) = dim SU(C") = n? — 1,
(2) dim SO(R") = ML),

. n 2n(2n+1
(3) dim Sp(R?" = (2 ),
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4 Koincydencje wéréd grup macierzowych

41 SL(2,K) =~ Sp(2,K)
Niech
0 1
e[ 001

Zauwazmy, ze dla A € L(K?) mamy

AJA* = (det A)J.

4.2 SU(2)/Zs ~ SO(3)

Utozsamiamy R® z macierzami hermitowskimi 2 x 2 o §ladzie 0:

R?’a(m,y,x)HX:{ : :U+1y]

r—iy —=z
Zauwazmy, ze
—det X = 22 4+ % + 22,

czyli wyznacznik zadaje standardowy iloczyn skalarny.
Dla A € SU(2) ktadziemy
paX = AXA*.

Wtedy
det p4 X = det X.

Zatem p4 zachowuje iloczyn skalarny.
SU(2) > A pa € SO(3).

jest surjektywnym homomorfizmem. Jego jadrem jest +1.

4.3 SL(2,R)/Zy ~ SOy(1,2), SL(2,C)/Zs ~ SO(3,C),

Utozsamiamy K? z macierzami 2 x 2 o $ladzie 0:

z T4y

3 _
K° > (z,y,2) —» X = Crty -z

Zauwazmy, ze
—det X = —2% + ¢ + 2%

Dla K = R wyznacznik zadaje iloczyn pseudoskalarny o sygnaturze (1,2). Dla K = C jest to
zwykly iloczyn skalarny.
Dla A € SL(2,K) kladziemy
paX = AXAL
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Wtedy
det pg X = det X.

Zatem p4 zachowuje iloczyn (pseudo-)skalarny.

SL(2,R) > A pa € SOy(1,2),
SL(2,C) > A pa € SO(3,0),

sg surjektywnymi homomorfizmami. Ich jadrem jest +1.

Utozsamiamy R* z macierzami 2 x 2 hermitowskimi

RSB(t,x,y,x)HX—[ btz :H—ly}.

r—iy t—=z

Zauwazmy, ze
—det X = —t2 + 2% + > + 22,

czyli wyznacznik zadaje iloczyn pseudo-skalarny.
Dla A € SL(2,C) kladziemy
paX = AXA*.

Wtedy
det p4 X = det X.

Zatem p 4 zachowuje iloczyn pseudo-skalarny.
SL(2,C) > A pa € SOy(1,3).

jest surjektywnym homomorfizmem. Jego jadrem jest +1.

4.5 (SL(2,R) x SL(2,R)) /Zs ~ SO4(2,2), (SL(2,C) x SL(2,C))/Zs ~ SO(4,C),
Utozsamiamy K* z macierzami 2 x 2:

K39(t,$ay,$)r—>X:[t+Z .fC+y:|

r—y t—=2

Zauwazmy, ze
—det X = —t% — 2% + ¢y + 22

Dla K = R wyznacznik zadaje iloczyn pseudoskalarny o sygnaturze (2,2). Dla K = C jest to
zwykly iloczyn skalarny.
Dla (A, B) € SL(2,K) kladziemy

papX =AXB™
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Wtedy
det p(A,B)X = det X.

Zatem p(4 )y zachowuje iloczyn (pseudo-)skalarny.

SL(Q,R) X SL(Q,R) > (A, B) = p4,B) € 500(2,2),
SL(2,C) x SL(2,R) 3 (A, B) — pa € SO(4,C),

sa surjektywnymi homomorfizmami. Ich jadrem jest +1.

4.6 (SU(2) x SU(2)) /Zy ~ SO(4)

0 1
-1 0
JXJ (czyli kwaternionami)w nastepujacy sposob:

Niech J := [

]. Utozsamiamy R?* z macierzami zespolonymi 2 x 2 spetiajacymi X =

R > (t,z,y,x) —» X = [

t+iz iz+4vy
ixr—y t—iz |’

Zauwazmy, ze

det X =2 + 22 + 4% + 22

Czyli zadaje standardowy iloczyn skalarny.
Dla (A, B) € SU(2) x SU(2) kladziemy

pa,pX == AXB™".

Wtedy
det p 4,3 X = det X.

Zatem p(a p) zachowuje iloczyn skalarny.
SU(2) X SU(Q) > (A,B) = pPA,B) € 30(4)

jest surjektywnym homomorfizmem. Jego jadrem jest 1.

5 Reprezentacje grup

5.1 Definicja

Niech G bedzie grupa a V przestrzenig liniows. Reprezentacjg grupy G na przestrzeni V nazy-
wamy homomorfizm 7 : G — GI(V). Bedziemy tez czesto pisaé, ze para (m,)) jest reprezentacja

grupy G.
Innymi stowy, G 5 g — 7(g) € L(V) jest reprezentacja, gdy

m(g192) = m(g1)7(92), 91,92 € G.

Jesli V jest przestrzenia Hilberta, to reprezentacjg unitarng grupy G na przestrzeni V nazy-
wamy homomorfizm 7 : G — U(V).

W szczegolnosci, G 5 g — 1y € L(V) jst reprezentacja. Nazywamy ja reprezentacjq try-
wialng.
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5.2 Suma prosta

Niech Vi, Vs, beda przestrzeniami liniowymi. Wtedy V; X Vo ma strukture przestrzeni wektorowej,
oznaczanej przez Vi @ Vo i nazywanej sumq prostq przestrzeni Vi i Va.
Jesli A; € L(V;), to A1 @ Ay € L(V1 @ Vs) jest zdefiniowany jako

(A1 @ Az)(v1,v2) == (Arvy, Agvo).
Niech (m;,V;) beda reprezentacjami na przestrzeniach V;. Wtedy

™ @ ma(g) == mi(g) © m2(g)
definiuje reprezentacje na przestrzeni Vi ® Vs zwang sumgq prostq reprezentacyi w1 i wo. Bedziemy
pisaé
mmr=md---Dbm.

m Tazy

5.3 Roéwnowazno$é
Niech (7, Vx), (p,V,) beda reprezentacjami G. Moéwimy, ze operator U splata 7 i p, jesli
Un(g) = p(9)U, g€G. (5.18)

Moéwimy, ze 7, p sa reprezentacjami réwnowaznymsi, gdy istnieje U € GI(Vy,V,) splatajacy 7 i
p. Piszemy wtedy 7 ~ p.

Jedli dodatkowo przestrzenie te sa przestrzeniami Hilberta, méwimy, ze w, p sa unitarnie
rownowazne, gdy istnieje U € U(Vx,V,) splatajacy 7 i p.

Twierdzenie 5.1 Niech Vy, V, bedq skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami Hilberta. Niech
(m,Vr), (p,V,) bedq reprezentacjami unitarnymi. Wtedy ich rownowaznosé jest rownowazna
unitarnej rownowaznosc.

Dowod. Niech A € GL(V,,V,) splata m i p. Wtedy A* € GL(V,,Vx) splata p i m. Zatem
A*A € GL(V;) splata 7 z soba. To samo jest prawda dla (A*A)~'/2. Zatem operator unitarny
(AA*)"1/2 A splata w2 p. O

5.4 Nieprzywiedlnosé

Niech (7,V) bedzie reprezentacja G. Mowimy, ze podprzestrzenn Vi C V jest niezmiennicza dla

(m,V), gdy jest niezmiennicza wzgledem m(g), g € G. Polézmy 71 := 7 . Wtedy (71, V1) jest
1

tez reprezentacja. Mowimy, ze (71, V) jest podreprezentacjg reprezentacji (m, V).

Twierdzenie 5.2 Jesli (m,V) jest unitarna i Vi jest niezmiennicza dla (mw,V), to Vi- jest tez
niezmiennicza dla (mw, V).

Mowimy, ze (m, V) jest nieprzywiedina, gdy nie istnieje nietrywialna podprzestrzen w V nie-

zmiennicza wzgledem .
Mowimy, ze (p, V) jest catkowicie rozktadalna, gdy p ~ &' | m;, gdzie 7; sa nieprzywiedlne.
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Twierdzenie 5.3 Niech (m,V) bedzie reprezentacjq unitarng w skonczenie wymiarowej prze-
strzeni. Wtedy (m,V) jest catkowicie rozktadalna.

Dowodd. Zalozmy, ze V jest przywiedlna. Wtedy posiada nietrywialng podprzestrzen niezmien-
nicza V1. Vo 1= Vll jest tez niezmiennicza. Kontynuujac dostaniemy rozktad. O

1t
0 1
niezmiennicza, ktora nie posiada dopelniajacej niezmienniczej. Dlatego jest to reprezentacja
przywiedlna, ale nie jest calkowicie rozktadalna. Nie jest natomiast unitarna dla jakiegokolwiek

Jesli wezmiemy reprezentacje R > ¢ — [ ] € L(C?), to C @ {0} jest przestrzenia

iloczynu skalarnego.
Unitarna rownowazno$¢é reprezentacji jest relacjg rownowaznosci. Przez G bedziemy oznaczali
zbior klas abstrakeji reprezentacji nieprzywiedlnych wzgledem tej relacji.

5.5 Reprezentacje jednowymiarowe

Rozwazmy reprezentacje w jednowymiarowej przestrzeni zespolonej. Takie reprezentacje maja
wartosci w grupie GL(C), ktora pokrywa si¢ z multiplikatywna grupa liczb zespolonych C*. W
C mamy z dokladnoscig do proporcjonalnosci tylko jeden iloczyn skalarny. Reprezentacja jest
unitarna (badz unitaryzowalna) gdy ma wartosci w U(C) = {z € C : |z| =1}.

Kazda reprezentacja jednowymiarowa jest nieprzywiedlna. Jesli G 2 g — x(g) € C* jest
jednowymiarowa reprezentacja za§ G 3 g — m(g) jest dowolna reprezentacja, to

jest tez reprezentacja. Jesli 7w jest nieprzywiedlne, to xm tez. W szczegdlnodci, reprezentacje
jednowymiarowe dowolnej grupy tworza grupe ze wzgledu na mnozenie.
Dla grupy Z,,dlam=0,...,n—1,

i2wrkm

Zp ke n €C*

jest reprezentacja. Jest ona zawsze unitarna. Ogodlniej, niech (m1,...,mp) € Zp, X -+ X Zp,,.
Wtedy

i2rkymq i2mrkpmp

Liny X -+ X Ly 3 (k1,... kp) e ™ ...e ™ €C

jest reprezentacjg unitarnag. Latwo sie przekonaé, ze wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje
grupy Zp, X -+ X Ly, sa tej postaci. Mozemy zapisa¢ symbolicznie

(Zipy X -+ X L))" =Zipy X =+ X L.
Dla grupy Z, dla dowolnego p € C
7.3 ks et e CX

jest reprezentacja. Jest ona unitarna wtedy i tylko wtedy gdy p jest rzeczywiste. W szczegdlnosci,
nie wszystkie reprezentacje Z sa unitaryzowalne.
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5.6 Reprezentacje permutacyjne

Niech grupa G dziala na zbiorze X. Niech &, bedzie baza kanoniczng w 12(X). Wtedy
W(g)dr = 0gz, g€ G, zeX,

lub réwnowaznie
m(g9)f(z) == f(g 'z), g€G, z€X,

definiuje reprezentacje unitarng na 1?(X).
Jedli X jest skoniczone, to reprezentacja ta jest przywiedlna, bo przestrzen rozpieta na wek-
torze ) J, jest niezmiennicza.

5.7 Podstawowe reprezentacje grupy permutacji

Rozwazmy powyzsza konstrukcje dla grupy S, dzialajacej na {1,...,n}. Zatem rozwazamy S,
dziatajaca na C”,
w0; 1= Ori-

Niech V, = {f€C" : fi+ -+ fn =0} = {(1,...,1)}*. Reprezentacja m obcicta do V bywa
nazywana reprezentacjq standardowq grupy S,

Twierdzenie 5.4 Reprezentacja standardowa jest nieprzywiedlna dla n > 2

Dowdd. Twierdzenie jest oczywiste dla grupy Ss, dla ktérej wymiar reprezentacji jest rowny 1.

Zatozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla m — 1. Baza przestrzeni V, jest e; = 01 —
Ony--vyn_1 = Opn_1 — Op. Rozwazmy grupe S,_1 C S,. Dziala one na baze e1,...,e 1
jak reprezentacja permutacyjna. Dlatego tez, z zalozenia indukcyjnego, jej jedyne nietrywialne
podprzestrzenie niezmiennicze sg rozpicte przez e; + -+ - +ep—1 = 01+ -+ -+ 9p—1 — (n —1)d, oraz
jej dopelienie ortogonalne. Latwo sie przekonaé, ze jakikolwiek element S,,\S,,—1 nie zachowuje
obu podprzestrzeni. O

Zauwazmy, ze dla grupy As, reprezentacja standardowe na V3 jest przywiedlna. Dla Ay,
reprezentacja standardowa jest nieprzywiedlna na V5. Dlatego tez, Twierdzenie 5.4 jest stuszne
jesli zastapimy S, przez A, in > 4 (z takim samym dowodem).

Zatem dla dowolnej grupy permutacji znamy juz 4 reprezentacje nieprzywiedlne.

(1) trywialna, (1-wymiarowa),

(2) sgn, (1-wymiarowa),

(3) standardowa, (d — 1-wymiarowa),

(4) sgnxstandardowa, (d — 1-wymiarowa).

Dla matych n niektore z nich si¢ pokrywaja: Dla Sa, (1)=(4), (2)=(3). Dla Ss, (3)=(4).
Poczawszy od Sy, wszystkie cztery reprezentacje sa rozne.
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5.8 Lematy Schura

Twierdzenie 5.5 (Pierwszy Lemat Schura) Niech (7,V) bedzie nieprzywieding unitarng re-
prezentacjqg G. Niech A € B(V) splata (w,V) z samq sobg. Wtedy A = cl dla pewnego c € C.

Dowo6d. Niech A bedzie niezerowym operatorem splatajacym (m,)) z soba. A* tez splata.
Jeden z operatorow A + A* i i(A — A*) jest niezerowy i oba splataja. Zatem mozna zalozy¢,
ze A jest samosprzezony. Jesli A nie jest rowny A1, to znaczy istniejg A1 # Ao w spektrum A.
Zatozmy dla uproszczenia, ze dimV < co. Wtedy Ker(A — A1) jest nietrywialna podprzestrzenia
niezmiennicza, co jest sprzecznoscig. O

Twierdzenie 5.6 (Drugi Lemat Schura) Niech (7,Vy), (p,V,) beda nieprzywiedlnymi uni-
tarnymi reprezentacjami G. Jesli istnieje A € B(V), A # 0 splatajgcy (7,Vy) z (p,V,), to
(7, Vr) jest unitarnie réwnowazna (p,V,).

Dowo6d. Niech A # 0. A*A # 0 splata (m, V) z soba. Dlatego A*A = \1, A; # 0. Podobnie,
AA* splata (p,V,) z soba. Dlatego AA* = Xol. Mamy A1 = A*AA*A = MA*A = Mo\ 1L
Zatem A\ = Ao =: A\. Wiec U := A3 A jest unitarny. O

5.9 Iloczyn tensorowy I

Najpierw wprawadzmy iloczyn tensorowy w “naiwny” sposob.

Oznaczmy baze kanoniczng C" przez e;, ¢ = 1,...,n, za$ baz¢ kanoniczng C™ przez f;, j =
1,...,m. Przestrzen C" ® C™ mozna zdefiniowa¢ jako C"™ z bazg e; ® fj, 1 = 1,...,n,j
1,...,m. Czyli elementy C" @ C™ sa postaci > /', tije; ® f;.

Jesli v =371 | vie;, w = >, w;fj, to kladziemy

n m
VRW = ZZviwjei ® fj-

i=1 j=1

Niech A bedzie operatorem na C" a B operatorem na C™. Przez A ® B rozumiemy operator
na C" @ C™, ktérego macierz jest rowna

(A® B)ijm = AiBji.

Jesli A1 B sa unitarne/hermitowskie, to A ® B tez.

5.10 Tloczyn tensorowy II

Wprowadzmy teraz iloczyn tensorowy w sposoéb niezalezny od bazy. Niech V, W beda przestrze-
niami. Dla uproszczenia, bedziemy zaktadaé, ze sa skoriczenie wymiarowe.
Niech Z bedzie przestrzenia skonczonych kombinacji liniowych wektorow (v, w), v € V, w €
W. W przestrzeni tej wyrdézniamy podprzestrzen Zy rozpieta na wektorach
()‘Ua w) - )‘(Ua ZU), (Ua )‘w) - A(”) w)a

(v1 + vo, w) — (v1,w) — (ve,w), (v,w1 +wa) — (v, wy) — (v, we).
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Definiujemy V@ W := Z /2. Jesli v € V, w € W, to definiujemy v ® w := (v, w) + Zp.
YV ® W jest przestrzenia wektorowa. ® jest dzialaniem spelniajacym warunki
M) @w=MWRw, v& (\)—Iw,
(V1 +v2)@UW-—QUW-—1r20w, V(W +w)-—vRwW —vws.
Wektory postaci v ® w nazywaja sie tensorami prostymi. Nie sa to wszystkie wektory w V ®@ W,

ale rozpinaja V @ W.
Pokazmy, ze powyzsza definicja jest rélnowazna definicji “naiwnej”.

Twierdzenie 5.7 Jesli e;, i = 1,...,n jest bazg w V, zas fj, j = 1,...,m bazg w W, to
e ®fj, t=1,...,n,5=1,...,m. jest bazg wV @ W.

Dowéd. Latwo sprawdzamy, ze e;® f; rozpinaja V®W. Trzeba pokazac ich liniowa niezaleznos¢.
Niech

> e f; =0. (5.19)
4,3

Niech e!,...,e" bedzie baza dualna do ey, ..., e,, tzn

(e’lej) = 3.

Podobnie, niech f1,..., f™ bedzie bazg dualna do fi,..., fm. Zdefiniujmy funkcjonat p¥ na Z
wzorem

(7 |(v,w)) = (') {f|w).

Sprawdzamy, ze p¥ = 0 na Zy. Zatem p¥ jest dobrze okreglony na V@ W = Z /2. Stosujac p¥
do (5.19) dostajemy t = 0. O

Twierdzenie 5.8 Jesli V i W sq przestrzentami Hilberta, to V ® W posiada jedyny iloczyn
skalarny taki, ze
(Ul X 'wl‘UQ & ’ll)Q) = (1)1‘?)2)(11]1‘11]2). (5.20)

Jeslie;, i =1,...,n jest bazq ortonormalng wV, zas f;, j =1,...,m bazq ortonormalng w WV,
toe; @ fj, i=1,...,n,5=1,...,m. jest bazqg ortonormalng wV @ W.

Dowo6d. Najpierw sprawdzamy, ze jesli iloczyn skalarny o wtasnosci (5.20) istnieje, to czesé
twierdzenia o bazach ortonormalnych musi by¢ prawdziwa. O

Twierdzenie 5.9 Niech A bedzie operatorem na V i B operatorem na W. Wtedy istnieje do-
ktadnie jeden operator A® B naV @ W taki, ze

(A® B)v®@w := (Av) ® (Bw).
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Dowo6d. Wystarczy zdefiniowaé A @ B w bazie:

(A & B)ez & fj = (Aez) & (Bf])

Niech (m,V), (p, W) beda reprezentacjami. Illoczynem tensorowym tych reprezentacji nazy-
wamy reprezentacje m ® p w przestrzeni V @ W

(@ p)(g) =7(9) ® p(g)-

Zauwazmy, ze mm jest rownowazne m @ Igm.
5.11 Reprezentacja grupy permutacji
Twierdzenie 5.10 Dia o € S, istnieje doktadnie jeden operator ©(c) € L(Q™V), dla ktdrego
O ® - QUp =Vy-1; R+ @ Vy—1p,.

Sp 30 0(0) € LV

jest reprezentacjg.
Dowé6d. Wystarczy wybraé¢ baze eq,..., e, w V i potozyé
6(0')61’1 ® e ® ein f— eio_711 ® P ® eio.fln

To definiuje jednoznacznie operator ©(o).
Pokazmy, ze O(7)O(0) = O(wo). Niech vy,...,v, € Vi w; = v,-1;. Wtedy

@(71’)@(0)1)1 K- QU = @(w)wl R wy

Wr-11 & -+ Q W1y

Vy—17-11 @+ @ Vg—1,-1p
= VU(no)-11 Q- ® U(ro)=ln-
Jesli V jest przestrzenia Hilberta, jest to reprezentacja unitarna.

Jest to reprezentacja przywiedlna. W szczegblnosci, mozna podaé rzuty ortogonalne na pod-
przestrzenie na ktérych reprezentacja jest trywialna i znakowa:

e = %Z O(0),

’ UESn

1
e, = ] Z sgnoO(o).

' o€ES,

Kladziemy ®7, V = @g/a " V.
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Zauwazmy, ze
2 1
e; = 5(]1—!— o(7)),
1
02 = 5 (1= 6(7)).
Zatem 1 = ©2 + ©2. Czyli kazdy 2-tensor mozna rozlozyé na czesé symetryczna i antysyme-

tryczna: @2V = @2V @ @2V.
Jesli t € @™V, to

t= Ztil,...,ineil & ® e,

Wtedy
@St - Zt(ll»yzn)ezl ® tet ® ein7
@at = Zt[ily---vin]eil R ® €i, s
gdzie
1
biroin) = T3 > tigirsion:
0ESRH
1
Uiyl = 7 Z senoti,. .
" oS,
Mamy
i ned - (@+n =Dt : ned n!
d1m®s(c == m, d1m®s(C = m

5.12 Charaktery

Zalézmy, ze m jest reprezentacjg na skoniczenie wymiarowej przestrzeni V. Charakterem repre-
zentacji m nazywamy funkcje na G réwng

Xr(9) == Trm(g).

Mamy dim V = x(e),

Xx(9) = xx(hgh™"), g,h€G;

Xrdp = Xr =t Xps
XTLTI' = nXﬂ';
Xn®@p = XnXps
X7 = Xm

1

X®2r = 9 (Xw(g)2 + X7r(92)) ;
1

Xezr = 5 (Xx(9)" = xx(9)) -
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6 Reprezentacje grup skonczonych

W tej sekcji wszystkie grupy sa skoiiczone.

6.1 Unitaryzowalnos¢

Twierdzenie 6.1 Niech G bedzie grupg skoriczong a (p,V,) jej reprezentacjq. Wtedy istnieje
iloczyn skalarny na 'V, taki, ze p jest reprezentacjq unitarng.

Dowéd. Wybierzmy dowolny iloczyn skalarny (-|-)g w V,. Wtedy
(v|w) : # Z g9)v|p(g)
geG
jest tez iloczynem skalarnym. Mamy
(p(h)v|p(h)w) #G > (plgh)vlp(gh)w)o = (v|w).
geG

Zatem p jest reprezentacja unitarng. O

Stad wniosek, ze kazda reprezentacja grupy skoriczonej w skoniczenie wymiarowej przestrzeni
jest catkowici rozktadalna.
6.2 Relacje ortogonalno$ci

Unitarna réwnowazno$¢ reprezentacji jest relacja rownowaznosci. Przez G bedziemy oznaczali
zbioér klas abstrakeji reprezentacji nieprzywiedlnych wzgledem tej relacji. W praktyce dla kaz-
dego elementu G wybierzemy reprezentanta (mw,V;). Wybierzemy réwniez baze ortonormalna
€rls---s€ndy, gdzie dr := dim V. Mozemy wtedy zapisa¢ m jako macierz

[Wij(g)]i,jzlywdﬂ , 9EG.

Czyli
TFij(g) = (671',2'|7r(g)e7r,j) .

Mamy tez charaktery nieprzywiedlne

W 2(G) bedziemy uzywaé iloczynu skalarnego

(f1) #GZf
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Twierdzenie 6.2 Niech w, 7’ € G’

1
(ﬂ-iﬂﬂ-llfm = ZT(U ﬂ-km = didﬂ,w/éikéjma (621)
gEG ™
(X Xr) = GZXW Xw(9) = O (6.22)
geG

Lemat 6.3 Niech w, 7’ bedg reprezentacjami. Niech H bedzie operatorem z Vo do Vy. Zdefi-
niuImY
-1
pORTRIEE)
#G geG
Witedy (H) splata 7' i w. W szczegdlnosci, jesli m, 7' sq nieprzywiedine, to (H) jest niezerowe
jedynie, gdy sq one réwnowazne i wtedy (przyjmujgce, ze (w,Vy) = (7', V) ) mamy
TrH

(H) =~

Ty, . (6.23)

Dowod.

m(h)(H) = # o 2 (hg™)H'(g)

geqG

- #GZ (gh™") ") H=' (gh™")w'(h) = (H)x'(h).

geG
Nastepnie stosujemy Lemat Schura. PokaZmy na koniec (6.23). Wiemy, ze (H) = cly,_. Zatem
cdr = Tr(H G Z Trr(g m(g) = TrH.

geG
Od

Dowoéd Twierdzenia 6.2 Stosujemy Lemat 6.3 do H = |ex ;) (ex m |-

1
#G Z ’671’,] x| (9) = IHVW5W,W’Tr’€Wj)(€W,m|
geG 4
1
= aﬂvﬂ(sﬂm/djm.

Nastepnie obkladamy obie strony przez (er;|---|er ), dostajac (6.21). Aby pokazaé (6.22),
liczymy:

dr Qrr dﬂ
X7r|X7r ZZ 7722‘71'3] = 67r7r Z(ﬂ'uh—u) = (Sww’a'

=1 j=1
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6.3 Rozklad reprezentacji

Niech (p, W) bedzie reprezentacja grupy G na przestrzeni wymiaru d,. Mozemy ja zawsze roz-
tozyé na sktadniki jednorodne:
P D Mg, (6.24)
el
Zatem
dp=>  mady. (6.25)
el
Jesli p jest reprezentacja unitarna, to mozna zalozy¢, ze suma (6.24) jest ortogonalna. Mamy

tez rozklad przestrzeni W na sume prosta ortogonalng W = & Wi taki, ze p W jest réwno-
TeG ™
wazna m,m, oraz rzuty ortogonalne @), na W;. Oczywiscie, W, = RanQ,,

Y Qr = 1, Q=Qr QrQr =Qulrm.
me@

Pokazemy, ze liczby m,, podprzestrzenie Wy i rzuty Qr sa wyznaczone jednoznacznie. Po-
kazemy, jak je tatwo znajdowac.
Pamietamy, ze charakter p jest zdefiniowany jako x,(g) := Trp(g), g € G.

Twierdzenie 6.4 Dia 7 € &

my = %g%wmg) (6.26)
= (), (6.27)
Qr = ;fggez(;wp(g). (6.25)

Dowod. Niech p spenia (6.24). Wtedy

P = mepw‘

Nastepnie relacja ortogonalnosci charakteréw implikuje (6.26).
Mozemy znalez¢ baze ortonormalng w Wy exp, i =1,...,dr, p=1,...,m; taka, ze

dr
p(9)erip =Y ji(9)exjp:
j=1

Wtedy
d d d.,r/ dr
26 2w @Dp@enin = 2= D 3> mulgmig)enss
geG 9eG k=1 j=1
dr
= 5#,#’ Z 5kj5ki€7r,j,p = 571',7r’e7r,i,p-
kj=1
O
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6.4 Reprezentacja regularna

Jesli grupa G dziata na zbiorze X, to wiaze sie z tym unitarna reprezentacja grupy G na prze-
strzeni [?(X) zadana przez

M) f(z) == f(¢7'2), g€ G, veX.

W szczegolnosci, rozwazmy X = G. Iloczyn skalarny w 12(G) normalizujemy

(119 #GZf

Dostajemy reprezentacje na [?(G) zwana (lewq) reprezentacjq regularng. Mamy tez prawq repre-
zentacje regularng

p(9)f(h) := f(hg), g,heG.

Twierdzenie 6.5 (1) A~ @ d7.
(2) #G =3 __ad2. Funkcje /drmij stanowiq baze ortonormalng w 1*(G).

Dowod. Charakter reprezentacji regularnej jest rowny

xa(9) = #G be(g).

Stad
My = (X/\|X7T) = Xw(e) = dr.
To pokazuje (1), z ktérego na mocy (6.25) wynika (2).

Wiemy, ze {\/dxm;; : m™€ G, i,j=1,...,d,} stanowia uklad ortonormalny. (2) oznacza, ze
liczba jego elementéw réwna jest wymiarowi lz(G) = #G. Zatem jest to baza ortonormalna. O

6.5 Liczba reprezentacji nieprzywiedlnych

Twierdzenie 6.6 Liczba klas sprzezonosci jest rowna liczbie reprezentacji nieprzywiedlnych.

Dowéd. Niech I2,(G) bedzie podprzesterzenig 12(Q) sktadajaca sie z funkcji stalych na klasach
sprzezonosci. Wiemy, ze Xn, ™ € G, stanowig uktad ortonormalny w 12, (G). Pokazemy, ze jest
to baza ortonormalna.

Najpierw zauwazmy, ze z Lematu 6.3 wynika, ze

(m(g)) = x=(9) Ty, (6.29)
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Niech f € 12, (G).

dr
flg) = ZZfrr,z’jWij(g)

el iJ
dr
_ #1G SN frigmij(hgh™)
heG redy ,J
dr
= Z Z fﬂ,ij(ew,i|<7r(g)>eﬂ'7j)
reG b
& xalo)
= Z Z fTr,iiTa
TeG *t

gdzie w ostatnim kroku skorzystalismy z (6.29). Zatem I2,,(G) jest rozpiete przez X, T € G. O

7 Algebry laczne

7.1 Definicja

Niech 2 bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K. Moéwimy, ze A jest algebrg jesli jest
wyposazona w dzialanie

AxA>(A,B)—~ AB e

spelniajace
A(B+C)=AB+ AC, (B+C)A=BA+CA,
(aB)(AB) = (aA)(BB).
Jesli w dodatku
A(BC) = (AB)C,

to mowimy, ze jest to algebra tgczna. (W praktyce, skracamy nazwe, przez algebre rozumiejac
algebre laczna).

Mowimy, ze 2 jest algebrg przemienng gdy A, B € 2 implikuje AB = BA.

Centrum algebry 2l jest zdefiniowane jako

3(A)={AeA : AB=BA, Be}.

7.2 Podalgebry

Ustalmy algebre 2(. B C 2 nazywmy podalgebrg gdy jest to podprzestrzen liniowa i A, B € 86 =
AB € B. Oczywiscie, podalgebra jest réwniez algebra.

Jedli rodzina B, C 2 sktada sie z podalgebr, to N,B, jest tez podalgebra. Dlatego, dla
dowolnego podzbioru B C 2 istnieje najmniejsza podalgebra zawierajaca 9B. Oznaczamy ja
przez Alg(*B) i nazywamy podalgebrq generowanqg przez B.
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Niech V bedzie przestrzenia wektorows nad K. Oczywiscie, zbior liniowych odwzorowar w
V, oznaczany przez L(V), jest algebra.
Podalgebry w L(V) nazywane sa konkretnymi algebrami.

7.3 Identyczno$é

Identycznosé algebry A to element 1 € A taki, ze
A=1A= A1, Aexl

Kazda algebra ma najwyzej jedna identycznosé. W rzeczy samej, jesli 11, 1 sg identycznosciami,
to
1; = Tylly = 1s.

Moéwimy, ze 2 jest unitalna albo z jedynkg, jesli posiada identycznosé. W dalszym ciagu, dla
A € C bedziemy po prostu pisa¢ A zamiast A1.

Zawsze mozna do algebry 2 dotaczyé¢ jedynke. Dostajemy wtedy algebre 25, jako przestrzen
wektorow rowng A & C z dzialaniem

(A, N)(B,p) == (AB + AB + A, A\p).

7.4 Idempotenty

P € A nazywa sie idempotentem gdy P2 = P. PAP jest podalgebra zwana algebrq zredukowang.
Identyczno$é jest idempotentem.
Idempotent P nazywa sie minimalnym gdy P2AP jest jednowymiarowa.

7.5 Sumy proste
Jesli Ay, Ao sa algebrami, mozemy zdefiniowaé 24 @ As.

Jesli 2 jest algebra i P € AN2 jest idempotentem, to oczywiscie P = PUAP jest podalgebra.
2( jest naturalnie izomorficzna z PA & (1 — P)2L.

7.6 Homomorfizmy

Niech 2, B beda algebrami. Odwzorowanie ¢ : A — 9B nazywa sie homomorfizmem gdy jest
liniowe i zachowuje mnozenie, to znaczy

(1) ¢(AA) = Ap(A);

(2) ¢(A+ B) = ¢(A) + ¢(B);

(3) #(AB) = ¢(A)9(B).
Jesli ¢ jest homomorfizmem i P jest idempotentem, to ¢(P) jest idempotentem.
Homomorfizm A w L(V) jest nazywany reprezentacjg 2 na V.
Jesli A, B sa algebrami unitalnymi i ¢ : % — B jest homomorfizmem, moéwimy, ze ¢ jest

unitalny gdy
d(lly) = L.
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7.7 Lewa regularna reprezentacja

Regularna reprezentacja
A5 A— AA) € L(A)
jest zdefiniowana przez

AA)B:= AB, A,Beql.

Jesli 2 jest unitalna, to A jest injektywna. Jesli 2 nie jest unitalna, to A moze by¢ rozszerzona
do reprezentacji
A5 A A\(A) € L(2q)

w oczywisty sposéb. \p jest injektywna.
W obu przypadkach widzimy, ze kazda algebra jest izomorficzna z konkretna algebra.
7.8 Ideaty

B jest lewym ideatem algebry 2 jesli jest liniowg podprzestrzenia w Ai A€, BeB = AB €
8. Podobnie definiujemy prawy ideatl.

Jesli A € A, to AA jest lewym idealem

B nazywa sie ideatem dwustronnym, lub po prostu ideatem, gdy jest lewym i prawym ideatem.

Moéwimy, ze ideat J jest wtasciwy gdy T # . Mowimy, ze ideal J jest nietrywialny gdy J # 2
i 7 # {0}.

Twierdzenie 7.1 Jgdro homomorfizmu jest ideatem. Jesli J jest ideatem w A, to A/T ma
naturalng strukture algebry. Odwzorowanie

A>5A— A+TeA/T
jest homomorfizmem, ktorego jgdro jest réwne J.

Algebra, ktoéra nie posiada nietrywialnych idealéow i jest rézna od K z zerowym iloczynem
nazywa sie¢ algebra prosta.

7.9 Przyklady podalgebr w L(K")

(1) Algebra gornotrojkatna.

(2) Algebra nil-gornotrojkatna.

(3) Algebra blokowa L(KP') & --- & L(KPt), n=p; + - - pg.

(4) Algebra L(K?) ® 1,, n = pgq.

(5) Lewa regularna reprezentacja L(K4) @ --- @ L(K%) dziala w L(K") dla n = d? + - --d2.
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7.10 x-algebry
Zatozmy, ze K = C.

Definicja 7.2 Mowimy, ze algebra 2 jest x-algebra gdy jest wyposazona w antyliniowe odwzo-
rowanie A > A — A* € A takie, ze (AB)* = B*A*, A* = A i A # 0 implikuje A*A # 0. *
nazywa sie inwolucja lub gwiazdka.

Mowimy, ze ideat J jest x-idealem, gdy jest x-niezmienniczy.

Definicja 7.3 Jesli A, B sq x-algebrami, to homomorfizm 7 : A — B spelniajgcy w(A*) =
m(A)* nazywa sie *-homomorfizmem. (Rowniez definiujemy x-izomorfizmy, x-automorfizmy,,
etc.)

Mowimy, ze P € 2 jest rzutem ortogonalnym, jesli P = P? i P = P*. Moéwimy, ze U jest
czedciowy izometria, jesi UU*UU* = UU* i U*UU*U = U*U. Wtedy rzuty ortogonalne U*U i
UU* nazywamy rzutem poczatkowym i konicowym.

Twierdzenie 7.4 Kazda przemienna skoriczenie wymiarowa *-algebra jest x-izomorficzna z C'(X)
dla skoniczonego zbioru X.

Niech V bedzie przestrzenig Hilberta. Zbioér operatoréw ograniczonych na )V, oznaczany
B(V) ze sprzezeniem hermitowskim tworzy *-algebre. Kazda podalgebra w B()) niezmiennicza
wzgledem * jest tez x-algebra.

Definicja 7.5 x-Algebry takie sq zwane konkretnymi *-algebrami.

Twierdzenie 7.6 Niech 2 bedzie skoriczenie wymiarowq x-algebrq. Nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

(1) Centrum A jest réwne CI.
(2) A jest prosta.
(3) A jest x-izomorficzna z B(CP) dla pewnego p.

Twierdzenie 7.7 Kazda skoriczenie wymiarowa x-algebra N jest x-izomorficzna z
k .
@ B(CP). (7.30)
=1

Dowo6d. Niech Z bedzie centrum 9. Mamy Z ~ C({0,...,k}. Niech P; odpowiada funkcji

9 € C({0,...,k}). Oczywiscie, P, = P} i P;P; = P;i) , P, =1.
Mamy 2 = EB?:leQl. Centrum P;2l jest rowne CP;. Zastosowa¢ wigc mozemy Tw. 7.6. O

P; skonstruowane w dowodzie sg nazywane minimalnymsi rzutami centralnymi. Dla 91 takiej
jak w (7.30) zdefinujmy dim(N) = [p1,...,pk]-
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7.11 Reprezentacje skonczenie wymiarowych x-algebr

Lemat 7.8 Niech U € L(C"™) bedzie czesciowq izometrig. Wtedy U jest unitarne z RanU*U do
RanUU™.

Lemat 7.9 Niech ¢ : L(CP) — L(C") bedzie unitalnym - homomorfizmem. Wtedy n = qp,
q € N, i ¢ jest unitarnie réwnowazny homomorfizmows:

L(C?)3 A A® 1, € L(CP ® CY).

Dowod. Niech e, ..., e, bedzie bazg w CP. L(CP) jest rozpigta przez czesciowe izometrie
lei)(ej|. Niech g := Tr¢ (lei)(e1]) i niech fi1,..., fiq bedzie baza w Ran¢ (|e1)(e1|). Niech
fij = ¢ (les)(er]) frj. Wtedy fir, ..., fig stanowia baze w Rand (|e;)(e;|). Mamy

len)(er] + -+ + lep)(ep] = Tp.
Zatem
¢ (len)(er]) + -+ & (lep)(epl) = .
Wige fij,1=1,...,p, 5 =1,...,q stanowig baz¢ w R". Oczywiscie
¢ (lei)(e5l) frr = djifu-

a

k
Twierdzenie 7.10 Kazda unitalna reprezentacja algebry & L(CPi) na C" jest unitarnie réw-
i=1

nowazna reprezentacji w Eszl(Cpi ® C%
G(Ar, ..., Ap) = A @1,
Mamy n = 5| pig; oraz q; = p%.TW(Pi)-
Dla reprezentacji regularnej mamy p; = ¢;. W szczeg6lnosci, w tym wypadku

n=3"pt
7

7.12 x-homomorfizmy skoriczenie wymiarowych x-algebr

Niech 9, M beda skonczenie wymiarowymi x-algebrami. Niech Pi,..., P, Q1,...,Q4 beda
minimalnymi rzutami centralnymi 9 i odpowiednio 9.

Kazdy homomorfizm a : 0t — 9, gdzie dim N = [n1,...,n,], dAmM = [m4, ..., my], okre-
slony jest przez macierz [t;;], gdziei=1,...,q, j=1,...,pi

Z tijnj < m;.
J

Mamy = zamiast < jesli « jest unitalna. Bedziemy pisa¢ Mat(a)) = [t;;]. Mamy t;; = TrQ;¢(P;).
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8 Algebra grupowa

8.1 Algebra grupowa

Niech G bedzie skoriczona grupa. Przez C(G) bedziemy oznaczali zbior funkcji zespolonych na
G. Jest on rozpiety przez funkcje 64, g € G,

17 g:ha
59(h) ::{ 0, g#h.

Czasami zamiast J, pisze si¢ po prostu g.
C(G) jest wyposazone w dwa taczne iloczyny: mnozenie punktowe i splot:

FG(g9) = F(9)G(9),
FxG(g) = Y F(gh™")G(h).
h
Mamy réwniez inwolucje .
F(g) = F(g71). (8.31)

Twierdzenie 8.1 C(G) ze splotem i sprzezeniem (8.31) jest x-algebrq.

Dowod. Niech F' € C(G) bedzie rézne od zera. Liczymy

F*xF(g) =Y _F(hg ")F(h).
heG

W szczegolnosci,

F*x F(e) =Y _|F(h)]> #0.

heG
Zatem F*F #0. O

Mamy naturalne zanurzenie G' € g — 64 € C(G), przy czym mnozenie przechodzi na splot:
dg ¥ 0p = Ogp.
Niech ¢ : K — G bedzie homomorfizmem grup. Wtedy
¥ (0k) = Oy w)
definiuje *-homomorfizm algebr ¢’ : C(K) — C(G). Mamy przemienny diagram

K - G
I 1
CK) —» CG)

Jesli ¢ : G — H jest réwniez homomorfizmem grup, to (¢ o ¢)’ = ¢’ o ¢'.
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Niech 7 bedzie reprezentacja G na V. Wtedy istnieje dokladnie jedna reprezentacja 7

C(G) — L(V) spehiajaca
(dg) :=7(g)-
Jedli reprezentacja jest unitarna, to 7 jest x-reprezentacja. Mamy przemienny diagram
G — GL(V)
) \J
C(G) — LV

Niech (7, V) bedzie reprezentacja grupy G i ¢ : K — G homomorfizmem. Wtedy 1 o p jest

reprezentacja grupy K. Mamy tez
pom=1or.

W przysztosci bedziemy opuszczaé tyldy i primy w powyzszych oznaczeniach.

8.2 Postaé algebry splotowej
¢ := @ m jest reprezentacja grupy G na @ Vr. Rozszerza si¢ ona do reprezentacji algebry
TeG TeG
splotowej. Jak wspominaliSmy wyzej, rozszerzenie to oznaczamy tez przez ¢. Mamy
¢(5g) = D W(g)
TeG
dr

= & ) mylg)lend)ens]

TI'EG,L'le

Twierdzenie 8.2 ¢ jest x-izomorfizmem

$:C(G)—~ & L(Vy) CL ( & w) .
TeG TeG
g . Ale

Dowod. Oczywiste jest, ze |er;)(erj|, 4,5 = 1,...,dr, 7 € G rozpinaja @ L(Vy)
TeG
o7 (lexi)(ex ;1) (9) = mij(g), ktore jak pokazalismy, stanowia baze 1*(G) = C(G). O
Niech 1, oznacza rzut na V. Niech
Ceent(G) := {F € C(G) : F(ghg™')=F(h), h,g€ G}

Innymi stowy, Ceent (G) sktada sie z funkeji statych na klasach sprzezonosci grupy G.

Twierdzenie 8.3 Ceon(G) jest centrum algebry splotowej C(G). Jest rozpiete przez ¢~ (1),

red. Mamy

dr —_—
]17r - ¢ %ZXW(Q)ég

geG
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Dowdéd. Niech F' =), Fydp, nalezy do centrum C(G). Wtedy

0gF = Fo,.
Zatem
dgFy-1 = F.
To oznacza, ze
> Fy-ingn =Y Fudn,
heG h

czyli F' jest state na klasach sprzezonosci.
Wiemy z (6.28), ze

L= 5 olo)

geG

¢(g) mozemy zastapic¢ przez ¢(dy) a nast¢pnie wyciagnac¢ ¢ przed cale wyrazenie. O
Grupa Z, ma reprezentacje z charakterami

ikm2m

Xm(k)=¢e"n, k€L, me Ly~ L.
Odpowiadajace im rzuty centralne to
1 __ikm27w
k€Zn

Grupa S, ma reprezentacje trywialna/znakowa z charakterem ys(o) = 1/xa = sgno i rzutem
centralnym

1
]ls = EZ(SU’

’ O’GSn

1
1, = o Z Sgnod,.
O'GSn

Ma réowniez reprezentacje standardows, dla ktorej yst(o) jest rowne liczbie punktow statych
—1 oraz znakowagxstandardows z rzutami centralnymi

n—1
— > xst(0)d,

n:
O’GSn

n—1
py Z sgnoXst (0)de-

gESy
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8.3 Reprezentacja regularna
Rozwazmy lewa reprezentacje regularng A grupy G na [?(G). Rozszerza sie ona do reprezentacji

A1 C(G) — L((G)).

Twierdzenie 8.4 W ponizszym wzorze z lewej F, F' sq traktowane jako elementy 12(G), z prawej,
jako elementy algebry C(G):

(FIF') = GapTA (F* + F)s) .

Dowoéd. Mamy (d; * 0g)0e = dg-14/0c = g 0. Dlatego tez

(F|IF) = Z%(F\F’)Tm(ée)

e
-2 (az&z > Flo)F'(g)Ter (55 % 34)5.)
reG 9,9'€G
d“ * /
= Zeg; (#G)QTNT ((F *F)ée)
= (#é)zTr)\ ((F** F)s.).

9 Kwaterniony
9.1 Definicje
Algebra nad R oznaczana przez H z baza 1,1, j, k spelniajaca relacje
2=?=k>=-1, ij=k, jk=1i ki=j,
nazywa sie algera kwaterniondw. Jest wyposazona w * dzialajaca jako
1"=1, i*=-i, j*=-j, k¥ =—-k.

% jest inwolucjg: o** = x, (xy)* = y*z*, z,y € H.
Dla z € H ktadziemy

1
Rezx := 5(33 +z%), |z|:= VvVt

(Zauwazmy, ze z*x jest zawsze dodatnie rzeczywiste)
Jesli x = x1 + xii + x3) + wk, gdzie 1, x;, 75, 7k € R, to

Rez = z1, |x|:\/w%+x12+xj2+a:ﬁ

Zauwazmy, ze | - | jest norma na H. Jesli z,y € H, to |zy| = |z||y|.
H posiada kwaternionowy iloczyn skalarny x*y i rzeczywisty iloczyn skalarny

(xly) = Rex™y = x1y1 + xiyi + 25y + 2y, «,y € H.
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H ma te wlasnosdé, ze wszystkie niezerowe elementy sa odwracalne. Algebry z ta wtasnoscia
sa zwane algebrami z dzieleniem.

Kuwaterniony jednostkowe, czyli {x € H : |z| = 1} tworza grupe izomorficzna z SU(2). Grupa
automorfizméw kwaternionow jest izomorficzna z SO(3). Kazdy automorfizm jest postaci

H>x— uzu ! € H, (9.32)
gdzie u jest jednostkowym kwaternionem.

9.2 Zanurzanie liczb zespolonych w kwaternionach

Oczywiscie, istnieje doktadnie jeden ciagly injektywny homomorfizm R — H. Jego obrazem jest
centrum algebry H, ktére identyfikujemy z R.

Ale istnieje wiele ciaglych injektywnych homomorfizméw C — H. Aby go ustalié¢, trzeba
wybra¢ i € C w H. Tez go nazywamy i.

Ustalmy homomorfzm C — H. H staje sie przestrzenig wektorowa nad ciatem C o wymiarze
2. Odwzorowanie

1
H>z~— Q(x —izi) € C (9.33)
jest rzutem. H ma zespolony poéttoraliniowy iloczyn skalarny
1o .
(z|ly) :== i(y:v — iya™i) (9.34)
(W rzeczy samej, na mocy (9.33), wartosci tego iloczynu skalarnego sa w C. Rachunek
1 P
(alzy) = F(eya” —ieya’i) = 2(zly),
1
(zaly) = ("2 —iya™2i) = (aly)z, 2€C,

pokazuje, ze (9.33) jest poltoraliniowy.
1,j jest przykladem bazy ortonormalnej w H ze wzgledu na (9.34).

9.3 Macierzowa reprezentacja kwaternionow

Kwaterniony moga by¢ reprezentowane przez macierze Pauliego pomnozone przez i:

W(l):[(l) (1)}, W(i):[(i) Ei}’ W(J):[_Ol (1)}, W(k):[? (1)}

W ten sposéb dostajemy reprezentacje kwaternionéw w przestrzeni Hilberta C2
7 :H — B(C?). (9.35)

W tej reprezentac;i,
m(z") =m(2)", |z|=/detm(z). (9.36)
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Mamy
m(H) ={\U : UeSU(2), Xel0,00[}.

Inng uzyteczna relacja, ktoéra zalezy od powyzszej reprezentacji jest
m(H) = {A € B(C? : A= RAR™'}, (9.37)
gdzie A oznacza zwykle zespolone sprzezenie macierzy A i R = 7(j). Zauwazmy, ze RR = —1.
Zastepujac (9.35) przez Wr(-)W* dla jakiego$ unitarnego W, zastepujemy R przez Ry :=

WRW". Zauwazmy, ze mamy tez Ry Ry = —1.
Jesli A € L(H"), to mozemy zdefiniowa¢ wyznacznik kwaternionowy jako

det A :=detw(A),

gdzie z prawej strony mamy zwykly wyznacznik (w sensie macierzy zespolonej). Zauwazmy, ze
det AB = det Adet B. det A nie zalezy od zanurzenia C w H i ma zawsze warto$¢ rzeczywistg
> 0.

9.4 Rzeczywiste proste algebry

Dobrze wiadomo, ze mozna sklasyfikowaé wszystkie proste skoriczenie wymiarowe algebry nad C
i R. Przypadek zespolony jest szczegélnie tatwy:

Twierdzenie 9.1 Niech 2l bedzie zespolong skoriczenie wymiarowq algebrq prostg. Wtedy istnieje
n € N taki, ze A jest izomorficzny do L(C™).

Odpowiadajaca temu klasyfikacja rzeczywista jest bardziej skomplikowana:

Twierdzenie 9.2 Niech 21 bedzie rzeczywiste skoriczenie wymiarowq algebrg prostq. Wiedy ist-
nieje n € N taki, ze A jest izomorficzna z L(C™), L(R") lub L(H").

W szczegdlnosci, mozna zanurzyé L(R™) w L(C™):
LR") ={Ae L(C") : A=A4}.
L(H™) mozna zanurzy¢ w L?(C? ® C"). wtedy
L(H") ={Ac L(C*®C") : RA= AR},
gdzie R =7(j) ® 1.

9.5 Kwaternionowe przestrzenie wektorowe

Mowimy, ze (V,+,0, —) jest kwaternionowq przestrzeniq wektorowq, gdy jest to grupa abelowa
wyposazona w dzialania

HxV>3(zv)—aveV, VxHS>@wz)—vze),
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takie, ze
(x+y)v=zv+yv, (zy)v=2x(yv), z,ycH, vel.

v(ix+y) =ve+ovy, vizy) = (va)y, z,y€cH, ve.

Przyktadem kwaternionowych przestrzeni sg H™. Kwaternionowe przestrzenie wektorowe izo-
morficzne z H" nazywamy przestrzeniami wymiaru n

Transformacje H-liniowe z prawej/z lewej na kwaternionowej przestrzeni wektorowej maja
oczywista definicje. Zbior transformacji H-liniowych z prawej z V do W oznaczamy przez
L(V,W). Jak zwykle L(V) := L(V, V).

Transformacje z L(H", H™) mozna w oczywisty sposob reprezentowa¢ macierzami m X n o
elementach kwaternionowych.

Niech V bedzie kwaternionows przestrzenia wektorowa. R-liniowe odwzorowanie

Vv f(v) e H
jest antyliniowe z prawej/z lewej gdy
fA) = f)A" [ f(Aw) =X f(v), veV, AeH.

Moéwimy, ze

VXV (v,w)— (vjw) e H
jest kwaternionowq formag hermitowskq jesli jest ono anty-liniowe z prawej ze wzgledu na pierwszy
argument i liniowe ze wzgledu na drugi argument i

(vw) = (w]o)" (9.38)

Jesli zamiast (9.38) mamy

(vw) = —(w[v)” (9-39)

Mowimy, ze jest ona antyhermitowska.

Forme hermitowska spetniajaca (v|v) > 0 nazywamy dodatnio okreslong. Jesli jest w dodatku
niezdegenerowana, nazywamy ja kwaternionowym tloczynem skalarnym. Kazda skorniczenie wy-
miarowa przestrzen kwaternionowa z kwaternionowym iloczynem skalarnym jest izomorficzna z
H"™ i

(vjw) = vawi, v,w e H".

Jegli ustalimy zanurzenie (9.33), wtedy kwaternionowe przestrzenie wektorowe mozna zrein-
terpretowaé jako zespolone przestrzenie wektorowe, za$ kwaternionowe przestrzenie Hilberta jako
zespolone przestrzenie Hilberta

Jesli V jest kwaternionows przestrzenia wektorowa, to V¢ bedzie oznaczato V rozumiana jako
zespolong przestrzeri. Bedzie ona zwana zespolong formq przestrzeni V.
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10 Reprezentacje zespolone, rzeczywiste i kwaternionowe

10.1 Reprezentacja zespolenie sprzezona

Zalézmy, ze mamy reprezentacje m na przestrzeni C™. Reprezentacje sprzezona do m nazywamy
reprezentacje T zadang przez

7(g) :==7(9).
Niewatpliwie, definicja ta zalezy od wyboru bazy. Zaleznosé ta nie jest jednak zbyt istotna. Jesli
zmienimy baze, dostaniemy reprezentacje rownowazng.

10.2 Przestrzen zespolenie sprzezona

Mozna do zagadnienia reprezentacji sprzezonej podejs¢ w bardziej abstrakcyjny sposéb, ktory
jest jawnie niezalezny od bazy.

Niech V bedzie przestrzenia, zespolona. Przestrzen zespolenie sprzezona do V jest oznaczona
przez V i jest to jakakolwiek ustalona przestrzen zespolona wyposazona w odwzorowanie antyli-
niowe

Vovmve. (10.40)

Odwzorowanie odwrotne réwniez oznaczamy przez kreske, tak ze mamy v = v. Odwzorowanie
(10.40) nazywamy sprzezeniem zespolonym.
Jesli A € L(V), to A € L(V) jest zdefiniowany przez

A= Av (10.41)
Jedli ¥V ma iloczyn skalarny, to V tez:
(v[w) := (v]w).

W praktyce, przestrzen ) realizujemy na rézne sposoby. Kanonicznym sposobem jest kon-
strukcja nastepujaca. Jako grupa abelowa V pokrywa sie z V. Odwzorowanie identycznosciowe

jest oznaczone przez B
Vov—ve. (10.42)

Jedyna réznica miedzy V i V to mnozenie przez A € C:
AT == .

Powyzsza konstrukcja jest dos¢ abstrakcyjna i dlatego w praktyce nie jest zbyt czesto uzy-
wana. Czesto wolimy bardziej konkretne podejscie. W podejsciu tym punktem wyjsciowym
jest odwzorowanie antyliniowe x na )V spekiajace 2
sprzezeniem zespolonym wewnetrznym. Wtedy V i V pokrywaja sie jako przestrzenie zespolone,
natomiast v utozsamiamy z kv.

W szczegolnosci, zatézmy, ze V = C". Wtedy mamy oczywiste sprzezenie zespolone, v :=
T1,...,Up. Jesli operator na C" reprezentujemy macierza, to sprzezenie zespolone w sensie (10.41)
daje macierz zespolenie sprzezona w naiwnym sensie.

Jesli (7, V) jest reprezentacja grupy G, to reprezentacjq sprzezong nazywamy reprezentacje

(T, V)

= 1. Takie odwzorowanie nazywamy



10.3 Reprezentacje zespolone

Jak dotychczas, G jest grupa skonczong a V zespolona przestrzenig Hilberta.
Moéwimy, ze k jest operatorem antyunitarnym, jezeli jest antyliniowy, odwracalny i

(v|w) = (kv|kw).

Oczywiscie, jesli V = C™, to operatory antyunitarne pokrywaja sie z operatorami postaci kv =
Uwv, gdzie U jest unitarny.

Niech 7 : G — V bedzie unitarng reprezentacja nieprzywiedlna. Méwimy, ze jest ona zespo-
lona, jesli reprezentacja T nie jest unitarnie rownowazna reprezentacji w. Réwnowazna definicja:
nie istnieje operator antyunitarny x taki, ze g — xm(g)k ! jest rownowazna z 7.

Zatozmy, ze 7 nie jest zespolona. Niech x bedzie operatorem antyunitarnym takim, ze
k™t ~ m. Wtedy &2 jest unitarny i splata 7 z sobg. Zatem z Lematu Schura, 2 = ¢ ®1.
Mamy
3

e %k = ke'* = K’ = e'%.

Zatem e?® = 1. Mowimy, ze 7 jest rzeczywista, jesli k2 = 1 i kwaternionowa, jesli K2 = —1
Jesli reprezentacja jest rzeczywista, reprezentacje mozna obciaé¢ do przestrzeni V* := {v € V :
kv = v} dostajac reprezentacje nieprzywiedlna na rzeczywistej przestrzeni. Jesli reprezentacja
jest kwaternionowa lub zespolona, nie posiada zadnej nietrywialnej rzeczywistej podprzestrzeni
niezmienniczej.
Jesli reprezentacja jest kwaternionowa, mozemy nadaé przestrzeni strukture prawej prze-
strzeni kwaternionowej ktadac j := x i k := ik. Dostajemy reprezentacje na przestrzeni kwater-

nionowej. Jest to niemozliwe w przypadku rzeczywistym i zespolonym.

Twierdzenie 10.1 (Twierdzenie Frobeniusa i Schura) Niech w bedzie reprezentacjq nieprzy-
wiedlng grupy skoriczonej G. Wtedy

1 jesli m jest rzeczywiste,

1
#G Z X=(9%) = 0 jesli 7 jest zespolone,
geG —1 jesli w jest kwaternionowe.

Dowodd.

dr
2o D) = 5 3> mula?)

geG g€eG i=1

1 dr

= — mii(9)75i(9)

#Gggc:“;l J J
d

™

= Z (fij|7Tji). (10.43)

1,j=1

Dla zespolonej reprezentacji jest to rowne zero z relacji ortogonalnogci.
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W przypadku rzeczywistym badz kwaternionowym niech [r;;] bedzie unitarng macierza trans-
formacji k. Wtedy

dr dr
(Kv)i = Z rijvj, (k') = Z T§iUj,
j=1 j=1

d

us
Tij = E , TipTpqT jq-
p,g=1
Zatem, (10.43) jest rowne
dr
E, TipTiq(Tij | Tpq)
,J,p,q=1
d d
1 i _ 1 < B Trr?
= — E ijmq(sipéjq = — E rjirij = —— = +1.
dr . . dy < dr
4,J,p,q=1 i,j=1

Dla grupy Z,, wszystkie reprezentacje sa zespolone z wyjatkiem reprezentacji odpowiadajace;j
0 oraz n/2 jesli n jest parzyste.
Reprezentacja grupy kwaternionowej {41, +i, £j, £k}, w C? jest kwaternionowa.

10.4 Splatacze w iloczynach tensorowych

Niech Vi, Vs beda skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi. Jesli A € L(V1®@Vs, K),
mozemy zdefiniowa¢ Aj_,9 € L(V1, Vf) spelniajacy

Avy @ vg = (v2]A152v1), w1 €V, v2 € Va.

Zatozmy, ze (m;, Vi), © = 1,2 sa reprezentacjami grupy G. Jesli A splata m ®7a z reprezentacja
trywialna, to Aj_o splata m; z reprezentacja 75', (Reprezentaca kontragradientna wzgledem
reprezentacji p jest zdefiniowana przez p°(g) = p(g)~'#.)

Rozwazmy na przyktad V; = V, Vo = V#. Wtedy mamy naturalny element Tr € L(VRV#, K).
Uzywajac notacji powyzszej mamy wtedy

Tri,o =1y € L(V, V)

Drugi Lemat Schura méwi wtedy, ze jesli m jest nieprzywiedlna to operatory splatajace m @ <t
z reprezentacja trywialng sa proporcjonalne do Tr.
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11 Elementy krystalografii

11.1 Grupy punktowe

Grupa punktows nazywamy skoriczona podgrupe O(n). Mowimy, ze jest ona chiralna, jesli jest
podgrupa SO(n).

Ponizej klasyfikujemy grupy punktowe w wymiarze 2 i 3 z doktadnoscig do sprzezenia.

W wymiarze 2 mamy

(1) grupy cykliczne Cy,, n =1,2,... (chiralne) abstrakcyjnie izomorficzne z Z,,

(2) dihedralne D,, n = 1,2,..., abstrakcyjnie izomorficzne z Z, x Zs. (Zg jest generowane
przez symetrie osiowa wokot dowolnie wybranej osi).

W wymiarze 3 mamy 7 serii grup punktowych i 7 grup puktowych dodatkowych.

Kazda z grup 7 serii posiada maksymalng podgrupe obrotéw wzgledem ustalonej osi C,,. Jest
to podgrupa normalna. Po podzieleniu grupy przez C,, dostajem skoniczong grupe ilorazowa. Ta
grupg moze byé¢ C1, D1y, D1y, Co 1 Dy. Dostajemy zatem 5 rodzin serii. W obreie kazdej rodziny
jedna seria to iloczyny poélproste.

D1, oznacza grupe D; wertykalna, generowang przez odbicie wzgledem ptaszczyzny prosto-
padtej do ptaszczyzny obrotu. Diy oznacza grupe Dp horyzontalna, generowana przez odbicie
wzgledem plaszczyzny obrotu.

Serie grup punktowych sa analogiczne do 7 grup fryzowych, w ktérych role C), odgrywa Z.

(1) Cy (chiralna)

e grupa cykliczna C),, n = 1,2,..., abstrakcyjnie izomorficzna z Z,,
(2) Din
o Con=0Cp x Dyp,n=1,2 ..., abstrakcyjnie izomorficzna z Z,, x Zs.
e So,,n=1,2,..., grupa generowana przez obrot z odbiciem, abstrakcyjnie izomorficzna
Z ZQTH
(3) D1y
e grupa piramidalna lub biradialna C)y = C, ¥ D1y, n = 2,3, ..., abstrakcyjnie izomor-

ficzna z Z,, X Zo,

(4) Cy (chiralna)

e grupa dihedralna D, = C,, x Cy, n = 2,3,..., abstrakcyjnie izomorficzna z Z,, X Zo
(5) D2
e grupa pryzmatyczna D, = C, X Dy ~ D, X D1y, n = 2,3, ..., abstrakcyjnie izomor-
ficzna z (Zy, X Zg) X Zo.
e grupa antypryzmatyczna D,q = So, X D1y, n=2,3,..., abstrakcyjnie izomorficzna z
Zgn X ZQ.
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Na szczegblng uwage zastuguja nastepujace grupy punktowe:

Sy jest grupa sktadajaca sie z identycznosci i symetrii srodkowej (inwersji). Bywa czasem
oznaczana Cj.

San+2 jest generowana przez Cop4q 1 symetri¢ srodkows. Bywa oznaczana przez Copy1

Cin(= C1vy = Dq) jest grupa skladajaca sie z identycznosci i obrotu o 180°. Bywa czasem
oznaczana Cs.

Con(= D1q), izomorficzna z Zy X Zg. Zawiera odbicie, obrot o 180° w osi prostopadtej i
inwersje.

Cay(= D1y), izomorficzna z Zg X Zs. Zawiera 2 odbicia w dwoch prostopadlych plaszczyznach
i obrét o 180°.

Doy, izomorficzna z Zg X Zo X Zo, generowana przez odbicia w 3 prostopadtych ptaszczyznach

Oproécz tego mamy 7 dodatkowych grup punktowych:
chiralna grupa tetraedralna 7', izomorficzna z A4,
petna grupa tetraedralna Ty, izomorficzna z Sy,

grupa pirytoedralna T}y, = T x So, izomorficzna z Ay X Zo,

(1)

(2)

(3)

(4) chiralna grupa oktaedralna O, izomorficzna z Sy

(5) pela grupa oktaedralna Oy, = O x Sy, izomorficzna z Sy X Zo
(6) chiralna grupa ikosaedralna I, izomorficzna z As

(7) pelna grupa ikosaedralna I, ~ I x So, izomorficzna z As X Zs

T jest podgrupa O.
Ty i Ty, sa podgrupami Oy,.

11.2 Sieci

Siecia nazywamy dyskretng podgrupe R”. Jesli dla sieci £ istnieje zwarty podzbior K C R™ taki,
ze L+ K =R", to méwimy, ze jest to sie¢ krystalograficzna.

Twierdzenie 11.1 Niech L bedzie siecig w R™. Wtedy istniejq liniowo niezaleine wektory
e1,...,eq, d < n, takie, ze L = {mye; + -~ +mgeq : (ma,...,mq) € Z9}. Sie¢ jest kry-
stalograficzna wtedy © tylko wtedy gdy d = n.

Grupa automorfizmoéw sieci Z< jest izomorficzna z G L(Z?), czyli macierzami o elementach cal-
kowitych i wyznaczniku 1. Jest to oczywiste — macierz musi by¢ odwracalna, mie¢ wyznacznik
catkowitoliczbowy i jej odwrotnosé musi byé¢ macierzg tego samego typu.

W szezegolnosci, SL(ZY) jest podgrupa w GL(Z?) o indeksie 2.

11.3 Grupa ruchéw euklidesowych

W grupie ruchéw euklidesowych R™ x O(n) wyrdzniamy podgrupe translacji R™ i podgrupe
obrotow niewlasciwych O(n). Mamy kanoniczny homomorfizm ¢ : R” x O(n) — O(n). Czyli
mamy krétki cigg doktadny

{0} > R" - R" xO(n) - O(n) — {1}
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Niech G bedzie podgrupa w R™ x O(n). Wtedy ¢(G) =: H jest podgrupa w O(n). Jadro
homomorfizmu kanonicznego ¢ obcietego do G, czyli podgrupa translacji zawartych w G, jest
rowna L := R" N G. Mamy krotki ciagg doktadny

{0} = L—>G— H— {1} (11.44)

Stwierdzenie 11.2 Dla h € H i ¢(g) = h, wzor
L3>t ht:=gtg el
definiuje dziatanie grupy H dziata przez automorfizmy na L.

Dowdod. Wystarczy pokazaé jednoznacznoéé definicji. Niech ¢(g1) = ¢(g2). Wtedy g5 ‘g1 € L.
7 abelowosci £ wynika

g5 ‘g1t = tgy gu.
Zatem gltgl_1 = ggtgz_l. O

Jesli G = L x H, méwimy, ze G jest symmorficzna.

11.4 Grupy fryzowe

Grupa fryzowa nazywamy dyskretna podgrupe grupy R? x O(2), ktérej podgrupa translacji jest
izomorficzna z Z. lloraz grupy fryzowej przez jej podgrupe translacji jest skoriczona podgrupa
grupy obrotéw. Dziala ona na jednowymiarows sie¢ Z C R?. Latwo widzie¢, ze mamy doktadnie
pie¢ podgrup O(2), ktore zachowuja Z: C, D1y, (horyzontalna, dzialajaca na Z trywialnie), Dy
(wertykalna, dzialajaca na Z przez odbicia), C2 i Dy. Odpowiada im pie¢ symmorficznych grup
fryzowych. Opréocz tego istnieja jeszcze dwie niesymmorficzne grupy fryzowe:

(1) &
e “hop” Cy, abstrakcyjnie izomorficzna z Z,
(2) Din

o “jump” Coop = Coo X D1y, abstrakcyjnie izomorficzna z Z X Zo,

e “step” S, grupa generowana przez translacje z poslizgiem, abstrakcyjnie izomorficzna

z 7,

e “sidle” Cooy = Coo X D1y, , abstrakcyjnie izomorficzna z Z X Zs,

e “spinning hop” D, = Cy X (Y, abstrakcyjnie izomorficzna z Z X Zs,

e “spinning jump” Dsop = Coo X Dy, abstrakcyjnie izomorficzna z (Z x Zgy) X Za,

e “spinning sidle” Dy.q, abstrakcyjnie izomorficzna z Z X Zs.

Kazda grupa fryzowa jest odpowiednikiem jednej serii grup punktowych w 3 wymiarach.
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11.5 Punktowe grupy krystalograficzne

Moéwimy, ze grupa punktowa jest krystalograficzna, jesli istnieje sie¢ krystalograficzna niezmien-
nicza wzgledem tej grupy. Twierdzenie o ograniczeniu krystalograficznym mowi, ze punktowe
grupy krystalograficzne w wymiarze 2 i 3 to te grupy punktowe, ktore posiadaja osie 1,2,3,4 lub
6-krotne.

W wymiarze 2 mamy 10 punktowych grup krystalograficznych:

(1) C1,Cq,C5,Cy, Cg,
(2) D1, D2, D3, Dy, Dg.
W wymiarze 3 mamy 32 punktowych grup krystalograficznych:
G Gy O3 Cyp G,
Cin Con Csn Cu Cen
So Sy Se
Coy O3y Cuy Cev
Dy D3 Dy Dg
Doy Dsn Dan Den
Dsq  Dga,

T7 Td7 Th7 07 Oh-

11.6 Sieci Bravais’go

Kazda sie¢ krystalograficzna £ ~ Z"™ w przestrzeni euklidesowej w R™ wyznacza grupe punktowa
H C O(n), ktora ja zachowuje, jej maksymalng grupe symetrii. Nie kazda grupa punktowa
jest maksymalna grupa symetrii pewnej sieci: w szczegdlnodci musi zawieraé ona inwersje. Sieci
posiadajace te sama grupe naleza do tego samego systemu sieciowego.

Grupa symetrii sieci na nig dziata. Rozwazmy dwie sieci posiadajace takie same maksymalne
grupy symetrii. Méwimy, ze maja one izomorficzne dziatania grupy symetrii, jesli jedno dziatanie
mozemy przeksztalcié na drugie przez zamiane bazy w sieci. Kazda zamiana bazy jest zadana
przez macierz z GL(Z™). Klase abstrakcji wzgledem izomorficznosci dziatania nazywamy siecia
Bravais’go.

W wymiarze 2 mamy 5 systeméw Bravais’go zgrupowanych w 4 systemy:

(1) sie¢ skosna Cy,

(2) system prostokatny Do
(i) sie¢ prostokatna (prostokatna prosta),
(ii) sie¢ rombowa (prostokatna centrowana),

(3) sie¢ kwadratowa Dy,

(4) sie¢ heksagonalna Dg.

W szczegdlnosci, rozwazmy grupe Dsy. Jest ona generowana przez dwie prostopadte do siebie

odbicia
-1 0 1 0
’I”l—|: 0 1:|, 7“2—|:0 _1:|. (1145)
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1 ] , tak ze r1, 7o sa zadane poprzez (11.45).

W sieci prostokatnej mozemy wybrac¢ baze w [ (1] ] ’ [ X

1
-1

"1:[(1)(1)}’7"2:{—01 _01]. (11.46)

W sieci rombowej, baze wybierzmy jako [ 1 ], [ ] Wtedy dzialanie D jest zadane przez
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W wymiarze 3 mamy 14 sieci Bravais’go zgrupowanych w 7 systeméw. Litery oznaczaja
rodzaj centrowania.

(1) trojskosna Sa,
(2) jednoskosna Cyy,
(i) P
(i) C
(3) rombowa (ortorombiczna) Doy,
(i) P,
(i) .
(iii) 1,
(iv) F,
(4) tetragonalna Dyy,
(i) P,
(i) 1,
(5) romboedralna (trygonalna) Dsq
(6) heksagonalna Degy,.
(7) regularna (kubiczna) Oy,
(i) P,
(i) 1,
(iii) F,

11.7 Grupy krystalograficzne

Grupa krystalograficzng nazywamy dyskretna podgrupe grupy R™ x O(n), dla ktorej istnieje
zwarty zbiér K C R" taki, ze J,cq K = R".
Mozna pokazaé, ze rownowazna definicje: grupa krystalograficzna to podgrupa grupy R™ x
O(n), ktorej podgrupa translacji jest siecia krystalograficzna, i podgrupa ta ma skoriczony indeks.
Mozna rozwazaé kilka réznych pojeé¢ rownowaznoéci grup krystalograficznych.
(1) Moéwimy, ze dwie grupy krystalograficzne sg sobie rownowazne bez zachowania orientacji,
gdy istnieje macierz w GL(n) wzgledem ktorej te grupy sa sprzezone.
(2) Mowimy, ze z zachowaniem orientacji, gdy istnieje macierz w GL(n) o dodatnim wyznacz-
niku, wzgledem ktorej te grupy sa sprzezone.
Mozemy klasyfikowaé¢ grupy krystalograficzne ze wzgledu na
(1) Grupe obrotéw bedaca grupa ilorazows przez podgrupe translacji.

(2) Sie¢ Bravais’go.
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11.8 Grupy tapetowe

Grupy krystalograficzne w wymiarze 2 zwane sa tapetowymi. Na ponizszej liscie podajemy postaé
grupy w przypadkach symmorficznych. Grupa obrotéw determinuje sie¢ Bravais’go. Rownowaz-
no$é¢ z zachowaniem i bez zachowania orientacji w wymiarze 2 sie pokrywaja.

(1) system skosny,
(i) grupa punktowa C
o pl =72,
(ii) grupa punktowa Co
o p2 =72 xCy,
(2) system prostokatny,
(i) grupa punktowa Dy,
e sie¢ prostokatna: pm = Z2. ., x D1, pg,

e sie¢ rombowa: cm = Z2 p X D1,

rom
(i) grupa punktowa Do
e sie¢ prostokatna, pmm = Z?ect x Do, pmg, pgg,

e sie¢ rombowa, cmm = 72 b X Do,

(3) system regularny,

(i) grupa punktowa Cy
o pd = Z?eg x Cy,
(ii) grupa punktowa Dy
e pdm = Zfeg X Dy, pdg,
(4) system heksagonalny,
(i) grupa punktowa C'3
e p3 = Zﬁex x Cs,
(ii) grupa punktowa Dj
e pdml = Zﬁex x D3, p3lm,
(iii) grupa punktowa Cp
o pb =732 x Cs,
(iv) grupa punktowa Dg
o pbm =72 _x Dg,

hex
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11.9 Grupy przestrzenne

Grupy krystalograficzne w wymiarze 3 zwane sg przestrzennymi. Jesli dopuscimy réwnowazno$é
zmieniajgca orientacje, to jest ich 219, w tym 54 chiralnych. Jedli rozrézniamy orientacje, to jest
ich 230, w tym 65 chiralnych.

Grupy te sa poklasyfikowane na klasy krystaliczne zgodnie z ich grupami punktowymi. Klasy
te sg pogrupowane w systemy krystaliczne.

W wiekszoséci wypadkoéw, przynaleznosé do systemu krystalicznego determinuje system sie-
ciowy Bravais’go, o tej samej nazwie. Wyjatkiem jest system trygonalny, w ktorej kazdej grupie
punktowej odpowiadajg zaré6wno grupy krystalograficzne z siecia romboedryczng, jak i z siecig
heksagonalng.

(1) trojskosny
(i) Ci: P,
(11) SQZ P,
(2) jednoskosny
(1) 02: Pv Ca
(ii) Cin: P, C,
(iii) Cap: P, C,
(3) rombowy (ortorombiczny)
(i) Dy: P, C, F, L,
(i) Coy: P, C, A, F, I,
(ii) Don: P, C, F, I,
(4) tetragonalny
(i) Ca: P, 1L

(viil) Dgn: P, 1,
(5) trygonalny

(i) Cs: P, R,

(i1) Se: P, R,

(i) Dy: P, R,

(iv) Csy: P, R,

(v) Dsq: P, R, :
(6) heksagonalny
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(7) regularny (kubiczny)
(i) Op: P, F, 1,
(ii) T: P, F, I,
(i) Ty: P, F, 1,
(iv) O: P, F, 1,
(v) Tg: P, F, 1,
(vi) On: P, F, L
Nazwa systemu krystalicznego pokrywa sie z nazwa systemu sieci Bravais’go, z wyjatkiem

systemu trygonalnego. W tym systemie, grupy oznaczone przez P odpowiadaja heksagonalnej
sieci Bravais’go, za$ oznaczone przez R odpowiadaja trygonalnej sieci Bravais’go.
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12 Macierzowe algebry Liego

12.1 Rozmaitosci zanurzone

Mowimy, ze M C R™ jest powierzchniq (=rozmaitosciq) zanurzong w R™ wymiaru k jesli lokalnie
jest ona miejscem zerowym rzeczywistych funkcji gtadkich fi,..., f,—x takich, ze f{,..., f/_, sa
w kazdym punkcie liniowo niezalezne. Wtedy dla m € M przestrzen Ker f{(m)N---NKerf/ _, (m)
nazywa sie przestrzenig styczng w punkcie m i jest oznaczana przez T,,M.

Dla kazdego wektora X € T,,M istnieje krzywa gltadka | — €,¢[> t — ~(t) € M taka, ze
Y(0) = m i $Y(t)|t=o = X. I na odwrét, jesli | — e,e[> ¢t — y(t) € M jest kizywa gladka
(wlasciwie, wystarczy klasy C?) taka, ze 7(0) = m to $v(t)|t=0 € T M.

Nie kazda rozmaito$é¢ zanurzona jest domknieta. Ale dla kazdego punktu m € M istnieje
r > 0 takie, ze M N K(m,r) jest zbiorem domknietym.

Pojecie rozmaitosci zanurzonej mozna uogdlni¢ na przypadek zespolony. Aby nie mnozy¢
oznaczen, bedziemy uzywali tych samych liter co dla przypadku rzeczywistego, cho¢ bedziemy
mieli na my$li inne obiekty.

Mowimy, ze M C C™ jest powierzchniq (=rozmaitosciq) (zespolong) zanurzong w C" wy-
miaru k jesli lokalnie jest ona miejscem zerowym funkcji holomorficznych fi,..., f,_x takich,
ze fi,..., fl _, sa w kazdym punkcie liniowo niezalezne. (Pochodne s rozumiane w sensie ze-
spolonym). Wtedy dla m € M przestrzen Kerf{(m) N ---NKerf! ,(m) nazywa si¢ (zespolong)
przestrzeniq styczng w punkcie m i jest oznaczana przez T, M.

Dla kazdego wektora X € T,,M istnieje odwzorowanie holomorficzne (“krzywa zespolona”)
{t e C : |t| <€} =t D(e) >t (t) € M takie, ze ¥(0) = m i $¥({#)|i=0 = X. I na
odwrot, jesli D(e) 2t +— ~(t) € M jest odwzorowaniem holomorficznym takim, ze v(0) = m to
%fy(t)\tzo €T, M.

12.2 Funkcje macierzowe

Rozwazmy przestrzenn K", gdzie K = R lub K = C. WprowadZzmy w tej przestrzeni norme
(jakakolwiek). Mamy wtedy rowniez norme na L(K™). Spelnia one warunki

IAAL = AALL 1A+ Bl < [AT+ 1Bl 1ABI] < [|A[l[|B]-

Niech z — f(z) = > 2 fn?" bedzie funkcja holomorficzna zadana przez szereg zbiezny w
kole |z| < R. Pamigtamy, ze oznacza to, ze szereg » - | fn||2|" jest zbiezny dla |z| < R.
Mozemy wtedy dla ||A|| < R zdefiniowaé¢ funkcje macierzowa

FIA) =) fa A"
n=0

Przyktadami takich funkcji sa

00 1
A _ § : n n
- (_1)7171 n
log(1+4) == S A" |4 <1.

i
o
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Mamy tozsamosci
B =B |B-1| <1

AB = BA = e4eB = A1EB,

12.3 Macierzowe algebry Liego

Niech V bedze przestrzenig wektorowa nad K. Jak pamietamy, L()) oznacza algebre taczna
odwzorowan liniowych na V (wyposazona w mnozenie operatorow). Przez ¢l(V) oznaczamy
L(V), gdzie mnozenie zastepujemy przez komutator

[A,B] .= AB — BA.

Mowimy, ze g C gl(V) jest (konkretna) algebra Liego, gdy jest to podprzestrzen liniowa zamknieta
ze wzgledu na komutator. Jesli W jest przestrzenia wektorowa, mowimy, ze 7 : g — gl(W) jest
reprezentacja algebry Liego g, jesli

[r(X), (V)] = = ([X,Y]).

Przypomnijmy sobie, ze GL(V) oznacza grupe odwzorowan odwracalnych na V. Moéwimy,
ze G C GL(V) jest konkretna grupa Liego, gdy jest to rozmaito$¢ zanurzona w przestrzeni
wektorowej L(V), ktora jest jednoczesnie podgrupa GL(V).

Twierdzenie 12.1 Niech V bedzie skoniczenie wymiarowa. Niech G C L(V) bedzie konkretng
grupg Liego. Niech g oznacza T1(G) (przestrzen styczng do G w jedynce). Wtedy

(1) X € g implikuje eX € G.

(2) X,Y € g implikuje [X,Y] € g, czyli g jest konkretng algebrg Liego.

(3) Niech 7 : G — GL(W) bedzie gltadkq reprezentacjg. Wtedy pochodna odwzorowania m w
jedynce
(1) : g = gl(W) = T1(GL(W))

jest reprezentacjq algebry Liego g.

Dowéd. (1) Niech X € g. Zalézmy najpierw, ze G N K (1, R) dla R = 2|[eX|| jest zbiorem
domknietym. Istnieje krzywa gtadka [0, 1] 5 ¢ — g(t) taka,ze %g(t)’ - X. Mamy
t=

() =1+ 5 +0(a)

1\n» X\ 1
o) = (e 7)) =
n n n
n
Dla dostatecznie duzych n, ||g<%) | < 2|le¥|. Zatem z domknietosci G N K (1, R)¢ wynika, ze

X
et €.
Jedli X € g jest dowolne, tlo znajdziemy N taki?, ze mozemy powtoérzyé powyzsze rozumo-
wanie dla & X i pokazad, ze eNY € G. Ale X = (e )N, Wige eX € G.

Zatem
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Aby pokazaé (2), obliczamy

etXetYe—tXe—tY

2
t2 t2 t2 t2
= 11+tX+tY—tX—tY+5X2+§Y2++5X2+5Y2
—2X% - 2Y? 4+ £2XY + 2XY — 2XY — 2V X + O(t3)
= 1+ £[X, Y]+ 0.

Zatem krzywa
[0,00[3 s > (s) := eV3X eV e VX VY ¢ @
jest rozniczkowalna w zerze i %fy(s)‘ - [X,Y]. Wiee [X,Y] € T9G =g.
S=
Aby dowiesé (3) powtarzamy powyzsze rachunki dostajac
x (etXetYe—tXe—tY)
= (1) + 7' (P[X, Y]+ O(F);

Zatem (12.47) jest rowne

™ (etX) 7r2(ety) U (e_tX) s (e_ty)

= (1) + [ (D)X, 7 (1)Y] +O®).

Stad,
(DX, Y] = [« (D)X, 7' (D)Y].

Moéwimy, ze g := T1G jest algebrg Liego grupy Liego G.
Droga od algebry Liego do grupy Liego jest tez mozliwa ale trudniejsza.

t2 t2 t2 t2
<11+tX + 2X2> <]1+tY+ 2Y2> (]1 —tX + X2> (]1 —tX + 2X2) + O0(t?)

(12.47)

Twierdzenie 12.2 Niech g C gl(V) bedzie algebrg Liego pewnej konkretnej gupy Liego G C

GL(V). Wtedy
g3 X et ed

(12.48)

jest dyfeomorfizmem otoczenia zera na otoczenie jedynki. W szczegdlnosci, exp(g) jest spdjny,
otwarty w G i zawiera otoczenie 1 € G. exp(g) nie musi byé catq grupg G. Niemniej, grupa

generowana przez exp(g) jest catq spdjna sktadowq jedynki grupy G.

Dowo6d. Oczywiste jest, ze (12.48) jest rozniczkowalne. Odwzorowanie odwrotne jest zdefinio-
wane dla ||g — 1|| < 1 jako g — logg. Zatem (12.48) jest dyfeomorfizmem w otoczeniu 0 € g.

a
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12.4 Przemienne grupy i algebry Liego

t

Jednowymmiarowe macierze postaci e i e, gdzie t € R stanowig przemienne grupy Liego. Ich

algebry Liego sa izomorficzne z R.

Jesli g € gl(V) jest jakakolwiek algebra Liego, to exp(g) nie musi by¢ konkretna grupa Liego.
[lustruje ponizszy przyktad:
i 0 o

Rozwazmy 1-wymiarowa algebre Liego w ¢l(C?). rozpieta na X := [ 0 g ], gdzie 3 jest

niewymierne. Wtedy {e!* : t € R} jest gesta w macierzach diagonalnych. Wynika to z tego, ze

B :
e'a™ jest geste w okregu jednostkowym.

12.5 Algebra Liego macierzy bezsladowych
Niech A € L(K"™). Wzor
TrA .= Z A; €K
i=1

definiuje slad speliajacy
TrAB = TrBA, dete? = ™4,

Zauwazmy, ze Tr[A, B] = 0.
Pamietamy, ze

SL(K"™) = SL(n,K) :={A € GL(K") : det A=1}.
sl(K™) definiujemy jako
si(K") :={A € gl(K") : TrA =0}.
Jest to algebra Liego. Piszemy tez
sl(K™) = sl(n,K).

Oczywiscie, A € sl(n, K) implikuje e € SL(n,K).
Kazda B € SL(C™) mozna przedstawi¢ w postaci B = e dla A € sI(C").
Sa jednak takie elementy SL(R™), ktorych nie mozna przedstawi¢ jako e4 dla A € sl(R").

Przyktadem takim jest [ _01 _11 }

12.6 Formy niezmiennicze

Niech V x V 3 (v,w) — (v|w) € K bedzie forma dwuliniowa. Pamietamy, ze grupa G C GL(V)
zachowuge (-|-) gdy
{gvlgw) = (v[w), g€ G.
Oczywiste jest, ze odwzorowania odwracalne zachowujace pewng forme stanowia grupe.
Mowimy, ze algebra Liego g C gl(V) (infinitezymalnie) zachowuje (-|-) gdy

(W Xw) + (Xvjw) =0, X €g. (12.49)
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Stwierdzenie 12.3 Odwzorowania infinitezymalnie zachowujgce forme stanowiq algebre Liego.

Dowéd.
0 = @XYw)+ (Xv|Yw)— (v]Y Xw) — (Yv|Xw)
+HXYv|w) + (Yv|Xw) — (Y Xvjw) — (Xv|Yw)
= (l[X,Y]w) + (X, Y]o|w).
a

Jesli grupa G zachowuje forme (-|-), to jej algebra Liego infinitezymalnie zachowuje forme
(-]-). W rzeczy samej,
(eXple™w) = (v|w), X eg (12.50)

implikuje

t{v| Xw) + t{Xv|lw) + O(t*) =0, X €g. (12.51)
12.7 Ortogonalne i pseudoortogonalne algebra Liego
12.7.1 Abstrakcyjne podejscie

Zatézmy, ze w V mamy niezdegenerowana symetryczng forme dwuliniowa —iloczyn skalarny.
Pamietamy, ze
OV)={B e GL(V) : (Bv|Bw) = (v|w)}.
A € gl(V) nalezy do so(V) gdy infinitezymalnie zachowuje iloczyn skalarny czyli (Av|w) +
(v|Aw) = 0.

12.7.2 Kanoniczna forma

W szczegolnoscei, niech ¥V = K" i forma bedzie kanoniczna

(vjw) = viwy + -+ - + VLW
Wtedy B € O(K") gdy B¥B = 1. B € O(K") implikuje det B = +1. Kladziemy SO(K") :=
O(K™) N SL(K™).

Dla formy kanonicznej, A € o(K") gdy A% + A = 0. Jest to podalgebra Liego w sl(K™). Jest
ona algebra Liego grupy Liego SO(K™). Piszemy tez

so(R™) = so(n).

W przypadku zespolonym piszemy tez so(n,C) = so(C™).
Kazda B € SO(K") mozna przedstawi¢ w postaci B = e? dla A € so(K").
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12.7.3 Forma o sygnaturze (q,p)

Wyposazmy R™ w forme o sygnaturze (g, p):
(v[w)gp = —v1wW1 — -+ = VgWq + Vg1 W1+ * + VgpWqip = (V| Igpw).

B € O(q,p) kiedy
B*I,,B = I,,.

B € O(q, p) implikuje det B = £1. Piszemy SO(q,p) := SL(q + p) N O(q,p).
A € so(R?P) wtedy i tylko wtedy gdy

A# Iy + IgpA=0.
Jest to podalgebra Liego w sl(RYP). Jest to algebra Liego grupy Liego SO(R?P). Piszemy tez

so(R¥") = so(q, p).

12.8 Unitarne i pseudounitarne algebry Liego
12.8.1 Abstrakcyjne podejscie

Zatozmy, ze w zespolonej przestrzeni V mamy niezdegenerowana hermitowska forme dwuliniows.
Pamietamy, ze
U(V)={BeGL(V) : (Bv|Bw) = (v|w)}.

A € gl(V) nalezy do u(V) gdy infinitezymalnie zachowuje iloczyn skalarny czyli (Av|w) +
(v|Aw) = 0.
12.8.2 Kanoniczna forma

W szczegolnodci, niech V = C” i forma bedzie kanoniczna
(vjw) =Trwy + -+ - + Tpwy,.

Wtedy B € U(n) gdy B*B = 1. B € U(n) implikuje |det B| = 1. Ktadziemy SU(n) :=
O(n)NSL(™).
Dla formy kanonicznej, A € u(n) gdy A*+ A = 0. Jest ona algebra Liego grupy Liego U (C").
Kladziemy tez su(n) := u(n) N sl(C™). Jest to algebra Liego grupy SU(n).
Kazda B € SU(C™) mozna przedstawi¢ w postaci B = e dla A € su(C").
12.8.3 Forma o sygnaturze (q,p)

Wyposazmy C™ w forme hermitowska o sygnaturze (¢, p):
(V|w)gp = —V1wr — -+ + = VgwWq + Vg1Wa+1 + * + * + VgapWqtp = (v[Igpw).

B € U(q,p) kiedy
B*Iq,pB = Igp.

68



B € U(q,p) implikuje | det B| = 1. Piszemy SU(q, p) := SL(C?*?)NU(q,p).
A € u(q,p) wtedy i tylko wtedy gdy

ALy p+ 14 pA=0.
Mamy tez su(q, p) := u(q,p) N sl(CITP).
12.9 Symplektyczna algebra Liego
Niech (v|Jw) bedzie forma antysymetryczna na K. Pamietamy, ze
Sp(V) ={B € GL(V) : (Bv|JBw) = (v|Jw)}.
Mozna pokazaé, ze Sp(K") C SL(K").

Definiujemy
sp(K?) := {A € L(K*™) : A*J + JA =0}

Latwo pokaza¢, ze §lad macierzy symplektycznych jest rowny 0. Dlatego sp(K?") jest podalgebra
Liego w sl(K?"). sp(K?") jest algebra Liego grupy SP(K").
13 Abstrakcyjne algebry Liego

13.1 Definicja

Niech g bedzie algebra nad cialem K z dzialaniem oznaczanym przez
gxg> (A, B)—[A B]eg.
Moéwimy, ze g jest algebrg Liego jesli jej dzialnie jest antysymetryczne, czyli
[A,B] =—[A,B], A,Be€g,
i spetnia tozsamosé Jacobiego
[A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0.

Dziatanie w algebrze Liego czesto nazywamy nawiasem.

Kazda przestrzen wektorowa z zerowym nawiasem jest algebra Liego. O takich algebrach
Liego méwimy, ze sa przemienne.

Centrum algebry Liego g jest zdefiniowane jako

3(g) ={A€g : [A,B]=0, Beg}
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13.2 Algebry laczne a algebry Liego
Niech 2 bedzie algebra nad K. Mowimy, ze 2 jest algebra tgczna, gdy

(AB)C = A(BC), A,B,C €.

Moéwimy, ze 2 jest przemienna gdy AB = BA, A, B € 2. Centrum algebry tacznej 2 jest
zdefiniowane jako
3A)={AeA : [A,B]=0, Be}.

Kazda algebra taczna 2 ma naturalng strukture algebry Liego zadana przez komutator
[A,B] := AB — BA.

W szczegblnosei, jesli V jest przestrzenia wektorowa to zbior liniowych odwzorowan w V, czyli
L(V), jest algebra Liego. L(V) wyposazone w komutator oznaczamy przez gl(V).

13.3 Homomorfizmy

Odwzorowanie miedzy algebrami nazywamy homomorfizmem, jesli zachowuje wszystkie dziata-
nia. W szczegblnosci, niech g, b bedzie algebrami Liego. Odwzorowanie ¢ : g — b nazywa sie
homomorfizmem gdy jest liniowe i zachowuje nawias, to znaczy

(1) ¢(AA) = Agp(A);
(2) ¢(A+ B) = ¢(A) + 6(B);
(3) o([4, B]) = [#(A), ¢(B)].

Zbior automorfizmoéw algebry g oznaczamy przez Aut(g). Jest to grupa.
Homomorfizm g w gl(V) jest nazywany reprezentacjg g na V.

13.4 Reprezentacja dolaczona

Reprezentacja dotgczona

g> A ad(A) € gl(g)

jest zdefiniowana przez

ad(A)B:=[A,B], A Beg.

Zeby sprawdzi¢, ze jest to reprezentacja, czyli
ad([4, B]) = [ad(A4),ad(B)]

korzystamy z tozsamosci Jacobiego.
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13.5 Rozniczkowania

Niech g bedzie algebra Liego. Odwzorowanie liniowe D : g — g nazywamy rdzniczkowaniem jesli
spetnia tozsamosé Leibniza:
D[A, B] = [DA, B] + [A,DB].

Przyktadem rézniczkowania jest ad(C') zdefinowany jako
ad(C)A :=[C, A].

Wynika to z tozsamosci Jacobiego. Mowimy, ze jest to rézniczkowanie wewnetrzne.

Oznaczmy przez Der(g) zbior rozniczkowan algebry g. Jesli Dy, Dy € Der(g), to [D1, D] €
Der(g). Zatem Der(g) jest algebra Liego. g > A — ad(A) € Der(g) jest homomorfizmem, ktoérego
jadrem jest 3(g).

Jesli D € Der(g) i A € g, to [D,ad(A)] = ad(DA).

Jesli R 5t — oy € Aut(g) jest rozniczkowalnym homomorfizmem (jednoparametrowq grupa),

to
d

—0
de?

definiuje rézniczkowanie. I na odwrét, jesli D jest rézniczkowaniem, to

(B)L:O —. DB (13.52)

oo
1 1
01(B) := exp(tD)B = ZO —~D"B
=

jest jednoparametrowa grupa spelniajaca (13.52).

Jako przyktad rozwazmy algebre przemienna K". Wszystkie odwzorowania liniowe K" sg
rozniczkowaniami. Nie sg one wewnetrzne, poza zerowym. Wszystkie automorfizmy sa zadane
przez elementy GL(K").

Mozna pokazaé, ze w algebrze gl(K™) wszystkie rozniczkowania sa wewnetrzne. Podobnie,
wszystkie automorfizmy sa postaci B — CBC~! dla pewnego C' € GL(K").

13.6 Idealy

b jest ideatem algebry Liego g, jesli jest liniowa podprzestrzeniaw gi A € g, B€ b= [A,B] € b.
Moéwimy, ze ideal b jest wtasciwy gdy b # g. Mowimy, ze ideal b jest nietrywialny gdy b # g
ib#{0}.

Twierdzenie 13.1 Jqdro homomorfizmu jest ideatem. Jesli b jest ideatem w g, to g/b ma
naturalng strukture algebry Liego. Odwzorowanie

go>A— A+beg/b

jest surjektywnym homomorfizmem, ktorego jgdro jest réwne b. Jesli g — a jest innym surjek-
tywnym homomorfizmem, ktorego jadro tez jest réwne b, to a ~ g/b.
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Moéwiac, ze
b E) g i b
jest ciagiem doktadnym mamy na mysli, ze Kery) = Rang.
W szczegolnosci

056%g%p 50 (13.53)

oznacza, ze ¢ jest injektywny, ¢ jest surjektywny i Keryp = Ran¢. Wtedy 1 generuje izomorfizm
g/¢(b) z b. (13.53) nazywamy krdtkim ciggiem doktadnym. Mowimy, ze g jest rozszerzeniem b

poprzez by.

13.7 Idealy charakterystyczne
Mowimy, ze b jest ideatem charakterystyznym, gdy dla kazdego D € Der(g), D przeksztalca b w

siebie.
Twierdzenie 13.2 (1) Jesli a, b sq ideatami, to anb i a+b tez.
(2) Jesli a, b sq ideatami charakterystycznymi, to aNb i a+ b tez.
(3) Jesli a jest ideatem w g a b jest ideatem charakterystycznym w a, to b jest ideatem w g.

(4) Jesli a jest ideatem charakterystycznym w g a b jest ideatem charakterystycznym w a, to b
jest ideatem charakterystycznym w g.

(5) Jesli a, b sq ideatami, to [a,b] tez.
(6) Jesli a, b sq ideatami charakterystycznymi, to [a,b] tez.

(7) Jesli ¢ : g — b jest surjektywnym homomorfizmem, to a — ¢(a) zadaje bijekcje miedzy
ideatami algebry g zawierajgcymi Kero a ideatami algebry b.

(8) Jesli ¢ : g — b jest surjektywnym homomorfizmem i Ker¢ jest ideatem charakterystycznym,
to a — ¢(a) zadaje bijekcje miedzy ideatami charakterystycznymi algebry g zawierajgcymi
Ker¢ a ideatami charakterystycznymsi algebry b.

Twierdzenie 13.3 Centrum jest ideatem charakterystycznym.
Dowoéd. Dla Z € 3, A € g mamy 0 = [A, Z]. Dlatego

0=[DA,Z] + [A,DZ].
Stad DZ € 3. O

W przemiennej algebrze Liego K™ wszystkie podprzestrzenie liniowe sa ideatami, ale tylko
idealy trywialne sa charakterystyczne.

Stwierdzenie 13.4 ad(g) jest ideatem w Der(g).
Dowo6d. Niech D € Der(g), A, B € g. Wtedy
Dad(A) — ad(A)D = ad(DA).
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Stwierdzenie 13.5 Niech ¢ : g — b bedzie homomorfizmem. Witedy Ker¢ jest ideatem. Poza
tym, nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

(1) Ker¢ jest ideatem charakterystycznym

(2) Jesli D € Derg, to ¢p(A) = ¢(A") & ¢(DA) = ¢(DA').

Dlatego tez mozna wtedy zdefiniowaé ¢(D) € Derh wzorem ¢(D)p(A) := ¢(DA). Mamy homo-
morfizm algebr Liego ¢ : Der(g) — Der(b).

13.8 Iloczyn polprosty

Niech a i h beda algebrami Liego.
Niech h 3 H — apy € Der(a) bedzie homomorfizmem algebr Liego. Wtedy iloczyn polprosty
a Xq b jest zdefiniowany jako a X h z nawiasem

(A1, Hy), (A2, H2)| = ([A1, A2] + am, (A2) — am, (A1), [H1, Ha)) .

a X b jest algebra Liego. {0} x b jest jej podalgebra Liego, a x {0} jest jej idealem.

Jedli g zawiera podalgebre a i ideal h takie, ze g jest suma prosta a i h w sensie przestrzeni
wektorowych, to mamy wtedy homomorfizm h 5 H — [H, -] =: ag € Der(a) i g jest izomorficzna
z iloczynem poétprostym a xq b.

Oznaczmy przez t(K™) macierze gornotrojkatne, przez n(K™) macierze scisle gornotrojkatne, a
przez d(K™) macierze diagonalne. Wtedy n(K") jest idealem charakterystycznym w ¢(K™). ¢(K™)
jest iloczynem polprostym n(K™) xd(K™). Jesli ¢(K™) D a D n(K™) jest dowolna podprzestrzenia,
to jest to tez ideatl w t(K™) (zreszta, charakterystyczny).

13.9 Afiniczne algebry Liego

Niech V bedzie przestrzenia wektorows. Odwzorowania afiniczne na V tworza algebre Liego z
dzialaniem

[(wl, Al), ('LUQ, Ag)] = (Alwg — Ag’wl, [Al, AQ])

Te algebre Liego nazywamy afinicznym rozszerzeniem gl(V).

V mozna traktowaé jako przemienna algebre Liego. Kazde odwzorowanie liniowe na V jest
rozniczkowaniem, czyli Der(V) = L(V) = gl(V). Latwo widzimy, ze afiniczne rozszerzenie gl())
jest iloczynem potprostym V x gl(V).

Czesto w zastosowaniach spotykamy grupy w ktorych gl(V) jest zastapione jej podgrupa.
Na przyktad, algebra Liego grupy Poincarego jest afinicznym rozszerzeniem algebry Liego grupy
Lorentza R'3 x so(1, 3).

13.10 Zwiagzek zespolonych i rzeczywistych przestrzeni wektorowych

(1) Niech V bedzie zespolong przestrzenia wektorows. Jak zrobi¢ z niej przestrzen rzeczywi-
sta?

(i) R jest podcialem w C. Mozna “zapomnie¢” o mnozeniu przez nierzeczywiste liczby.
Dostajemy przestrzeri V — realifikacje przestrzeni V.

73



(ii) Niech k bedzie sprzezeniem, tzn. antyliniowa inwolucja. Wtedy
Vi={veV : kw=uv}

jest rzeczywista podprzestrzenia zwana formgq rzeczywistq przestrzeni V. Zauwazmy,
ze

Vi={veV : kv=—-v}, V=V"piV".
(2) Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa. Jak zrobi¢ z niej przestrzen zespo-
lona?

(i) Przestrzen CX := X @ X wyposazamy w mnozenie
(A +ip)(zr, 21) = (ATR — pa1, Azt + paR).

Zamiast (zg,x1) bedziemy pisali xg + ix;. Nazywamy te przestrzen kompleksyfikacjq
przestrzeni X.
(ii) Niech j € L(X) bedzie antyinwolucjq (albo strukturg zespolong), czyli niech spelnia

j2 = —1. Wyposazamy X w mnozenie

(A +ip)z = (A4 pj)z.
Tak uzyskana przestrzen zespolong oznaczamy przez XC i czasami nazywamy formg
zespolong przestrzeni X.

W kompleksyfikacji rzeczywistej przestrzeni X mamy naturalne sprzezenie:
k(zgr +iz1) = (TR + i1 = 2R — i1

Oczywiscie, (CX)" = X.

Jesli zrealifikujemy zespolona przestrzen V dostajac Vg, to w Vg mamy naturalng antyinvo-
lucje zadang przez i. Mamy (Vg)€ = V.

Jesli skompleksyfikujemy rzeczywista przestrzen X', a potem jg zrealifikujemy, dostajemy
CX)r=XDX.

Jesli zrealifikujemy zespolona przestrzen V, a potem ja skompleksyfikujemy, dostajemy C(Vg)
Vov.

13.11 Zwigzek zespolonych i rzeczywistych algebr Liego
(1) Niech g bedzie zespolona algebra Liego.

(i) gr jest rzeczywista algebra Liego.
(ii) Niech k bedzie sprzezeniem, ktore jest jednoczesnie homomorfizmem. Wtedy g” jest
rzeczywista algebra Liego.

(2) Niech b bedzie rzeczywista algebra Liego.
(i) Cbh jest zespolona algebra Liego.
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(ii) Niech j antyinvolutywnym automorfizmem algebry h. Wtedy hC jest zespolona algebra
Liego.

Stwierdzenie 13.6 Niech by bedzie rzeczywistq algebrg Liego.
(1) a C b jest ideatem (charakterystycznym) < Ca C Ch jest ideatem (charakterystycznym,).
(2) a,b C b implikuje [Ca, Cb] = Cla, b].

Przyklad 13.7 (1) sli(n,C) ma formy rzeczywiste sl(n,R) ze sprzezeniem zespolonym i su(n)
ze sprzezeniem hermitowskim razy minus.

(2) so(n,C) ma formy rzeczywiste so(q,p) dla n = q + p ze sprzezeniem A — KAK, gdzie
K?=1,,.

(3) sp(2m,C) ma forme rzeczywistq sp(2m,R).

13.12 Formy niezmiennicze na algebrze Liego

Niech g bedzie algebra Liego. Mowimy, ze forma dwuliniowa (-|-) na g jest niezmiennicza, gdy
(1B, A][C) + (AllB.C]) =0, A,B,Ceg. (13.54)

Inny réwnowazny warunek:

([4, Bl|C) = (A][B, C]).

Przypomnijmy, ze jesli m : g — gl(V) jest reprezentacja, i (-|-) jest forma dwuliniowa na V,
to mowimy, ze g (infinitezymalnie) zachowuge {-|-) gdy

wr(X)w) + (r(X)vjw) =0, X €g, v,weV. (13.55)

Definicje (13.55) mozna zatem przeformulowaé nastepujaco: forma na algebrze Liego jest
niezmiennicza, gdy jest ona niezmiennicza dla reprezentacji dotaczonej:

(ad(B)A|C) + (Alad(B)C) = 0.

Jesli g C gl(V), to Tr AB jest forma niezmiennicza. Ogolniej, z kazda reprezentacja 7 algebry
Liego g w skoriczenie wymiarowe]j przestrzeni mamy zwigzang niezmienniczg forme dwuliniowa

(B|C)y :=Tr m(B)nw(C).
Jesli m = ad forme te nazywamy formg Killinga i oznaczamy czasem (:|-)g.

Twierdzenie 13.8 Niech L bedzie dopetnieniem ortogonalnym dla formy niezmienniczej (-|)
Niech b bedzie ideatem w g.

(1) bt tez jest ideatem.

(2) Jesli forma zeruje si¢ na b, to [b,b] C gt.

(3) Jesli forma jest niezdegenerowana, to b N b* jest przemiennym ideatem.
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Dowéd. (1) Niech A€ g, B€b, C €bt.
(IC,A]|B) = (Cl[A, B]) = 0.

Zatem, [A,C] € b,
(2) Niech By, By € b. Wtedy

([B1, B2]|A) = (Bi1|[B2, A]) = 0.
Zatem [Bi, Bs) € bt.
(3) g+ = {0} Zatem, na mocy (2), [b,b] = {0}. O
Stwierdzenie 13.9 Niech a bedzie ideatem algebry Liego g. Niech (-|-)g i (:|-)a beda formami
Killinga wzgledem g i i a. Wtedy obciecie (-|-)g do a x a jest réwne (:|-)q.

Dowo6d. Niech A, B € a. Wybieramy baze w g tak, aby poczatkowe elementy tworzyty baze a.
Wtedy

ad(A) ~ [ a i } . ad(B) ~ [ bir b2 ] .

0 0 0 0
Zatem
ajtbir  aiibiz
ad(A)ad(B) ~ [ 0 0 } .
Stad
(A|B)g = Trad(A)ad(B) = Trai1bi1 = (A|B)a.
Od

Przyktad 13.10 Dia gl(n) = C1,, @ sl(n) forma Killinga jest réwna
(A|B)ag = 2nTrAB — 2Tr ATrB.

Czyli forma Killinga réwna jest 2n razy forma Sladowa na sl(n) i 0 na C1,,. Niezerowe elementy
macierzowe formy Killinga mamy dla i # j:

(AijlAji)aa = 20, (AiilAii)ad = 2n — 2, (Aii| Ajj)aa = —2.
Mamy bowiem
ad(A)ad(B)X = ABX + XBA - AXB - BXA.
Niezerowe wyrazy diagonalne dla reprezentacji dotgczonej sq rowne
ad(A;j)ad(Aji)Ai = Aig, k# j, n—1 wyrazow,
ad(A;j)ad(Aji)Ak; = Ak, k#1, n—1 wyrazow,
ad(A;j)ad(Aj;) A = 24§, 2 wyrazy,

ad(Ay)ad(Aqx) A = Ak, k#1i, n—1 wyrazow,
ad(As)ad(Ai)Ak = Ak, k#1i, n—1 wyrazow,

ad(A”)ad(Aj])A”
ad(A”)ad(Aj])Aﬂ

= —Ajj, 1 wyraz,
=-A

i 1 wyraz.
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13.13 Algebry pélproste i reduktywne

Moéwimy, ze algebra Liego g jest pdtprosta gdy nie posiada niezerowych ideatéw przemiennych.
g jest reduktywna gdy jest suma prosta podlprostej i przemiennej algebry Liego.

Twierdzenie 13.11 Niech g bedzie algebrg Liego. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(1) g jest algebrq potprosta.
(2) Forma Killinga na g jest niezdegenerowana.

(3) g jest sumg prostq ideatdw prostych

g:al@...@an'

Dowoéd. (2)=(1): Niech (:|-)aq bedzie nieosobliwa. Niech a bedzie idealem przemiennym.
Dobierzmy baze w g tak, aby poczatkowe elementy stanowily baze w a. Niech B € g, A € a.
Mamy

ad(B) ~ [ n Z;z ] . ad(A) ~ [ o } .

Zatem

ad(A)ad(B) ~ [ 0 a12b2 ] .

0 0

Czyli
(A|B)aa = Tr ad(A)ad(B) =

Zatem a C gt = {0}.

(1)=-(2): Implikacja ta wynika z Kryterium Cartana dla formy Killinga (Tw. 20.15).

(1)=-(3): Niech a bedzie nietrywialnym idealem. Wiemy juz, ze z (1) wynika, ze forma
Killinga jest niezdegenerowana. Z Tw. 13.8 wynika, ze a N a’ jest idealem przemiennym. Z
potprostoty g wynika, ze a N at = {0}. Kontynuujac ten proces dostajemy rozktad na idealy
proste.

(3)=(1): a; jako proste algebry Liego posiadaja niezdegenerowana forme Killinga. (Wynika
to z (1)=(2)). Wiec to samo jest prawda dlag=a; ®--- @ a,. O

Twierdzenie 13.12 Niech g bedzie pétprosta 1
g=a1D---Da, (13.56)

bedzie jej rozktadem na proste ideaty.

(1) Dowolny ideat ma postac a;; & --- G a;,, gdzie 1 <i3 < ---i < n.
(2) Rozktad (13.56) jest jedyny z doktadnosciq do permutacyi.
(3) Obraz g wzgledem homomorfizmu jest potprosty.
(4)

4) lo. 9] =

7



Dowod. (1) Niech h bedzie ideatem w g. Jesli a;Nh # {0}, to a;Nb jest nietrywialnym ideatem.
Zatem a; C h. Czyli
Ilz{iiaiCh}, Igz{i:aiﬁ[]:{()}}

stanowi rozbicie zbioru {1,...,n} na roztaczne podzbiory. Polézmy

g1:= @ a;, @g2:= D a;.
el i€la

Oczywiscie, g1 C b.

Niech B € h. B= B; + Bo, B; € g;.

Niech j € I;. Wtedy [Bg,aj] €gana; = {0}.

Niech j € I,. Mamy B,B; € . Zatem By € h. Wigc, [Bs,a;] € hna; = {0}. Zatem
[B2, a;] = {0}

Czyli [Ba,g] = {0}. Zatem By nalezy do centrum algebry g. Czyli By = 0.

(2) Na mocy (1), jesli a jest prostym idealem zawartym w g, to jest on rowny jednemu z
ideatow w (13.56). O

Twierdzenie 13.13 Niech g C gl(V) bedzie pétprosta. Wtedy form Sladowa jest niezdegenero-
wana.

Dowo6d. Dowod jest analogiczny do dowodu Tw. 13.11 (1)=(2), przy czym korzystamy z
Kryterium Cartana dla formy sladowej (Tw. 20.13). O

Twierdzenie 13.14 Niech g bedzie algebrg Liego. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(1) g jest algebrg reduktyung.
(2) Istnieje niezdegenerowana forma niezmiennicza na g.

(3) g jest sumq prostq ideatow prostych lub réwnych K.

g=a1D---Da,.

14 Zwarte grupy i ich reprezentacje

14.1 Reprezentacje

Rozwazmy reprezentacje p : g — gl(V) lub p: G — GL(V). Mowimy, zZe reprezentacja jest przy-
wiedlna, gdy posiada nietrywialna podprzestrzeni niezmiennicza. W przeciwnym razie méwimy,
ze jest nieprzywiedina.

Moéwimy, ze reprezentacja jest rozktadalna, gdy posiada nietrywialny rozktad na sume prosta
podprzestrzeni niezmienniczych. W przeciwnym razie moéwimy, ze jest nierozktadalna.

Kazda reprezentacja rozktadalna jest przywiedlna.

W oczywisty sposob definiujemy sume prostg. Illoczyn tensorowy reprezentacji py i po dziala
w V1 ® Vo 1 jest rowny dla grup p; ® po a dla algebr Liego p1 @ 1+ 1 ® pa.

Mowimy, Ze reprezentacja jest catkowicie rozktadalna, gdy istnieje rozktad V = @7_,V; takie,
ze reprezentacja ograniczona do V; jest nieprzywiedlna.
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(Zauwazmy nastepujaca niekonsekwencje terminologiczna: reprezentacja nieprzywiedlna jest
catkowicie rozkladalna, ale nierozktadalna).

Jesli V1 C V jest podprzestrzenia niezmiennicza, to p; := p

” nazywamy podreprezentacjg
1

reprezentacji p. Mamy réwniez naturalna reprezentacje ilorazowg p' : g — L(V/Vi) zadana
przez pt(A)(v + V1) = p(A) + Vi. Wybierajac baze w V tak, by pierwsze wektory nalezaly do
V1, mozemy wtedy napisac

A ?

0 piA4)

Jedli istnieje podprzestrzeri niezmiennicza V! dopetiajaca do Vy, i bazy dostosujemy do rozktadu
Y=V, ® V!, to ? znika.

Zauwazmy, ze jesli W jest podprzestrzenia niezmiennicza dla reprezentacji ilorazowej p', to
W + Vj jest podprzestrzenia niezmiennicza dla p.

Dla kazdej reprezentacji skoniczenie wymiarowej znajdziemy niezerows podprzestrzen nie-
zmiennicza. Przez indukcje, konstruujemy ciag przestrzeni niezmienniczych {0} = Vy C V1 C
Voo C V, =V takich, ze reprezentacja ilorazowa na V,1/V, jest nieprzywiedlna. Ciag taki
nazywamy ciggiem Jordana-Héldera. Robimy to indukcyjnie: dla reprezentacji na V/V,, szukamy
podreprezentacji nieprzywiedlne;.

14.2 Reprezentacja kontragradientna

Zalozmy, ze mamy reprezentacje (niekoniecznie unitarna) m grupy G na skoriczenie wymiarowej
przestrzeni V. Reprezentacje kontragradientng do 7 nazywamy reprezentacje 7t dzialajaca w
przestrzeni sprzezonej V# zadana przez

m(g) == 7(g)* Y, gea.

Jesli mamy reprezentacje algebry Liego g, jej reprezentacja kontragradientna jest zdefiniowana
jako
1(A) = —w(A)F, Acg.
7 jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy gdy 7t jest nieprzywiedlna (bo anihilator prze-
strzeni niezmienniczej dla 7 jest niezmienniczy dla 7).

Zauwazmy, ze dla reprezentacji unitarnych zapisanych w bazie ortonormalnej, reprezentacja
kontragradientna pokrywa sie z reprezentacja zespolenie sprzezong p.

14.3 Utozsamienie iloczynu tensorowego i operatoréw liniowych

Rozwazmy przestrzen wektorowa skonczenie wymiarowa V. Wybierzmy baze ey, ..., e,, Mamy
wtedy baze w przestrzeni dualnej e', ..., e". Wektor v € V mozemy zapisaywaé na wiele sposo-
bow

Niech W bedzie réwniez skoriczenie wymiarows przestrzenia. Wybierzmy w niej baze fi,..., fm.
Zdefiniujmy J : V@ W — L(W?¥,V) nastepujaco:

J(e;i @ [;)§ = ei(fil€)-
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Zauwazmy, ze ® € V@ Wi J(P) maja te sama macierz:
O=0e; @ f;, J(P)f =De.

Jesli P € L(V), Q € LOW), to
P®Q® = PJ(®)Q".

W szczegolnosci, jesli W = V7 to J(e; ® €') = Ty.
Niech ¥ € V# @ W#. Wtedy

TeST = (J(S)|J(T)).

14.4 Tloczyn reprezentacji i reprezentacji kontragradientnej

Rozwazmy skoriczenie wymiarowa reprezentacje grupy p : G — GL(V) lub algebry Liego p :
g — gl(V). Wtedy mamy reprezentacje p ® p lub p@ 1+ 1® p* w V @ V#. Wektor ¢; ® €’
rozpina 1-wymiarowg przestrzen na ktorej ta reprezentacja jest trywialna. Ma ona reprezentacje
dopetniajaca, zadang przez jadro ladu, gdzie korzystamy z utozsamienia V @ V# ~ L(V).

Na przyktad, jesli rozwazymy algebre sl(n,C) lub su(n) i p jest reprezentacja fundamentalna
na C", to dostaniemy reprezentacje dotaczona. Jest ona nieprzywiedlna.

Jesli rozwazymy reprezentacje fundamentalng so(n,C) lub so(n), to reprezentacja na ma-
cierzach bez§ladowych rozklada sie na sume prosta dwoch podreprezentacji nieprzywiedlnych:
w macierzach symetrycznych bez$ladowych i w macierzach antysymetrycznych. Ta druga jest
tozsama z reprezentacja dotaczona.

Twierdzenie 14.1 Niech m, m bedq skoniczenie wymiarowymsi reprezentacjami nieprzywiedl-
nymi. Wtedy m1 Qe zawiera t < mg =~ 7r§t. Jesli to ma miejsce, to m1 Q@ zawiera ¢ jednokrotnie

Dowéd. =-: Niech ¥ € V; ® Vs bedzie niezmienniczym wektorem dla m; ® mo.
¥ =mi(g) ®@m(g) V¥
implikuje
J(0) = m(9)J (¥)m(g)?,
czyli
J(U)ma(g)* " = mi(g)J(P),

zatem J(¥) splata 7 i 7§*. Zatem mp ~ w§".

Odwracajac rozumowanie dostajemy <=.

Poza tym, z Lematu Schura wynika, ze J(¥) jest proporcjonalne do identycznosci. w1 ® mo
zawiera ¢ jednokrotnie
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14.5 Istnienie miary Haara i jego konsekwencje

Zatozmy, ze (X, dx) jest przestrzenia z miarg na ktorej dziala mierzalnie grupa G przez (g, z) —
gx. Mowimy, ze dziatanie zachowuje miare, jesli

[ @z = [ fga)da.

W szczegblnodci, grupa dziala na sobie na dwa sposoby: z prawej i z lewej. Méwimy, ze miara
dg na G jest lewoniezmiennicza jesli

/f(g)dg = /f(hg)dg,

prawoniezmiennicza jesli

[ ot = [ s(ah)a

Twierdzenie 14.2 Na zwartej grupie istnieje doktadnie jedna miara lewo- i prawoniezmiennicza
dg taka, ze [dg = 1.
G

Miare te nazywamy unormowang miarg Haara. W szczegdlnosci, na skoniczonej grupie jest to
miara liczaca podzielona przez rzad grupy.

Twierdzenie 14.3 Niech (p,V) bedzie reprezentacjq grupy zwartej G. Wtedy istnieje iloczyn
skalarny taki, zZe p jest reprezentacjq unitarng

Dowo6d. Wybieramy dowolny iloczyn skalarny (-|-)g na V Kladziemy

(v]w) = / (p(g)vlp(g)w)ody.

Whniosek 14.4 Reprezentacje skoriczenie wymiarowe grupy zwartej s¢ zawsze catkowicie rozkta-
dalne.

Twierdzenie 14.5 g jest algebrg Liego grupy Liego zwartej wtedy i tylko wtedy gdy posiada
dodatni niezdegenerowany tloczyn skalarny.

14.6 Reprezentacje nieprzywiedlne

Twierdzenie 14.6 Kazda reprezentacja nieprzywiedina grupy zwartej jest skoriczenie wymia-
rowa.
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Niech G bedzie grupg zwarta. Oznaczmy przez G zbior klas rownowaznosci reprezentacji
meprzleedlnych w przestrzeniach zespolonych. Mozemy zalozyé¢, ze sa unitarne. W szczegol-
nosci, mamy w G reprezentacje trywialna ¢. Dla kazdego elementu G wybierzemy reprezentanta
(m,Vx). Wybierzemy rowniez baze ortonormalng ex1,...,exq,, gdzie dr := dimV;. Mozemy
wtedy zapisa¢ 7 jako macierz

[7"'1‘]‘(9)]1',3':1,_,,7617T , 9EG.

Mamy tez charaktery nieprzywiedlne
dr
=Y " milg) = Tr(g)
i=1

Dla kazdej 7 € G mamy jej reprezentacje zespolenie sprzezona 7, ktéra pokrywa sie z jej
reprezentacja kontragradientng 7°t. Oczywiscie, x7 = Xx.
W L?(G) bedziemy uzywaé iloczynu skalarnego

1) = [T@r

Niech L2, (G) bedzie podprzestrzenia L?(G) sktadajaca sie z funkeji statych na klasach sprze-
zonoscei.

Twierdzenie 14.7 (1) \/d.m;j, m € G,i,j=1,...,d; stanowiq baze ortonormalng w L3(G).
(@).

(2) xx stanowiq baze ortonormalng w L2,

14.7 Rozklad dowolnej reprezentacji

Niech (p, W) bedzie reprezentacja grupy G zwartej na przestrzeni wymiaru d, < oco. Jest ona
caltkowicie rozktadalna, czyli mozna roztozyé¢ ja na sktadniki

p= D mgm. (14.57)
e
Zatem
dp = mndy. (14.58)
e,

my nazywamy krotnoscig m w p. Jesli p jest reprezentacja unitarna, to mozna zaltozy¢, ze suma
(14.57) jest ortogonalna.

Mamy rozktad przestrzeni YW na sume prosta ortogonalng W = & W taki, ze p " jest
TelG ™
rOwnowazna m,7, oraz rzuty ortogonalne Q@ na W;. Przestrzenie W, bedziemy nazywaé prze-

strzeniami izotypowymi. Oczywiscie, W, = RanQ,

Z QTF = 1, Q;kr = Q7n QWQﬂ'/ = QTI'(Sﬂ'ﬂ'/‘

TI'EG

Bedziemy czasem pisa¢ Qr(p), mr(p) zeby podkresli¢ zaleznosé od p.
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Twierdzenie 14.8 Dia 7 € G

mr(p) = / Xr(9)xo(9)dg (14.59)
(X=|Xp), (14.60)
X=(9)p(g)dg. (14.61)

Qr (p) = dg

Twierdzenie 14.9

m(pem =malp) = [ xalo)xo(o)ds (14.62)
Qupem) = /p(g) ® m(g)dg, (14.63)
Qo) = Qs (14.64)

Y dTrrQp@7) = 1, (14.65)

weé

Dowod. (14.62) jest oczywiste.
(14.63) ma praktycznie taki sam dowdd jak dla grupy skoriczonej. Mozemy znalezé baze
ortonormalng w Wr exip, ¢ =1,...,dr, p=1,...,m, taka, ze

da
p(9)erip =Y ji9)exjp-
j=1

Wtedy
dﬂ" dﬂ'
dw/Xw’(Q)ﬁ(.g)eW,i,pdg = d7r/Zzﬂzk(g)ﬂji(g)emj,pdg

k=1 j=1
dr

= 57r,7r’ Z 5kj6kie7r,j,p = 57r,7r’e77,i,p-
k,j=1

(14.64) wynika z (14.63):
TrrQup@m) = / p(9)xx(9)dg
1
— [ loyaads = - x(o)
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(14.65) wynika z

Z Q=(p) =1
e

a

Twierdzenie 14.10 Zaléimy, ze m,7' € G, ® € RanQ,(p @ 7) i ' € RanQ,(p ® 7).

drTrp|®) (D] = 0 nr (P'|®) L

Dowéd. Oczywiscie,
p(g) @m(9)® =@, plg) @7'(9)0 ="

Zatem,

plg) @ m(g)|®)(¥|p(9)~ @ ' (9) ™" = [@)('].

Stad,
(9) Try|®) (|7 (g9) ™" = Tr,|®)(P'|.

Wiec, z Lematu Schura wynika, ze

Tr,|®) (D] = r prcly.

Biorac slad (14.67) dostajemy
(®'|®) = 7 prcdyr.

a

14.8 Rozklad iloczynu tensorowego reprezentacji

Wiedy
(14.66)

(14.67)

Szczegdlnie wazny jest rozklad iloczynu tensorowego dwoch reprezentacji nieprzywiedlnych. Oczy-

wiscie, T ® ¢ >~ 7w, T ® T zawiera ¢ z krotnoscig 1.
Niech 1, mo, w3 € G. Mamy wzoér

mﬂ(ﬂl & 7T2) = mL(m X T X 773)

_ / X (9) s (9)Xms (9) g

A oto wzor na odpowiednie rzuty:

Qﬁ3(7rl®7r2 = dTrg/X 3 ®772(9)d9

dr,

Qum ®@m®m3) = /m(g)®ﬂ2( ) ® m3(g)dg.

Zauwazmy, ze
d7T3Tr7T3QL(7T1 ® T ® 7T3) = Qﬁg (71'1 & 772)-
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14.9 Przyklad: Z,

Reprezentacje sa numerowane przez j € Zy:
T>kw—mi(p):= 2k

Mamy 7; = m,—;
M QT ™ Tjyk-

14.10 Przyklad: T :=R/Z
Reprezentacje sa numerowane przez j € Z:
T> ¢ mi(¢) = e2mio

Mamy 7; = 7_;
T QT X Tjyk-

14.11 Przyklad: S;

S3 ma reprezentacje trywialna, signum i (2-wymiarowa) standardowa, ktora oznaczamy przez .
Oto tablica charakteréw:

L sgn
id 1 1 2
(12) 1 -1 0
(123) 1 1 -1
Mamy
4 1 1 2
Xror = 0 = 1 + -1 + 0 = Xi + Xsgn + Xr-
1 1 1 -1

15 SL(2,C) i SU(2) i ich reprezentacje
W tym rozdziale bedziemy bada¢ zwarta grupe Liego SU(2) i zespolona grupe Liego SL(2,C).
Ich algebry Liego to odpowiednio su(2) i sl(2,C) si(2,C) jest kompleksyfikacja su(2).

15.1 Algebra wielomianéw

Niech V bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenia Hilberta. Niech Og bedzie symetryzatorem.
Definiujemy
@V =0 " V.

Mamy wtedy dzialanie taczne i przemienne: ® € ®7V, ¥ € ®*V, przechodzi na

PRV :i=0""dR Vel TmY.
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Przyktady:

eRs Rse=e® - e, (15.70)

1
f @ e®m1) = ﬁ(f ® P 4o B g f), (15.71)
Jesli eq, ... eq jest baza w V), to

e(lg)n1®s...®seé®nd’ n1++nd:n7

jest baza w QIV.
Wielomianem d zmiennych jednorodnym stopnia n nazywamy wyrazenie

ni ng
E tnyeng¥1 "Y1

ni+--+nqg=n

Wielomiany tworza algebre przemienna i taczna oznaczana czasem Clyi, ..., yq]. Odwzorowa-
nie liniowe @ @™ na Cly; ..., yd, ktore ef™ ®s - ®; €5 przeksztalca na yi' ---y]?, jest
n=0

izomorfizmem algebr.
Niech G C U(V) bedzie grupa Liego i g € u(V) jej agebra Liego. Wtedy

Gogr—gR---g , (15.72)
®sV
g3 X —» X @1 e 4.4 10D g x ) (15.73)
®g
sg ich reprezentacjami na ®J'V.
Uzywajac bazy eq,...eq, dla g € G, X € g, te dzialania daja sie zapisa¢ jako

ge; = ejgji, (15.74)
gei™ = (e951) ™", (15.75)
gy = (vjgi)"; (15.76)
Xei = €iji, (1577)
Xe&™ = n(e;X;;) ®s " Ve, (15.78)
Xy =n(y; Xji)y (15.79)

Zatem reprezentacje (15.72) and (15.73) w terminach wielomianéw zapisuja si¢
gP = Pog”, (15.80)

15.2 Reprezentacje SL(2,C), si(2,C), SU(2), su(2)

SL(2,C), sl(2,C), SU(2), su(2) maja reprezentacje na C?, ktéra nazywamy fundamentalna.

SL(2,C) dziata w naturalny sposéb w C2. Dziata wiec réwniez w ®§Z(C2 dlal =0, %, 1,....
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Oznaczmy baze kanonicznag w C? przez | 1) i | }). Wprowadzmy baze w ®2/C?

Uy 1= ‘ T)ler ®s | \L)lfm

S Lmlm s e e

20)!
UGSQZ/Sl+m XS]_m

Mozemy policzyé kwadrat normy:

(omtom) = (PR (S St i)

(4 m)(I = m)!
20)!

W zapisie wielomianowym v,, odpowiada jednomianowi sclT+mxi_m.

Mozna tez uzywaé innej bazy:

U =Y _|j1) ® - @ [jr)
= > o) N e

UESQZ/Sl+m XS] _m

(15.82)

(15.83)

(15.84)

(15.85)

(15.86)
(15.87)

gdzie w (15.86) sumujemy po wektorach sktadajacych sie z [ —m czynnikow | |) i [+m czynnikow

| 1). Oczywiscie,
(I +m)(I —m)!

Um = (20)! tm-
(20)!
L+m)!(l—m)!"

(Um|um) = (

15.3 sl(2,C) i su(2)

Niech o1, 02, 03 beda macierzami Pauliego.

o1 To i J1 0
TA=011 00 271 o0 BT |0 -1

Spekiajg one
0i05 = _ifijkgk + (Sij]l,
(@ 3)(b-3)=a-bl—i(@xb)-a.
Stanowia one baze algebry sl(2,C) i maja relacje komutacyjne
[iai iaj} iog,
et I R
272 kg
Bedziemy rowniez uzywaé alternatywnej bazy w si(2,C)

1 1
N = 293 Ay = 5(01 +io9).
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Mamy
0 1 0 0
we[a] ae[2d)
0'1:A++A_, O’2=—iA++iA_,
[N,Ay] = +A,, [A,,A_]=2N.

Na si(2,C) mamy iloczyn skalarny sladowy TrXY, XY € sl(2,C). Mozemy go tez ograni-
czy¢ do rzeczywistej podprzestrzeni macierzy hermitowskich bezsladowych isu(2,C), wtedy jest
dodatnio okreslony. Alternatywnie, ten iloczyn skalarny mozemy dostaé¢ z wyznacznika, mamy
bowiem tozsamogsé .

det X = —§TrX2, X €5l1(2,C).

io1,109,103 stanowia baze ortonormalna algebry Liego su(2).

15.4 s0(3,C) i SO(3,C)
Pamietamy, ze A € SL(2,C) mozemy przyporzadkowaé
paX := AXA™' X €5l(2,C)

Zachowuje iloczyn skalarny. Utozsamiajac sl(2,C) z C3 dostajemy homomorfizm SL(2,C) na
SO(3,C) z jadrem {1, —1).

Biorac A € SU(2) i ograniczajac si¢ do X € isu(2), dostajemy homomorfizm SU(2) na SO(3)
z takim samym jadrem.

Mamy tez infinitezymalne wersje tych homomorfizmoéw zadane przez

paX = [A X].

Zadaja one izomorfizm sl(2,C) na so(3,C) oraz su(2) na so(3).
Baze w so(3) stanowia

0 0 O 0 01 0 10
Li=]10 0 1|, Ly= 0 0 0|, Lg=| -1 0 O
0 -1 0 -1 0 0 0 0 0

Oczywiscie,
[Li, Lj] = €L,

Pio; /2 = Li: i = 17 273

15.5 Skonczenie wymiarowe reprezentacje si(2,C)
Rozwazmy reprezentacje 7 : sl(2,C) — gl(V). WprowadZmy operator Casimira

¢ = (nlor 4702 4 7(05)) = 7(N) + 1 (m(AIm(A) + w(AIn(A,))

= T(N)? = w(N) + w(A)w(A) = T(N)? + 7(N) + w(A)m(AL).
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Sprawdzamy, ze C' komutuje z W(sl(2,(C)). Zatem przestrzenie wlasne operatora C' sg nie-

zmiennicze dla 7 (sl(2, C)).

Bedziemy pomija¢ .

Twierdzenie 15.1 (1) Dla kazdego n = 1,2, ... istnieje jedyna, z doktadnosciq do réwnowaz-
nosci, reprezentacja nieprzywiedina sl(2,C) w C™. Nazywamy jg reprezentacja o spinie [,
gdzien =2l + 1. Ma ona nastepujgce wtasnosci:

(i) specN ={—l,—-l+1---,1—1,1}.
(i) C =1(l+1).

(iii) Istnieje baza {v_y,..., v} taka, ze
Nvy, = mupy,
A_vy = (14 m)vp—1,
Asvg = (I —m)Umyr. (15.91)

(2) Reprezentacja sl(2,C) w przestrzeni V jest ona réwnowazna reprezentacji o spinie | wtedy i
tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z ponizszych warunkdéw:

(i) Istnieje w V wektor cykliczny vy taki, zZe Ayvy = 0 i Nvg = lvg. (Wektor ten
nazywamy wektorem najwyzszej wagi).
(i) Istnieje w V wektor cykliczny v_ taki, ze A_v_ = 0 i Nv_ = —lv_. (Wektor ten
nazywamy wektorem najnizszej wagi ).
(iii) Reprezentacja jest nieprzywiedlna i maxspecN = [.
(iv) Reprezentacja jest nieprzywiedina i minspecN = —I.

Dowé6d. Reprezentacje o spinie I mozna zrealizowaé¢ w przestrzeni wielomiandéw rozpietych przez
l+m l—m

U =25 20" m = —I,...,l. Zadana jest przez operatory
1
N = §(Z+aZ+ - Z—az_)a
Ao = 2.0,
A+ = Z+8Z_.

Sprawdzamy, ze dostajemy wtedy reprezentacje (15.91).

Pokazmy, ze jest ona nieprzywiedlna. Niech Vy bedzie podprzestrzenia niezmiennicza. Niech

!
= Y. Tpmuy € Vy. Operator N zachowuje Vy. Zatem II (N —m)z = cx,v, € Vy, gdzie
m=—1 m#n

c # 0. Zatem jesli z,, # 0, to v, € Vy. Ale wtedy, dzialajac AT i A~ dostajemy wszystkie vy,

Zalozmy teraz, ze sl(2,C) dziala nieprzywiedlnie w skoriczenie wymiarowej przestrzeni V.
Pokazmy najpierw, ze jesli A € specN, to specN C A+ Z. W istocie, N posiada wektor wlasny
v eV

Nv = .

Poniewaz V jest nieprzywiedlna, dowolny wektor w V jest liniowg kombinacja A; - - - Apv, gdzie
A; = Ay lub A; = N. Poza tym,

NAyv=(A+1)Ayv, NA v=(A-1)A_v.
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Korzystajac, z tego, ze V jest skoniczenie wymiarowa, dostajemy Ai takie, ze A_ = minspecV,
A+ = maxspecN. Niech NvL = Ayvy, vy #£0. Mamy Ay —A_ € Zi ALvy = 0. Mamy
CU+ = (N2+N)’U+:<)\3_+)\+)U+,
Cv_ = (N*=N)v_=(\ - )v_.

Poniewaz reprezentacja jest nieprzywiedlna, C jest liczba. Réwnanie
2 2
AL +HA =22 = A

ma dwa rozwigzania: A, = A_—1, ktére odrzucamy, bo wtedy Ay < A_,iA_ = —A,. Kladziemy
[ := Ai. Oczywiscie, 21 = Ay — A_ € Z. Rozwazmy Span(A’ vy, j =0,...,2l}. Korzystajac z
relacji komutacyjnych sprawdzamy, ze jest to niezmiennicza przestrzen dla sli(2,C). Zatem jest
ona réwna V. Poza tym, A%v, jest proporcjonalny do v_. Kladziemy

Uy, 1= @] AT,

Oczywiscie, A_vy, = (I + m)vym—1 1 Nvy, = muy,. Poza tym,
I+ DA™y, = (N2 N+ A A ) ATy,
= mim+ 1A o, + A AT

Stad
AL AT = (1= m)(+m A AT ey
Zatem A v, = (I —m)A,u+1. To dowodzi jedynosci w punkcie (1). O

Alternatywna naturalng baza dla reprezentacji sl(2,C) jest

T ) m T (= m)t

Dostajemy wtedy

Nuy, = mugy,,
Aty = (—m+ Dupy-1,
A+um = (l +m + 1)Um+]_.

15.6 Reprezentacje unitarne su(2)

Twierdzenie 15.2 Kazda nieprzywiedlna reprezentacja infinitezymalnie unitarna su(2) jest skon-
czenie wymiarowa. Jest ona obcieciem reprezentacyi opisanych w poprzednim twierdzeniu. Baze
unitarng dostajemy ktadgc

11, m) = (210)! N m)t

U= m)lT+m)! @)
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Mamy wtedy
N|l,m) = m|l,m),
A_|l,m) = JI+m)(I—m+1)|l,m—1),
Afll,m) = JI+m+ 1) —m)l,m+1). (15.92)

Dowo6d. Rozwazmy infinitezymalnie unitarna reprezentacje nieprzywiedlna su(2). (Nie zakta-
damy skoniczonego wymiaru przestrzeni). Operatory io; musza by¢ antysamosprzezone, czyli N
musi byé¢ samosprzezony, a Ay = A*. Operator Casimira jest dodatni. Poniewaz Ay A_ > 0,
wiec N2— N jest ograniczone. To pokazuje, ze spec N musi by¢ ograniczone. Zatem KerA, # {0}.
7 nieprzywiedlnosci, operator Casimira jest liczba. Dlatego na KerA, mamy C = N2 — N. N
zachowuje KerA . Spektrum N na KerA, jest najwyzej dwuelementowe. Zatem mozna zdiago-
nalizowa¢ N. Zatem dostajemy te same przypadki, ktére byly rozwazane w Tw. 4.
Baza opisana w tym twierdzeniu jest ortogonalna, ale nie ortonormalna. Mamy relacje

(AT oy AT y) = (AT oy |4 A AT oy
= (I=m)(+m+1)(AT" o AT o).

Stad dostajemy

(A [ A 0,) = (=) 14 m e+ 1) 200 o)
= W(mm). (15.93)

Stad, zeby dosta¢ baze ortonormalng, ktadziemy

l,m) == %Al—mm. (15.94)

15.7 Reprezentacje SL(2,C) i SU(2)

Twierdzenie 15.3 Dla kazdego n = 21+ 1 = 1,2,... istnieje jedyna, z doktadnosciq do row-
nowaznosci, ciggta reprezentacja nieprzywiedina SL(2,C) w C". Odpowiada ona reprezentacji
sl(2,C) omawianej powyzej. Dlal € Z zadaje ona reprezentacje SO(3,C).

Dowod. Istnienie: Oznaczmy baze w C? przez | 1) i | |). SL(2,C) dziata w naturalny sposob

w C2. Drziala wiec rowniez w @2C2.
Wprowadzmy baze w ®EZC2

U = Y1) ® - @ ),

gdzie sumujemy po wektorach sktadajacych sie z [ — m czynnikéw | |) i [ +m czynnikow | 1).
Latwo sprawdzamy, ze dostajemy reprezentacje SL(2,C) i Ze jest ona nieprzywiedlna.

Jednoznacznosé: Jesli mamy ciagta nieprzywiedlna reprezentacje SL(2,C) w C", to generuje
ona nieprzywiedlna reprezentacje sl(2,C) w C". Takie reprezentacje juz zbadalismy. O
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Twierdzenie 15.4 Dla kazdego n =21+ 1 =1,2,... istnieje jedyna, z doktadnosciq do rowno-
waznosci, ciggta unitarna reprezentacja nieprzywiedina SU(2) w C™. Odpowiada ona reprezen-
tacji su(2) omawianej powyzej. Dla l € Z zadaje ona reprezentacje SO(3).

Dowo6d. Powtazamy te same argumenty. Mozemy jeszcze zauwazyé, ze jesli SU(2) dziata na
C? unitarnie, to na ®2C? tez. O

Mamy 2™V = (—1)%. Dlatego dla [ € Z reprezentacje SU(2) odpowiadaja reprezentacjom
SO(3).

15.8 Parametryzacje SL(2,C) i SU(2)
Niech (ag,a@) € C*. Niech A = apll + ids. Wtedy
det A = a2 + (@)*.
Zatem SL(2,C) jest 3-wymiarowa sfera zespolona w C*:
SL(2,C) = {apl +idG : aj+a> =1}. (15.95)

Odwzorowanie eksponencjalne przeksztalca sl(2,C) na SL(2,C). W rzeczy samej, uzywajac
(15.89) dostajemy
i i 0 05 . 0 -
e2’? = cos§]l+ %sini, 6 eC3?,

gdzie 8 = V 62, W szczegdlnosci, jesli g =7, to dostajemy —1.
Mamy A* = @y — idg. Liczymy:

AA* = |ag|* + |@* + i(@od — aod) - 7. (15.96)

Zatem AA* =1 jest rownowazne

lagl* +|@> =1, @yd—apd =0 (15.97)
Drugi warunek implikuje B
ap=aa, d4=ad (15.98)
dla pewnego a € C. Jesli A € SU(2), to
1=det A=a3+a’ = a(a)? +|d) = o (15.99)

Zatem (ag,d@) € R*. Czyli SU(2) jest 3-wymiarowa sfera rzeczywista:

SU(Q)Z{[_G’b H : |a]2+]b]2} (15.100)
= {apl +id5 : a2 +a*=1}. (15.101)

Odwzorowanie eksponencjalne przeksztalca réwniez su(2) na SU(2). SU(2)\{1, —1} jest
sparametryzowana przez 6 € R3, 4| €]0, 2x].
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A oto alternatywne wyprowadzenie tego, ze SU(2) jest 3-wymiarows sfera rzeczywista. Niech

[ Z Z } bedzie macierza w SU(2). Wtedy

jal + b =1, e +af? =1,
ac+bd=0, ca+db=0,
ad — bc = 1.
Wyliczamy ¢ z (15.102) i wstawiamy do (15.102) dostajac
a(laf? + ) = a.

Stad wynika, ze ~
c=-b d=a, |a*+p? =1

Czyli SU(2) jest sfera 3-wymiarowa.
Wyjmijmy z SU(2) {1, —1}, odpowiadajace a = +1, b = 0. Wtedy mozna napisaé
e B . B
a = e cos o, b= e'¥sin 5 B €)0,2xn[, ¢ €[0,x], ¢ € [0,27].

(Zauwazmy, ze dla § €]0, 27[, cos g przyjmuje oba znaki, ale sin g jest zawsze dodatni). Polézmy

a=¢+ 1, v=¢ — 1. Dostajemy wtedy parametryzacje przy pomocy katéow Fulera
= cos Pottan p_ gin Bodte)
a = cos e , b=sin 5¢? , B€]0,2x], «a,v€]0,2n].

Czasami stosuje sie inny zasieg katow: 5 €]0,7], a € [0,4x[, v € [0,2x[. Gdy stosujemy katy
Eulera do parametryzacji SO(3) uzywamy zasiegu 3 €]0, 7], o,y € [0, 27][.
Element SU(2) odpowiadajacy «, 3, oznaczamy przez

cos ge%(‘”w sin ge%(a”’)
—sin ge%(_a‘”) cos ge%(—a—v)

- e%a 0 cosg sing e%V 0
- 0 e 2° —sing cosg 0 e 27

= D(,0,0)D(0, 3,0)D(0,0,).

D(a,B,7y) =

15.9 D-macierze Wignera
Niech D’ (a, B,7) oznacza operator D(c, 3,7) W reprezentacji o spinie j:
D¥(a,f,7) = D'(a,0,0)D(0,5,0)D%(0,0,7).

Macierz D’ (o, 3,7) w bazie |jm) nazywamy D?-macierzq Wignera.
Macierz D’ («,0,0) = D7(0,0, o) jest macierza diagonalna, ktora na m-tym miejscu ma e
Bardziej skomplikowana, jest tzw. d’-macierz Wignera

& (B) = D’(0,3,0),

iam
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kt6ra obliczymy ponizej. Wyrazimy ja najpierw w nieortogonalnej bazie vi, = zfm gm,

n .
() fmz]_ "= (z+cos§—z_ sing)J m<z+sin§+z_ cos%)j "
Jj+m . | ‘ e
- Z .(‘y—i_—m)'mefp(cosé)] " pzﬁ(—siné)p
= (j+m—p)p! 2 2

e (sin é) T gmma ( cos g)j_m_q

XZ ]— —q) q'
- Zd W"Jm,

gdzie

. - (G +m)!( —m)!
dyn(B) = Zp:p!(m/m+p)!(j+mp)!(jm/p)!

, 2j+m—m/+p 2j—m+m/—p
x(=1)m™—m™ p(cos§> (sin g) ,

i sumujemy po tych wskaznikach, dla ktérych argumenty silni w mianowniku sa nieujemne.
Zamieniajac baze v7, na ortonormalna baze |j,m)

VG +m) (G —m)!
VG +m)/(G—m)!

& yn(B) = d’ . (B)

dostajemy ostatecznie

Z\/J+m m)l\/(j +m)/ (G —m/)!

(m/ —m+p) (7 +m—=p)!(G—m'—p)
X (—1)m/_m p ( coS g) Ay ( sin g) ZjiermLp.

Mozemy wyrazi¢ d-macierze Wignera przez wielomiany Jacobiego:

d; (8)

2

_ ] —mA4m/ -m—-m’ Y
m) (sin6> (cos g) ij;j'm’ " (cos B)

o
<

sin g)m_m(cosﬁ)_m_m P Ime (668 3)

— (o VI i 0 (o ) o),

2 j+m/

cos 5 !
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Zauwazmy, ze we wszystkich przypadkach wielomiany Jacobiego sa postaci Py o , gdzie

n+a+f+1=2j+1.

15.10 Typ reprezentacji grupy SL(2,C)

Niech
. 0 1
€:= 10|

ERI B ]

Zatem jesli X € SL(2,C), to

Mamy €2 = —1,

eXel = X#(fl),

za$ jesli A € sl(2,C), to
eAe™t = — A7,

Czyli reprezentacja fundamentalna SL(2,C) jest rownowazna swojej reprezentacji kontragra-
dientnej. Zatem reprezentacja fundamentalna SU(2) jest rownowazna swojej zespolenie sprzezo-
nej. Operator realizujacy te rownowazno$¢ ma kwadrat —1. Czyli reprezentacja fundamentalna
SU(2) jest typu kwaternionowego.

Latwo sprawdzié, ze reprezentacje o spinie catkowitym sa typu rzeczywistego, a o spinie
poléwkowym, typu kwaternionowego.

15.11 Miara Haara na SU(2)

SU(2) jest 3-wymiarowg sfera. Miara Haara jest standardowa unormowang miara niezmiennicza
na tej sferze. Jesli uzywamy parametryzacji 6§ = 02 € R3, 6 €]0, 27|, Q € S? to jest ona réwna

1,0 dQ
,dei
S

T
gdzie % jest unormowana miara na sferze 2-wymiarowej

Jesli uzywamy katow Eulera o, € [0, 27[, S €]0, 27[, to jest ona réwna

dar dy | sin Bl
om 21 4 '

Aby to zobaczy¢, wystarczy policzyé¢ wektory styczne

P i [ e3@+ cos g e3(@= gin g

2| ex(-etgiy g —e2(=27) cos g ’
5. — i e%(o‘+7) coS g —e%(afw sin g

K 2| —ez=2)gin g —ez(=2) ¢os g ’
5. — 1 —gé(a+7) sin g e%_(O‘*V) cos g

’ 2| —ez(=2t) o g —ez(=* Y gin g
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Nastepnie liczymy wyznacznik macierzy Gramma

1 1 cos 0 1
det§ cos 3 1 0= gsin26.
0 0 1
dostajac miare w, ktora nastepnie normujemy.

15.12 Charaktery reprezentacji SU(2)
Jesli uzywamy parametryzacji SU(2)

0 :cosg]l+19—gsing 0<6=10]<

to klasy sprzezonosci elementow SU (2) sa parametryzowane przez 6. Jesli bowiem 61 ma te sama
dtugosé co 0, to znajdziemy [ ortogonalny do 6 taki, ze

61 = cos pd + asmuﬁ.
u
Mamy wtedy
03106300 o= 57 _ o5(cos pfHO=L D)5 (15.102)

A oto wzor, ktore pozwala wyrazié¢ klase sprzezonoséci w katach Eulera:

COS*—COSECOSO[—’_’Y
2 2 2

N = 2 ma w [-tej reprezentacji wartosci wtasne —I, =1 +1,... [. Dlatego 03 ma w [-tej

2
reprezentacji wartosci wtasne —160, (—1+1)6,... 16. e309 jest sprzezone do €297, Zatem charakter
e2%7 dla reprezentacji o spinie [ jest rowny

. 0
_ile | i(—1+1)0 qp _ sin ((21+1)5)
Xi(0) = e 10 4l TH0 oy il = T 02
sin 5

Rozwazmy iloczyn tensorowy reprezentacji o spinie j; i jo. Jej charakter jest rowny

X5 (0)xj,(0) = Z Z ol(mi+m2)é

m1=—ji1 ma=—j2

Jit+Jj2 Jjitj2
= g g oMl — g xJ(0).
J=|j1—jo| M=—J J=|j1—j2|

Dlatego tez mamy rozktad reprezentacji,
. . Jj1+j2
NnN®rp= &
J=|j1—j2|
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15.13 Wspodlczynniki Clebscha-Gordana

Jak pamietamy, w przestrzeni dla reprezentacji j mamy baze ortonormalng
ljym), —j<m<j.
W przestrzeni reprezentacji j; ® jo mamy baze o.n.
lj1m1) & [jame) =: |41, m1, J2,m2), —j1 <mi <ji, —j2 < mg < jo.

Przestrzen ta rozktada sie na podprzestrzenie o spinie |j1 — jo| < J < j1 + jo. W kazdej z nich
mamy baze o.n.
lj1jed M), —J <M <J,

ze standardowym dzialaniem su(2). Mamy rozktad

g M) = Y [jimajamsa)(jimajame|JM).
mi+mo=M

Wzor ten definiuje wspotezynniki (j1mqjame|J M) jednoznacznie z wyjatkiem czynnika fazowego,
niezaleznego dla kazdej trojki j1, jo, J. Aby go ustali¢ zadamy aby

(j1j1g2d —j1lJJ) > 0.
(Zauwazmy, ze |J — j1| < j2).
(j1majeme| JM) = (J M|jimijamsa)

nazywaja sie wspdtczynnikami Clebscha-Gordana. Jak pamietamy, Qs(j1 ® j2) oznacza rzut
izotypowy w reprezentacji j; ® jo na podreprezentacje J (ktora ma tu krotnosé 1). Mamy

Qi1 ®ja) = D ljjeM)(jij2T M|
M

= Z |jimagams) (jimajamel JM )

M=mi+ma=m/+m)

x (J M |jym’ jams) (jim) jamb|.

Oto wzor rekurencyjny:

V(I F M)(J + M+ 1)(jimjama| JM £ 1)
= \/(jl Fmi+ 1)(J1 £ m1)(Jima F Ljama|J M)
/(2 T ma + 1)(ja £ ma) (jimajams F 1|JM).
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15.14 3j-symbole
Przestrzeni reprezentacji j1 ® jo ® j3 ma baze
[J1m1) @ [jamz) @ |jams) =: |jimajamajzms).

Podprzestrzein niezmiennicza w tej przestrzeni jest najwyzej jednowymiarowa. Jesli
P .1 .2 .3 . . .
|7172430) = > < nrd ) |jimajamajsms)

mp m2 Mms3
mi+mo+m3=0

o J2 3
mi Mo M3
noznacznie z doktadnoscia do czynnika fazowego. Aby go ustali¢ zadamy

(J.l o ds >>0.
J1 —J2 —J1+ 72

Tak zdefiniowane wspotczynniki nazywaja sie 3j-symbolami Wignera.

jest takim unormowanym wektorem, to wspotczynniki (

Qo(j1 ® jo ® j3) = |j172730) (j172730|

= E < I >U1m1jzm2j3m3)
m1p Mg ms
mi+mao+m3=0

jl j2 j3 . ! ! - /
X .
§ < mll m’2 mg ) (]1m1]2m2]3m3’

m/ +mb+mfi=0
(14.69) implikuje
(23 + 1)Trj5Qo (1 © J2 ® J3) = @5, (1 @ ja)-

Zatem, dla m} + mf +mg =my +ma +ms3 =0,

- Ji J2 J3 : , . 1 J2 J3
it ) (228 G Gutgamal (3 558 )

=[jim1jama) (jimijamealjz — ms)(jz — ma|jim]jams) (j1m] jams).

) sa zdefiniowane jed-

(15.103)

(15.104)

(15.105)

Ta tozsamos¢ prawie wystarcza aby wyprowadzi¢ nastepujacy zwiazek pomiedzy wspotczynni-

kami Clebscha-Gordana a 3j-symbolami:

(jimijameljs — mg) = (—1)717727™3, /255 41 ( e > '

mp m2 ms3

Jedynie znak (—1)71772 jest tu wynikiem odpowiedniej konwencji i blizszej analizy.
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Wyprowadzmy teraz wzoér rekurencyjny.
0 = (J*eIl+leJ 1+l 1 J%)
X Z < R > |jima jomajzms)

mp m2 Mms3
mi+mo+m3=0

o J2 73 : : . ‘ A
- T+ 1|jims 1 .

mi+mo+m3z=0

mi1+ma+mz==£1

Stad dla kazdej trojki mq, ma, ms spetniajacej mj +mg +ms = £1 mamy zwiazek rekurencyjny

0 = \/(jleml‘i‘l)(jliml)(mjiFl 73122 73133)

+\/(j2$m2+1)(j2j:m2) < Tjnll m;izl 1;753)

wFmrDGEm ( J 2 B

Ustalmy trojke j1,jo2,73. Nosnik 3j-symbolu lezy w przestrzeni mi + mg + ms = 0 1 jest
zawarty w czesci wspolnej trzech paséow

—j1<mi <j1, —J2<ma<js, —j3<m3=<j3
przecinajacych sie pod katem 2% Warunek
N SJ2+73, J2=<J3+J1, 31+

oznacza, ze to przeciecie ma sze$¢ wierzchotkow (by¢ moze pokrywajacych si¢) typu

_j2 +j37j27 _j3)7
jl: _jl + .j37 _.73)

(1, —J2, —j1 + j2),
(j2 — J3, —J2,73);
(=J1,J1 — J3,73),
(=J1, J2:J1 — j2),

(

(

Rozwiazywanie rekurencji mozna zaczaé od brzegu, gdzie jest ona 2-elementowa i kontynuowaé
ja do wewnatrz.
Zastosowanie wzoru (14.68) daje

Qo(j1 ® jo ® j3) = /Djl (9) ® Dj,(g) ® Dj,(g)dg. (15.106)
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Jesli oblozymy (15.106) przez (jimijamejsms| i [ji1kijekajsks), 1 wyrazimy g przez katy Eulera,

dostaniemy
2T 2T 2T
167r2/ da/ dfy/ |'sin B|dB Dm1k1( )Dfiﬂm( ,B,’y)Dfﬁ3 ks

_ J2 3 JioJ2 3
m1 my Mg ki ko ks

o, B3,7)

Mozemy ograniczy¢ catkowanie wzgledem £ do [0, 7], zastepujac 1 7r2 przez 8%. Oto wniosek:

/wnMMmmwmmm

0 0

_ \/(2j1+1)<2j2+1)(2j3+3)<JS s j3>< iod g )

47 mi1 Mg M3
Oto inne wlasnosci

Twierdzenie 15.5

(.7'1 J2 j3) _ Sgn(0>j1+j2+j3< Jo(1)  Jo2)  Jo@3) ),

mp Mz mg Mg(1) Mg2) Mo(3)

<j1 J2 j3> _ (_1)j1+j2+j3( 71

mi1 Mg M3 mip —mz —mng

. JuoJ2 7 a g2 7
(27 +1) Z <m1 mo m><m1 mo m’) = 03 Omm,

miy,ma2
j7m
Dowo6d. Stosujemy (14.66) do |j1250), |j1725'0):
(25 4+ 1)Trj,0js1715250) (j1725'0] = 6,51 (41525'0]515250),

aby dostaé¢ (15.109).
Stosujemy (14.65)
D (25 + D)TrQoi @ 2 @ ) = e,
J
aby dosta¢ (15.110). O
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(15.107)

(15.108)

(15.109)

(15.110)

(15.111)

(15.112)



15.15 Iloczyn tensorowy z reprezentacja o spinie %

Szczegdlnie tatwy jest przypadek gdy jeden ze spinéw jest rowny % Mozna wtedy ograniczy¢ sie
do dwuelementowych relacji rekurencyjnych:

. 1 . 1 . 1
. J J 3 Jts 1 3 |
J<_2_]; i+3 —i T
1 . 1 1 1
. J+3 Jo3 Jts I 3 1 1
\/j+m+1( 2, %)—i— j—i-m( 2, 21) = 0, -m—z,m—1,5;
-m+5 m—1 3 m—s m —; 2 2
. 1 <1 . 1 . 1
J+2J2> ; <J+292)_ -1 1.
. A ERVoTES . =0, —j-%i-%;
<—J—%J% SRR T
Vi—-m+1 i+ J : +Vi—m ity d =0 —m—Lm+1,-1;
-m—3 m+1 -1 -m+3 m —i ’ 2 T2
Dostajemy stad
( ity i 3 > (e m T
1 1 - - -
—-m+5 m —3 V(27 +1)(27 +2)
(20, 7)) - i
—m=—3 m 3 V(25 +1)(25 +2)
Zauwazmy, ze
J 2 J 2
SN (AR D SN (RTINS
—m—i—% m —% ~-1Im %
m=-=j m=—j
Zj: G-m+D)+(G+m+1)
~ 25 +1)(2j + 2)

A oto odpowiadajace im wspoltczynniki Clebscha-Gordana:

1111 ViTmT1I
(imllfied medy = YTEAET
221772 My V1
1 1.1 1 Vi—m¥1
(md Yk mody _ YITT
2 2/ M V1
(, 11). 1 +1) Vi—m
m-—|j—=m+-| = ——F—
IM9ol 73 ™My NIESE
1 1,1 1 NG
(ul ALy _ VTEE
2 2l 72 M3 V2t 1

16 Zastosowanie grupy SU(3) w fizyce czastek

16.1 Reprezentacje su(3)

Kazda skoniczenie wymiarowa reprezentacja su(3) rozszerza sie do reprezentacji sl(3,C) w tym
samym wymiarze. | na odwroét, dla kazdej skoriczenie wymiarowej reprezentacji sl(3, C) mozna
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dobra¢ iloczyn skalarny tak, by jej ograniczenie do su(3) byto infinitezymalnie unitarne. Repre-
zentacja su(3) jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy gdy taka jest reprezentacja sl(3,C).

Wsrod reprezentacji nieprzywiedlnych sl(3, C) uprzywilejowane miejsce zajmuje reprezenta-
cja fundamentalna na C3 i jej reprezentacja kontragradientna. Te ostatnia bedziemy nazywad
reprezentacja antyfundamentalng. Bedziemy pisaé, ze dziata na C3#. Dla su(3) reprezenacja
kontragrandientna jest tozsama z reprezentacja zespolenie sprzezong. Wtedy tez mozna pisaé
C® zamiast C3#.

Wszystkie skoriczenie wymiarowe reprezentacje nieprzywiedlne sl(3,C) mozna latwo opisaé.

Tworzymy iloczyn tensorowy
RPC3 @ RICH.

Elementami tej przestrzeni sg tensory

Zeil (SRR eip X ejl R ® 6th;17~~~77;p

17"'7.]‘4’

ktore sa w skrocie zapisywane jako [tjl1 ji |. Mamy zwezenie
[ i'l,...,i?;] [ ’L:1,...,’L'.p71,k}
J1y0dq J1yenfg—1,k0

gdzie stosujemy konwencje sumacyjna Einsteina. Operator zwezenia splata reprezentacje na
RPC3 ® @IC3# 7 reprezentacjg na QLTIC3 @ @1 O3, Jadro tego operatora jest niezmiennicza
przestrzenia. Sa to wszystkie reprezentacj nieprzywiedlne dla si(3,C).

Oczywiscie, sl(3,C) mozna réwniez reprezentowaé¢ w antysymetrycznym iloczynie tensoro-
wym. Nie prowadzi to jednak do dodatkowych reprezentacji. Zauwazmy bowiem, ze ®@3C3 i
®3C#3 sg jednowymiarowe, zatem si(3,C) sa na niej trywialne. Natomiast reprezentacja na
®2C? jest r6wnowazna reprezentacji antyfundamentalnej, za$ na ®2C3# —fundamentalne;.

16.2 Algebra Cartana

sl(3,C) jest oczywisty sposob zanurzona w g¢l(3,C), ktora jest rozpieta przez operatory A;; :=
[i)(j]. gl(3,C) posiada naturalny iloczyn skalarny

(A|B) = TrA* B, (16.113)

w ktorym A;; stanowia baze ortonormalng.

Zbior elementow diagonalnych algebry sl(3, C) nazywamy algebrg Cartana dla si(3,C) i ozna-
czamy przez h. Jest to maksymalna przemienna podalgebra w si(3,C). Jest ona rozpieta przez
Hij = _Hji = A“ - Ajjv 1 75 j Oczywiécie,

His + Ho3 + H3p = 0.

h ma 2 wymiary i jako jej baze mozna wybra¢ Hio, Hez. Zauwazmy, ze (Hia|Haz) = —1,
<H12‘H12> = <H23|H23> = 2. Dlatego tez kat miedzy His i Ho3 wynosi 2% Zbiér elementow h#,

ktore na H;j;, Hjp, Hy; przyjmuja wartosci catkowite nazywa si¢ kratq wagowg WV.
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16.3 Wagi reprezentacji

Zalozmy, ze mamy reprezentacje 7 algery Liego su(3) (albo si(3,C)) w skoriczenie wymiarowej
przestrzeni V. Dla A € sl(2, C) bedziemy pisa¢ A zamiast m(A). Wektory w V ktore sa wektorami
wlasnymi dla algebry Cartana nazywamy wektorami wagowymsi tej reprezentacji. Ich wartosci
wlasne zaleza liniowo od §, mozna wiec je interpretowaé jako elementy h#. Nazywamy je wagami.
Oznaczmy przez Vg przestrzen wektoréw wlasnych dla wagi 5 € h#. Mamy

Hv = (B|H)v, veVs, Heh.

16.4 Reprezentacja fundamentalna i antyfundamentalna

Wagi reprezentacji fundamentalnej L; spetniaja dla réznych 4, j, k
(LilHij) =1, (Li|Hjk) = 0, (Li[Hpi) = —1.

Zatem )
L; = g(Hij + Hig), Hij=L; — Lj.

Oczywiscie, Ly + Lo + Lg = 0. Jesli wybierzemy L1, Lo jako baze, to

Hiy; = Li— Lo,
Hys = Lo— Ls= L1+ 2Lo,
Hs1y = Lsg—Li=-2L1— Ls.

Wektory L; rozpinaja krate wagowa. Razem z wektorami —L; leza na wierzchotkach szescio-
kata foremnego:
— L
) Ly
-1y —Ls
L3

16.5 Pierwiastki

Elementy A;; dla i # j naleza do sl(3, C) i nazywamy je operatorami pierwiastkowymi. Elementy
A;j, Aji i Hy; spelniaja relacje sl(2, C)

[Aji, Ajil = Hij, [Hij, Aij] = 2445, [Hij, Aji] = —2A;;.

Zatem wartosci wlasne H;; muszg by¢ liczbami catkowitymi. Stad wynika, ze wagi kazdej repre-
zentacji musza nalezeé¢ do kraty wagowej.

Jedng z reprezentacji jest reprezentacja dotaczona, czyli reprezentacja dla ktorej przestrzenia
jest samo si(3,C) za$ dzialaniem jest komutator. Dla reprezentacji dolaczonej mamy wage
zerowa, dla ktorej wektorami wagowymi jest algebra Cartana. Operatory pierwiastkowe spetniaja

[H, Aij] = (uj|H)Aij, H €,
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gdzie a;; jest funkcjonalem liniowym na b zwanym pierwiastkiem. Innymi stowy, pierwiastek a;;
jest waga dla A;; w reprezentacji dotaczonej. Jedli 4, j, k sa r6zne, mozna to zapisaé jako

(ij|Hij) = 2, (ouj|Hjr) = —1, (auj|Hg;) = —1.

Identyfikujac b# z b przy pomocy iloczynu skalarnego (16.113) dostajemy utozsamienie Qi =
H;;. Zbior elementow h# bedacych catkowitoliczbowymi kombinacjami liniowymi pierwiastkow
nazywamy kratg pierwiastkowg U. Oczywiscie, U C W.

Niech 8 € W bedzie waga pewnej reprezentacji. Mamy

Aing C V/3+a2.j.
Oczywiscie, elementy algebry Cartana zachowuja Vg. Dlatego, jesli reprezentacja jest nieprzy-
wiedlna i ma wage § € W, to wszystkie inne wagi nalezg do 5 + U.

16.6 Trialnosé
Krata W dzieli sie na trzy podkraty:
Wi = {niLi+naLly : ny+ng € 3Z + k}.
Rownowaznie,
Wo=U, Wi=Li+U, Wo=2L; +U.
k € Z3 nazywa sie trialnoscig kraty. Wagi reprezentacji typu (p, q) leza na kracie W,_,.

SU(3) ma centrum {eiﬁﬂ : k=0,1,2} ~ Zs. Zs ma 3 reprezentacje nieprzywiedlne, tez
numerowane przez Zs. Trialno§é danej reprezentacji odpowiada reprezentacji centrum.

16.7 Pierwiastki ujemne i dodatnie

Wisrod operatorow pierwiastkowych wyrdzniamy pierwiastki ujemne:
Ayg, Aig, Ags

i pierwiastki dodatnie:
Ao1, Asi, Asg.

Wektor najwyzszej wagi to taki, ktory jest zabijany przez pierwiastki ujemne. Kazda reprezen-
tacja nieprzywiedlna posiada doktadnie jeden (z dokladnoscia do czynnika) wektor najwyzszej
wagi U. Wtedy kazdy wektor jest kombinacja liniowa wektoréow postaci B; - - - B, ¥, gdzie By, . ..
sa pierwiastkami dodatnimi.

Niech ey, ez, e3 bedzie bazg C3 a e!, e?, €3 bazg dualng w C#3. Reprezentacja nieprzywiedlna
na ®5C3 ® ®IC3* ma wektor najwyzszej wagi @Pe; ® ®%e® z waga pL1 — qL3 = (p+q) L1+ qLo.

2
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16.8 Diagramy wagowe przykladowych reprezentacji

C3: wagi {L;}, najwyzsza waga L1
1 1
1

®2C3: wagi {L; + L;}, najwyzsza waga 2L,
1 1

[=

1
®3C3: wagi {L; + L; + Li}, najwyzsza waga 3L
1 1 1 1

C3*: wagi {—L;}, najwyzsza waga —L3

1
1 1

®R2C3: wagi {—L; — L;}, najwyzsza waga —2L3
1

1 1 1

®@3C3#: wagi {—L; — Lj — Ly}, najwyzsza waga —3L3

reprezentacja dolgczona, dziata w C? @ C3#, wagi {L; — Lj, i#j; 2x0}, najwyzsza waga
Ly —Ls

1 1 1

Zbibér wag reprezentacji wraz z krotnosciami musi spetnia¢ nastepujace wlasnosci:
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(1) Jest symetryczny wzgledem odbicia w kazdej z osi zadanej przez Ly.

(2) Po przecieciu dowolna prosta prostopata do Ly dostajemy krotnosci pewnej reprezentacji
SU(2).

(3) Jesli reprezentacja jest nieprzywiedlna, to jej wagi znajduja sie w jednej z podkrat Wy, Wy
lub WQ.

(1) wynika z tego, ze B — WijAWi;1 jest izomorfizmem algebry sl(3,C), gdzie

Wz‘j = ng = App + Aij + A]z

Ten izomorfizm zamienia H;; na —Hj; i Hy, na Hjy.

(2) Wynika z tego, ze jesli Hg jest przestrzenia wagowa, to ®©nHg1na,; T0zPinaja reprezentacje
sl(2,C).

Mamy nastepujaca regule dla krotnosci wag (wymiaru przestrzeni wagowych) reprezentacji
nieprzywiedlnych. Wagi na obrzezach majg krotno$é 1. W kazdej nastepnej warstwie zwickszaja
sie 0 1, chyba ze dochodzimy do warstwy w formie tréjkata, i wtedy nie zwiekszamy krotnosci.
W szczegolnosci, dla reprezentacji w @2C? i @C3#, ktére maja obrzeza tréjkatne, wszystkie
krotnosci sg réwne 1.

16.9 Symetrie w mechanice kwantowej

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta a G 5 g — U(g) € U(H) reprezentacja unitarng grupy.

Najczestsze zastosowanie teorii grup to symetrie przyblizone. Zalézmy, ze Ai,..., A, jest
uktadem komutujacych samosprzezonych obserwabli, ktore powoli zmieniaja sie z czasem. Na
przyktad, jesli H = Hg + V jest hamiltonianem i V jest w odpowiednim sensie matle, to jedna
z tych obserwabli moze by¢ Hy. Zalozmy, ze U(g), g € G, komutuja z Aq,...,A,. Wtedy
przestrzenie wtasne dla A1, ..., A, sa niezmiennicze dla G.

Inne zastosowanie to grupy cechowania. Oznacza to, ze zar6wno hamiltonian H jak i wszystkie
obserwable fizyczne komutuja z U(g), g € G.

16.10 Konwencje

Reprezentacje unitarne u(1) sa jednowymiarowe i zadane sa przez q € R, zwany tadunkiem

u(1) 3 6 %,

Przy iloczynie tensorowym tadunki sie dodaja.

Reprezentacje nieprzywiedlne su(n), so(n) sa z reguly oznaczane liczbami odpowiadajacymi
ich wymiarowi. Dla reprezentacji sprzezonej dopisujemy kreske. Tak wiec reprezentacja funda-
mentalna su(n) jest oznaczana przez n a antyfundamentalna przez 7.

16.11 Zachowane ladunki

Kazda czastka pozostawiona samej sobie w koricu rozpadnie si¢ na fotony, neutrina, elektrony,
protony i ich antyczastki.
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Nastepujace wielkosci nie zaleza od kanatéw rozpadu: tadunek elektryczny

Q = #fp + #fe — #p — e,

i tadunek barionowy
B = #p — #D.

Sa to liczby, ktore sa zawsze zachowane.

16.12 Izospin

Proton p i neutron n maja podobne masy i wtasnosci nie zwiazane z oddzialtywaniem elektroma-

0

gnetycznym. Podobnie mezony 7+, 70, 7.

Heisenberg zaproponowal, ze hamiltonian ma rozktad
H= Hstrong + Hema

gdzie Hgtrong to hamiltonian oddziatywan silnych niezmienniczy wzgledem grupy SU(2), w od-
roznieniu od hamiltonianu elektromagnetycznego Hen. Oznaczmy przez Iy, Is, I3 generatory
su(2), zwane izospinem. Oddzialywanie elektromagnetyczne komutuje jedynie z I3.

Proton p i neutron n bylyby wektorami wlasnymi I3 nalezacymi do reprezentacji fundamen-

talnej SU(2). Przyjmujemy, ze proton i neutron naleza do reprezentacji o izospinie %:

1 1
Isp = ip, Isn = —in.

Podobnie, mezony 7 naleza do reprezentacji o izospinie 1:
Iynt =7, 137T0 =0, Isn~ = —7".

Ogodlniej, zaobserwowano, ze mozemy pogrupowaé czastki w multiplety izospinowe. W obrebie
tego samego multipletu izospinowego czastki sa bardzo podobne pod wzgledem masy i innych
wlasnosci, natomiast maja inny tadunek elektryczny i Is.

Zauwazono, ze oddzialywania miedzy czastkami mozna podzieli¢ na silne, ktére nastepuja
bardzo szybko, stabe, ktore sg znacznie wolniejsze i elektromagnetyczne. Izospin zachowywany
jest w oddzialywaniach silnych, ale nie stabych, np:

7r+—>,u,++1/#, /ﬁ—>e++ue+ﬁﬂ.

Biorac pod uwage oddzialtywania silne kazdej czastce mozna przypisaé¢ wartosé Is.
Zwr6émy uwage na to, ze dla multipletu nukleonowego i pionowego zachodzi zwiazek

1
Q=1I3+3B. (16.114)

107



16.13 Dziwnosé

Zauwazono, ze istnieje jeszcze jedna liczba, ktora jest zachowana w reakcjach silnych, a w re-
akcjach stabych zmienia sie o 1. Nazwano ja dziwnoscig i oznaczono przez S. Przyjeto, ze
“standardowe czagstki” takie jak p,n, 7, e maja dziwnosé zero.

Okazalo sie, ze czastki oddziatujace silnie mozna pogrupowaé¢ w wieksze multiplety, w obrebie
ktorych czastki réznia sie o wartosé S i Is. W obrebie multipletéw mamy stosunkowo podobne
masy, ten sam spin i te sama liczbe barionowa. Okazalo sie, ze multiplety te maja symetryczna
postaé, jesli za wspolrzedne wybierze sie I3 i hipertadunek

Y=B+S.

Znaleziono tez zwiazek zwany formula Gell-Manna — Nishijimy uogoélniajacy (16.114):

1
Q:I3+§Y-

Hadrony z zerowym adunkiem barionowym nazywane sg mezonami. Na ponizszych diagra-
mach na osi pionowej odkladamy Y, na osi poziomej I3.

Najwazniejsze multiplety mezonow (B = 0):

Nonet pseudoskalarny sktada sie z oktetu

KO Kt

i sigletu 7n'.
Nonet pseudowektorowy sktada sie z oktetu

K*O K*+

K*— K*O

i singletu w'.
Oto podstawowe multiplety barionéw (B = 1):

Oktet ze spinem %:

¥ ¥0 A0 vt

[1]

[

[1]
(@)
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Dekuplet ze spinem %:

A~ A0 AT ATT

x— E*O S+

[1]

16.14 Kwarki

Wprowadzmy 3 kwarki: u, d i s. Traktujemy je jako wektory wagowe dla fundamentalnej repre-
zentacji SU(3):
d U

S

Mamy tez antykwarki odpowiadajgce reprezentacji antyfundamentalnej:

5

gl
Q

Q = SC#u—Hd—#s)
B = é(#u+#d+#s),
S = —#s,

Y

= L(Hut #d - 24s),
Iy = (),

Rozwazmy grupe SU(3)g opisujaca flavory u, d, s, grupe SU(2)spin Opisujaca spin i SU(3)col

odpowiedzialna za kolor. Kwarki mozna traktowaé jako elementy Cg@@gpinéi)(:g’ol, zas antykwarki

jako elementy @3 ® @zpin ® @i’ol. Dziata na nich grupa SU(3)g x SU(2)spin X SU(3)col
Kwarki sg fermionami, zatem stany sa opisywane przez elementy

&%(Ch © €2y  Cly ) © @4 (Th @ Cagiy © T ). (16.115)

Hipoteza uwiezienia moéwi, ze w fizyce realizowane sg tylko stany “bezbarwne”; czyli takie na
ktore grupa kolorowa dziala trywialnie. Jesli zanurzymy (16.115) w przestrzeni

P (C;Z’l ® Czpm) ® @1 (@3 ® @fpm) ® ( &P C3 ® ®‘I@§’Ol>, (16.116)
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to beda one postaci YR ®, gdzie ®, odpowiadajace “kolorowym” stopniom swobody, jest singletem
wzgledem SU(3).

Wéred @PC3 | @ ®Q@ZOI reprezentacje singletowe z najmniejszymi (p, q) # (0,0) znajdziemy
dla (1 ® 1) (mezony), (3,0) (bariony) i (0,3) (antybariony).

W szczego6lnosci, mezony sa elementami

(C?ﬁ ® (Cgpin ® Cg)ol ® C1?1 ® @Spin ® @iol
—3 =2 —3
= (C% ® Cgpin ® (Cﬁ ® (Cspin) ® (Czc))ol ® Ccol) .

Warunek bezbarwnosci daje

1 _ _ —
Vo (LD +122)+12.2),

gdzie 1,2,3 odpowiada 3 kolorom i

Ve ChoC, @Ch®C o= (C3Tyh) & (C2n @ CTopn).

spin spin

Dla reprezentacji SU(3)g mamy 3®3 = 8+1. Dla reprezentacji SU(2)spin mamy 202 = 3+1,
co daje spin 0 i 1. Zatem dostajemy oba nonety mezondéw.
Oto “zawarto$é¢ kwarkowa” nonetéw mezonowych:

ds us

du dd, v, s5 ud

Mezony o zerowym tadunku réznig sie kwarkami:

1 _
0 = 2(dd — ),

(255 — dd — va),

(53 + dd + un).

|
S-Sl S

Bariony sa elementami
@5 (Ci ® Cin ® Clo)
¢ & (Chocl,)ee’C,

Warunek bezbarwnosci daje

1
\I/®—<1,2,3 +12,3,1) +13,1,2) — 1,3,2) — [3,2,1) — 1,3,2).
75 | )+ | )+ ) — | )= | )= | )
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Kolorowa czeséé wektora jest antysymetryczna. Zatem ¥ musi byé elementem ®3 ((Cg ® (Cfpin),
ktora ma wymiar % = 56. Ze wzgledu na dziatanie grupy SU(3)g X SU(2)spin, Na pewno w
®3 ((C?f’l ®C§pin) znajdziemy reprezentacje ®3C3 ®®§C§pin. Ma ona wymiar 10 x 4. Zatem zostata
reprezentacja 56 —40 = 16-wymiarowa. Odpowiada ona reprezentacji dotaczonej SU (3),m i razy
C2. Czyli mamy rozklad

CgC'aC®wC?

co odpowiada dekupletowi (reprezentacji ®2C?) o spinie % i oktetowi (reprezentacji dotaczonej)

0 spinie % .

A oto “zawarto$é¢ kwarkowa” multipletéw barionowych:

ddd ddu duu UUW
dds dus UUS
dss UuUSS

588

A oto stany spinowe barionow lezacych w srodku diagramu, gdzie wystepuje najwieksza degene-
racja:
20 dtutst,
;;dTuTs¢+dTu¢sT+d¢uT8ﬁ,
;§d¢u¢sT+dTu¢s¢+diuT307

dlulsl;

50 Jg@d¢u¢s¢—d¢u¢s¢—d¢u¢sﬂ,
J%@d¢u¢s¢d¢u¢s¢d¢uTsU;
A —_(@tulst-diuts?)

S

2
1
V2
Azeby dosta¢ stany np. ¥*~ i ¥~ nalezy zamieni¢ wszedzie u na d i odrzuci¢ A°.
y €

Wszystkie fizycznie realizowane reprezentacje SU(3)g maja trialno$¢ 0 — to wynika z “bez-
barwnosci”.

(dtulsd—dlutsl).
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17 Zastosowanie teorii grup w modelu standardowym i modelach
wielkiej unifikacji

17.1 Model standardowy

Model standardowy oparty jest na grupie cechowania SU(3) x SU(2) x U(1).

Oznaczmy (samosprzezone) generatory su(2) przez 11, T, T5. Stanowia one generatory tzw.
stabego izospinu. Samosprzezony generator u(1) oznaczamy przez Y. Jest to tzw. staby hiper-
tadunek, nie myli¢ z hipertadunkiem, ktéry ma to samo oznaczenie.

Podstawowym zalozeniem modelu Weinberga-Salama (ktory jest czescia modelu standardo-
wego opisujaca oddzialywania stabe i elektromagnetyczne) jest to, ze tadunek elektryczny @
pochodzi czesciowo z SU(2) a czesciowo z U(1). Wyrazi¢ to mozna wzorem

Q=Ts+Y. (17.117)

(Stosujemy konwencje z podrecznika Srednicki’ego. Czesto zastepuje sie Y przez 2Y, tak by byt
speliony wzor Q) = T3 + %, analogiczny do wzoru Gell-Manna — Nishijimy).

Poza bozonami cechowania — odpowiadajacymi algebrze Liego su(3) & su(2) & u(l) — w
lagranzjanie wystepuja natadowane czastki odpowiadajace réznym nieprzywiedlnym reprezenta-
cjom (multipletom) grupy SU(3) ® SU(2) @ U(1). Kazda z nich posiada antyczastki posiadajace
odwrotng chiralnosé i tadunki. Mozna je podzieli¢ nastepujaco:

(1) Multiplet (albo wiecej multipletéw) zespolonych skalarnych bozonéw (Higgsa) stuzacych do
ztamania symetrii cechowania SU(2) x U(1).

(2) Kilka multipletow weylowskich (chiralnych) fermionéow. Kazdy multiplet wystepuje w 3
generacjach. Multiplety fermionéw mozna podzieli¢ na dwie rodziny

(i) Leptony, ktore nie uczestnicza w oddzialywaniach silnych, czyli sa singletami ze wzgledu
na SU(3).
(ii) Kwarki, ktore transformuja sie nietrywialnie wzgledem SU(3).

(Multiplet — nieprzywiedlna, na ogél wielowymiarowa reprezentacja grupy cechowania).

Istnieja dwie wersje modelu standardowego: pierwotna wersja, ktérg oznaczamy SM, nie
zawierala neutrin prawochiralnych. W nowszej wersji, oznaczanej przez vSM sa dodatkowo
neutrina prawochiralne.

Bedziemy stosowali nazewnictwo odnoszace sie do pierwszej generacji.

17.2 Leptony

Leptony mozna podzieli¢ na elektrony i neutrina. Elektrony sa zaréwno lewo- i prawochiralne.
Maja te sama mase. 7Z punktu widzenia oddzialywan e.m. i silnych mozna traktowac je jako
fermiony dirakowskie, czyli para fermion lewochiralny i prawochiralny. Oznaczane sa przez e =
(er,er), Maja one @ = —1. Antyczastka dla elektronu nazywa sie pozytonem i jest oznaczana
przez e.

Neutrina maja Q = 0. Neutrina elektronowe, oznaczane v, lub v, 1, w SM sa lewochiralne i
maja mase zZerowa,

112



(ér,, Ve,1.) tworza dublet ze wzgledu na SU(2). Mamy

1 1
Tzer, = 5L T3vel = Vel

Korzystajac z (17.117), dostajemy stad

1
Yer = —5CL; YVel, = —zVe L.

2
er jest singletem dla SU(2). Dlatego tez (17.117) implikuje

YGR = —€R-

Przy zestawianiu multipletéw, wygodnie jest odwolywaé sie wylacznie do multipletéw lewochi-
ralnych. Dlatego zamiast elektronu prawochiralnego bierzemy pod uwage pozyton lewochiralny.
Ma on Q =11 7T5 =0. Oto jego hipertadunek:

Yer = eg.

W vSM wprowadza si¢ dodatkowe neutrino prawochiralne v, g, ktore transformujg si¢ try-
wialnie ze wzgledu na grupe cechowania. Przy zestawianiu multipletéw bierzemy pod uwage jego
antyczastke v, r, ktora jest lewochiralna.

Reasumujac, mamy nastepujace multiplety lewochiralnych leptondw:

1
L - (€L7V6,L) (1727_5)7
E = €R (1717 )
N =TVeR 1,1,0

17.3 Skalar Higgsa

Aby zbudowaé niezmiennicze czlony masowe w lagranzjanie potrzebujemy dodatkowego skalara,
@, ktory jest singletem dla SU(3), dubletem dla SU(2) i ma Q = 0. Zatem Y = —%. Czyli jego

reprezentacja to
1

,)‘

1,2, —
()72

17.4 Kwarki

Mamy dwa kwarki, » i d. Na przyktad, proton i neutron sa zbudowane nastepujaco:
p=uud, n =udd.

Oto ich tadunek elektryczny:

2

1

Sa one trypletami ze wzgledu na SU(3) — transformuja si¢ wzgl. reprezentacji fundamentalne;.
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Mamy tez antykwarki:

Transformujg sie wzgl. reprezentacji antyfundamentalne;j.
Lewochiralne kwarki sa dubletem ze wzgl. na SU(2):

1 1
Tyup, = - Tydy, = —=dp..
3UL 2UL7 3L 2 L

Stad
1 1
YUL = EUL’ YdL = édL'

Prawochiralne kwarki sa singletami dla SU(2). Dla nich
Tsugr =0, Tsdg =0.

Stad
Yug = 2 Ydgr = 1d
UR = ZUR, R = —30R-

Reasumujac, mamy nastepujace multiplety lewochiralnych kwarkdw:

Q: (uLadL) (37276)7
— - 2
U = UR (3a17_§)7
— = — 1

17.5 Lagranzjan modelu standardowego

Lagranzjan modelu standardowego jest singletem ze wzgledu na grupe cechowania. Mozna wy-

rozni¢ w nim nastepujace cztony:
(1) Czlon kinetyczny dla pdl cechowania.
(2)
(3) Czton kinetyczny dla bozonéw skalarnych.
(4)

Czlony kinetyczne dla fermionow.

Potencjal dla bozonow skalarnych (“kapelusz meksykanski”?) — ze wzgledu na renormalizo-

walnos$¢ powinien to by¢ wielomian maksymalnie 4 stopnia. Zaktadamy, ze jest niezmienni-

czy przy zamianie ¢ na —¢.

(5) Wyrazy masowe — wyrazy 2-liniowe w fermionach. Musza by¢ singletami ze wzgledu na
grupe cechowania, i dlatego z regutu mnozone sa przez bozon skalarny.

Niech 1,4’ transformuja sie zgodnie z reprezentacja fundamentalna SU(3). Wtedy niezmien-

nicze rzeczywiste dwuliniowe wyrazenia zbudowane z 1,1’ sa postaci
—a
(GRS

1 wyrazenia sprzezone.
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Niech 1,4’ transformuja si¢ zgodnie z reprezentacja fundamentalna SU(2). Wtedy niezmien-
nicze dwuliniowe wyrazenia zbudowane z 1,1’ s postaci

DY,
6”1/11'77[)3’,
1 wyrazenia sprzezone.
Jesli mamy 1, ...,1, majace tadunki yi,...,y, ze wzgledu na U(1), to 11 -- -1, jest nie-

zmiennicze jesli y1 + - - - + yn, = 0. Dlatego tez mamy nastepujace mozliwe wyrazy niekinetyczne
w lagranzjanie v SM (uwzgledniamy jedynie fermiony lewochiralne)

I 0 (17.118)
€I ELj, €1$:D"Qajy ¢ U° Quais (17.119)
#'LiN, NCN. (17.120)

Fermiony prawochiralne wystepuja w wyrazeniach sprzezonych do (17.119) i (17.120). « prze-
biega indeks kolorowy, i, j przebiegaja indeksy 1,2. C jest macierza sprzezenia tadunkowego. W
SM tylko (17.118) i (17.119) sa mozliwe.

17.6 SU(n)

SU(n) ma reprezentacje fundamentalng C" i antyfundamentalna C". Wsrod reprezentacji nie-
przywiedlnych sa

QPC",  p=1,2,...,
®IC", g=1,...,n—1.

Mamy
RIC" = @ 1C".

A oto uzyteczne relacje dla dowolnych dwoch przestrzeni Z, W:
p . 3
R (ZBW) ~ Eo R/, Z B ®LIW,
R2Z=R2Z0R2Z.

17.7 Rozszerzanie SU(3) ® SU(2) x U(1) do SU(5)

Ponizsza analiza jest oparta czeSciowo na ksiazce Srednicki’ego i artykule Baez-Huerta.
Mamy inkluzje
su(5) D su(3) ® su(2) ® u(1),

gdzie

Lol
Wl
Wi
N
[N
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Fundamentalng reprezentacje SU(5) rozklada sie nastepujaco:

1 1
) 1, —— 1,2,-).
- BL-3)e127)
Stad,
4 — -1 1
Wzgledem SU(5), mamy ®25 = 10. Wzgledem SU(3) mamy ®23 = 3. Zatem
) ) 1 1 1., 1
10 = ®a5 - ®a(37 L, _g) S (37 1, _§)®(1’ 2, 5) 87 ®a(17 2, 5)
_ 2 1
= BL-g)eB2)e L) (17.122)

Wszystkie multiplety lewochiralne SM wzgledem SU (3) x SU(2) x U (1) znajdziemy w nastepuja-
cych dwoch multipletach wzgledem SU(5): ®25 (17.121) i ®25 (17.122). Zeby dostaé antyczastki
wystarczy doda¢ ®L51 ®35. Aby doda¢ neutrina prawochiralne i ich antyczastki wystarczy dota-
czyé @951 ®35. Dostajemy przestrzen I',(C?). Przestrzent ta rozktada sie na dwie nieprzywiedlne
reprezentacje Spin(10) (dwukrotnego nakrycia SO(10)) odpowiadajace lewochiralnym i prawo-
chiralnym czastkom.

W ponizszej liscie ¢ oznacza jeden z kolorow r, g,b, zas ¢, ', ¢” jest jedna z cyklicznych per-
mutacji r, g,b. Piszemy ay - - - a,, zamiast ﬁal Ao Nay.

1,L 5 R 10,L 10,R 5, L LLR

vr=1 e, =u egr=ud er=cdd e, =cdd’d vgr=ccd"ud
vp=d uf =cu u§ =cddd v, =cddu
—3C —3C
=c =c =cd"u =cdu
ch di Cl dL !0 dR !0 d

—c __ .0 c __
up =cc up = cud

17.8 Pola w GUT opartej na SU(5)

W GUT opartym na SU(5), bez prawoskretnego neutrina, poza bozonami cechowania parame-
tryzowanymi przez su(5), mamy nastepujace pola:

(1) Zespolone bozony skalarne

(1) Bozon ® w reprezentacji dolaczonej odpowiedzialny za tamanie SU(5) do SU(3) x
SU(2) x U(1). Sprzega sie tylko do bozonéw cechowania i ¢.

(2) Bozon ¢ w reprezentacji fundamentalnej odpowiedzialny za tamanie SU(2) x U(1) do
U(1).

(3) Weylowskie lewochiralne fermiony

(1) Multiplet 1) w reprezentacji 5 (antyfundamentanej).
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(2) Multiplet x w reprezentacji 10 (antysymetrycznej).

Mozliwe wyrazy niekinetyczne w lagranzjanie:

Trd?, Trdt, (Trd)?,
5' d)? (g ¢)27 5 : (b2¢7
" xijs €Mk Xam

Jesli chcemy, zeby neutrina miaty mase, musimy dodaé¢ pole vg bedace singletem dla SU(5)
1 wyraz

%w"ﬁR-

17.9 Rozszerzanie SU(3) ® SU(2) x U(1) do SU(4) x SU(2) x SU(2)

W Teorii Pati-Salama zakladamy, ze istnieje czwarty kolor “bialy”, oznaczany przez w reprezen-
tujacy leptony. Grupa SU (4) dziala w dwoch reprezentacjach: fundamentalnej z baza r, g, b, w i
antyfundamentalnej z baza 7,7, b, w.

“Lewa” grupa SU(2) dziala na C? z baza uy,,dy,. “Prawa” grupa SU(2) dziata na C? z baza
UR, dR.

Czastki materii (lacznie z prawym neutrinem) organizujemy w cztery reprezentacje grupy

SU(4) x SU(2) x SU(2):

(4,2,1)

(4,1,2)

(4,2,1)

(4,1,2)

VI, = w K uj,

VR = W X UR

U, =W R uy,

VR =W K UR

e, =w®d;, eR=w®dr eL=w®d;, er=w®dg
uf, =c®uy, ujR =CcUR @izé@ui UR = C® UR
di:C(X)dL d(ﬁ:C(X)dR dL:E®di dR:E®dR
Oto stownik (z lewej stosujemy oznaczenia dla obecnego podrozdziatu, z prawej dla podrozdziatu
17.7):
ur, = u, dL = d,
ur, = ud, drp =1,
c =g, w =cdd
c =cdd, w =1

Mamy nastepujace utozsamienia:

(C*e T ® (C2eC & CaC?) =~
~ T,(C*) ®@T,(C?)

SU(4) ~

~

Spin(6),

CeC*aC oC)e (CaC?aC)

I.(C* @ C?).
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SU(2) x SU(2) ~ Spin(4).

Zatem grupa SU(4) x SU(2) x SU(2) to to samo co grupa Spin(6) x Spin(4).
Spin(6) x Spin(4)/Zs jest podgrupa Spin(10).

Oczywiscie,



18 Algebry Clifforda i grupy Spin

18.1 Algebry Clifforda

Bedziemy oznaczaé przez K(n) algebre macierzy n x n nad K =R, C, H.
Niech ¢1, ..., ¢, spetniaja relacje

[9i, d5]+ = 26;;1. (18.123)

Algebra taczna nad R generowana przez 1, ¢1, ..., ¢, spelniajaca te relacje nazywa sie (rzeczy-
wistq) algebrg Clifforda C1T(R™) = CIt(n).
Niech ~1, ..., v spelniaja relacje

[vis vil4 = 2051 (18.124)

Algebra taczna nad R generowana przez 1,71, ...,7, speliajaca te relacje nazywa sie (rzeczy-
wistq) algebrg Clifforda C1™(R™) = Cl™ (n).

Algebra taczna nad C generowana przez 1, ¢1, ..., ¢, spelniajaca (18.123) nazywa sie zespo-
long algebrg Clifforda i bedzie oznaczana przez C1(C™). Jest ona izomorficzna algebrze genero-
wanej przez 1,71, ..., spelniajacych (18.124), gdzie izomorfizm jest zadany przez ; := ig; lub
Vi = —ig;.

Zaréwno C1T(R™) jak i C1™(R™) sa rzeczywistymi podalgebrami w CI(C").

Baze algebry CIT(R™) stanowia elementy ¢, - - - ¢;, , gdzie iy < -+ < if.

18.2 Algebry Clifforda jako x-algebry

Definicja 18.1 Mdowimy, ze algebra A nad C jest x-algebra gdy jest wyposazona w antyliniowe
odwzorowanie A > A — A* € A takie, ze (AB)* = B*A*, A" = A i A # 0 implikuje A*A # 0.
* nazywa ste inwolucja lub gwiazdks.

Definicja 18.2 Jesli A, B sq x-algebrami, to homomorfizm m : A — B spetniajocy m(A*) =
m(A)* nazywa sie x-homomorfizmem. (Rdéwniez definiujemy *-izomorfizmy, *-automorfizmy, -
idealy, etc.)

Zespolone algebry Clifforda sa #-algebrami, jesli wyposazymy je w inwolucje jednoznacznie
zdefiniowang przez ¢ = ¢;. W szczegbdlnosci, mozna zdefiniowaé unitarne elementy algebry
Clifforda, ktore spetniaja A*A = AA* = 1, a takze samosprzezone elementy, spetniajace A = A*.

18.3 Parzyste algebry Clifforda

Odwzorowanie ¢; — —¢; (lub réwnowaznie ~; — —v;) rozszerza sie jednoznacznie do auto-

morfizmu algebr Clifforda oznaczanego przez a. Elementy zachowywane przez ten automorfizm

nazywaja sie parzystymi. Podalgebre parzystych elementow w Cl(C™) onaczamy przez Cly(C™).
Jedli rozpatrujemy C1t(R") i C1™(R"™) jako podalgebry C1(C"), to zbiér parzystych elementow

w obu algebrach sie pokrywa. Bedziemy go oznaczali przez Clg(R™) (nie wskazujac na znak =+).
Mamy izomorfizm

Clp(R™) ~ C1~(R™1).
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Aby sie o nim przekonaé zauwazmy, ze Clo(R"™) jest generowana przez ¢j := ¢;¢n, j = 1,...,n—1,
spelniajace relacje

[y, Y]+ = =i 1.
18.4 Element objetosci

Nastepujacy element CIT(R™) nazywa sie czasem elementem objetosci:
w:i=q¢@1 - Op.
Oczywiscie, C1T(R™) jest generowane przez ¢, ..., ¢n_1,w. Mamy
W= (=120, wgy = —(—1)"gw.

W CI™ (R™) mamy zamiast tego
"w=m1"Yn.

Jesli n jest parzyste, to w, odp. iw implementuje automorfzm «:

wAw ! = a(4), Aec CIT(R"), (18.125)

iwA(iw)™! = a(4), AcClI™(R"). (18.126)

Zalozmy, ze n jest nieparzyste. Wtedy w nalezy do centrum CIT(R™) a iw nalezy do centrum
Cl=(R™).

Dla n = 4m + 1 mamy w? = 1. Dlatego mamy izomorfizmy

CIF(RY™) @ CIF(RY™) 5 (44, Ag) s 2 ; “p 40 5 YA € QIR (18.127)

CIm (R™+2) @ CI- (RY™2) 5 (A4, Ag) > ]“;i“Al + ﬂ;iwAl € CIm(R¥™3).  (18.128)
Dla n = 4m + 3 mamy w? = —1. Dlatego tez mamy izomorfizmy

CCIT(RY™F2) 5 (4] +143) — Ay + wA; € CIT(RY™H3), (18.129)

CCI™ (R¥™) 5 (A; +143) — A; 4+ iwA; € CI~(R™*1), (18.130)

Uzywajac (18.127) i (18.128) dostajemy izomorfizm C1(C2) & CL(C2F) ~ CL(C2F+).
Zdefiniujmy transformacje

*@j 1= (=1)"¢1 - Pj_10j41 - Pn.

Innymi stowy,
$j(x¢j) = w.
Zauwazmy, ze dla n = 4m x¢; spelniajg relacje ;. Dlatego tez dla takich n odwzorowanie *
przedtuza sie do izomorfizmu  : C1T(R"?) — C1™~ (R").

Dla n = 4m + 2 x¢; spelniaja relacje ¢;. Dlatego tez dla takich n odwzorowanie x przedtuza
sie do automorfizmu C17(R"). Analogicznie dostajemy wtedy automorfizm Cl~(R™).
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18.5 Reprezentacja Foka algebry Clifforda
Zalozmy, ze n = 2m. Definiujemy nastepujace elementy C1(C™):

§ = %(¢2i71 +igo;), aj := %(Qf)%fl —i¢a;).

Mamy wtedy
[ahaj]-i- [azua]]-‘r 0, [aw ]] 52311
Dostajemy zatem reprezentacje C1(C*™), a takze C1T(R?*™) i C17(R?*™) na [',(C™). Przestrzen
['.(C™) ma wymiar 2™. Operatory kreacji i anihilacji generuja wszystkie macierze. Mozna
uzywajac tego pokazaé, ze C1(C?™) ~ C(2™).
Mamy operator liczby czastek
m
N = Z a;ja;
i=1

i operator parzystosci
(1 = =t =T = [T - 20
[

Mamy )
(D%l = (DYl =0, (DY) =1

Zatem 4(—1)V spetniaja razem z ¢1, ..., da, relacje (18.123). Dostajemy zatem dwie nierow-
nowazne reprezentacje C1F(R?™+1) i CI(C?"+1) na T',(C™). Mozna uzywajac tego pokazaé, ze
Cl(C?m ) ~ C(2m) @ C(2™).

Oczywiscie, mozna réwniez te algebry reprezentowaé na I'y(C™H1) dostajemy wtedy repre-
zentacje bedaca suma prosta powyzszych reprezentacji.

18.6 Konstrukcja Jordana-Wignera

Jesli mamy ustalong baze w R™, to mozna przedstawi¢ reprezentacje w przestrzeni Foka w postaci
tzw. konstrukcji Jordana-Wignera. Dla n = 2m;

¢1:= 01, G2 1 = 09,
—1 —1
Pom—1 1= o'?(m )®01, Pom 1= U?(m )®0'2.

Wtedy, korzystajac z o109 = ios dostajemy

w=1i"cd"™.
Dla n = 2m + 1 dodajemy
. _®(m+1)
Gom+1 1= Oy .

Wtedy
w=1i"1" ® 3.
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18.7 Postaé algebr Clifforda

Uzywajac rezultatow otrzymanych powyzej mozna dostaé¢ nastepujaca tabelke:

n CIY[RY  CIT(R")  Cl(R?) clcr) Clo(C)

0 R R C

1 ReR C, R CoC C

2 R(2) i C C(2) CaC

3 C©2) H o H, H C@2)®C?2) T2

4 HE2) H(2) He H C4)  C@aCQ)
5 H(2)@H2)  CA) H(2)  CA)®CH)  C4)

6 H4) R(S) C(4) C(8)  C4)®CA)
7 CB) RE)GRE) R CE®CE)  C@®)

8 R(16) R(16)  R($)BR(8)  C(16)  C(8)® C(8)

Rozwazmy na przyktad Cl™(4). i:= 71, j := 72, ; = 1172 daje identyfikacje Cl1™(2) z H.
Ty = %(1 + 17273) 1 v374 komutuja z C1™(2). Poza tym,

47374 = Y34 —.

Mamy homomorfizm

H(2) > [?LJF ?F_} Xy T+ T T 4 T ToY3Ys + T y374 € CIT(4).
7+ —_—

18.8 Grupa Pin i Spin

Niech v € R™. Odbiciem wzgledem v nazywamy odwzorowanie

bl
By =y =2y

Oczywiscie, R2 = 11 R, € O(R")\SO(R").
Twierdzenie 18.3 Odbicia generujg O(R™). Zbior parzystych iloczynéw odbié jest réwny SO(R™).

Dowo6d. Niech A € O(R™). Po kompleksyfikacji, mozna zastosowaé twierdzenie spektrane.
Prowadzi ono do wniosku, ze

R'= & Vs A= @ A,
o€[0,7] ¢€[0,7]

gdzie na Vg dla ¢ € {0,7}, Ay = €' a dla ¢ €]0, 7],

Ay = [cosqb —sinqﬁ] .

sing cos¢

(ew. razy identycznosc). Zatem wystarczy zanalizowaé te przypadki. O

121



Dla v € R", zdefiniujmy element C1*(R"), odp. Cl~(R")
$(v) =Y vidi, () =Y vivi.

Oczywiscie,

P(v)* = o(v), ) =), ¢V)P(v)" =7(V)y(v)" = (v]v),

Zalozmy, ze (v|v) = 1. Wtedy £¢(v) i £7y(v) sa unitarnymi nieparzystymi elementami CI*(R"),
odp. CI"(R") i

(£0(0)oy) (£ 6(v)" = —d(Ruy), (18.131)
(£7@)7 W) (£7(©)" = =7(Ruy). (18.132)

Niech Pin™(R") bedzie grupa w CIT(R") generowana przez ¢(v), (v|v) = 1. Analogicznie, niech
Pin~(R") bedzie grupa w CIT(R") generowang przez v(v), (v|v) = 1.

Oczywiscie, wszystkie elementy Pin®(R"™) sa unitarne. Definiujemy tez grupe Spin(R™)
sktadajaca sie z parzystych elementéw w Pin®(R").

Jesli U € Spin(R™), to istnieje Ry € SO(R™) taki, ze

U(y)U* = ¢(Ruy),
Jesli U € Pin®(R")\Spin(R"), to istnieje Ry € O(R™)\SO(R") taki, ze
Up(y)U" = —¢(Ruy).
Mamy réwnowazng definicje Pin®(R"): jest to zbior element6éw unitarnych w C1*(R™) takich,
ze
{Up(v)U* : veR"} ={o(v) : veR"}
Zauwazmy, ze Ry = R_y. U — Ry definiuja dwukrotne nakrycia:
1 — Zg — Spin(R") — SO(R") — 1,
1 = Zy — Pin*(R") — O(R") — 1.

18.9 Koincydencje niskowymiarowe

W niskich wymiarach mamy koincydencje:

Spin(R?) ~ SO(R?),
Spin(R3) ~ SU(C?),
Spin(RY) ~ SU(C?) x SU(C?),
Spin(R%) ~ SU(H?),
Spin(R®) ~ SU(CY).
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Pokazmy druga koincydencje.
Spin(R3) = {aoll + a1¢a¢3 + asdsdy + azprds 1 ai + a2 + a3 + a3 =1}, (18.133)
SU(2) = {aol + a101 + az0y + azos : ai + a2 + a3+ a3 = 1}. (18.134)
Niech
U(Clp(R™)) :={A € Clp(R") : A*A=1}.
Zauwazmy, ze
Spin(R") = U(Clp(R"™)), n=1,2,3,4,5,6 (18.135)
Spin(R") C U(Clh(R™)), n>6. (18.136)
Aby to zobaczy¢, wystarczy zauwazy¢, ze inkluzja C w (18.135) jest oczywista. Nastepnie nalezy
policzy¢ wymiary. W tym celu przypomnijmy sobie:
n(n —1)

dim SO(n) = 5 (18.137)
dim SU(C") = (n+1)(n—1), U(C") =n?, (18.138)
dim SU(H") = n(2n + 1). (18.139)
Dostajemy (drobne oszustwo!)

n dim SO(n) = dim Spin(n) dim U (Cly(R"))

10 0= dimO(1)

2 1 1 = dimU(1),

3 3 3 = dim SU(H) = dim SU(2),

4 6 6 = dim SU(H) x SU(H) = dim SU(2) x SU(2),

5 10 10 = dim SU (H?),

6 15 15 = dim SU(4),

7 21 28 = dim O(8).

18.10 Reprezentacje grupy Spin(n)

Grupa Spin(2m) ma reprezentacje w przestrzeni I'y (C™). Jest ona przywiedlna — rozklada sie na
reprezentacje o parzystej liczbie “czastek” i reprezentacje o nieparzystej liczbie. Te reprezentacje
sa juz nieprzywiedlne.

Grupa Spin(2m + 1) ma reprezentacje nieprzywiedlng w I'y (C™).

Wszystkie te reprezentacje nazywaja sie spinorowymi. Nie odpowiadaja one reprezentacjom

SO(n).

19 Przeglad klasycznych algebr Liego

19.1 si(n,C)

sl(n,C) = {Ae€gl(n,C) : TrA =0},
su(n) = {Ae€gl(n,C) : TrA=0, A" =-A}.
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sl(n,C) jest kompleksyfikacja su(n). To znaczy,
sl(n,C) = su(n) +isu(n).

A € sl(n,C) rozklada si¢ na A = 3(A — A*) + £(A + A*¥).
Wprowadzamy iloczyn skalarny
(X|Y) = TrXY.

Oznaczmy

Niech . .
f):: {ZCZA” : ZCZZO}
=1 i=1

b jest maksymalna przemienna podalgebra w sl(n,C) — jest to przyklad algebry Cartana. Po-
t6zmy
Hij = Au — Ajj = —Hji.

Mamy

[His Aij]) = uj(Hig) Aij,

ij(Hw) = Oip+ 05— Ok — 0a = (Hij|Hip).
Czyli A;; sg operatorami pierwiastkowymi, czyli wektorami wiasnymi dla dziatania algebry Car-
tana, a a;; € h# sa wartosciami wlasnymi, zwanymi pierwiastkami. Korzystajac z dwoistosci
zadanej przez iloczyn skalarny, mozna pierwiastki utozsamic z kopierwiastkami H;;, elementami

algebry Cartana.
W szczegolnosci,

(Hij|Hij) =2, (Hij|Hyj) =1, (Hij|Hjp) =—1, i #k.

Jako baze¢ kraty pierwiastkowej mozna przyja¢ Hio, Hagz, ..., Hyp—1,. Maja one wszystkie dtugosé
V2 i sa prostopadte do siebie z wyjatkiem

2

Z<I{127I{23) == A(Hn—Z,n—th—Ln) - ?

19.2  so(n,C)

Jedli przyjmiemy, ze iloczyn skalarny ma postaé

(zly) = Z%’yp

to mamy

so(n,C) = {Acgl(n,C) : A¥ = —A},
so(n,R) = {Acgl(n,R) : A" = —A}.
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so(n, C) jest kompleksyfikacja so(n,R):
so(n,C) = so(n,R) & iso(n,R).
A = ReA + ilmA. Wprowadzamy iloczyn skalarny %TrX Y. Baze ortonormalng stanowia

Lij = i)l = 5)(il, 1<i<j<n.

Zatem, wymiar so(n,C) jest rowny %
19.3  so(2m)
Zatozmy, ze n = 2m Wygodnie jest przyja¢ inng postaé iloczynu skalarnego w C?™. Niech

wspoétrzedne beda indeksowane przez +i, ¢ =1,...m.

m
(zlw) = Z Ziw_; = Z 2z;w_j.
i i=1

Aby przejsé¢ do wspodlrzednych kartezjanskich ktadziemy
245 = X25-1 + il‘gj.

Wprowadzamy iloczyn skalarny %TrX Y.
Wprowadzmy operatory

Bij = i)(=j| = 1)(—il.
Oczywiscie, Bj; = —Bj;. W szczegdlnodci, By; = 0. Kladziemy

N; := B;—; = |i)(i| — | — i) (—i]. (19.140)
Niech h bedzie rozpieta przez N;, i = 1,...,m, ktore stanowia baze ortonormalng. Jest to
algebra Cartana.
Baze so(2m,C) stanowia N;, i = 1,...,m, oraz

B, 1<if <[j| <m.
Kladziemy dla |i| # |j],
Nij = Nji = —N,i,j = _ijfi = sgn(z)Nl + sgn(j)Nj
Mamy dla k=1,...,m,
[Nk, Bij] = Bij(Nk)Bij,
Bij(Ng) = sgn(i)djx + sgn(j)djx = (Nij| N)-
(Nij|Nig) = 2, (Nij|Ni—j) = 0, (Nij|Nir) = 1, |j] # |kl
Czyli B;; sa operatorami pierwiastkowymi, 3;; sa pierwiastkami, wreszcie IV;; sa kopierwiastkami.
Maja one dtugosé /2.

Jako baze¢ kraty pierwiastkowej mozna wybra¢ Nia, ..., Np—2m—1, Nm—1,ms Nm—1,—m- Sa
wzajemnie prostopadle z wyjatkiem
27

Z(N12,No3) = -+ = Z(Nm—2,m—1- Nm—1,m) = Z(Nm—2,m—1, Nm—1,m) = 5
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19.4 so(2m+1)

Do C?™ dodajemy wspotrzedna indeksowang przez 0. Iloczyn skaarny ma postac

m
(z|lw) = Z ZW_; = zZowg + Z 2z;w;.
i i=1

Aby przej$é do wspotrzednych kartezjariskich kladziemy
245 = Xgj_1 T iT2j, 20 = T2m+1-
Procz operatorow B;; wprowadzmy operatory
Bj = Boj = [0){=j| = [5)(0l, 1<[j] <m.

Algebra Cartana b jest nadal rozpieta przez N;, ¢ =1,...,m.
Baze so(2m + 1,C) stanowia N;, i =1,...,m, oraz

Bij, 1< il <[j] <m,
Bj, 1<|jl<m.
Mamy dodatkowe w poréwnaniu z so(2m) relacje dla k =1,...,m
[Nk, Bjl = Bj(Nk)Bj,
Bi(Nk) = sgn(j)djr = (N;|Nk).
(NilNi) =1, (Ni|Nij) =1,

Czyli B;; i Bj sa operatorami pierwiastkowymi, 3;; i 3; sa pierwiastkami, wreszcie N;; i IV; sa
kopierwiastkami. IV; maja dtugos¢ 1.

Jako baze¢ kraty pierwiastkowej mozna wybra¢ Nia, ..., Njm—2m—1, Njm—1,m, Nm. Majg one
dhugosé v/2 z wyjatkiem ostatniego, ktory ma dhugosé 1. Sa wzajemnie prostopadle z wyjatkiem

2 _?ﬁ

A(N127N23) == Z(]\7771—2,m—1a]Vm—l,m) = ?7 Z(]\[m—l,m’]\fm) — 4

19.5 sp(2m,C)
Wspotrzedne beda indeksowane przez +i, i = 1,...m:

w = ngn(i)]i)(—i\.

Wprowadzmy operatory
Cij == sgn(i)]i){—j| + sgn(j)[j)(—il-
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Niech N; beda zdefiniowane jak dla so(n). Zauwazmy, ze
Ni=Cii=i)@] — | —i)(—1], i=1,...,m. (19.141)
Baze sp(2m, C) stanowia N;, i = 1,...,m, oraz
Cij, 1<il<|j|<m, Cj 1<j<m.

Wprowadzamy iloczyn skalarny %TI“XY. Niech h bedzie rozpieta przez N;, i = 1,...,m,
ktore stanowia baze ortonormalna. Niech Njj, Bi;, B; beda zdefiniowane jak dla so(n). Mamy
dlak=1,...,m

[Nk, Ci;] = Bij(Nk)Cij,
[Nk, Cj] = 2B;(Nk)Cj.

Czyli C;; 1 C; s operatorami pierwiastkowymi, 3;; 1 25; sa pierwiastkami, wreszcie IV;; i 2N}
sa kopierwiastkami. Maja one dtugos¢, odpowiednio, v/2 i 2.

Jako baz¢ kraty pierwiastkowej mozna wybra¢ Nia,..., Njm—2m—1, Nm—1,m,2Np. Jest to
prawie ta sama baza co dla so(2m + 1). W szczegdlnosei, ma te same katy.

19.6 Koincydencje
¢ :s0(3,C) — sl(2,C)
¢(N1) = H12/2, ¢(B1) = A2, ¢(B_1) = Ao.

¢ :so(4,C) — sl(2,C) & sl(2,C)

¢(Ni2) = Hi2/2, ¢(Bi12) = A12, ¢(B_1-2) = Aa,

A(Ni—2) = H_1-2/2, ¢(B_12) =A_1_92, ¢(B1-2) = A_o_1.
¢ :s0(5,C) — sp(4,C)
¢(Ni2) = Ni2,  ¢(Bi2) = Ci2, ¢(B_1-2) = Co1,

¢(N1—2) = N1—2, ¢(B_12) = C_12, ¢(B1-2) = Co_1,
¢(B;) = C;.
¢ :50(6,C) — sl(4,C) L
Jesli (ij) jest para w zbiorze {1,2,3,4}, wtedy (ij) bedzie oznaczalo taka pare (kl), ze ijkl
jest parzysta permutacja 1234.
Ponizej, ij sa parami w zbiorze {1, 2, 3}.
o(Nij) = Hij /2, ¢(Bij) = Aij, d(B—i—j) = Aji,
¢(Ni—j) = H5/2,  ¢(B—ij) = Ag;, ¢(Bi—j) = Az
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19.7 Konstrukcja Schura-Weyla

Diagramem Younga bedziemy nazywali nierosnacy ciag liczb naturalnych lub zer Ay > Ao > -+ -,
od pewnego miejsca zerowy. Czasami bierzemy pod uwage tylko niezerowe elementy, dostajac
ciag skonczony. Rysujemy go w postaci utozonych obok na siebie kwadratow (okienek), po A\; w
itym wierszu. Wielkoscia diagramu Younga nazywamy || := A\j + Ao+ - -.

Dualny diagram Younga jest zdefiniowany jako

L =max{m : A\, >k}.

Tablica, Younga nazywamy diagram Younga z wpisanymi w okienka kolejne liczby naturalne
1,...,|\l. Na przyklad, mozna wpisaé liczby po kolei. Wtedy bedziemy utozsamiaé diagram z
tablica.

Dualng tablica Younga nazywamy tablice Younga odbita w przekatnej. Odpowiada ona
dualnemu diagramowi Younga.

Niech 7 bedzie tablica Younga o wielkosci n. Wiazemy z nia dwie podgrupy w Sy:

Srow,r = {permutacje z S, nie mieszajace elementéw w wierszach}
Secolr = {permutacje z S,, nie mieszajace elementéw w kolumnach}.
Oczywiscie,
Srow,T - S)\l X S)\Q Xoeeey
SCOLT = S)\/1 X SXZ Xoeee

Definiujemy nastepujace rzuty w algebrze grupowej C[S,]:

1
@row,‘r = Z g,
S| 2
Tow,T
1
Ocol,r = Z sgn(o)o.
|Scol,r| 0ESao

Niech
2217' = ®I‘OW,’T @COI,T C [Sn]

Jest to przestrzen niezmiennicza dla prawej regularnej reprezentacji grupy S,. Nazwijmy ja
(7, Ar).

Twierdzenie 19.1 (1) 7, sq nieprzywiedinymi reprezentacjamsi grupy Sy,

(2) Kazda nieprzywiedina reprezentacja Sy, jest postaci ;.

(3) mr ~ 7y, wtedy i tylko wtedy gdy diagramy Younga tablic 71 i T sq takie same.

(4) m jest rownowazna iloczynowi reprezentacji znakowej © 7.
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19.8 Reprezentacje SL(n,C)

Rozwazmy przestrzen V. Rozwazmy reprezentacje grupy p : G — GL(V), albo algebry Liego
p:g— gl(V). Mamy wtedy naturalne reprezentacje "p : G — GL(Q™V),d®"p: g — gl(Q™V)

Mamy naturalng reprezentacje S, na ®™). Reprezentacja grupy S, komutuje z ®"p i d®"p.
Dlatego tez komutuje z rzutami ©,ow r 1 Ocorr. Zdefiniujmy

V;: = 6)rovv,T@col,T ®" V,

gdzie T jest pewna tablica Younga. Jest to podprzestrzen niezmiennicza dla ®"p. Niech p;
oznacza reprezentacje ®"p obcieta do V;.

W szczegblnosci rozwazmy grupe GL(n,C) i jej reprezentacje fundamentalna na C". Za-
uwazmy, ze dla 7 bedacego kolumna o wysokosci n mamy p-(g) = det g. Dlatego tez po obcieciu
do SL(n,C) dostajemy reprezentacje trywialna.

Dla 7 bedacego kolumna wysokosci n — 1 na GL(n,C) dostajemy reprezentacje, ktéra ma-
cierzy przyporzadkowuje macierz dopelnieni algebraicznych. Dlatego tez, na SL(n,C) dostajemy
reprezentacje kontragradientna,.

Wida¢ zatem, ze dla grupy SL(n, C) wystarczy ograniczy¢ sie do diagraméw Younga, ktorych
wszystkie kolumny sa nizsze niz n.

Niech 7 bedzie diagramem Younga. Diagram sprzezony defniujemy nastepujaco. Kolumny o
dtugosci m zastepujemy przez kolumny o dtugosci n — m. Nastepnie porzadkujemy kolumny w
kolejnosci malejacej. Diagram sprzezony oznaczamy przez 7.

Twierdzenie 19.2 (1) p, sq nieprzywiedinymi reprezentacjami grupy SL(n,C).

(2) Kazda skoriczenie wymiarowa nieprzywiedina reprezentacja SL(n,C) jest postaci pr.
(3) pry = pry, wtedy i tylko wtedy gdy diagramy Younga tablic T i 1o sq takie same.

(4) ﬁr = Pz

20 Struktura algebr Liego

20.1 Nilpotentne i rozwigzalne algebry Liego

Nizszq serig centralng nazywamy podalgebry Dig zdefiniowane indukcyjnie
Dig:=[g,9], Dig:=[9,Dp—19].
Serig pochodng nazywamy podalgebry
D'g:=l[g,g], D"g:=[D"'g, D" 'g].

[9,9] = Dg = D1g = D'g nazywamy pochodnq algebry g.
Na przyktad, Dt(K") = n(K").

Twierdzenie 20.1 D*g i Dyg sq ideatami charakterystycznymi w g. Jesli ¢ : g — b jest homo-
morfizmem, to (DFg) = DFé(g), ¢(Drg) = Drd(g).
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Stwierdzenie 20.2 (1) Jesli a jest ideatem w g i g/a jest przemienna, to a D [g, g].
(2) Jesli g D a D g, g] jest przestrzeniq liniowq, to a jest ideatem i g/a jest przemienna.
Dowod. (1): Jesli A+a,B+a € g/a, to [A+ a, B+ a] = a oznacza [A, B] € a. Wiec [g,g] C a.
(2) wynika z [a,g] C [g, 9] C a.0
Moéwimy, ze algebra g jest nilpotentna, jesli Dyg = {0} dla pewnego k i rozwigzalna, jesli
DFg = {0} dla pewnego k. Mowimy, ze g jest polprosta, jesli nie ma rozwiazalnych ideatow.
Stwierdzenie 20.3 (1) b jest rozwigzalna < Ch jest rozwigzalna.
(2) b jest nilpotentna < Ch jest nilpotentna.
(3) b jest potprosta < Ch jest polprosta.
Dowdd. 5) <. Niech a bedzie niezerowym ideatem rozwigzalnym w Ch. Wtedy a tez. Rowniez

b := a + a jest rozwiazalny. Wtedy C(bNbh) = b. bNbh jest niezerowym idealem rozwiazalnym
wh. O
Algebra n(K™) &cisle gornotrojkatnych macierzy jest nilpotentna, jak rowniez kazda jej po-

dalgebra. Mozna pokazac, ze kazda algebra nilpotentna jest izomorficzna do podalgebry n(K"™).

Twierdzenie 20.4 (1) Kazda podalgebra, obraz homomorficzny, suma prosta algebr nilpotent-
nych jest nilpotentna.

(2) Niech a bedzie podprzestrzeniq w 3(g) (a wiec ideatem w g). Jesli g/a jest nilpotentna, to g
tez.

(3) g jest nilpotentna < ad(g) jest nilpotentna.

Dowoéd. (2) Wiemy, ze dla pewnego n, Dy(g/a) = {0}. Z tego wynika, ze D,g C a. Zatem
Dpi1g = {0}.
(3) = jest oczywiste. By pokaza¢ < zauwazmy, ze ad(g) = g/3(g) i zastosujmy (2). O
Algebra t(K™) gornotrojkatnych macierzy jest rozwiazalna jak rowniez kazda jej podalgebra.
Mozna pokazaé, ze kazda algebra rozwiazalna jest izomorficzna do podalgebry ¢(K™). Kazda
reprezentacja algebry rozwigzalnej na przestrzeni V ma obraz izomorficzny do podalgebry w

t(V).
Twierdzenie 20.5 (1) Kazda podalgebra, obraz homomorficzny, suma prosta algebr rozwigzal-
nych jest rozwigzalny.
(2) Niech a bedzie ideatem w g. Jesli a i g/a sq rozwigzalne, to g tez.
(3) g jest rozwigzalna < ad(g) jest rozwigzalna.
Dowoéd. (2) Niech 7: g — g/a bedzie kanonicznym homomorfizmem.
Niech D™(g/a) = 0. Mamy 7(D"g) C D"(g/a). Zatem D"(g) C kerm = a.
Niech D¥a = {0}. Wtedy D¥*"g = D¥Dng C DFa = {0}.
(2) implikuje (3). O

W twierdzeniu tym nie mozna zamieni¢ “rozwiazalny” przez “nilpotentny”, co pokazuje przy-

ktad 0 — n(K") = t(K") — d(K") — 0..
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Twierdzenie 20.6 Niech a,b bedg ideatami w g.
(1) Jesli a,b sq rozwigzalne, to a + b tez.

(2) Jesli a,b sq nilpotentne, to a+ b tez.

Dowdd. (1) Z rozwigzalnosci a wynika rozwigzalnosé a/(aNb). Mamy (a+b)/b ~ a/(anNb),
zatem (a 4 b)/b jest rozwiazalna. W ciagu doktadnym 0 — b — a+ b — (a + b)/b wyrazy
brzegowe sa rozwigzalne, wiec wyraz srodkowy tez.

(2) Rozwazmy A;, i = 1,...2k + 1, z ktérych kazdy nalezy do a lub b. Pokazemy, ze

[A1.[A2, - - - [Agk, Aogya] -]

nalezy do Dya lub Dgb.

Rzeczywiscie, wtedy co najmniej k + 1 wyrazéw nalezy do a lub b. Zalézmy, ze do «a.
Korzystamy nastepnie z tego, ze Dja jest ideatem charakterystycznym w a.

Zatem, jesli Dra = Dib = {0}, to Dogs1(a+b) = {0}. O

Zatem w kazdej alebrze Liego istnieje najwiekszy ideal rozwiazalny, zwany radykatem, i naj-
wiekszy ideal nilpotentny.

20.2 Twierdzenie Liego

Twierdzenie 20.7 (Liego) Niech V bedzie przestrzeniq zespolong a g C gl(V) bedzie rozwig-
zalng algebrq Liego. Wtedy istnieje oo € g taki, ze

Vo(g) := (] Ker (A — a(A)) # {0}. (20.142)
Aeg

Przestrzen Vo (g) nazwiemy przestrzeniq wtasng algebry g dla pierwiastka a. o € g# dla
ktorego ta przestrzen jest niezerowa nazywamy pierwiastkiem algebry g.
Dowod Twierdzenia Liego opiera sie na nastepujacym stwierdzeniu.

Stwierdzenie 20.8 Niech V bedzie przestrzeniq zespolong, g C gl(V) bedzie algebrq Liego i
a € g”. Niech B € gl(V) spetnia
[B.g] C g

Wtedy B zachowuge podprzestrzen Vo (g) zdefiniowang w (20.142).
Dowo6d. Niech z nalezy do V,(g) i zj := Bz, j =0,1,.... Niech k bedzie najmniejsza liczba
taka , ze z,, jest kombinacjg liniowa o, ..., x,—1. Wykazemy, ze istnieje macierz a;; € g7 taka,

Zeaij:0,i<j,a“-:ai

k
Az = aij(A)x;. (20.143)
j=1
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Jest to oczywiste dla ¢ = 1. Zalézmy, ze to prawda dla i = k.
Awk_H = ABa:k = [A, B]:ck + BA:L’k
= Z ai([A, Bl)z; + agi(A)wiya.
i

Cazyli
ag+1,i(A) = agi([A, B]) + agi-1(4),
co koriczy dowod (20.143).

Niech X bedzie przestrzenia rozpicta przez xg, . . . , xx. Jest ona B-niezmiennicza i g-niezmiennicza.
Macierz g obcieta do X jest gornotréjkatna i na diagonali ma «. Zatem, dla A € g,

TryA =ka(A), Acg.

W szczegolnosci,
0 =Trx[A, B] = ka([A, B)).

Zatem «([A, B]) = 0. Dlatego tez, a;; = ad;j. Wiec,
ABxz = a(A)Bz.

Dowéd Tw. 20.7. Stosujemy indukcje wzgledem dim g. Dla dim g = 1 jest to znany fakt.

Zalozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla dimg = k—1. Niech dim g = k. [g, g jest ideatem
w g kowymiaru j > 0. Dowolna podprzestrzen [g,g] C g1 C g jest idealem. W szczegolnoscei,
niech g ® CB = g. Z zalozenia indukcyjnego istnieje funkcjonal pierwiastkowy o na g;. ad(B)
zachowuje g1. Zatem, ze Stw. 20.8 wynika, ze B zachowuje V,(g). B posiada wektor wlasny
v € Vu(g), czyli Bv = pv. Kazdy A € g jest postaci A = A; +tB, A; € g1, t € K. Wtedy

(A1 +tB)v = (a1 (A) + tu)v.

a

Twierdzenie 20.9 Niech V bedzie przestrzeniq zespolong a g C gl(V) bedzie algebrq Liego.
Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) g jest rozwigzalna.
(2) Istnieje cigg niezmienniczych przestrzeni {0} =Vy C --- C V, =V, dimV; = j.

(3) Istnieje baza w 'V taka, Ze g jest zawarta w macierzach gornotrdjkatnych.

Dowéd. (1)=-(2) Stosujemy indukcje wzgledem dimV. Dla dimV = 1 jest to oczywiste.
Niech bedzie prawdziwe dla dimV = n. Niech dimV = n + 1. Na mocy Tw. Liego istnieje
pierwiastek a € g# z wektorem wtasnym v € V. Przestrzei Cv jest niezmiennicza. Dlatego
mamy reprezentacje ilorazowa w V/Cv, dimV/Cv = n. Zatem istnieja przestrzenie {0} = W, C
-+ C W, =dimV/Cv, dim W, = j niezmiennicze wzgledem tej reprezentacji. Niech V;;1 bedzie
przeciwobrazem W; wzgledem homomorfizmu kanonicznego.

(2)=(3) Wybieramy baze e1, ..., e, taka, ze V; = Span{ei,...,e;}.

(3)=(1) Podalgebra algebry rozwiazalnej jest rozwiazalna. O
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Twierdzenie 20.10 Niech g bedzie zespolong algebrg Liego. Wtedy nastepujgce warunki sqg row-
nowazne:

(1) g jest rozwigzalna.
(2) Istnieje cigg ideatow {0} = go C --- C g, = g taki, ze dimg; = j.
(3) g, g] jest nilpotentna.

Dowéd. (1)=-(2) Rozwazmy reprezentacje ad : g — gl(g). ad(g) C gl(g) jest algebra roz-
wigzalng. Zatem istnieje ciag podprzestrzeni {0} = go C --- C g, = g, dimg; = j, ktore sa
ad(g)-niezmiennicze. ad(g)-niezmienniczo$¢ oznacza bycie ideatem.

(2)=(1) Z tego, ze g;/gj—1 jest l-wymiarowa, wynika, Ze jest przemienna. Dlatego, ze Stw.
20.2 (1) dostajemy [g;, g;] C gj—1. Stad D*g C g,

(3)=(1) [g, g jest nilpotentne, wiec rozwiazalna. g/[g, g] jest przemienna wiac rozwiazalna.
Zatem g iest rozwiazalna.

(1)=-(3) Rozwazmy ad(g) C gl(g). W pewnej bazie, ad(g) C t(C"). Zatem [ad(g),ad(g)] C
n(C"). Wigc ad([g, g]) = [ad(g), ad(g)] jest nilpotentna. Czyli, z Tw. 20.5 (3) wynika, ze [g, g]
jest nilpotentna. O

Stwierdzenie 20.11 Kazda nietrywialna skoriczenie wymiarowa reprezentacja nieprzywiedina
algebry rozwigzalnej jest 1-wymiarowa.

Dowéd. Zgodnie z Tw. Liego, kazda algebra Liego dziatajaca na skoniczenie wymiarowej prze-
strzeni posiada wektor wlasny. O

20.3 Dolny ciag centralny

Niech g bedzie algebra Liego. Dolny cigg centralny C;g definiujemy indukcyjnie w sposob na-
stepujacy: Cog = {0}. Jesli zdefiniowalismy Cx_19, mx—19 — ¢/Cr_19 jest homomorfizmem
kanonicznym, to

Crg =7, (3(9/Cr19)) -

(Automatycznie, Ci, jest ideatem w g, jako przeciwobraz idealu wzgledem homomorfizmu).

Twierdzenie 20.12 Niech g bedzie algebrg Liego. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(1) g jest nilpotentna.
(2) Istnieje cigg ideatow g = go O -+ D gn = {0} takich, ze [g, g;] C gj+1.
(3) Istnieje m takie, ze Cpng = g.
Dowod. (1)=(2) jest oczywiste, jesli polozy¢ g; = D;g.

(2)=(1). Pokazujemy indukcyjnie, ze D;g C g;.

(2)=(3) Pokazemy indukcyjnie, ze g,,—r C Crg. Dla k =0, g,, = Cog = {0}.

Zalozmy, ze Im—(k—1) C Cr_19. Mamy

[0/Cr19, mr-1(gm-1)] = mr—1([8; Om-+])
C T—1(@m—k-1)) < m-1(Ch—19) = {0}.
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Zatem 71 (gm—k) C 3(9/Ck—18). Wiec, gpm—k C Crg.
(3)=(2).

k-1 ([9,Cr0]) = [mk—1(9), Tk—1(Ck8)] = [9/Ck9,3(9/Crg)] = {0}.
Zatem [g,Crg] C ker mp_1 = Cp_1g. Stad,
Cmg C -+ C Cogo

spelnia warunki (2). O

20.4 Kryteria Cartana rozwigzalnosci

Twierdzenie 20.13 (Kryterium Cartana dla formy sladowej.) Niech g C gl(V) bedzie al-
gebrg Liego. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) g jest rozwigzalna.
(2) TtAB=0, Aeg, Belg,g.
(3) TrAB =0, A,B € [g,9].

Lemat 20.14 Niech a C g bedg podprzestrzeniami w L(V). Potézmy
b:={BecL(V) : ad(B)g C a}.

Niech A € b. Jesli
TrAB =0, Be€b,
to A jest nilpotentny.
Dowé6d. Niech A = S + N bedzie kanonicznym rozkladem na czes¢ pdlprosta i nilpotentng.
Niech ey, ..., e, bedzie baza diagonalizujaca S, tak ze Ae; = Aje;. Niech el,...,e" bedzie baza

dualna.
Niech L. bedzie podzbiorem K

L:= {Z Tj/\j 1T e Q}
Niech f: L — Q bedzie funkcja Q-liniows. Zdefiniujmy P przez Pe; = f(\;)ej. Mamy

ad(S)lei)(es] = (X —Aj)lei)(ejl;

ad(P)lei)(ej| = (f(X) = F(Xg)) lea)(esl = F(Xi = Aj)lei) (e
Zatem ad(P) = f(ad(S). Mozna dobra¢ wielomian p o wolnym wyrazie zero taki, ze f(A;j—A;) =
p(Ai — Aj). Wtedy ad(P) = p(ad(5)). Ze Stw. 21.8 wynika, ze ad(S) jako czes¢ potprosta ad(A)
jest tez wielomianem (bez wyrazu wolnego) od ad(A), tj. ad(S) = s(ad(A)). Ostatecznie,
ad(P) = s(p(ad(S)) = t(ad(A), gdzie t jest wielomianem bez wyrazu wolnego. Z tego, ze
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ad(A)g C a wynika, ze t(ad(A))g C a. Zatem P € b. Wigc P taki, ze Pe; = Aje; nalezy do b.
Dlatego,

0=TrAP = En: FODA;. (20.144)
j=1

Prawa strona (20.144) nalezy do L, mozna wiec na nig zadzaltaé funkcja f. Dostajemy

Zatem f(A) =---= f(A,) =0 (bo f();) € Q). Wiec \y =--- =X, =0. O

Dowo6d Tw. 20.13. (1)=-(2) wynika z faktu, ze znajdziemy baze, w ktorej g sa gornotrojkatne.
(2)=-(1). Niech
n:={CeL(V) : [C.g]Clgal}

Wtedy g Cn. Wiecdla A, B € g, C €n,
Tr[A, B]C = TrA[B,C] = 0.

Zatem
TrDC =0, D € [g,g], C €n.

Na podstawie Lematu 20.14, z (2) wynika, ze wszystkie elementy [g, g] sa nilpotentne. Zatem g
jest rozwiazalna.

(2)=(3) jest oczywiste.

(3)=(2). Na mocy (2)=(1), [g,g] jest rozwiazalna. Ale g/[g, g] jest przemienna, wigc roz-
wiazalna. Zatem g jest rozwiazalna. O

Twierdzenie 20.15 (Kryterium Cartana dla formy Killinga.) Niech g C gl(V) bedzie al-
gebrg Liego. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) g jest rozwigzalna.
(2) <A|B>ad =0, A€ 9, B e [979]
(3) <A’B>ad = 07 A7B € [979]

Dowod. (1)=(2). ad(g) C gl(g) jest rozwiazalna algebra Liego. Mozemy zatem do niej zasto-
sowa¢ Tw. 20.13 (1)=(2).

(2)=(1). Z Tw. 20.13 (2)=-(1) wynika, ze ad(g) jest rozwiazalna. Ale to jest rownowazne
temu, ze g jest rozwiazalna.

(2)=(3) jest oczywiste.

(3)=(2). Z tego, ze [g,g] jest idealem w g wynika, ze form Killinga dla g obcieta do g, g]
pokrywa sie z forma Killinga dla [g, g]. Zatem mozemy zastosowaé (2)=(1) do [g, g] i wnioskowag,
ze [g, g] jest rozwiazalna. Nastepnie powtarzamy argument, ktory uzywaliSmy w dowodzie Tw.
20.13, ktory implikuje rozwiazalnosé¢ g. O
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Dowéd Tw. 13.11 (1)=(2): Niech g bedzie potprosta. Rozwazmy gt (wzgledem formy
Killinga). Wtedy g* jest idealem dla ktorego forma Killinga jest rowna 0. Zatem z Kryterium
Cartana dla formy Killinga (Tw. 20.15) g+ jest rozwiazalny. Z poétprostoty gt = {0}. Zatem
forma Killinga jest niezdegenerowana. O

Dowéd Tw. 13.13: Dowdd analogiczny jak powyzej, z tg réznica, ze z Kryterium Cartana dla
formy sladowej Tw. 20.13. O

Rozwazmy przemienna algebr¢ K" z baza e, ..., e,. Dowolny operator P € L(K") definiuje
rozniczkowanie na K™. Dlatego R 3 t — tP € Der(K") jest homomorfizmem algebr Liego. Niech
f =1 € R bedzie bazag w R. Rozwazmy algebre Liego g := K" xp K. Mamy

[ei’f] = Pe;, [eiaej]:O> [faf]:O

Forma Killinga ma jedyny niezerowy wyraz dla

(flf) = TeP2
Aby to pokazad, liczymy

ad<f>:—[§ 8}, ad@i):_[g Poei]

Oczywiscie, D(g) = PK", ktora jest przemienna. Zatem algebra jest rozwiazalna.
Poza tym, tatwo sprawdzamy, ze D,,(g) = P™K". Dlatego g jest nilpotentna wtedy i tylko
wtedy gdy P jest nilpotentny.

20.5 Algebry poélproste i reduktywne a algebry rozwigzalne

Przypomnijmy, ze algebra Liego g jest polprosta gdy nie posiada niezerowych idealéw przemien-
nych, a jest reduktywna gdy jest suma prosta poétprostej i przemiennej algebry Liego.

Twierdzenie 20.16 Niech g bedzie algebrq Liego. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) g jest algebrqg potprostq.
(2) g nie posiada niezerowych ideatéw rozwigzalnych.

(3) Radykat algebry g jest rowny {0}.

Dowod. (2)=-(1) jest oczywiste

(1)=(2). Niech a bedzie niezerowym ideatem rozwiazalnym. Wtedy istnieje k takie, ze
DFla £ {0}iD*a = {0}. D*'ajest wiec przemienne. Poza tym, jest to ideat charakterystyczny
w a. Zatem jest to ideal w g.

(2)=-(3) Radykal jest idealem rozwiazalnym.

(3)=-(1) Zalozmy, ze a jest niezerowym idealem przemiennym. Radykal zawiera a, wiec jest
niezerowy. O

Twierdzenie 20.17 Niech g bedzie dowolng algebrg Liego @ v jej radykatem. Wtedy istnieje
podalgebra pdtprosta a taka, ze g =t X a.
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Dowo6d. Udowodnimy tylko stabszy fakt, ktory mowi, ze g/t jest polprosta. Zaldzmy, ze tak
nie jest. Wtedy istnieje ideal rozwiazalny h C g/tv. Niech v; bedzie jego przeciwobrazem w g.
Wtedy mamy 0 — v — vy — b — 0. Poniewaz v i h sa rozwiazalne, taki jest vi. Ale v jest
najwiekszym ideatem rozwiazalnym w g. Zatem v; = t. Zatem h = 0. O

Twierdzenie 20.18 Niech g bedzie algebrg Liego. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(1) g jest algebrg reduktywnag.
(2) g nie posiada nieprzemiennych ideatow rozwigzalnych.

(3) Radykal algebry g jest przemienny.

20.6 Operator Casimira

Niech g C gl(V) bedzie algebra Liego a b C g jej idealem. Wybierzmy baze By,..., B, w b.
Zalézmy, ze macierz
bij =Tr BZB]

jest nieosobliwa. Niech [b] bedzie jej odwrotnoécia. Operator Casimira dla ideatu b jest zdefi-
niowany jako

Cb = Z Bszb”
ij=1

Zauwazmy, ze operator Casimira nie zalezy od wyboru bazy w b.

Twierdzenie 20.19 (1) Operator Casimira komutuge z g.
(2) TrCy = dimb, w szezegdlnosci Cy # 0.
(3) Jesli K = C i algebra g dziata nieprzywiedinie w V), to Cy = giiﬁgll.

Dowo6d. (1). Niech A € g. Z tego, ze b jest idealem wynika, ze

n

[A,Bi] = t; By
k=1

Z niezmienniczosci formy (-|-), wynika, ze
0 = (A BillBj)y + (Bil[A, Bjl)y

= tfbkj + bzktéc

W skrotowym zapisie, t7#b — bt = 0. Mnozac przez odwrotnosé b z obu stron dostajemy b~ 1t# +
tb~! =0, czyli
0 = b"™t, + 13,0,
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Dlatego

n

[A,6] = Y (p([A4, BiDp(B)) + p(Bi)p([4, Bj))) b”
ij=1
= En: (t6BxB; + Bt} B ) b7 = 0.
ij=1

20.7 Reprezentacje algebr pélprostych

Stwierdzenie 20.20 Algebry pdtproste Liego nie posiadajg nietrywialnych reprezentacyi 1-wymiarowych.

Dowédd. Jadro takiej reprezentacji musiatoby by¢ ideatem kowymiaru 1. Musialby istnie¢ zatem
ideal wymiaru 1, ktoéry bylby z koniecznosci przemienny, co jest niemozliwe. O

Stwierdzenie 20.21 Niech g bedzie algebrq Liego. Wiedy g jest rozwigzalna < wszystkie repre-
zentacje nieprzywiedine algebry g sq jednowymiarowe.

Dowéd. =-. Niech 7 : g — L(V) bedzie nietrywialng reprezentacja zespolona. Wtedy istnieje
veEViac g¥ takie, ze Av = a(A)v. Zatem Cu jest podprzestrzenig niezmiennicza. Zatem jesli
V jest nieprzywiedlna, to dimV = 1.

<. Niech g nie bedzie rozwiazalna. Niech v bedzie radykalem g. Wtedy g/t jest nietry-
wialna algebra polprosta. Niech g/t = a; & - - - a, bedzie rozkladem na proste sktadniki. Wtedy
(g/v)/(a2®---@ay) =~ a;. Reprezentacja dolaczona a; — gl(a;) jest nieprzywiedlna i dima; > 1.
Podnosi sie ona do reprezentacji (oczywiscie, rowniez nieprzywiedlnej) alfgebry g. O

Moéwimy, ze reprezentacja jest pdtprosta, jesli dla kazdej podprzestrzeni niezmienniczej znaj-
dziemy dopelniajaca podprzestrzen niezmiennicza.

Stwierdzenie 20.22 Jesli reprezentacja jest potprosta i skonczenie wymiarowa, to daje sie roz-
tozyé na sume prostg reprezentacyi nierzywiedinych.

Kazda niezerowa przemienna algebra posiada niepdlproste reprezentacje. Np

0 «
KBaH[O 0}.

Twierdzenie 20.23 Niech g bedzie algebrg Liego. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) g jest potprosta.
(2) Kazda reprezentacja g jest pdtprosta.
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Dowoéd. (2)=(1). Niech b bedzie ideatem przemiennym w g. Reprezentacja ad : g — g¢l(g)
jest polprosta. b jest podprzestrznia niezmiennicza. Zatem istnieje rozktad na podprzestrzenie
niezmiennicze g = a @ b. Niezmienniczo$¢ wzgledem ad oznacza bycie ideatem. Czyli b = g/a.
Wiec reprezentacje b podnosza sie do reprezentacji g. Kazda niezerowa przemienna algebra
posiada niepolproste reprezentacje.

(1)=(2) Niech g bedzie polprosta algebra Liego.
Krok 1. Zatézmy, ze ) jest podprzestrzenia niezmienniczg kowymiaru 1 dla reprezentacji p :
g — gl(X) i p obcieta do Y jest nieprzywiedlna. Pokazemy, ze istnieje rozktad X = Y & T na
podprzestrzenie niezmiennicze.

Najpierw zauwazmy, za Stw. 20.20 pokazuje, ze reprezentacja ilorazowa na X' /Y jest zerowa.
Zatem p(X) C Y.

Oznaczmy ograniczenie p do Y przez pg. Jesli pg = 0, to p(g)p(g)X C p(g)Y = {0}. Wiec
p(lg, 9])X = {0}. Z polprostoty g wynika, ze g = [g, g, wiec p =0

Zatozmy wiec, ze po # 0. Niech a := Kerpg. Z polprostoty g wynika, ze istnieje ideat b # {0}
taki, ze g = a® b. Reprezentacja py (czyli tez p) ograniczona do b jest injektywna. Zatem forma
gladowa na b

(A[B), =Tr p(A)p(B), A,BE€Eb,

jest nieosobliwa. Niech C, ) bedzie operatorem Casimira dla ideatu p(b). Wtedy C,5) = Cp(p) N
jest operatorem Casimira dla ideatu po(b). Mamy TrC,, ) = dimb # 0,

Cpo(6)P0(A) = po(A)Cpye)po(A), AEg.

Reprezentacja po jest nieprzewiedlna, wiec C, () jest skalarny. Wige KerC, ) = {0}. Obraz
Cp(v) lezy w Y. Wiec C,p) musi miec nietrywialne jadro, ktore jest podprzestrzenia niezmiennicza
dopeliajaca do ).
Krok 2. Tak jak w Kroku 1, z ta réznica, ze nie zaktadamy nieprzywiedlnosci p na ).

Stosujemy indukcje wzgledem wymiaru X'. Niech Z C ) bedzie nieprzywiedlng niezerowa
podprzestrzenia p-niezmiennicza. Rozwazmy reprezentacje ilorazowa p’ na X’ := X/ Z z podprze-
strzenig niezmiennicza )’ := Y/Z. Mamy dim X" < X, dim X’/Y’ = 1. Zatem z zalozenia induk-
cyjnego wynika rozklad X' = )’ @ R’ na sume prosta podprzestrzeni p’-niezmienniczych. Niech
Y, T beda przeciwobrazami )’, T’ wzgledem kanonicznej projekcji X — X /Z. Wtedy, korzysta-
jac z tego, ze p(g)X C )Y, dostajemy rozklad X = Y @& T na podprzestrzenie p-niezmiennicze.
Krok 3. Pokazemy, ze dowolna reprezentacja jest poélprosta.

Rozwazmy reprezentacje 7 : g — gl(V) i podprzestrzen niezmiennicza W. Zdefiniujmy nowa
reprezentacje o : g — gl(gl(V))

o(A):=ad(r(A)), Aecg.
Niech
M = {Beg(V) : BVCW, B‘W = Ay},

N = {Beg(V) : BUCW, B‘W:O}.
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Jesli wprowadzimy dowolny rozktad V =W @ U, to elementy M maja rozklad

AL by
po o]

Oczywiscie, 91 C M, dim M /I = 1. Niech A € g. Mamy

T(A) = [ oo ] .

a22

_ | a1 ax AL big | | AL bio ail a2
U(A)B_|:Oa22:||:0 0] [0 OHO@Q]
_ 0 aiibi2 — Aa12 — bi2age
0 0 )

Zatem o(g)9 C N. Ograniczajac o do M dostajemy reprezentacje spelniajaca zatozenia Kroku
2. Zatem M = N & T, gdzie T jest niezmiennicze. Niech B bedzie niezerowym elementem 7.
Wtedy

AT by
B[ ) 4z

Zatem KerB NW = {0}. Mamy BV = W, dlatego dimKerB + dimW = dimV. Zatem
Y =W & KerB. Mamy
o(A)B=0, A€y,

Zatem
T(A)B = Bt1(A), Acg.

Stad 7(A)KerB C KerB. Czyli ¥V = WdKerB jest rozkladem na podprzestrzenie 7-niezmiennicze.
O

20.8 Robzniczkowania péiprostej algebry Liego

Stwierdzenie 20.24 Niech a bedzie potprostym idatem algebry Liego g. Witedy a jest ideatem
charakterystycznym.

Dowo6d. Mamy [a,a] = a. Niech D € Der(g). Wtedy
Da = Dla,a] = [Da,a] + [a,Da] C [g,a] + [a,g] C a.

|

Stwierdzenie 20.25 Niech V bedzie przestrzeniq zespolong i g C gl(V) bedzie algebrg Liego.
Zatozimy, ze
(1) g nie posiada nietrywialnych niezmienniczych podprzestrzeni

(2) 1¢g.
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Wtedy g jest potprosta.

Dowod. Zalozmy, ze g posiada ideal rozwiagzalny a. Na mocy Tw. Liego istnieje funkcjonat
pierwiastkowy a € a” taki, ze

Vol(a):={veV : Av=a(A)v, Aca}#{0}.

Ze Stwierdzenia 20.8 wynika i tego, ze a jest idealem w g, wynika, ze V,(a) jest podprzestrzenia
niezmiennicza dla g. Zatem z (1), V = Vq(a). Stad A = a(A)1, A € a. Z (2) wynika, ze a = 0.
Wiec a = {0}, co oznacza, ze g jest polprosta. O

Lemat 20.26 Jesli g jest polprosta, a g = a1 & --- ® a, jej rozktadem na proste idealy, to
Derg = Dera; & - - - @ Dera,.

Dowéd. Inklugja C jest oczywista.
Niech D € Der(g). Ze Stw. 20.24 wynika, ze idealy a; sa niezmiennicze wzgledem D. Zatem
D=Dy&---&D,. O

Twierdzenie 20.27 Niech g bedzie potprostq algebrg Liego. Wtedy ad : g — Der(g) jest izo-
morfizmem.

Dowéd. Jadro homomorfizmu dotaczonego jest centrum. Centrum jest zerowe. Zatem ad jest
injekcja.

Pokazmy surjektywno$é ad.

Zalozmy najpierw, ze g jest prosta. Der(g) jest podalgebra w gl(g) nie zawierajaca iden-
tycznosci i nie posiadajaca podprzestrzeni niezmienniczych. Dlatego, na podstawie Stwierdzenia
20.25 wnioskujemy, ze ad(g) jest potprosta.

Jesli g jest polprosta, i g=a; @ --- @ a, jej rozkladem na proste idealy, to na mocy Lematu
20.26, Derg = Dera; @ - - - @ Dera,,. Zatem Der(g) jest potproste.

ad(g) jest ideatem w Der(g). Z potprostoty Der(g) wynika, ze istnieje ideal h w Der(g) taki,
ze Der(g) = ad(g) @ h. Niech D € h, A € g. Wtedy

0 =[D,ad(A)] = ad(DA).
Z injektywnosci ad wynika, ze ad(DA) = 0. To implikuje DA = 0. Zatem D = 0. Czyli, h = 0.
O

21 Nilpotentne algebry Liego

21.1 Struktura endomorfizmu liniowego

Niech A € L(V), gdzie V jest skoniczenie wymiarowa zespolona.

Twierdzenie 21.1 Niech A € C Nastepujgce warunki sq rownowazne:
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(1) Ker(AL— A) # {0}.
(2) Ran(A1— A) # V.
(3) det(Al — A) = 0.

Zbior X spelniajacych powyzsze warunki nazywamy spektrum operatora A i oznaczamy specA.
Mowimy, ze D jest pdtprosty (diagonalizowalny), gdy posiada baze ztozona z wektorow wila-

k
snych. Czyli jesli specD = {A1,..., ¢}, to V = @ Ker(M\1 — D) i wzgledem tego rozktadu
=1

k
=1

Moéwimy, ze N jest nilpotentny, gdy dla pewnego p, NP = 0. Najmniejsza taka liczbe, ze
NP = ( nazywamy jego stopniem nilpotencyi.

Twierdzenie 21.2 Niech V bedzie przestrzenig nad C. Wtedy istnieje jednoznaczny rozktad
A =D+ N na czes$é potprostq i nilpotentng takie, 26 DN = ND.

Dowo6d. Niech A € specA. Ciag podprzestrzeni Ker(A—\;)? jest rosnacy, wiec sie stabilizuje dla
dostatecznie duzych j. Niech p bedzie najmniejsza liczba taka, ze Ker(A —\)P = Ker(A — \;)PT1.
Zdefiniujmy wtedy
oo
VM(A) = Ker(A — AP = | Ker(4 — \).
j=0

Pokazujemy wtedy, ze V = @ V*A). Kladac D = @& Xi N := A — D dostajemy
A€specA A€specA
rozktad. O

Operator N na n wymiarowej przestrzeni taki, ze NP~1 £ 0 i NP = 0 nazywamy elementar-
nym operatorem nilpotentnym p-tego stopnia. Kazdy taki operator mozna w odpowiedniej bazie
przedstawi¢ w postaci macierzy z jedynkami bezposrednio nad diagonalg, ktorg oznaczymy N,,.

k
Twierdzenie 21.3 Jesli N jest nilpotentny, to istnieje rozktad V = @ V; taki, ze N zachowugje
i=1

1=

V; i N|  jest elementarnym operatorem nilpotentnym.

K3

Twierdzenie 21.4 Niech BD = DB. Wtedy B zachowuje rozktad na podprzestrzenie wtasne
operatora D.

Twierdzenie 21.5 Niech R 3t — ¢(t) € gl(V) bedzie reprezentacjq algebr Liego. Wtedy repre-
zentacje mozemy roztozyé na nierozktadalne sktadowe postaci t — t(A1+ Ny).

Twierdzenie 21.6 (1) Niech N € L(V) bedzie nilpotentny. Wtedy ady € L(L(V)) tez.

(2) Niech D € L(V) bedzie nilpotentny. Wtedy adp € L(L(V)) tez.

(3) Niech A € L(cV) i niech A = B + N bedzie rozktadem na komutujgce ze sobg operator
potprosty ¢ nilpotentny. Wiedy ad4 = adp + ady jest rowniez takim rozktadem.
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Stwierdzenie 21.7 Niech A, B € L(V). Jesli istnieje k takie, ze ad(A)*B = 0, to B zachowuje
VA(A).

Dowod. Niech
VMA) = Ker(A—\)™ > .

Zatozmy, ze teza zachodzi, jesli k zastapimy przez k — 1. Mamy

(A=XN)"Bz =) (A= \[B,A|(A-X\"7 g, (21.145)
i=1
Mamy ad(A)¥~1[B, A] = 0. Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego, [B, A] zachowuje Ker(A —
A)™.
Jeslin = 2m+1, to w sumie (21.145) wszystkie sktadniki sa rowne zero, bo albon—j—1 > m,
i wtedy (A — \)"7*lz =0, albo j > m, i wtedy y = [B, A](A — \)" Iz € Ker(A — \)™, wigc
(A= XNdy=0.0

Stwierdzenie 21.8 (1) Niech D € gl(V) bedzie potprosty. Wtedy ad(D) € gl(gl(V)) jest pot-
prosty.

(2) Niech N € gl(V) bedzie potprosty. Wtedy ad(N) € gl(gl(V)) jest pdtprosty.
Dowo6d. (1) Niech ey, ..., e, bedzie baza taka, ze De; = A\;e;. Wtedy
ad(D)le)(ej| = (Ai — Aj)lei) (€]

(2) Niech NP = 0. Wtedy ad(N)?~1 =0. O

Stwierdzenie 21.9 Niech A = S + N bedzie rozktadem A € L(V) na cze$é potprostq i nilpo-

tentng.

(1) ad(A) = ad(S) + ad(N) jest kanonicznym rozktadem ad(A) € gl(gl(V)) na czes$é pétprostq
1 nilpotentng.

(2) Niech 0 = [B,A]. Wtedy 0 = [B,S] = [B, N].

Dowéd. (1) Sprawdzamy, ze ad(S) komutuje z ad(N).

(2) Istnieje wielomian s taki, ze S = s(A). Dlatego tez, istnieje wielomian § taki, ze ad(S) =
5(ad(A)). O

21.2 Twierdzenie Engela

Twierdzenie 21.10 Niech V bedzie przestrzeniq zespolong i g C gl(V) bedzie algebrq Liego
sktadajgcqg sie z operatorow nilpotentnych. Wtedy

(1) (Twierdzenie Engela) 0 jest funkcjonatem pierwiastkowym dla g, czyli istnieje v € V),
v # 0 taki, zZe Av =0, A € g.
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(2) Istnieje baza w 'V dla ktdrej g jest podalgebrq macierzy Scisle gornotrajkatnych.
(3) g jest nilpotentna.

Lemat 21.11 Niech V bedzie przestrzeniq zespolong. Niech 2 C L(V) bedzie algebrg taczng
sktadajgcq sie z operatorow nilpotentnych. Wtedy istnieje v € V, v # 0 taki, ze Av =0, A € 2.

Dowo6d. Mozna zatozy¢, ze A # {0}. Pokazemy najpierw, ze 2 posiada nietrywialna podprze-
strzen niezmiennicza. Zaldézmy, ze tak nie jest. Znajdziemy y € V, B € 2 takie, ze z := By # 0.
Wedy 2z jest niezerowa podprzestrzenia niezmiennicza. Zatem 2z = ). Stad istnieje C' € 2
taki, ze Cz = y. Czyli CBy =y, co oznacza, ze C'B nie jest nilpotentny. Ale CB € 2 (bo 2 jest
algebra) — sprzecznosé.

Stosujac teraz indukcje wzgledem wymiaru dostajemy jednowymiarows podprzestrzen nie-
zmiennicza. 7Z powodu nilpotentnosci, elementy 2 musza sie na niej zerowaé. O

Lemat 21.12 Niech 21 bedzie algebrq taczng generowanqg przez algebre Liego g C gl(V). Wtedy
dla kazdego C € A istniejg Ay, ..., A €9, M, ..., \xg € King,...,np €N takie, Ze

k
C =) NAM (21.146)
=1

Dowéd. Kazdy element 2 jest kombinacja liniows wyrazen postaci.
By By, Bi,....,B,€g. (21147)

Wyrazenia typu (21.147) nazwiemy wyrazeniami dtugosci n.

Niech ¢ € A zeruje si¢ na wyrazach postaci (21.146). Trzeba pokazaé, ze ¢ = 0. Pokazemy
indukcyjnie, ze ¢ zeruje si¢ na wyrazeniach dtugosci n

Zalozmy, ze jest to prawda dla n — 1. Oczywiscie,

10) ( Z Ba(l) cee Bg(n)> =0y ...0,0((t1B1+ -+ tnBn)"™) =0. (21.148)

ti==t, =0
O’GSn ! "

Ale
Z Bo(l) Ba(n) =nlBy---B,+C
O'ESTL

gdzie C' jest kombinacja liniowa wyrazen dtugosci <n — 1. Wiec ¢(B;---B,) =0. O

Lemat 21.13 Niech dimV =n i A € L(V). Wtedy natepujace warunki sq réwnowazne:
(1) A jest nilpotentny.
(2) TrAk =0, k=1,...,n.
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Dowod. (1)=(2) jest oczywisty.
(2)=-(1). Niech specA = {\i,... \x} z krotnosciami my, ..., my. Wtedy (2) oznacza

> omiN =0, j=1,...n (21.149)
Polozmy p; := myA;. (21.149) implikuje
k .
> X =0, j=0,...,m-1. (21.150)
=1

Macierz [)\Z | to macierz Vandermonda z wyznacznikiem II (A; — A;). Istnienie niezerowego roz-
i>7
wigzania (21.150) oznacza, ze II (A; — ;) = 0, czyli wszystkie A; sa rowne jakiemus A, Ale wtedy
1>7

TrA* = nA\F = 0, wiec A = 0. Zatem (21.150) ma tylko zerowe rozwiazanie, zatem \; = 0. O

Lemat 21.14 Niech 2 C L(V) bedzie algebrg tqczng. Jesli TrA = 0, A € A, to wszystkie
elementy A sq nilpotentne.

Dowd6d. Natychmiastowa konsekwencja z Lematu 21.13. O

Lemat 21.15 Niech 2l C L(V) bedzie algebrg tgczng generowang przez algebre Liego g sktadajgcq
ste z operatorow nilpotentnych. Wtedy wszystkie elementy A sq nilpotentne.

Dowéd. Potegi operatoréow nilpotentnych sa nilpotentne. Wiec z Lematu 21.12 wynika, ze 2
sktada si¢ ona z kombinacji liniowych operatoréow nilpotentnych. Wobec tego, wszystkie operator
w 2 maja $lad réwny 0. Wystarczy wiec zastosowaé Lemat 21.14. O

Dowo6d Twierdzenia 21.10. (1) Niech 2 bedzie algebra taczna generowana przez g. Z lematu
21.11 wynika, ze istnieje wspolny zerowy wektor wtasny dla 2L D g.

(1) implikuje (2) przez indukcje.

(2) pociaga za soba (3). O

21.3 Przestrzenie pierwiastkowe algebry nilpotentnej
Niech V bedzie przestrzenia zespolong a g C gl(V) bedzie algebra Liego. Dla o € g7 definiujemy

Vi(g) == () Ker(A — a(A)1).
Ae€g

Jest to rodzina rosnaca ze wzgledu na j. Definiujemy
oo
V*(g) = |J V' (a).
j=1

Przez spec g oznaczamy zbior pierwiastkow algebry g, to znaczy a € g dla ktorych V*(g) # {0}.
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Twierdzenie 21.16 Niech g bedzie nilpotentng algebrg Liego. Wiedy
V= @& V4.

agEspec g

Dla A € g zdefiniugmy
Anil = A— ©® Oé(A)]lya(g).

aespec g
Wtedy g 5 A — Any € gl(V) jest reprezentacjg o warto$ciach w operatorach nilpotentnych. Poza
tym, o([g, g]) = 0.
Dowé6d. Zaloézmy najpierw, ze wszystkie A € g maja widmo jednopunktowe. Kladac
TrA
{ald) = dimV
mamy wtedy specA = {(a|A)}. Wiec A — (a|A) ma widmo zerowe, wigc sa nilpotentne.
Niech istnieje A € g i specA = {\1,..., \x}. Wtedy na mocy Tw. 21.7, kazdy B € g

zachowuje rozktad V = % VAi(A). Zatem mozemy zastosowaé skoriczona indukcje. O
i=1

21.4 Przestrzenie pierwiastkowe w algebrach Liego
Stwierdzenie 21.17 Niech g bedzie algebrg Liego i D € Der(g). Niech
o0 .
g\D) := U Ker(D — \)
j=1

tak ze

Wtedy

Dowéd. Iterujac
(D= A=A B] =[(D—-MNA,B]+ [A(D — ) B,
dostajemy
@-a-nras =Y (%) (0= WA @~ wri5).
Wiec jesli (D — \*A =01 (D —u)"B =0, to (D—\—pu)**™m[A, B =0. O
Twierdzenie 21.18 Niech g bedzie algebrq Liego. Niech §) bedzie nilpotentng algebrg Liego 14
p: b — Der(g) reprezentacjq. Niech
g=_ & g%(b)
aespecp

bedzie rozktadem na przestrzenie pierwiastkowe. Wtedy

[a“(b). a”(h)] € g**(h).
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W szczegdlnosci, mozemy zatozyé, ze b jest nilpotentna podalgebra g i reprezentacja jest
zadana przez

h> Hw— ad(H) € gl(g).

Wsrod pierwiastkow mamy wtedy 0. Oczywiscie, h C g°(h). Zaréwno b jak i g°(h) sa podprze-
strzeniami niezmienniczymi.

21.5 Algebry Cartana—przypadek ogdlny
Niech a bedzie podalgebra algebry Liego g. Normalizatorem a nazywamy

Nora:={Aecg : [Ag] Cg}
Stwierdzenie 21.19 Nora jest najwiekszq z podalgebr algebry g zawierajgcg a joko ideat.

Moéwimy, ze b jest podalgebra Cartana algebry Liego g, gdy
(1) b jest algebra nilpotentna.
(2) Norh =b.

Stwierdzenie 21.20 Niech b bedzie nilpotentq podalgebrg w g. Nastepujgce warunki s¢ réwno-
wazne.

(1) b jest podalgebrg Cartana w g.
(2) b=4g"(h).

Dowéd. (1)=(2). Oczywiscie, h C g%(h). Zalézmy, ze nie ma réwnosci. Oznaczmy przez p
reprezentacje

h> Hw— ad(H) € gl(g).

Reprezentacja p ograniczona do g¥(h) sktada si¢ z samych endomorfizméw nilpotentnych. Tak
samo, reprezentacja ilorazowa p’ w g°(h)/h. Na mocy Tw. Engela (Tw. 21.10), istnieje B+ b €
a’(h)/b, B+ b # b, dla ktorego p'(h)(B + h) = 0. Oznacza to, ze B ¢ b i ad(g)B C h. Zatem
algebra generowana przez ) i B jest zawarta w normalizatorze b i jest wicksza od h. Wiec § nie
jest algebra Cartana.

(2)=(1). Niech C € Norh, C' =" Cq, Cy € g*(h). Dla B € h mamy ad(B)C, € g*(h) i

ad(B)C = ad(B)Cq € b C g°(h).

Dlatego Cy, € g*(h)Ng®(h), czyli Cy = 0, a # 0. Zatem C = Cy € g°(h). Czyli Norh C g°(h) = b.
Od

Stwierdzenie 21.21 Niech g bedzie algebrg Liego. Kazda jej podalgebra Cartana jest jej mak-
symalng podalgebrg nilpotentng.
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Dowd6d. Niech h C n C g, gdzie b jest Cartana a n jest nilpotentna. Rozwazmy wstepujacy ciag
centralny {0} = Con C --- C C;n = n. Niech k bedzie najmniejsza z liczb dla ktorych Cyn & b.
Niech A € Cgn\h. Mamy

[Avn] C Cg—1n C b,

zatem 0 jest idealem algebry a generowanej przez h i A. Wiec a C Norlh. Oczywscie, h C a.
Zatem Norh #£ . O

Twierdzenie 21.22 Niech (:|-)q bedzie formq Killinga na algebrze Liego g. Niech b bedzie jej
podalgebrg Cartana.

(1) Jesli o+ B # 0, to g*() i g?(h) sq ortogonalne wzgledem (:])g-
(2) Rozktad
g=bho Y ("o (h) (21.151)

(affa)

jest rozktadem na sume prostg ortogonalnych podprzestrzeni.
Dowéd. Niech A € g%(h), B € g°(h) i C € g7(h). Wtedy
(ad(A)ad(B))" C € g+ (p).
Poniewaz dla duzych n, g(@*#m+7(h) = {0}, wiec ad(A)ad(B) jest nilpotentny. Zatem
(A|B) = Tr ad(A)ad(B) = 0.

21.6 Elementy polproste i nilpotentne w pélprostych algebrach Liego
Niech g bedzie poltprosta algebra Liego nad C.
Twierdzenie 21.23 ad : g — Der(g) jest izomorfizmem.

Dowo6d. Kerad = 3(g). Dla potprostych g, centrum jest zerowe. Zatem ad jest injekcja.
Pokazemy teraz, ze ad jest surjekcja. Niech g = a;®. .. a, bedzie rozkladem na idealy proste.

(...) O

Twierdzenie 21.24 Niech A € g. Wtedy istniejg jedyne elementy S, N € g takie, ze ady =
adg 4+ ady jest kanonicznym rozktadem na czeSé pdotprostq i nilpotentng. Mamy A =S+ N.
Dow6d. Mamy rozklad g = @ g*(A). Zdefinijmy S,N € L(g), S = &> a,

a€spec ad(A) a€spec ad(A)
N = ad(A) — S. Z tego, ze [g*(A),g°(A)] = ¢g°*P(A), wynika, ze S € Der(g). Dlatego
N € Der(g). Z Tw. 21.23 wynika, ze istnieja S, N € g takie, ze S = ad(S), N = ad(N). O

Stwierdzenie 21.25 Niech A,B € g i A = S + N bedzie kanonicznym rozktadem na czesé
pdtprostq i nilpotentng. Jesli [A,B] =0, to [S,B] =[N, B] =0.

Dowod. ad(A4) = ad(S)+ad(V) jest kanonicznym rozkladem na cze$é potprosta i nilpotentna.
Poza tym, 0 = ad([A, B]) = [ad(A),ad(B)]. Wiec 0 = [ad(S),ad(B)] = [ad(N),ad(B)]. Ponie-
waz ad jest izomorfizmem, wiec 0 = [S, B] = [N, B]. O
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22 Struktura algebr pélprostych

22.1 Podalgebra Cartana dla algebr poétprostych

Twierdzenie 22.1 Niech g bedzie potprostq algebrg Liego nad C a by jej podalgebrg. Nastepujgce
warunki sq rownowazne.

(1) b jest algebrq Cartana.

(2) b jest maksymalng podalgebrqg przemienng i wszystkie elementy b sq potproste.

Poza tym, jesli (-|-) jest niezdegenerowanqg forma niezmienniczq, to jej ograniczenie do by jest
niezdegenerowane.

Dowéd. (2)=(1) Niech H € b, B € g°(h). Z potprostoty H wynika, ze [H, B] = 0. Zatem
algebra generowana przez f i B jest przemienna. Z maksymalnosci f jako algebry przemiennej
wynika, ze B € h. Wiec b = g°(h). Wiec b jest podalgebra Cartana.

Niech A;B € h i A = S + N bedzie kanonicznym rozktadem na cze$é potprosta i nilpo-
tentna. Z przemiennosci h wynika [A, B] = 0. Zatem [N, B] = 0. Dlatego (ad(N)ad(N))" =
ad(B)"ad(N)" = 0. Stad ad(N)ad(NN) jest nilpotentny. Czyli, (B|N) = Trad(B)ad(N) = 0.
Zatem N jest ortogonalny do . Stad N = 0.

(1)=-(2) Z niezdegenerowania formy i rozkladu (21.151) wynika niezdegenerowanie formy na

b.
7 nilpotentnosci b i kryterium Cartana wynika, ze

(CllA,B]) =0, A,B,Cehb.

Zatem [h, ] jest ortogonalne do . Z niezdegerowania formy na h wynika, ze [h, h] = {0}. Zatem
h jest przemienna.

Niech A € b i niech A = S + N bedzie kanonicznym rozkltadem na cze$é potprosta i nilpo-
tentng. .... O

22.2 Zbior pierwiastkow polprostej algebry Liego
Ustalmy zespolong potprosta algebre Liego g z algebra Cartana h. Niech R C h7 oznacza zbior

niezerowych funkcjonatéw pierwiastkowych. Dla oo € R, bedziemy pisa¢ g* zamiast g*(h)
Dla a € h# definiujemy o# € ) wzorem
(a®]4) = a(A).
Niech R* := {a# : a € R}.
Przenosimy iloczyn z h na h# przez dualnosé:
(] B) = (a¥|57).

Dla «a, 8 € R definiujemy macierz Cartana i macierz Cozetera

M(a,) = 2<<(j|f>>
o (a]5)

(ao)\/(BIB)
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Twierdzenie 22.2 (1) a € R implikuje —a € R.
(2) AL € gt implikuje [A4, A_] = (AL |A_)a

207
(afa)

(3) a € R implikuje (a|a) = a(a?) # 0. Zatem mozemy zdefiniowaé Hy, =

(4) Jesli Ay sq niezerowymi elementami g™, to podalgebra Liego generowana przez Ay, A_ i
o jest izomorficzna z sl(2).

(5) a € R implikuje dim g* =

(6) Hy,Hs € b implikuje

(Hi|Hy) =) o(Hi)a(Hy). (22.152)
aER
(7) R¥ generuje liniowo b.
(8) Niech a, B € R. Wtedy M (., 3) jest liczbg catkowitq.
(9) Jeslia e R, te Cita € R, tot =+£1.
(10) Mozliwe niezerowe wartosci M(«, 3) to

(i) M(a,B) = M(B,a) = £2, wtedy C(a, f) = £1 i f = +a
(il) M(a, ) = M(B,a) = £1, wtedy C(«, B) = :I:% 1 a,ﬁ majg te samqg diugosé.
(i) M(o,B) ==£2, M(B,a) = £1, wtedy C(a, B) = 7 i B jest \/2 razy dtuzszy od a.
(iv) M(a,B) =43, M(B,a) = £1, wtedy C(a, B) = :l:% i B jest /3 razy dtuiszy od o
(11) Niech o, B, 4+ € R. Wtedy M («, B) < 0, istniejg ny € Z takie, ze —M (a, ) = ny —n_,
1
a+kBeER, keZ, n_<k<ng.

(12) R jest niezmienniczy wzgledem odbicia w hiperptaszczyznie prostopadiej do € R. Czyli

o Tilnie v 2001B)B
a, B € R implikuje o G R.

Dowo6d. (1) Forma (-|-) jest nieosobliwa na g® @ g~ %, oraz zerowa na g% i g~¢. Zatem dim g =
g
(2) Niech H € b.

([Ap, AJIH) = (A4|[A- H])
= (A{|A )a(H) = (Ai|A-){(a™|H).

Zatem, [A, A_] — (AL|A_)a jest ortogonalny do b, wiec rowny 0.

(3) Przypusémy, ze a(a®) = 0. Niech Ay € g%, (A, ]A_) = 1. Wtedy [a¥, AL] =
+a(a®)Ar = 0, [Ay,A_] = o”. Zatem A,, A_ i o rozpinaja 3-wymiarowa podalgebre
nilpotentna. Rozpatrzmy reprezentacje dotaczona tej podalgebry. Operator ad(a) ma na prze-
katnej wyrazy zerowe, wiec jest nilpotentny. Ale o € b, wiec ad(a”) jest potprosty. Zatem
ad(a®) = 0, skad o = 0, co jest niezgodne z zalozeniem.

(4) Mnozac Ay przez odpowiednie czynniki dostajemy (A4 |A_) =
[Hy, Ay] = £2A4, [A4, A_] = H,.

W Witedy dostajemy
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(5) Zatozmy, ze dimg® > 1. Wtedy dimg™® > 1. Znajdziemy zatem Ay € gt B € g~
takie, ze (Ay|A_) = (04#2% i (A4+|B) = 0. May ad(A")B = 0 i ad(H,)B = —2B. Zatem
B jest wektorem najwyzszej wagi dla reprezentacji Span(A4,A_, H) ~ sl(2,C) z waga —2.
Reprezentacja taka nie jest skonczenie wymiarowa. Wiec B = 0.

(6) Niech H € h, A € g. Mamy rozkltad A = Ag + ) cr Ao iad(H)A =) cpa(H)A,.
Biorac pod uwage, ze dim g* = 1 dostajemy

Tr ad(Hy)ad(Hz) = )  o(Hy)a(Hy).
aER

(7) Jesli wzor (22.152) przepiszemy jako

(Hi|Hp) = (Hila®)(o¥|Hy),
aER

to widzimy, ze H 1 SpanR* oznacza (H|H) = 0.
(8) Z wtasnosci skoniczenie wymiarowych reprezentacji si(2C) wynika, ze ad(H,,) ma catkowite
wartosci wlasne. Dla B € g® mamy

2(a”|57%)

24 Ho)B = 7 Flaky

B.

(8) Niech 8 = ta.

,_ 2at15%) 2 afat|sh)
(offa#) "t (B#[BF)
sg caltkowite, wiec t € {1, —-1,2,-2, %, —%} Wystarczy rozwazy¢ t = 2.

Wybierzmy niezerowe A+ jak w dowodzie (4) i By € g2, Algebra Liego Span(A,, A_, H) ~
sl(2,C) dziala na 5-wymiarowa przestrzen Span(Ay, A_, By, B_, H,) i ma w niej podprzestrzen
niezmiennicza Span(A;,A_, H). Jako algebra polprosta, ma podprzestrzen dopelniajaca 2-
wymiarows, w ktorej H, ma wartodci wlasne 2, —2, co jest niemozliwe.

(9) Jesli v i B nie sg réwnolegle, to

M(a,B)M(B,a) = 4C(a, B)? < 4.

Poza tym, M («, 8) i M (B, a) maja ten sam znak.
(10) Niech

ng = sup{n : gﬁJrna;é{O}}, n_ = inf{n : g'BMLa#{O}}.

Rozwazmy przestrzen

o= @ gﬁ-i-noa

n=n—

Wybierzmy niezerowe By € gft"+® oraz niech Ay bedzie jak w dowodzie (4). Mamy

ot | B nala¥la?
(Ho ] = O BT s — (e, 5) 4 20
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Poza tym, [A+, Bi] = 0, (bo g?t(++)a — [0}). Niech ar beda minimalnymi podprzestrze-
niami niezmienniczymi dla Span(Ay, A_, H) ~ sl(2,C) zawierajacymi By. Z teorii reprezentacji
sl(2,C) wynika, ze dima_ = —M(«, 8) — 2n_ + 1, dimay = M(a, 8) + 2n4 + 1. Zatem,

dimay +dima- = —2n_ 4 2ny +2
= 2dima > dima.

Zatem ay Na_ # {0}. wiec ay = a_ = a. Poza tym, M (o, ) =n_ +ny. O

22.3 Uktlady pierwiastkéow

Niech R bedzie uktadem niezerowych wektorow R w przestrzeni euklidesowej V. Dla a, 3 € V
zdefiniujmy maierz Cartana i Coxetera tak jak wyzej. Mowimy, ze R jest uktadem pierwiastkow,
gdy

(1) R rozpina V.

(2) R jest niezmienniczy wzgledem odbicia w hiperptaszczyznie prostopadlej do f € R. Czyli

nlikiie o — 2elB)s
a, f € R implikuje « @A < R.

(3) Macierz Cartana jest catkowitoliczbowa.
(4) o € Rita € R implikuje t = +£1.

Twierdzenie 22.3 Niech R bedzie uktadem pierwiastkow. Wtedy wtasnosci (9) i (10) Twier-
dzenia 22.2 sq spelnione.

22.4 Pierwiastki dodatnie

Niech R bedzie uktadem pierwiastkéw w przestrzeni V. Wybierzmy wektor vg € V taki, ze
a(vg) # 0, a € R. To pozwala nam podzieli¢ R na dwa roztaczne podzbiory

R+ = {a€eR : alv) >0},
R = {a€R : afv) <0} =-R4.

Mowimy, ze o € R jest nierozktadalny (lub prosty), jesli nie mozna go zapisaé jako a = 3 + 7,

ﬁa v e R+'
Moéwimy, ze F C R jest uktadem fundamentalnym, jesli istnieje vg € V takie, ze F jest
zbiorem pierwiastkow nierozktadalnych w R.

Twierdzenie 22.4 (1) Jesli o, B € R4 sq nierozktadalne, to (a|B) < 0.

(2) Kazdy o € Ry jest liniowg kombinacjg prostych pierwiastkéw z catkowitymi nieujemnymi
wspotczynnikams.

(3) Zbior prostych pierwiastow jest bazq przestrzeni V.
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Dowdd. (1) Jesia— 5 =~v€R,toy € Ry luby € R_. W pierwszym przypadku, « = v+
nie jest pierwiastkiem prostym, w drugim § = « + (—7) nie jest pierwiastkiem prostym. Zatem
a—B¢R. A wiec, (a|8) <0 wynika z Tw. 22.2.

(2) Jesli @ € Ry nie jest prosty, moze by¢ zapisany jako o = 5+, 3,7 € R4+. Powtarzajac
ten krok dostajemy w korncu rozklad. Poniewaz {a(vg) : a € Ry} jest zbiorem skoriczonym,
stanie sie to po skoiczonej liczbie krokdw.

(3) Wystarczy pokazaé liniowa niezaleznosé. Zatézmy, ze aq, ..., sa proste i mjag + -+ +
mpa, = 0. Mozemy zalozy¢, ze my,...,m, > 0 a pozostale wspotczynniki sg < 0 i napisac

miay + -+ mpay = kppiapin + o+ ko =17,

gdzie kpy1,...,k, > 0. Mamy

< (v|y) = Z Z mik;j{a;la;) <O0.

i=1 j=p+1

Zatem v = 0. Stad
0 = v(vo) = miai(vg) + - - - + mpay(vo),

co oznacza, ze m; = 0,9 = 1,...,p. Podobnie pokazujemy, ze m; =0, j =p+1,...,n. O

22.5 Grupa Weyla
Niech V bedzie przestrzenig euklidesowa. Dla a € V definiujemy

2(Bloa

(ala)a

Saﬁ ::/8_

Zauwazmy, ze jesli kat miedzy o i 8 jest rowny 0, to S,Ss jest obrotem o kat 20 w plaszczyznie
zadanej przez o, 8. W szczegolnodci, jesli 0 = m/n, to (S..58)" = 1.

Niech R bedzie uktadem pierwiastkowym. Grupa Weyla zwigzana z R nazywamy grupe
generowana przez {S, : a € R}. Oznaczamy j a przez Weylp. Oczywiscie, R jest zbiorem na
ktorym dziala Weyly.

Moéwimy, ze C jest komorkg Weyla, jesli jest domknieciem sktadowej spojnej

V\ U T,

aER

gdzie mo, :={B €V : (Bla) =0}. Mowimy, ze 7, jest Sciang komorki Weyla C, jesli jej otwarta
niepusta czes¢ zawarta w brzegu C. Wtedy o ma okreslony znak na C.

Twierdzenie 22.5 (1) Dla kazdej pary Ci,Co komorek Weyla istnieje doktadnie jeden W €
Weyly taki, ze WCi = Ca.

(2) Niech C bedzie komorkg Weyla. Wtedy
F(C):={a€R : 7y jest SciangC i a>0 naC}

jest uktadem fundamentalnym.
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(3) Niech F C R bedzie uktadem fundamentalnym. Wtedy
C(F)={pe€V : (Bla) >0, a € F}
jest komorkg Weyla.

(4) Niech o € R. Wtedy Wa =R.

22.6 Reprezentacje algebr Liego

Rozwazmy reprezentacje algebry Liego g na przestrzeni zespolonej V. Dla uproszczenia notacji
bedziemy zaktada¢, ze g C gl(V). Ustalmy algebre Cartana b C g. 8 € b7 nazywamy wagq, gdy
odpowiadajaca jej przestrzen wagowa

VP ={veV : Hv=pB(H)v, Heh}
jest niezerowa. Zbior wag oznaczamy przez W(V). Krotnosé wagi 3 jest rowna m? (V) := dim V7.

Twierdzenie 22.6 Niech g bedzie potprostg algebrq Liego.
(1) Niech v € R, € W(V). Wtedy

(2) Niech a € R, B € W(V) Wtedy istniejg ny € Z takie, ze _Q(STL/? =ny—n_, i

a+kBeER, keZ, n_<k<ng.

(3) W(V) jest niezmienniczy wzgledem odbicia w hiperptaszczyznie prostopadtej do f € R. Czyli

a € W(V), B € R implikuje o — X322 € W(V).

Niech Lz oznacza krate rozpieta przez R — krate pierwiastkowq. Niech Lyy oznacza krate
wagowgq, zadang przez
2(alf)

{ala)

LW::{Beb#: eZ,aeR}.

Wtedy Li jest podkrata w Lyy.

23 Homotopia

23.1 Homotopia krzywych

Niech X bedzie rozmaitoscia i x1,x2 € X. Oznaczmy przez K (xg,x1,X) zbior krzywych (ghtad-
kich, kawaltkami ciagtych) zaczynajacych sie w xg i koriczacych si¢ w z1, tzn v(0) = xg, v(1) = ;.

Niech 79,71 € K(zo,21,X). Moéwimy, ze vy jest homotopijnie rownowazna 1 i piszemy
Yo ~ 71 wtedy i tylko wtedy gdy istnieje funkcja ciagta [0,1] x [0,1] 3 (¢,s) — H(t,s) taka, ze
H(t,()) = ’VO(t) 1 H(ta 1) = ’Yl(t)'
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Twierdzenie 23.1 Homotopijna rownowazno$é jest relacjq rownowaznosci

Dowod. Ktladac H(t,s) = vo(t) dostajemy o ~ 7o.
Ktadac Hio(t,s) :== Hoi(t,1 — s) dostajemy vo ~ v1 = 71 ~ 7.
Ktadac

H01(t,28),
H =
02(t7 5) { ng(t,28 _ 1)’
dostajemy vo ~ 71, Y1 ~72 =Y ~ V2. O

IA A
Htf\:d

S
S

o= O
IAIA

Zbioér klas homotopii krzywych zaczynajacych siec w zg i koriczacych w z; oznaczany jest
przez

H($0,$1,X) = K(xo,xl,X)/ ~ .
Twierdzenie 23.2 Niech X bedzie spojna. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(1) (xg,x1,X) jest jednoelementowy dla kazdego xg,z1 € X.
(2) Istnieje xo € X taki, ze I(xg,x0, X) jest jednoelementowy.

Jedli spetnione sg warunki powyzszego twierdzenia, méwimy, ze zbiér X jest jednospojny.

23.2 Skladanie krzywych i grupa homotopii

Niech v € K(xg,z1,X). Definiujemy v~ ! € K (1, 29, X).
) =1 - 1),
Oczywiscie, jesli 4 ~ 7, to (y)71 ~ 7L,

Niech g, z1,29 € X, v € K(x0,21,X), 71 € K(x1,x2,X). Definiujemy vpoy; € K(xg,x2, X):

_J (), 0<t<3;
oo (1) = { n@t-1), y<t<l

Oczywiscie, jesli vo ~ 7, 71 ~ 71, to

Y0oY1 ~ Voo
Jesli vo € K(z2,x3,X)

(Yo o71) 02 ~ Y00 (71 072)-
Jesli przez x oznaczamy krzywa stala rowng x € X, to dla xg, 21 € X, v € K(xg, 21, X),
Topoy~7yoxry~7y.
W szczegolnosei, dla kazdego xg € X, I(xg, xo, X) jest grupa. Jesli zbior X' jest spojny, to

grupa II(zg, zg, X') jest izomorficzna dla réznych xg € X'. Nazywamy ja grupa homotopii zbioru
X. Oznaczamy ja przez II(X).

Przyktady
(1) II(R™) jest grupa jednoelementowa.
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(2) TI(S') = II(R?\{0}) = Z (liczba okrazen wokol zera).

(3) Niech a,b € R? a # b. Wtedy II(R?\{a,b}) = F3 — grupa wolna o dwoch generatorach.
Jako generatory mozna wybra¢ 7y — okrazenie a, 7 — okrazenie b. Grupa Fy sklada sie z
elementéw nastepujacych typow:

Np,__Mp ng Mo Mp+1,__Np ng Mo
Ty Tg 0Ty To s To T T T
Np,__Mp mi,.no Mp+1,__Np mi,_no
Ty DTy T, To LTy, (23.153)

gdzie n;, m; € Z\{0}.
(4) TI(S™) jest trywialna dla n > 2. Na przyktad, SU(2) ~ S jest jednospdjna.

(5) W S™ wprowadzamy naturalne dzialanie grupy Zs. Przestrzen orbit S™/Zy nazywa si¢
n-wymiarowqg przestrzniq projektywng PR™. Dla n > 2 ma ona grupe¢ homotopii Zy. W
szczegolnosci, SO(3) ~ SU(2)/Zy ~ PR3 ma grupe homotopii Z.

23.3 Nakrycia

Niech X’ bedzie rozmaitoscia spojna z punktem bazowym zy € X. Mowimy, ze (Y, ®,y0) jest
nakryciem (X, z), jesli ) jest spdjna rozmaitoscia, ® : Y — X jest gltadkim odwzorowaniem,
®(yo) = o i dla kazdego = € X istnieje spojne otoczenie U C X zawierajace z takie, ze ®~1(U) =
(UJ; Wi, gdzie W; sa spojne, otwarte i nieprzecinajace sie, oraz ® ” jest dyfeomorfizmem W; — U.

23.4 Nakrycie uniwersalne
Nakryciem uniwersalnym (X, zo) nazywamy (X", @, [xo]), gdzie
X = | Mo, 2, X),
zeX

QU . XU — X jest zadane przez ®U¢([v]) := y(1). X" jest wyposazone w naturalna strukture
rozmaitosci. (XU, U [xg]) jest nakryciem (X, xp).
Zauwazmy, ze II(X) = (®4¢)~1(z0).

23.5 Nakrycie wyznaczone przez podgrupe grupy homotopii

Niech (Y, ®,y) bedzie nakryciem (X, zp). Latwo si¢ przekonaé¢, ze ® indukuje homomorfizm
(Y, yo) — I(X, zo).

Niech K bedzie podgrupa I1(zg, 2o, X'). Dla x € X, w II(z, z, X) wprowadzamy relacje: Dla
1], [v2] € I(zg,x, X) piszemy [1] %[72], gdy [yt om1] € K. Jest to relacja réwnowaznosci.

Bedziemy oznaczali przez ['y]K klase abstrakcji v wzgledem tej relacji. Definiujemy

HK(x()a z, X) = H(.%'(],.CU, X)/ %7

XK .= U HK(a:O,:I:,X),
zeEX
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5 (") = (D).
Wtedy (XK, &K [1)X) jest nakryciem (X, z0), ktorego grupa homotopii jest K.
Mamy oczywiscie naturalne odwzorowanie
O X = X e([Y]) = hF,
spetniajace zwiazek ®X o @5 = ®. Czyli (X", O, [10]) jest nakryciem (XK [zo]5).

24 Globalna teoria grup Liego

24.1 Lokalna izomorficzno$é grup Liego

Bedziemy mowili, ze grupy Liego G1 i G2 sa lokalnie izomorficzne, gdy istnieja otoczenia iden-
tycznosci O; C G;, i = 1,2, i dyfeomorfizm ® : O; — O, taki, ze g1, 92,9192 € O1 implikuje
D(g1)P(g2) = P(g192). Jest to relacja réwnowaznosci.

Twierdzenie 24.1 Niech G bedzie spdjng grupa Liego i O otwartym podzbiorem zawierajgcym
1. Wiedy O generuje G, czyli

G = [j(’)---(’).

n=1

Dowdd. Niech G bedzie prawa strona. Jest oczywiscie otwarta. Niech g € Gﬁl. Wtedy istnieje
ciag (gn) w Go taki, ze g, — g. Zatem gg,' — 1. Czyli dla dostatecznie duzych n, gg, ! € O.
Zatem g € Og,, C Gp. Stad Gq jest domknieta. Ze spéjnosci G wynika, ze G = Gy. O

Z(@G) oznacza centrum grupy, tzn
Z(G):={2€G : zg=gz, gec G}.
Oczywiscie, kazda podgrupa w centrum dowolnej grupy jest normalna.

Twierdzenie 24.2 Niech K bedzie dyskretng podgrupg normalng w spdjnej grupie Liego G.
(1) Wtedy K jest zawarte w centrum grupy G.

(2) Niech @ : G — G/K bedzie kanonicznym homomorfizmem. Wtedy Z(G/K) = ®(Z(G)). W
szezegolnosci, Z(G/K) ~ Z(G) /K.

(3) G/K jest lokalnie izomorficzna z G.

Dowod. (1) Niech k € K. Funkcja G 3 g — gkg~! € K jest ciagta. Dla g = 1 jej wartoscia
jest k. Poniewaz K jest dyskretna a G spéjna, funkcja musi by¢ stata. Wiec gkg™' =k, g € G.
(2) Oczywiscie, korzystajac z tego, ze K C Z(G) dostajemy Z(G/K) D ®(Z(Q)).
Niech b € Gi ®(b) € Z(G/K). Dla dowolnego g € G,

lg/x = ®(9)(0)@(g) ' @(b) " = B(gbg~'b7"). (24.154)

Funkcja
G > g gbg bt (24.155)
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jest ciagta. Na mocy (24.154), ma ona wartosci w dyskretnej grupie K. G jest spojne. Wiec
(24.155) jest stata. Dla g = 1, jej wartoscia jest 1. Wiec

g™l =1, gea.

Twierdzenie 24.3 Niech G1 bedzie lokalnie izomorficzna z Go @ @ : O1 — Os jest odwzoro-
waniem, o ktérym mowa w definicli lokalnej izomorficznosci. Zatdzimy, ze ® rozszerza sie do
homomorfizmu ® : Gi — Gao. Wtedy takie rozszerzenie jest jednoznacznie wyznaczone i jego
jadro jest dyskretng podgrupg normalng w G1.

24.2 Grupa homotopii grupy Liego

Niech G bedzie spojna grupa Liego. Rozwazajac jej grupe homotopii, zawsze bedziemy przyj-
mowaé, ze 1 jest punktem bazowym.
Niech G" bedzie nakryciem uniwersalnym G. Wprowadzamy dziatanie na G"¢:

(bl = (1172l

gdzie y1y2(t) := y1(t)y2(t). Niech ®"¢ oznacza kanoniczne rzutowanie "¢ : G' — G.

Twierdzenie 24.4 G"° jest grupg Liego i ®YC jest surjektywnym homomorfizmem. Dlatego,
G = G"/Ker®". TI(G) mozna utozsamié¢ z Ker®"C, ktora jest dyskretng podgrupg normalnag, i
dlatego jest zawarta w centrum G"°.

Zatem w rodzinie lokalnie réwnowaznych ze sobg grup Liego mozna wyrézni¢ “maksymalng”
G"°, ktora jest jednospojna.

Pouczajace jest sprawdzi¢ niezaleznie, ze grupa homotopii grupy Liego G jest przemienna.
Dowod. Niech 4, € K(1, 1, G). Zdefiniujmy

51(t) = (2t,0), 0<t<1/2, 5a(t) = (0,2t), 0<t<1/2,
n (1,2t—1), 1/2<t<1. > 2 (2t —1,0), 1/2<t<1.

Niech T'(t1,t2) := v1(t1)y2(t2). Wtedy [y1] o [y2] jest reprezentowane przez I'(s1(t)) a [y2] o [v1]
jest reprezentowane przez I'(sa(t)).
I'((1—0)s1(t) + Os2(t)) jest homotopia miedzy nimi. O

Analize spojnych grup Liego mozna ograniczyé¢ do grup spdjnych jednospdjnych. Niech G
taka bedzie. Oznaczmy przez Z centrum G.
Twierdzenie 24.5 (1) Kazda spdjna grupa Liego lokalnie réwnowazna grupie G jest izomor-
ficzna z G/ K, gdzie K jest podgrupa dyskretng grupy Z.
(2) Centrum grupy G/K jest roune Z/K.
(3) Grupa homotopii G/K jest rowna K.
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Dowoéd. (3) Niech [y] € II(G/K). Wtedy mozemy podnies¢ v do krzywej ¥ € K(1,k,G),
tak ze przy homomorfizmie kanonicznym ¢ : G — G/K mamy ®(3(¢)) = ~(t). Oczywiscie,
k € K. Dostajemy w ten sposdb odwzorowanie é([v]) = k. Occzywiscie, jest to surjektywny
homomorfizm. Z jednospéjnosci G sprawdzamy, ze jest injektywny. O

W szczegolnosei, jesli centrum G jest dyskretne, to mamy tez grupe minimalna G/Z z try-
wialnym centrum i grupa homotopii Z.

24.3 Rozmaitosci

Niech P bedzie rozmaitoscig. P mozna pokry¢ zbiorami otwartymi O i mapami ¢p : O — R".
Mapy ¢o(p) = = = (z!,...,2") € R" pozwalaja utozsamié¢ O z otwartym podzbiorem ¢o(O)R™.

Niech Diff (P) oznacza zbiér dyfeomorfiméw rozmaitosci P. Jest to grupa. Dla f € C*°(P) i
® € Diff(P)kladziemy &7 f(p) := f(®(p)). Piszemy tez ®4 := (®#)~L. Diff(P) > ® > Oy jest
dziataniem grupy.

Niech p € P. Standardowa definicja wektora stycznego do P w punkcie p méwi o klasie
abstrakcji krzywych. Jedli krzywa ¢ — 7, € P spelnia zadaje wektor styczny A w p = 7o,
bedziemy pisali 4; = %’}/0. Przez TP bedziemy oznaczali przestrzen styczng do P w punkcie
p. Jesli A € T,P, to mamy liniowe odwzorowanie C*°(P) — C oznaczane przez A% f albo
(AF|df) = % (%)‘t o dla krzywej 7 definiujacej A.

Zbior Upe’P TP z naturalng strukturg rozmaitosci nazywamy wiqgzkq styczng. Funkcje gltadka
P > pw— X(p) € TP taka, ze X(p) € T,P nazywamy polem wektorowym. Zbiér pol
wektorowych na P oznaczamy przez C*°(P,TP). Pole wektorowe X zadaje odwzorowanie
X# . C®(P) — C=(X). We wspohrzednych ma ono postaé

X7 f(x) = X ()0, f ().
Komutator dwoch pol wektorowych jest tez polem wektorowym:
(X# YV#] = (X9 (2)0,, Y (x) — Y ()0, X' (2)) Dy

Pola wektorowe mozna przenosi¢ przez dyfeomorfizm. Dla ® € Diff(P), definiujemy &4 :

C®(P,TP) — C®(P, TP) przez
Dy(X7) = D XD,
czyli
D4(XH)f(2) = (X*(f o)) (27 (x)).

We wspotrzednych: '
09" (y) ‘ 5
oyl ly=e-1(z) "

Oy (X7) = X (y)
Jesli rodzina dyfeomorfizméw @, zalezy w sposob gladki od ¢ € R, to

d

S 0u(@) = Xu(@(2)). (24.156)
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zadaje rodzine pol wektorowych X;. Réwnowaznie,

d
E@? = o7 X7

Mozna zadaé¢ rodzine pol wektorowych R 3 ¢ — X; i rozwazaé istnienie rozwiazan (24.156) z
®y = Id. Rozwiazania takie lokalnie (w P i w czasie) istnieja i sa jednoznaczne.

W szczegolnoscei, jesli
d

a(bt(x) = X (®y(x)), (24.157)
to ®; jest jednoparametrows grupa i piszemy ®; = e!X. Roéwnowaznie,
d
E@f = x*ol = of X#, (24.158)

Jesli X jest zadanym polem wektorowym takim, ze istnieje rozwiazanie (24.157 dla matych
t, to istnieje dla t € R.
Twierdzenie 24.6 Niech G C Diff(P) bedzie grupg domknietq.

(1) Niech ®; bedzie krzywg w G taka, ze Id = @ i pole wektorowe X niech spetnia %Q)o =X.
Wtedy grupa {e'X : t € R} jest zawarta w G.

(2) Niech X,Y bedg polami wektorowymi takimi, ze etX i e naleiq do G dlat € R. Wtedy
el @A+BB) nalezy do G dla t € R.

(3) Niech {e"* : t € R} i {e!P : t € R} bedg zawarte w G. Witedy {4B] . t € R} jest
zawarte w G.

Zatem jesli G jest grupg Liego w Diff (P), to przestrzen styczna do G jest algebrq Liego.

Dowdd. Zalozymy dodatkowo, ze P jest przestrzenia liniowa a wszystkie polawektorowe odpo-
wiadaja transformacjom liniowym. By pokazaé (1), piszemy:

G> @), = (1+X/n)" — et
By pokazaé¢ (2) wystarczy zalozy¢, ze « = = 1. Nastepnie sprawdzamy, ze
et(X—i—Y) — etXetY + O(t2).

(3) wynika z
ot X otY o=t X o=ty _ etQ[X,Y} + O(t?’),
ktore pokazujemy nastepujaco:

etXetYe—tXe—tY

t? t2 t2 t2
<11+tX + 2X2> <11+tY+ 2Y2> (]1 —tX + 2X2> (]1 —tX + 2X2) +O0(t?)

t2 t2 t2 t2
= 11+tX+tY—tX—tY+5X2+§Y2++5X2+5Y2
—2X%2 - 2Y? 4+ £2XY + XY — 2XY —°Y X + O(t3)
= 14X, Y]+ 0.
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24.4 Algebra Liego grupy Liego

Niech G bedzie grupa Liego. Jak zwykle, 1 oznacza jej element jednostkowy. Oznaczmy przez g
przestrzen styczng do G w punkcie 1, czyli g = T1G.
Mamy dyfeomorfizmy
L(g)h :=gh, R(g)h:=hg "

G > g+— L(g),R(g) € Diff(G)

sa homomorfizmami grup
Mamy réwniez Kh := h~!. Oczywiécie, K? = Id i KL(g)K = R(g).
Moéwimy, ze B € C°°(P, TP). jest lewo- (prawo-)niezmiennicze, gdy

L(g)xB* = B¥, R(g9)xB" =B%, g€G.

Twierdzenie 24.7 Dia kazdego A € T1G istnieje doktadnie jedno pole lewo- i prawoniezmien-
nicze La,Ra € C®(P, TP) takie, ze La(1) = Ra(1) = A.

Laf(g) jest rowne wektorowi A% dziatajgcemu na funkcje G > h w f(gh). Kazde pole
lewoniezmiennicze jest tej postaci. Pola lewoniezmiennicze tworzq algebre Liego.

Raf(g)jest rowne wektorowi A% dziatajgcemu na funkcjie G > h +— f(hg). Kazde pole prawo-
niezmiennicze jest tej postaci. Pola prawoniezmiennicze tworzg algebre Liego.

Mamy KLAK = R_p.

Twierdzenie 24.8 Niech A € T1G. Wtedy istnieje doktadnie jedna krzywa R 3t — g(t) € G
spetniajgca réownanie
dg(t) 1
———g(t)” = A.
90
Rownowaznie,
R >t g(t) € G jest homomorfizmem grup.

Roéwnowaznie:
dilfft):LAg(t)? %L(gt) = La(L(gt)),
%mgt) — —Ra(R(a)).

Bedziemy pisaé¢ g(t) =: /4. Daje to rownowazna definicje komutatora:
Twierdzenie 24.9 Niech A, B € T1G. Wtedy

[0,00[3 5 — 7(s) := eV*AeV3Bem Ve VsB

jest rézniczkowalne w zerze i L(s) = [A, B].

Twierdzenie 24.10 Niech ® : G — H bedzie homomorfizmem grup Liego z algebrami Liego g,
h. Wtedy ¢ := @4 : g — b jest homomorfizmem algebr Liego. G © H sq lokalnie izomorficzne,
wtedy 1 tylko wtedy gdy g 1 by sqg izomorficzne.
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Twierdzenie 24.11 Niech g jest algebrg Liego. Wtedy istnieje grupa Liego G, ktérej algebra
Liego jest izomorficzna z g.

Szkic dowodu Z Twierdzenia Ado wynika, ze algebre g mozna zanurzy¢ w gl()) dla pewnej
przestrzeni V. Definiujemy G jako podgrupe w GL(V) generowana przez e dla A € g. Nastepnie
nalezy pokazaé, ze G jest rozmaitoscia i g jest jej przestrzenia styczng. O

24.5 Przemienne grupy Liego
Twierdzenie 24.12 Niech L bedzie dyskretng podgrupg w R™. Niech SpanlL bedzie k wymiarowe.
Wtedy istniejq ey, . .., ey takie, Ze

L={cier + - +cgep, (c1,...,cx) € ZF}.

Twierdzenie 24.13 Kazda abelowa spéjna grupa Liego jest izomorficzna z R™ x T*.

24.6 Podgrupy grup Liego

Twierdzenie 24.14 Niech H bedzie domknietg podgrupg grupy Liego G. Wtedy H jest tez grupg
Liego. Jesli g, b sq algebrami Liego grup G i H, wtedy nawias w b pokrywa sie z nawiasem g
obcietym do . W szczegdlnosci, by jest podalgebrq Liego w g. Jesli H jest normalna w G, to b
jest ideatem w g.

Nie kazda podalgebra w g jest styczna do podgrupy w G.
Twierdzenie 24.15 Niech G bedzie grupq Liego z algebrg Liego g. Jesli b jest ideatem w g takim,

ze istnieje podgrupa H styczna do by, to spdjna sktadowa jednosci Hy jest podgrupg normalng w

G.
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