Rozdzial 3

Pomiedzy czasem a czestoscia

3.1 Zasada nieoznaczonosci

Zasada nieoznaczonoséci (Heisenberga) w mechanice kwantowej nie opisuje granic dokladnosci pomia-
row, lecz fakt, ze czastka nie moze jednoczesnie mie¢ dobrze okreslonych np. pedu i polozenia:
AxAp, > h/27', gdzie A odpowiada wariancji rozkladu prawdopodobiefistwa wokot sredniej. Podobnie
w analizie sygnalow:

Twierdzenie 6 (Zasada nieoznaczonoé$ci) Iloczyn wariancji w czasie o i w czestosci kotowej o2
dla funkcji s € L*(R) jest nie mniejszy niz %
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Dla czestosci f = % mamy

3.2 Transformata Wignera
Dla sygnaléw niestacjonarnych moc widmowa nie musi by¢ stala w czasie, gdyz zawartos¢ czestosci moze

si¢ zmienia¢. Analiza tego typu sytuacji wymaga $ledzenia zmian gestosci energii sygnalu jednocze$nie w
czasie i czestosci. Pierwszym pomyslem bedzie usuniecie z wzoru (2.29) na moc widmowsa (twierdzenie

Wienera-Chinczyna):
/e—w (/f(t)f(t+7)dt) dr

Istala Plancka h ~ 10734 J s.
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Rysunek 3.1: Dlugi sinus (na gorze) ma dobrze okreSlona czesto$¢, ale nie mozemy wiele powiedzie¢
o jego polozeniu w czasie (ciagla linia). Gdy zawezamy (okreslamy) przedzial czasu, w ktérym sygnal
wystepuje (dolne wykresy), coraz trudniej méwic o czestosci

calki po czasie. Dostaniemy w ten sposéb? funkcje zalezna explicite od czasu i czestoéci — transformate
Wignera-de Ville'a:

Ws(t,w) = /s(t + %) s(t — %) e T dr (3.1)

Reprezentacja tej postaci ma podstawowe zalety:
e zachowuje energie sygnatu,

e wartoéci brzegowe: wycalkowana po czasie Wy daje kwadrat modulu transformaty Fouriera |s(w)|?,
a wycalkowana po czesctoéci — |s(t)|?,

oraz wady: moze by¢ ujemna oraz zawiera wyrazy mieszane.

Wyrazy mieszane (cross-terms)

Problem ten wystepuje (z réznym natezeniem) we wszystkich kwadratowych reprezentacjach energii
sygnalu w przestrzeni czas-czesto$¢; w transformacie Wignera efekt ten jest najbardziej bezposredni.

Przypomnijmy wzoér na kwadrat sumy: (a + b)? = a? + b2 + 2ab. Obliczajac kwadratowa transformate
sygnalu zlozonego z sumy elementéw a i b, dostaniemy reprezentacje wystepujacych w sygnale skladni-
kéw a i b oraz wyraz mieszany 2ab, ktéry moze pojawic sie¢ w takim rejonie przestrzeni czas-czesto$é, ze
w odpowiadajacym mu przedziale czasu w sygnale brak jakiejkolwiek aktywnosci.

Jednym z gléwnych zastosowan rozkladéw gestosci energii sygnalu w przestrzeni czas-czestosé (jak
ten na rys. 3.2) jest proba odgadniecia struktury lub wlasno$ci nieznanego sygnalu. W takim przypadku
wyrazy mieszane sa wysoce mylace — na podstawie samego rozkladu energii z rys. 3.2 moglibySmy
podejrzewac, ze w analizowanym sygnale, pomiedzy a i b, znajduje si¢ jeszcze jedna struktura o posredniej
czestosci!

Dla zminimalizowania tego efektu mozemy wykorzysta¢ spostrzezenie, ze wyrazy mieszane zwykle
silnie oscyluja, wiec lokalne usrednienie rozkladu (po czasie i czesto$ci) powinno zmniejszyé ich wklad.
Rozne realizacje tego uéredniania tworza bogata klase rozkladow o zredukowanych interferencjach (ang.
reduced interference distributions, RID), z ktérych kazdy moze dawac lepsze od innych rezultaty dla
pewnej klasy sygnalow. Jednak w kazdym przypadku mamy do czynienia z ogélna prawidlowoscia: im
mniejszy wplyw interferenciji (silniejsze usrednianie) tym gorsza rozdzielczosc.

3.3 Spektrogram — oknowana transformata Fouriera

Przepis na krotkoczasowa transformate Fouriera (Short-Time Fourier Transform, STFT) polega na
wycinaniu kolejnych odcinkéw sygnalu z pomoca okna ¢(¢) (|lg]] = 1) i obliczaniu ich transformaty

?Po ,wycentrowaniu” autokorelacji f(t)f(t +7) do postaci f(t + Z)f(t — T)
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Rysunek 3.2: Sygnal ztozony z dwéch sinuséw o réznych czestoéciach (dolny wykres) i modul jego trans-
formaty Wignera przedstawiony w przestrzeni czas-czesto$¢ w odcieniach szaro$ci (powyzej, 0§ czestosci
skierowana ku gorze). Obserwujemy prawidlowe odtworzenie czesto$ci w okolicy wystepowania sinuséw
oraz wyraz mieszany (w $rodku), wystepujacy w odcinku czasu w ktérym sygnal jest plaski. Wartosci
transformaty Wignera w rejonie tej struktury oscyluja, co umozliwia zachowanie wartoéci brzegowych
calek po czasie i czestosci.

Fouriera. Inaczej mozna to opisa¢ jako iloczyny skalarne sygnalu z oknem ¢ modulowanym czestoscia &:

cers = [ gt~ to)e s (2

Modul wspoélczynnika c¢;, méwi o zawarto$ci energii sygnalu s(t) w okolicy czestosci £ i czasu ¢
(rys. 3.3).

FREQUENCY

TIME

Rysunek 3.3: Réwnomierny podzial przestrzeni czas-czesto$¢ dla oknowanej transformaty Fouriera

3.4 Falki (wavelets)

Falka to funkcja ¢ € L?(R) o zerowej $redniej:

/ Tyt =0 (3.3)
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Aby spelnié¢ ten warunek, niezerowa funkcja musi oscylowac¢, cho¢ niekoniecznie (wrecz raczej nie)

w sposob okresowy, jak ,duze” fale e?**—stad nazwa.
Reprezentacja konstruowana jest ze ,wspo6tczynnikéw falkowych” - iloczynéw skalarnych sygnatu ze
znormalizowanymi (||¢|| = 1) funkcjami generowanymi jako przesuniecia i rozciagniecia falki
° t—u
Cou = (8,%su) = [ s(O)Y(——)dt (34)
oo s
Transformacja odwrotna istnieje, jesli zbior falek {;},.; tworzy rame (ang. frame):
Vi3as0,5<00 Allsl® <D | (Wi 5) 1> < Blls|® (35)
iel

Dopiero w latach 80. XX wieku udowodniono, ze ze specjalnie dobranych falek mozna skonstruowaé
ortogonalna baze, jesli kolejne skale s beda tworzyly sekwencje diadyczna, czyli s,, = 2™sg. Doprowadzilo
to do eksplozji zastosowan czasowo-czestosciowych metod analizy sygnaléw — nie tylko ze wzgledu na
cenione przez fizygkéw wlasnoéci baz ortogonalnych, jak zachowanie energii reprezentacji czy prosta
formula rekonstrukeji, ale gléwnie dzieki powstaniu szybkich algorytméw obliczeniowych.

FREQUENCY
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Rysunek 3.4: Podzial przestrzeni czas-czesto$¢ dla wielorozdzielczej analizy falkowe;j.

3.4.1 Reprezentacje czas-czestosc

Transformata Wignera i jej pochodne daja jako pierwotny wynik estymate gestoéci energii sygnalu w
przestrzeni czas-czesto$¢; jej pelny obraz zawiera rzedu N2 wartosci — dla sygnatu o dtugosci N punktéow
mamy w kazdym punkcie N/2 czesto$ci. Z kolei przeksztalcenia Fouriera czy falkowe opisuja sygnal w
kategorii wspoétczynnikéw okreslajacych ,dopasowanie” sygnalu do konkretnych funkcji: e™?, g(t)e™*
czy w(%) [los¢ tych funkcji, ktorych iloczyn z sygnalem bedziemy traktowac jako jego reprezentacje,
ustalamy wlasciwie dowolnie, ale zwykle jest ona blizsza rozmiarowi sygnatu N niz N2. W szczegélnym
przypadku bazy ortogonalnej, ktéra mozna stworzy¢ z funkcji e”* lub falek (*<%), bedzie ich dokladnie
N.

Z. tych wspolczynnikéw mozemy réwniez utworzyé mape gestosci energii sygnalu w przestrzeni czas-
czesto$¢. Razdy iloczyn okresla zawarto$¢ energii sygnalu w pewnym przedziale czasu i czestosci. Ze
wzgledu na zasade nieoznaczonosci, iloczyn tych przedzialow (,pole”) nie moze by¢ dowolnie maly. Dla
spektrogramu beda to jednolite przedzialy o rozmiarach wyznaczonych przez szerokos¢ okna g¢(t). Z
kolei w przypadku transformaciji falkowej wzrost czestosci funkcji zwiazany jest ze zmiana skali s, czyli
,rozciaganiem” v, dlatego funkcje o nizszej czestosci beda zajmowaly wiekszy przedzial czasu.

Okazuje sie, ze tworzone w ten sposdb estymaty gestoSci energii sa rownowazne pewnym sposobom
uéredniania transformaty Wignera.

Rtéra z tych metod jest najlepsza? Przede wszystkim musimy ustali¢, co w tym miejscu znaczy ,lep-
szy”. Mamy do czynienia z reprezentacjami sygnalu w postaci iloczynéw z ustalonymi zestawami funkcii;
najlepsza bedzie taka reprezentacja, dla ktorej wiekszoé¢ z tych iloczynéw jest bliska zeru. Dlaczego?
Przede wszystkim oznacza to, ze najwazniejsze (lub raczej najsilniejsze) cechy sygnalu udalo sie wyrazié
z pomoca niewielu znanych funkcji, ktérych iloczyny z sygnalem sa istotnie rézne od zera. Tak zwiezly
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opis sygnalu odkrywa zwykle jego podstawowe cechy i ulatwia dalsza analize. Poza poznaniem gléwnych
cech badanego sygnalu, wymiernym celem jest czesto kompresja.

Jesli funkcje uzywane do analizy sygnalu tworza baze ortogonalna, jak w przypadku transformaty
Fouriera czy niektoérych falek, to reprezentacj w takiej bazie zawiera dokladnie iloé¢ informacji potrzebna
do odtworzenia sygnatu. Jedli iloé¢ funkeji wybranych do reprezentaciji jest wieksza niz wymiar bazy, to
mamy do czynienia z redundancja, ale odtworzenie sygnalu z wartosci iloczynéw jest zwykle réwniez
mozliwe. Tak wiec jedli zapiszemy tylko wartoéci wiekszych iloczynéw, to odtworzony z nich sygnal
powinien by¢ podobny do oryginalu — jest to kompresja stratna, stosowana np. w popularnych formatach
mp3 czy jpeg.

Problem wyboru reprezentacji pozostaje otwarty:

e transformata Fouriera opisuje zwiezle sygnaly stacjonarne, w ktéorych dominuje niewielka ilos¢
czestosci (sinusoidalnych)

e w krotkoczasowej transformacie Fouriera trudno odgadnaé dla nieznanego sygnalu optymalna sze-
roko$c okna (por. dolne wykresy na rys. 3.5),

e w reprezentacji falkowej (a z réznych falek mozemy konstruowaé rézne reprezentacje) zwiezle opi-
szemy krotkie struktury przejSciowe (ang. transients), ale np. dlugi sinus bedzie dawal duze war-
tosci iloczynéw z wieloma falkami (rys. 3.5)

Dla kazdego sygnalu zwiezla reprezentacje mozemy uzyska¢ wyrazajac go w innym zestawie funkcji. A
gdyby tak dopasowac reprezentacje do sygnatu, wybierajac odpowiednie funkcje z ogromnego (wzgledem
rozmiaru bazy, czyli redundantnego) zestawu? To podejécie opisane jest w rozdziale 4.2.

mp3, jpeg
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dopasowanie krokowe (funkcje Gabora)

falki (Meyera) | I ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

. S

spektrogram (szer. okna 64)

spektrogram (szer. okna 32)
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Rysunek 3.5: Reprezentacje gesto$ci energii sygnalu (dtugoéci 256 punktéw), przedstawionego na dole ry-
sunku, w przestrzeni czas-czestos¢, liczone na podstawie (od dolu): spektrogramoéw z oknami szerokosci
32 i 64 punkty, transformaciji falkowej w bazie ortogonalnych falek (falki Meyera) i algorytmu dopasowa-

nia krokowego 4.2. Po lewej stronie kazdego wykresu przedstawione widmo mocy sygnalu. W kazdym
przypadku o$ czesto$ci skierowana ku gorze.
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transformata falkowa: rozciaga-  spektrogram: stala obwiednia  aproksymacje adaptacyjne:
nie i przesuwanie falki bazowej = modulowana réznymi czesto- zmienna obwiednia i czesto$é
§ciami modulacji

Rysunek 3.6: Przyklady funkcji uzywanych do reprezentacji sygnalu na rys. 3.5, w kolumnach od lewe;:
falki, funkcje uzywane w spektrogramie, elementy stownika Gabora (dopasowanie krokowse).
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Rozdzial 4

Reprezentacje przyblizone

W rozdzialach 2.4 i 3 przedstawiliémy elegancki matematycznie opis wlasciwoéci sygnalu. Elegancje
uzyskano dzieki przyjeciu szeregu upraszczajacych zalozen:

e calki we wzorach na transformaty (Fouriera i Wignera) przebiegaja od —oo do co. W rzeczywisto$ci
mamy do czynienia ze skonczonymi odcinkami sygnaléw

e rowniez falki (rozdzial 3.4), ktorych iloczyn skalarny z sygnalem daje szukane wspdlczynniki, sa
zwykle niezerowe réwniez poza analizowanym odcinkiem sygnalu

e nie braliSmy wreszcie pod uwage faktu, ze sygnal moze by¢ niedokladna realizacja dopasowywa-
nego modelu, tzn. moze w nim wystepowac, poza elementami opisywanymi przez model, szum

Szum jest pojeciem wzglednym; informacja kluczowa dla pewnych zastosowan moze stanowi nie
pasujace do modelu zakldcenia przy innej analizie tego samego sygnaltu:

e szum moze by¢ wynikiem wystepowania w sygnale zjawisk nie przewidzianych przez zastosowany
do analizy model

e sam model generacji moze zawieraé¢ elementy stochastyczne (przypadkowe), jak np. przy opisie
rozpadu jader promieniotwoérczych

e nawet jesli sygnal powstaje w wyniku interakcji $ci$le deterministycznych proceséw, ich ilo$¢ i
stopien zlozono$ci moga byc¢ tak duze, ze duza ich czes¢ (mozliwie stabszych) musimy traktowac
jak szum

e wreszcie kazdy pomiar sygnalu, bedacy pierwszym stadium analizy, niesie ze soba bledy pomia-
rowe

Stopien ,zaszumienia” sygnalu opsisuje stosunek (energii) sygnal/szum (Signal to Noise ratio) - S/N.
Liczony jest zwykle w decybelach (dB)! jako logarytm dziesigtny stosunku calkowitej mocy sygnatlu Py,
do mocy szumu Pq,y,;

S/N = 10log;, PPsyg [dB] (4.1)

szum

Tak wiec czas pogodzi¢ sie z faktem, ze w praktyce najczeSciej bedziemy zadowalac sie, zamiast
dokladnego wzoru (1.1), reprezentacjami przyblizonymi typu

s(t) ~ Y angn (4.2)
k

"najczestszym zastosowaniem decybeli jest okreslanie gloénosci dzwieku, stad logarytmiczna skala odpowiadajaca ludzkiej per-
cepcji. W mianowniku pojawia sie wtedy moc najcichszego slyszalnego dzwieku (prog styszalnosci). Prog bolu to w tej skali ok.
120 dB
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4.1 Procesy stochastyczne

Traktowanie szumu jako zakldcenia to tylko jedno z mozliwych podej$é; np. w modelu AR (par. 2.8)
szum jest podstawowym elementem procesu. Model generacji jest do tego stopnia oparty na elemencie
stochastycznym, ze kolejne realizacje x1[n], z2[n] ... moga np. w konkretnym punkcie n = ng nie miec¢
ze soba nic wspolnego poza tym, ze losowane sa z tego samego rozkladu prawdopodobienstwa. Stale
pozostaja tylko parametry statystyczne sygnalow s;[n]. W przypadku procesoéw stacjonarnych (do rzedu
n) momenty statystyczne (do rzedu n) beda stale w czasie.

Przyjmijmy terminologie z fizyki statystycznej: mierzony konkretnie sygnal s;[n] to realizacja procesu,
a zbior wszystkich mozliwych realizacji {s;} to zespol statystyczny. Bezposérednio daje sie przenies$¢
réwniez twierdzenie o ergodycznoéci, méwiace, ze dla stacjonarnych proceséw stochastycznych $rednia
po zespole statystycznym (tj. wszystkich mozliwych realizacjach) jest rowna $redniej po (nieskoficzonym)
czasie.

4.1.1 Estymacja widma mocy na podstawie periodogramu

Periodogram to
2 & :
Py(wg) = N z_:lx[n]eﬂ“”“” (4.3)

gdzie wy, = % Poznajemy, ze to po prostu transformata Fouriera sygnalu dyskretnego prébkowana w
dyskretnych punktach wy. Rbwnomierne prébkowanie periodogramu w takiej iloéci punktow, ile punktow
jest w badanym sygnale, to konwencja dajaca przy okazji statystyczna niezaleznos¢ wielko$ci Py (wy). Jesli
w sygnale wystepuje dokladnie ktéras z czestosci wy, to dla tej wartoéci otrzymamy wysoki pik. Jednak
te akurat czesto$ci nie sa w og6lnym przypadku w zaden sposéb wyrédznione.

Ta estymata obarczona jest duzym bledem...

Efekt okna prostokatnego

Obliczanie transformaty Fouriera dla skoficzonego odcinka niesie ze soba dodatkowe komplikacje. Znamy
wartoéci sygnatu z[n]| dlai = 1... N. Odpowiada to iloczynowi sygnatu {s[n]}, ., z oknem prostokatnym

wpk]:
0 = 1 dlak=1.N
Y=Y 0 dlak<0Vk>N

W efekcie (patrz twierdzenie o splocie na str. 16) otrzymujemy splot transformaty Fouriera sygnaltu (nie-
skonczonego) z transformata Fouriera okna @, [k]. Dlatego w praktyce stosujemy okna o lagodniejszym
przebiegu transformaty Fouriera—np. Gauss.

Estymacja w praktyce

Praktyczna estymacja widma w oparciu o periodogram przebiega w nastepujacych krokach:
1. Obliczamy iloczyn sygnalu s[n| z wybranym oknem w[n], dopasowanym do jego rozmiaru
2. Obliczamy periodogram sygnatu s[n]w[n]

Dla zmniejszenia bledu estymaty stosuje sie jescze podzial sygnalu na krotsze (zachodzace na siebie)
odcinki i uSrednianie wynikéw powyzszej procedury dla tych odcinkow.

4.2 Przyblizenia adaptacyjne (adaptive approximations)

Zrozumieé w kulturze europejskiej znaczy czesto powiedzie¢ wlasnymi stowami. Podobnie analiza
funkcji polega¢ moze na jej przedstawieniu—lub przyblizeniu—z pomoca funkcji o znanych wlasciwo-
$ciach. Rontynuujac te analogie, zbiér znanych funkcji, z pomoca ktérych bedziemy chcieli wytlumaczyé
funkcje nieznana, nazwiemy slownikiem. Szczegblnym przypadkiem slownika jest baza ortogonalna—
najmniejszy kompletny slownik.
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Z. pomoca niewielu prostych i podstawowych sléw mozna wyttumaczyé niemal dowolnie skompliko-
wane idee. Jednak opis z uzyciem ubogiego slownika nie bedzie zwiezly ani elegancki. Dla trafnego wyra-
zenia subtelnych i nieuchwytnych idei—badz stabych i przejsciowych skladowych sygnalu—potrzebujemy
obszerniejszego stownika, wzbogaconego o wyrazenia fachowe lub licencje poetycka. W analizie sygna-
léw slownik mozemy rozszerza¢ niemal dowolnie—wystarczy sparametryzowac ogdlna postaé funkcji
skladowych.

Dokladny opis sygnalu (tj. badanej funkcji) w stowniku wiekszym niz baza wprowadza redundancje.
Zwiezlo$¢ osiagna¢ mozemy godzac si¢ na przyblizenie sygnalu, ale za to z pomoca mozliwie niewiel-
kiej ilosci funkciji. Jesli ilos¢ wybranych do reprezentacji sygnatu funkcji stownika nazwiemy rozmiarem
reprezentacji, to dazy¢ bedziemy zwykle do sytuacji, w ktore;j:

rozmiar reprezentacji < wymiar bazy < rozmiar stownika

Reprezentacje optymalna mozemy okresli¢ jako taki podzbiér elementéw slownika, ktérego liniowa kombi-
nacja tlumaczy najwiekszy procent energii sygnalu wéréd wszystkich podzbioréw o tej samej liczebnosci.
Wybor takiej reprezentaciji jest obliczeniowo NP-trudny?, totez w praktyce zadowalamy sie iteracyjnym
rozwigzaniem sub-optymalnym—zaproponowanym w 1993 przez S. Mallata i Z. Zhanga [11] algorytmem
Matching Pursuit (MP).

czestosé. ->

czas ->

A+B+C+D+E

4

&
/o
%

&

Rysunek 4.1: Uzyskana z rozkladu MP gesto$¢ energii sygnalu w przestrzeni czas-czesto$c.

W analizie sygnatéw uzywamy zwykle stownikéw zlozonych z funkcji Gabora (Gauss modulowany
sinusem) ze wzgledu na ich optymalna lokalizacje w przestrzeni czas-czesto$¢. Reprezentacja zlozona z

2NP-hard—klasa probleméw, ktérych zlozonoéé obliczenowa rosnie z rozmiarem problemu szybciej niz dowolny wielomian [8].
Rlasycznym przykladem jest problem komiwojazera, polegajacy na znalezieniu najkrotszej drogi laczacej okreélona liczbe miast.
Zobacz réwniez Dodatek A.4.

(©1999..2004 Piotr J. Durka.
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funkcji Gabora pozwala réwniez na konstrukcje eleganckiej estymaty gestoSci energii sygnalu w przestrze-
ni czas-czesto$¢, usuwajacej a priori problem wyrazéw mieszanych obecny w tego typu dystrybucjach.

4.2.1 Algorytm MP i slowniki czas-czestos$¢

Niech dany bedzie (stownik) zbiér funkcji G = {g1, g2, ...,9n} takich, ze ||g;|| = 1. Algorytm Matching
Pursuit (MP) [11] jest procedura iteracyjna. W pierwszym kroku wybierana jest funkcja g, dajaca naj-
wiekszy iloczyn skalarny z sygnalem s, po czym w kazdym nastepnym kroku funkcja g, jest analogicznie
dopasowywana do residuum sygnalu R"s, pozostalego po odjeciu wyniku poprzedniej iteracji:

ROs = s; (4.4)
R's =< R"S, gy, > gy, + R"'s; g,, =argmax, cc| < R"s, gy, > | i

Ortogonalnosé¢ R"*'s i g,, w kazdym kroku procedury implikuje zachowanie energii:

m—1
Il = D> | < R"s, gy > > +[|R™s|? (4.5)

n=0
Jesli stownik jest kompletny, procedura zbiega do f:

oo
s=Y <R, gy >g, (4.6)

n=0

Dyskretny slownik funkcji Gabora

Funkcje (atom) slownika czasowo-czestotliwo$ciowego mozna wyrazi¢ jako translacje (u), rozciagniecie
(s) i modulacje (w) funkcji okna g(t) € L?(R)

nit) = Jza () (47

Optymalna lokalizacje w przestrzeni czas-czesto$¢ otrzymujemy dla Gaussowskiej obwiedni g(t), co w
przypadku analizy sygnaléw o warto$ciach rzeczywistych daje slownik rzeczywistych atoméw Gabora:

t—u\2 .
9:(1) = K(7.0)e” (5 sin(w(t — u) + 9)) (+8)
K (v, ¢) zapewnia normalizacje ||g,,4|| = 1. Pomimo, ze analizujemy sygnaly dyskretne, parametry do-
pasowywanych funkcji moga przyjmowacé wartoséci z przedzialow ciaglych. W praktyce korzystamy z
relatywnie malych podzbioréw przestrzeni parametrow v = {u, s, w}?

GestosSc energii w przestrzeni czas-czestosc

7 definicji transformaty Wignera (wzér 3.1, strona 24) i reprezentacji sygnalu w postaci sumy dopaso-
wanych przez algorytm funkcji Gabora (réwnanie 4.6) mozemy skonstruowaé estymate gestosci energii
sygnalu w przestrzeni czas-czesto$¢. Transformata Wignera rownania (4.6) daje

oo
We=> | <R, gy, > "Wy, + (+9)
n=0
oo
+ Z Z < R"s, gy, > ng%ﬂgw
n=0 m#n

Podwojna suma zawiera wyrazy mieszane, znaczaco falszujace obraz rozkladu energii sygnalu w kla-
sycznej transformacie Wignera i pochodnych; minimalizacja ich wkladu w tych rozkladach jest przedmio-
tem zastosowan zaawansowanych technik matematycznych. Dzieki rozkladowi sygnalu postaci réwnania

3faza ® jest zwykle przedmiotem osobnej optymalizaciji dla kazdej dopasowywanej funkcji
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(4.6), mozliwe jest ich usuniecie explicite — po prostu pomijamy podwojna sume, definiujac wielkoéé
Es(t,w):

o0

Bs(t,w) =Y | < R"s, g3, > P Wy, (1) (4.10)

n=0

Dystrybucja Wignera pojedynczego atomu g, spelnia
“+o0 “+o0 )
[ W ttdo =l =1 iy
co w polaczeniu z zachowaniem energii rozwiniecia MP (eq. 4.6) daje
+oo +oo
/ Es(t,w) dt dw = ||| (412)
—oco0 J—0o0

Uzasadnia to interpretacje wielkoéci F f (¢, w) jako gesto$ci energii sygnaltu s(t) w przestrzeni czas-czesto$c.

czestos¢ ->

"B
czas ->

SYGNAL

SZUM

o sl AP b AR oo

Rysunek 4.2: Dekompozycja sygnaltu z rys. 4.1 z liniowym dodatkiem szumu o dwukrotnie wigkszej energii
(S/N = —3dB)

Wynik dzialania algorytmu ze stownikiem funkcji Gabora przedstawia rysunek 4.1; sygnal zasymu-
lowano jako sume sinusa, delty Diraca (jednopunktowej nieciaglosci) i trzech funkcji Gabora o parami
jednakowych polozeniach w czasie i czestosciach. Rysunek 4.2 przedstawia dekompozycje tegoz sygnalu
z dodanym liniowo szumem o dwukrotnie wigkszej energii.

(©)1999..2004 Piotr J. Durka.
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