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Rozdziaª 1Wst�pNajprostszym przypadkiem frontu ±wietlnego jest zwykªy sto»ek ±wietlny w pªaskiej przes-trzeni Minkowskiego, utworzony przez promienie ±wietlne dohodz¡e do danego punktuzasoprzestrzeni i ze« wyhodz¡e. Trójwymiarowa geometria generowana na powierzhnisto»ka jest zdegenerowana � wyznaznik trójwymiarowego tensora metryznego jest równyzeru, nie mo»na wi� odwrói¢ metryki indukowanej gab na tej powierzhni, i nie ist-nieje jednoznaznie zde�niowany tensor metryzny ze wska¹nikami kontrawariantnymi ~gabodwrotny do gab. Ze wzgl�du na �zerowo±¢� tej metryki wektor n normalny do powierzhnisto»ka ±wietlnego jest tak»e wektorem styznym: ilozyn skalarny n � e(a) = 0 jest równyzeru � gdzie e(a) rozpina baz� wektorów styznyh do powierzhni sto»ka. Ze wzgl�du nanieokre±lono±¢ metryki kontrawariantnej nie mo»emy te» zastosowa¢ standardowej definijipowierzhni krzywizny sto»ka, która peªni istotn¡ rol� w opisie dynamiki ADM [1℄.Ze wszystkimi tymi problemami w przypadku pªaskim mo»emy sobie w miar� ªatwoporadzi¢ � mamy przeie» do zynienia z zasoprzestrzeni¡ pªask¡, bez pola grawita-yjnego. Jednak du»o bardziej interesuj¡y jest przypadek mniej trywialny: front ±wiet-lny w przestrzeni zakrzywionej � ze wzgl�du na mo»liwe zastosowanie do opisu dynamikipowªoki materii zerowej (np. gazu fotonowego, do niedawna uwa»ano te» neutrina zaz¡stki bezmasowe). Istniej¡ dwie klasy powierzhni zerowyh: powªoki materii zerowej iizolowane horyzonty. Badania nad tymi ostatnimi prowadzone s¡ niezale»nie, m.in. przezA. Ashtekara i jego wspóªpraowników [2, 3℄. W niniejszej rozprawie zajmiemy si� gªówniepowªokami materii zerowej.Ju» opis masywnyh powªok materialnyh byª sporym wyzwaniem. Dynamik� ien-kih powªok materialnyh jako pierwszy rozwa»aª Werner Israel w swojej pray [12℄ z1966 roku, ze wzgl�du na mo»liwo±¢ zastosowania tego opisu do modelu kolapsu grawita-yjnego. Dla powªok materii zerowej pojawiªa si� jednak trudno±¢ zwi¡zana z degeneraj¡metryki na tej powierzhni � opisanej na przykªadzie sto»ka ±wietlnego. Kilka lat temuC. Barrabés i W. Israel [4℄ uogólnili opis Israela z pray [12℄ na przypadek ienkih powªokmaterii zerowej � u»ywali jednak w tym elu wielko±i jawnie zale»nyh od wyboru ukªaduwspóªrz�dnyh (ehowania) i nie byªo jasne, zy teoria ta speªnia wymóg �ogólnej kowa-riantno±i�. Celem naszej pray jest opisanie powierzhni zerowej za pomo¡ wªa±iwyhobiektów geometryznyh oraz wyprowadzenie z pierwszyh zasad peªnej dynamiki takiej



4powierzhni zerowej. Takiego kanoniznego opisu materii ±wietlnej w praah Israela niebyªo.Standardowo opisuje si� powªok� materialn¡ jako osobliwo±¢ zasoprzestrzeni powsta-j¡¡ przy zszyiu dwóh zterowymiarowyh rozmaito±i M� i M+. Zszyie to nast�pujewzdªu» pewnej trójwymiarowej (tzn. o jednym wymiarze zasowym i dwóh przestrzen-nyh) hiperpowierzhni S tak, »e geometrie indukowane na tej powierzhni po obu stronahzszyia pokrywaj¡ si�.Nieh K�ij , K+ij oznazaj¡ krzywizny zewn�trzne powierzhni S zwi¡zane z zanurzeniemtej powierzhni w M� i M+ odpowiednio.Zaªó»my, »e K�ij 6= K+ij . Jak zobazymy, taki skok krzywizny zewn�trznej mo»na inter-pretowa¢ jako osobliw¡ (typu dystrybuja �Æ� Diraa � oznazan¡ tak w odró»nieniu odwariaji �Æ�) krzywizn� zasoprzestrzeni M� [M+, zlokalizowan¡ wªa±nie na S. Aby byªyspeªnione równania Einsteina, musi ona odpowiada¢ ienkiej (o harakterze Æ) powªoematerialnej, której tuba ±wiata pokrywa si� wªa±nie z S.Je±liK�ij = K+ij , ale ih pohodne maj¡ skok na S, to mamy do zynienia z tzw. powªok¡brzegow¡ (np. brzeg gwiazdy, zyli powierzhnia rozdzielaj¡a obszar pró»ni na zewn¡trzi obszar wypeªniony materi¡ wewn¡trz gwiazdy), na której tensor Riemanna jest niei¡gªyale ogranizony. Przypadkiem tym nie b�dziemy si� w tej pray zajmowa¢ � jest on dobrzeudokumentowany w literaturze (np. Lanzos [23℄).Geometria hiperpowierzhni S 2 M zawartej w rozmaito±i pseudoriemanowskiej(M; g) mo»e by¢ opisana za pomo¡ dwóh obiektów: obi�ia gab tensora metryznegona M do S, oraz krzywizny zewn�trznej Kab tej powierzhni. W naszyh rozwa»aniahdo opisu krzywizny zewn�trznej b�dziemy u»ywa¢ wyra»aj¡ego si� przez ni¡ p�du ADM,który oznazamy przez Qab. Obiekt ten peªni kluzow¡ rol� w opisie samograwituj¡ejpowªoki materialnej (por. Israel [12, 4℄). B�dziemy zawsze u»ywali g�sto±i tensorowej wmieszanej (1 - kontra i 1 - kowariantnej, tzn. z górnym i dolnym wska¹nikiem) reprezen-taji. Na poziomie hiperpowierzhni niezerowyh jest to zupeªnie nieistotne, bowiem in-deksy mo»na zawsze podnosi¢ i opuszza¢ za pomo¡ niezdegenerowanej metryki takiejhiperpowierzhni. Poza tym, dziel¡ lub mno»¡ przez element obj�to±i pdet g, mo»naªatwo przeksztaªa¢ g�sto±i tensorowe w tensory i odwrotnie. Natomiast w przypadkupowierzhni frontu ±wietlnego, której metryka wewn�trzna jest zdegenerowana, i którejwyznaznik znika to»samo±iowo za± metryka odwrotna do metryki wewn�trznej nie ist-nieje, jedynie tensor mieszany Qab ma sens i zawiera peªn¡ informaj� o powierzhni.Rozpozniemy najpierw od streszzenia peªnego (lagran»owskiego i hamiltonowskiego)opisu teorii samograwituj¡ej powªoki masywnej. Odhodz¡ od standardowego sformu-ªowania, opiszemy zasoprzestrze« M , w której porusza si� taka masywna powªoka mate-rialna, jako zªo»on¡ z dwóh z�±i, sklejonyh wzdªu» powierzhni S tak, »e metryka g��jest i¡gªa, a wspóªzynniki Christo�ela ���� mog¡ mie¢ niei¡gªo±¢ na S. Tensor Einsteinanaszej zasoprzestrzeni zawiera pohodne tyh niei¡gªo±i, zatem mo»e by¢ zdefiniowanytylko w sensie dystrybuyjnym jako Gab = GabÆS, gdzie ÆS jest dystrybuj¡ �delta� Diraaskonentrowan¡ na S. Jak poka»emy w dalszej z�±i pray, zahodzi nast�puj¡y zwi¡zek:Gab = [Qab℄ ; (1.1)



5gdzie nawiasy kwadratowe oznazaj¡ skok p�du ADM mi�dzy dwiema stronami S. Temuosobliwemu tensorowi Einsteina musi odpowiada¢ osobliwy (skonentrowany na S) tensorenergii-p�du powªoki materialnej. Z dystrybuyjnyh równa« Gaussa-Codazziego otrzy-mamy, »e te obiekty, tzn. tensor Einsteina i tensor materii, s¡ zahowane, a prawo za-howania raGab = 0 udaje si� zapisa¢ w postai niezmiennizej za pomo¡ trójwymiarowejgeometrii powierzhni S.Poka»emy, »e taka konstrukja mo»e by¢ uogólniona do przypadku powierzhni zerowejS, odpowiadaj¡ej ienkiej powªoe materii ±wietlnej. Inazej ni» dla powªoki masywnej,dolny wska¹nik Gab nie mo»e by¢ podniesiony (tensor metryzny gab jest zdegenerowany),a wi� g�sto±¢ tensorowa Gab nie mo»e by¢ okre±lona jednoznaznie i tylko Gab jest sen-sownym obiektem geometryznym. Odpowiada to faktowi, »e symetryzny tensor energii-p�du �ab materii ±wietlnej, zde�niowany jako pohodna lagran»janu materii wzgl�dem me-tryki, nie jest zadany jednoznaznie, poniewa» mamy wi�zy naªo»one na metryk�, wzgl�-dem której ró»nizkujemy: det gab = 0. Zatem pohodna lagran»janu jest zde�niowananiejednoznaznie, z dokªadno±i¡ do wyrazu postai: pohodna wi�zów pomno»ona przezodpowiedni mno»nik Lagrange'a.Oka»e si�, »e w przypadku frontu ±wietlnego, osobliwa z�±¢ to»samo±i Bianhiego:raGab = 0 (odpowiadaj¡a prawom zahowania dla materii ±wietlnej) równie» mo»e by¢zapisana w postai niezmiennizej za pomo¡ trójwymiarowej geometrii powierzhni S ito pomimo faktu, »e zdegenerowana metryka gab nie definiuje »adnej �koneksji metryznej�na tej powierzhni.Mo»liwo±¢ zde�niowania osobliwego tensora Einsteina i jego dywergenji za pomo¡standardowyh formuª geometrii riemannowskiej, w któryh dopuszza si� ró»nizkowanie�w sensie dystrybuji�, znaz¡o upraszza stron� rahunkow¡ teorii. Ta tehnika jest jed-nak oparta na zaªo»eniu i¡gªo±i zterowymiarowej metryki i ró»ni si� od tehniki u»ywanejprzez W. Israela i jego uzniów, którzy bardzo podkre±lali, »e nie musz¡ robi¢ takih zaªo»e«i wystarzy im jedynie i¡gªo±¢ trójwymiarowej metryki na samej powierzhni S. Zwraamyjednak uwag�, »e nasze �dodatkowe zaªo»enie� o i¡gªo±i aªej zterowymiarowej metrykinie jest »adnym (geometryznym lub �zyznym) warunkiem naªo»onym na dopuszzonedo rozwa»a« kon�guraje pól �zyznyh, ale po prostu warunkiem ehowania naªo»onymna wybór ukªadu wspóªrz�dnyh, w którym je opisujemy: je±li bowiem trójwymiarowawewn�trzna metryka S jest i¡gªa, to równie» pozostaªe ztery skªadowe zterowymiaro-wej metryki mog¡ sta¢ si� i¡gªe po odpowiedniej reparametryzaji wspóªrz�dnyh. Wtym nowym ukªadzie wspóªrz�dnyh mo»emy korzysta¢ z tehnik opartyh na teorii dys-trybuji, a dynamika wyprowadzona w ten sposób nie zale»y od warunków ehowaniai jest wyra»ona za pomo¡ równa«, które maj¡ sens w dowolnym ukªadzie odniesienia.Zauwa»my, »e nawet w gªadkiej, pªaskiej zasoprzestrzeni mo»na wprowadzi¢ taki ukªadwspóªrz�dnyh, w którym tylko wewn�trzna trójwymiarowa metryka na jakiej± wybranejhiperpowierzhni S = fx3 = onst.g jest i¡gªa, a pozostaªe skªadowe zterowymiarowejmetryki g3� mog¡ mie¢ skoki � tzn. by¢ niei¡gªe. W tyh wspóªrz�dnyh mo»na dob-rze sformuªowa¢ zagadnienie poz¡tkowe oraz aª¡ dynamik�, ale nikt nie u»ywa takihwspóªrz�dnyh z ozywistyh wzgl�dów. Nasze dodatkowe zaªo»enie o i¡gªo±i metrykizasoprzestrzeni opiera si� na podobnyh przesªankah: aby niepotrzebnie nie komplikowa¢



6rzezy ju» wystarzaj¡o skomplikowanyh.Struktura pray jest nast�puj¡a. W rozdziale 2. opisany jest model Israela dla masyw-nyh powªok materialnyh oraz wprowadzony nasz opis tego modelu. W elu zapoznaniaCzytelnika z ró»niami w obu opisah rozwa»ania zawarte w tym rozdziale dotyz¡ tylkopowªok masywnyh. W rozdziale 3. s¡ ju» wprowadzone powierzhnie zerowe i doko-nany szzegóªowy opis zarówno ih geometrii wewn�trznej, jak i zewn�trznej. W rozdzialetym s¡ te» przedstawione problemy tehnizne zwi¡zane z degeneraj¡ trójwymiarowejmetryki indukowanej na tyh powierzhniah oraz zaproponowane sposoby ih omini�ia.W tym elu wprowadza si� spey�zne obiekty geometryzne zawieraj¡e wszystkie in-formaje potrzebne do opisu powierzhni zerowej. W nast�pnym rozdziale korzysta si� ztyh obiektów do wyprowadzenia dynamiki pola grawitayjnego, dla którego dane brze-gowe zadane s¡ na powierzhni zerowej. Okazuje si�, ze wyprowadzona formuªa generuj¡azgadza si� z grani¡ zerow¡ formuªy wyprowadzonej przez J. Kijowskiego [18℄ dla polagrawitayjnego z danymi brzegowymi na powierzhni zasowej. Zastosowanie wyprowa-dzonej formuªy generuj¡ej do przypadku tzw. izolowanyh albo nieekspanduj¡yh hory-zontów (por. [2, 3℄) prowadzi do znanyh globalnyh praw termodynamiki zarnyh dziur.W naszym przypadku s¡ one wyprowadzone z �pierwszyh zasad� w wyniku rozwa»a« oharakterze lokalnym (zy razej quasi-lokalnym, tzn. z analizy pola na samym horyzonie).Historyznie, prawa te byªy najpierw postulowane na zasadzie analogii z termodynamik¡,popartej szzegóªow¡ analiz¡ rodziny rozwi¡za« Kerra-Newmanna. W poªowie lat 90-tyhR. M. Wald wraz z wspóªpraownikami ([27℄) wyprowadzaª te prawa �z pierwszyh zasad�,jednak trudno oeni¢ te usiªowania za udane, bowiem autorzy nie potra�li uwolni¢ si� odwspóªrz�dniowyh, dalekih od niezmiennizo±i rahunków i prawidªowo rozpozna¢ po-jawiaj¡yh si� struktur geometryznyh. W rozdziale 5. zostaje wprowadzona dodatkowomateria typu zerowego i zaproponowany jej opis lagran»owski. Wyprowadza si� ze« nast�p-nie tensor energii-p�du materii ±wietlnej, zarówno kanonizny T ab jak i symetryzny �ab.Ten ostatni, b�d¡y pohodn¡ lagran»janu materii wzgl�dem metryki, nie jest zadany jed-noznaznie, poniewa» mamy naªo»one wi�zy na metryk�, wzgl�dem której ró»nizkujemy �det gab = 0. Zahodzi jednak �twierdzenie Belinfantego-Rosenfelda� o równo±i tyh dwóhobiektów w nast�puj¡ym sensie: �agb = T ab (opuszza¢ wska¹niki zawsze mo»na). Wrozdziale 6, opieraj¡ si� na wynikah z rozdziaªu 4 i 5, a wi� wyhodz¡ z opisu polagrawitayjnego o danyh brzegowyh na powierzhni zerowej oraz opisu samej materii ze-rowej, zostaje wyprowadzona dynamika samograwituj¡ej powªoki materii ±wietlnej. Wodró»nieniu od przypadku powªoki masywnej, znikanie tensora materii T ab nie implikujei¡gªo±i pierwszyh pohodnyh metryki. Takie rozwi¡zania pró»niowe, w któryh osobli-wo±¢ metryki (a konkretnie niei¡gªo±¢ jej pohodnyh) propaguje si� wzdªu» frontu ±wiet-lnego, mo»na nazwa¢ �grawitayjn¡ fal¡ uderzeniow¡�. Stanowi¡ one wa»n¡ klas� opisy-wanyh przez nas ukªadów. Otrzymane wyniki s¡ nast�pnie w rozdziale 7. zastosowane dospey�znego przypadku sferyznie symetryznej powªoki materii zerowej, gdzie dokonanobardzo szzegóªowej analizy rozwi¡za« równa« dynamiki takiej powierzhni. W szzegól-no±i wyprowadzona jest struktura kanonizna przestrzeni fazowej opisuj¡ej zarówno graw-itayjne i materialne stopnie swobody takih ukªadów �zyznyh. Próby opisu tej struk-tury, ale tylko dla przypadku sferyznie symetryznego i bez materii, byªy ju» dokonywane



7(np. [22℄). Ju» nawet w tym najprostszym przypadku istniej¡e w literaturze opisy tejstruktury nie wyhodziªy poza postulowanie pewnyh wzorów, oparte na ró»nyh � mniejlub bardziej przekonywaj¡yh � analogiah. Wydaje si�, »e w niniejszej rozprawie udaªosi� po raz pierwszy uzyska¢ te wyniki �z pierwszyh zasad�. Warto podkre±li¢, »e w przy-padku braku sferyznej symetrii oraz nieznikaj¡ej materii, nie ma w literaturze nawettakih wyników. Za± struktura kanonizna samograwituj¡ej powªoki ±wietlnej jest os-tatnio intensywnie stosowana w konstrukji prostyh modeli kwantowej grawitaji (por.[10℄).Wspóªrz�dne zasoprzestrzenne b�dziemy zawsze oznazali literami alfabetu grekiego�; � = 0; 1; 2; 3. B�dziemy zazwyzaj u»ywa¢ takiego ukªadu wspóªrz�dnyh, w którympowierzhnia S jest opisywana równaniem fx3 = onst:g, a wspóªrz�dne na niej b�dziemyoznaza¢ poz¡tkowymi literami alfabetu ªai«skiego: a; b = 0; 1; 2. B�dziemy tak»e u»y-wa¢ przestrzennopodobnyh powierzhni Cauhy'ego. Je±li Ct jest tak¡ powierzhni¡, towygodnie u»ywa¢ ukªadu, w którym odpowiada ona staªej warto±i wspóªrz�dnej za-sowej x0 = t. Wtedy wspóªrz�dne przestrzenne na Ct oznazamy literami k; l = 1; 2; 3a wspóªrz�dne na przei�iu Ct \ S b�d¡ oznazane wielkimi literami alfabetu ªai«skiegoA;B = 1; 2.W pray zostaªy wykorzystane nast�puj¡e publikaje (napisane wspólnie z J. Ki-jowskim i J. Jezierskim):� Geometry of null-like surfaes in General Relativity and its appliation to dynamisof gravitating matter, Reports on Mathematial Physis 46 (2000) 399-418� Dynamis of a self gravitating light-like matter shell: a gauge-invariant Lagrangianand Hamiltonians desription, Physial Review D 65 (2002), 064036Chiaªabym podzi�kowa¢ prof. Jerzemu Kijowskiemu za wskazywanie wªa±iwego kie-runku bada« oraz nauzenia mnie speyfiznego podej±ia my±lowego do zagadnie« ogólnejteorii wzgl�dno±i, bardzo upraszzaj¡ego wiele problemow; oraz Jakowi Jezierskiemu zawprowadzenie mnie w tehnizne tajniki wielu rahunków i uzupeªnienie mojej wiedzy wzakresie szzegóªowyh zagadnie« oblizeniowyh.



Rozdziaª 2Masywne powªoki materialneWerner Israel w swojej pray [12℄ z roku 1966 rozwa»aª dynamik� ienkih powªok mate-rialnyh. Wªa±iwym elem tyh rozwa»a« byªo znalezienie jakiego± modelu opisuj¡egokolaps grawitayjny. W przypadkah realistyznego kolapsu równania opisuj¡e zahowaniesi� materii s¡ niezwykle trudne do rozwi¡zania, Israel wpadª wi� na pomysª, »e wiele za-gadnie« dotyz¡yh kolapsu mo»na bada¢ na pewnym modelu-zabawe (�toy model�).Skªadaª si� on z powªoki materialnej i oddziaªuj¡ego z ni¡ pola grawitayjnego, a dy-namika sprowadzaªa si� do zszywania ró»nyh rozwi¡za« pró»niowyh po dwóh stronahpowªoki.2.1 Model IsraelaW swoim modelu Israel zaproponowaª: Rozwa»my zasoprzestrze« M skªadaj¡¡ si� zdwóh z�±i M+ i M�, przedzielon¡ hiperpowierzhni¡ S, z dwoma lokalnymi ukªadamiwspóªrz�dnyh (x�+) na M+ i (x��) naM�. Na ka»dej z tyh hiperpowierzhni jest zde�nio-wana metryka: g+��(x�+) i odpowiednio g���(x��). Nieh �a b�d¡ lokalnymi trójwymiarowymiwspóªrz�dnymi na S. Równania parametryzne opisuj¡e zanurzenia S w M+ i odpowied-nio M� maj¡ posta¢ x�� = f��(�a). Wektory styzne do S, to e(a) = �=��a; ih ilozynskalarny de�niuje metryk� indukowan¡ na S:gab = e(a) � e(b) = g��e�(a)e�(b) j� : (2.1)Zakªadamy, »e metryka ta jest taka sama po obu stronah tej hiperpowierzhni. Niehn b�dzie wektorem normalnym do S o skªadowyh n�� po stronie odpowiednio M+ i M�.Mamy wi�: n � nj� = " ; n � e(a)j� = 0 ; (2.2)gdzie " jest jak¡± staª¡ na S, a n jest skierowane od M� do M+.W przypadku niezerowym wektor normalny n jest transwersalny do S oraz " 6= 0.Tak wi� dwie zterowymiarowe metryki g��� indukuj¡ t� sam¡ trójwymiarow¡ metryk�na S. Jednak suma mnogo±iowa M+ \M� nie musi � o podkre±la Israel � mie¢ i¡gªej



2.1 Model Israela 9metryki, bowiem jej skªadowe transwersalne do S mog¡ nie by¢ i¡gªe. Poza tym normalnakrzywizna zewn�trzna K�ab obu zanurze«, zdefiniowana równaniem postai:Kab = �n�e�(b)r�e�(a) (2.3)zawiera odpowiednio ���� j�, a wi� pierwsze pohodne metryki g���, transwersalne do S, októryh równie» nie zakªadamy, »e s¡ i¡gªe. Widzimy wi�, »e ogólnie K+ab 6= K�ab.Skok krzywizny zewn�trznej po obu stronah S dany wyra»eniem [Kab℄ = K+ab�K�ab in-terpretujemy jako osobliw¡ (skonentrowan¡ na S) krzywizn� Riiego rozmaito±i b�d¡ejwynikiem zszyia M+\M� (szzegóªowa analiza tego uto»samienia jest zawarta w nast�p-nym paragra�e pray). Israel postuluje, »e zasoprzestrze« speªnia równania Einsteina wnast�puj¡ym sensie: poza S (tzn. osobno w M+ i M�) s¡ to pró»niowe równania Ein-steina. Natomiast na S speªniona musi by¢ dodatkowo osobliwa z�±¢ równa« Einsteina, wmy±l której osobliwa z�±¢ krzywizny jest równa osobliwemu (skonentrowanemu na S) ten-sorowi energii-p�du �ab materii stanowi¡ej powªok�. Ta osobliwa z�±¢ równa« Einsteinaprzyjmuje zatem nast�puj¡¡ posta¢:�8�(�ab � 12gab�) = [Kab℄ : (2.4)Metryka odwrotna gab oraz ±lad � = gab�ab s¡ w tym przypadku dobrze zdefiniowane,poniewa» gab jest niezdegenerowane dla powierzhni niezerowej.Trójwymiarowy obiekt �ab odpowiada zterowymiarowemu, osobliwemu tensorowi ener-gii p�du T ��, danemu jako zterowymiarowa dystrybuja:T �� = �abe�(a)e�(b)j�j(sgn")Æ(�) ; (2.5)gdzie �(x�) = 0 jest równaniem powierzhni S, a �(�a) pewnym wspóªzynnikiem takim,»e n� = ��1���. Przyj�to konwenj�, »e � ro±nie od M� do M+, i � jest dodatnie dlaS typu zasowego i ujemne dla typu przestrzennego. Ozywi±ie skªadowe tego tensoratranswersalne wzgl�dem S automatyznie znikaj¡:T ��n� � 0 (2.6)na moy (2.2). Tensor energii-p�du powªoki speªnia nast�puj¡e prawo zahowania:(3)rb � ba = �[e�(a)T ��n�℄ � 0 ; (2.7)gdzie (3)rb oznaza trójwymiarow¡ pohodn¡ na powierzhni S. Równanie (2.7) jestbezpo±redni¡ konsekwenj¡ wektorowej z�±i wi�zów Gaussa-Codazziego:G��e�(a)n� =(3)rb Kba � �aK ; (2.8)



2.2 Proponowany opis modelu Israela 10wzi�tyh po obu stronah S. Natomiast z �wi�zów hamiltonowskih� (tzn. ze skalarnejz�±i wi�zów Gaussa-Codazziego):G��n�n� = 12(K2 �KabKab� (3)R) ; (2.9)gdzie (3)R jest trójwymiarowym skalarem krzywizny powierzhni S, wynika jeszze jednorównanie generuj¡e dynamik� ukªadu:~Kab�ab = [T��n�n�℄ � 0 ; (2.10)gdzie symbol � ~� oznaza warto±¢ ±redni¡ rozwa»anej wielko±i po obu stronah S:~Kab = 12(K+ab +K�ab) : (2.11)Aby si� o tym przekona¢ nale»y zauwa»y¢, »e z�±¢ regularna (pró»niowa) równa« Einsteinaimplikuje znikanie prawej strony równania (2.9) po obu stronah. Równie» trójwymiarowakrzywizna skalarna (3)R powierzhni S jest identyzna po obu stronah, bowiem dana przezt� sam¡ metryk� gab. Mamy zatem równo±¢:(K�)2 �K�abK�ab = (K+)2 �K+abK+ab ; (2.12)sk¡d � po wyra»eniu K+ i K� poprzez � i ~K na moy (2.4) i (2.11) � otrzymujemynatyhmiast (2.10).2.2 Proponowany opis modelu IsraelaPozostaªa z�±¢ niniejszego rozdziaªu zawiera wyprowadzenie modelu Israela z zasady wa-riayjnej, najpierw jego wersji lagran»owskiej, a nast�pnie � po dokonaniu odpowiedniejtransformaji Legendre'a � sformuªowaniu hamiltonowskiemu. Wiele elementów przed-stawionej konstrukji pohodzi z pra [8℄ oraz [19℄. Caªa konstrukja zostaªa jednakprzeprowadzona w sposób taki, aby mo»na j¡ byªo ªatwo uogólni¢ na przypadek powªokimaterii ±wietlnej, o zostanie dokonane w dalszej z�±i pray.Podobnie jak Israel, rozwa»amy zasoprzestrze« zªo»on¡ z dwóh z�±i sklejonyhrazem wzdªu» hiperpowierzhni S, której metryka jest niezdegenerowana i nosi sygnatur�(�;+;+). Ró»nia mi�dzy opisem Israela a naszym polega na tym, »e wszystkie skªadowemetryki zasoprzestrzennej s¡ i¡gªe. Jak ju» wspomnieli±my w rozdziale wst�pnym, »¡-danie i¡gªo±i aªej metryki nie jest »adnym ogranizeniem, a jedynie �warunkiem ehowa-nia� naªo»onym na ukªad wspóªrz�dnyh. Jego speªnienie znaznie upraszza teoretyznyopis modelu. B�dziemy u»ywa¢ takiego ukªadu wspóªrz�dnyh, w którym powierzhnia Sjest opisywana równaniem fx3 = onst:g. Pohodne metryki wzdªu» S (tzn. wzgl�demx0, x1 oraz x2) s¡ i¡gªe, natomiast pohodna transwersalna (tzn. wzgl�dem x3) mo»e



2.2 Proponowany opis modelu Israela 11zawiera¢ skoki na S. Zakªadamy, »e topologia S jest typu tuby ±wiata S2�R1, tzn. »e jestto historia materii skonentrowanej na dwuwymiarowej powierzhni o topologii sfery S2.Poniewa» pierwsze pohodne metryki mog¡ by¢ niei¡gªe, tensor krzywizny Riemannazawiera zªony proporjonalne do ÆS � Æ(x3). Zgodnie z równaniami Einsteina, te osob-liwe zªony odpowiadaj¡ osobliwemu tensorowi energii-p�du opisuj¡ego materi� skonen-trowan¡ na S.Powªoka materii dzieli zasoprzestrze« na dwie z�±i: wn�trze i zewn�trze tuby S. Wobu tyh z�±iah zasada wariayjna wymusza speªnianie pró»niowyh równa« Einsteina.Zatem z�±¢ regularna tensora Einsteina znika wsz�dzie poza powierzhni¡ S. Zostajejeszze jego osobliwa z�±¢ skonentrowana na S. Mo»e by¢ ona wyznazona z tensoraRiiego: R�� = ������ � �(����)� + �������� � �������� : (2.13)Dla uproszzenia rahunków przepiszemy powy»szy wzór u»ywaj¡ nast�puj¡ej kombinajisymboli Christo�ela: A��� := ���� � Æ�(����)� : (2.14)Mamy wtedy: R�� = ��A��� � A���A��� + 13A���A���: (2.15)Wyra»enia kwadratowe w A mog¡ mie¢ tylko niei¡gªo±i typu skok. Pohodne w kierunkustyznym do S wielko±i A s¡ równie» ogranizone, i zawieraj¡ si� w regularnej z�±itensora Riiego. Osobliwa z�±¢ tensora Riiego skªada si� tylko z pohodnyh w kierunkutranswersalnym (� = 3): sing(R��) = �3A3�� = Æ(x3)[A3�� ℄ ; (2.16)gdzie nawiasy kwadratowe oznazaj¡ skok warto±i danej wielko±i po obu stronah S.Zatem tensor Einsteina jest nast�puj¡y:G�� :=pjgj sing�R�� � 12R� = Æ(x3)G�� ; (2.17)gdzie G�� :=pjgj�Æ��g�� � 12Æ��g��� [A3��℄ (2.18)jest trójwymiarow¡ wielko±i¡ �»yj¡¡� na S. Poka»emy teraz, »e skªadowe tensora Ein-steina �transwersalne� do S znikaj¡: G3� � 0 : (2.19)Dowód. W tym elu rozwa»my po obu stronah S nast�puj¡¡ kombinaj� symboliChristo�ela: ~Q�� :=pjgj�g��A3�� � 12Æ��g��A3��� ; (2.20)



2.2 Proponowany opis modelu Israela 12W dalszym toku rozwa»a« b�dziemy posªugiwa¢ si� z�sto nast�puj¡¡ g�sto±i¡ tensorow¡:��� := 116�pjgj g�� ; (2.21)która koduje aª¡ informaj� o metrye, a której u»yie znaznie upraszza wiele skom-plikowanyh rahunków1. Wtedy mo»emy zapisa¢ powy»szy wzór jako:116� ~Q�� = ���A3�� � 12Æ�����A3�� ; (2.22)Równanie (2.18) daje wtedy: G�� := [ ~Q��℄ : (2.23)Korzystaj¡ z warunku metryzno±i koneksji otrzymujemy nast�puj¡e równania speªnionepo obu stronah S:0 � ra�33 = �a�33 + 2�3��3�a � �33��a� = �a�33 + 2�3�A3�a ; (2.24)0 � ra�3a = �a�3a + ��a�3�a + �3��a�a � �3a��a�= �a�3a + �abA3ab � �33A333 ; (2.25)Poniewa» skªadowe ��� s¡ i¡gªe wzdªu» S, skoki tyh wyra»e« mi�dzy dwiema stronamiS znikaj¡. Otrzymujemy zatem:116�G3a = �3�[A3�a℄ = �12[�a�33℄ = 0 ; (2.26)116�G33 = �12 ��ab[A3ab℄� �33[A333℄� = 12[�a�3a℄ = 0 ; (2.27)o ko«zy dowód (2.19).2.2.1 To»samo±i Bianhiego dla osobliwej z�±i krzywiznyWzór (2.23) wyra»aj¡y osobliw¡ z�±¢ tensora Einsteina przez skok wielko±i ~Q�� mi�dzyobydwiema stronami poowierzhni S, ho¢ bardzo wygodny w rahunkah, nie jest zadowa-laj¡y, poniewa» ~Q�� nie maj¡ »adnego sensownego harakteru geometryznnego i stanowi¡jedynie wygodny skrót algebraizny na oznazenie skomplikowanej kombinaji wspóªzyn-ników koneksji �. Poka»emy teraz, »e mo»na ten defekt natyhmiast usun¡¢, u»ywaj¡,zamiast brzydkiego obiektu ~Q��, prawdziwy tensor Q��, koduj¡y krzywizn� zewn�trzn¡powierzhni S w reprezentaji ADM. Krzywizna zewn�trzna dana jest wzorem:Kab := � 1g33�3ab = � 1g33A3ab ; (2.28)1W tzw. afiniznym sformuªowaniu ogólnej teorii wzgl�dno±i, zaproponowanym przez J. Kijowskiegow 1978 roku (zob. [17℄), wielko±¢ ta odgrywa rol� p�du kanoniznie sprz�»onego do koneksji �.



2.2 Proponowany opis modelu Israela 13za± jej �wersja ADM� zdefiniowana jest nast�puj¡o:Qab :=pj det gdj �Lĝab � Lab� ; (2.29)gdzie ĝab jest trójwymiarow¡ metryk¡ kontrawariantn¡ na S, odwrotn¡ do metryki in-dukowanej gab; Lab = � 1g33�3ab. Mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e zahodzi nast�puj¡y wzórmi�dzy �trójwymiarow¡ metryk¡ odwrotn¡� a �trójwymiarowymi skªadnikami zterowy-miarowej odwrotnej�: ĝab = gab � g3ag3bg33 : (2.30)Aby wyrazi¢ wspóªzynniki ~Q�� w j�zyku g�sto±i tensorowej Q��, zauwa»my, »e to»samo±i(2.24) oraz (2.24) mo»na rozwi¡za¢ algebraiznie wzgl�dem A333 oraz A33a, otrzymuj¡ w tensposób po obu stronah powierzhni S to»samo±i:A333 = 1�33 ��a�3a + A3ab�ab� ; (2.31)A33a = � 12�33 ��a�33 + 2A3ab�3b� : (2.32)A zatem wszystkie wspóªzynniki A3�� mo»na wyrazi¢ przez A3ab, tzn. � stosuj¡ (2.28) i(2.29) � przez Qab i metryk�. Po skorzystaniu jeszze ze wzoru (2.30) prowadzi to w prostysposób do nast�puj¡ej to»samo±i:~Qab = Qab + 16���12 �3a�33�33;b + 12Æab ��3�33�33; � �3;�� : (2.33)Dwa ostatnie �dodatki� s¡ identyzne po obu stronah powierzhni S, poniewa» metrykajest i¡gªa. Zatem ih skok znika i � na moy (2.23) � skªadowe styzne do S osobliwegotensora Einsteina wyra»aj¡ si� wªa±nie przez skok tensora Q wzorem:Gab := [Qab℄ ; (2.34)za± skªadowe transwersalne G?b znikaj¡. Poniewa» obiekt Qab jest ju» dobr¡ g�sto±i¡ ten-sorow¡ na S, której definija nie zale»y od wyboru ukªadu wspóªrz�dnyh, zako«zyli±myw ten sposób dowód tensorowego harakteru trójwymiarowego obiektu Gab.Poka»emy teraz, »e dopuszzaj¡ osobliwo±i typu delty Diraa w tensorze Einsteina, niepopsuli±my speªnianyh przeze« to»samo±i Bianhiego. To»samo±i te musimy teraz rozu-mie¢ w sensie dystrybuji. W elu ih wykazania skorzystamy z równa« Gaussa-Codazziegowi¡»¡yh skªadow¡ transwersaln¡ G?b g�sto±i tensora Einsteina G�� z dywergenj¡ krzy-wizny zewn�trznej Q na S: G?b +raQab � 0 : (2.35)gdzie przez r oznazyli±my trójwymiarow¡ pohodn¡ kowariantn¡ na S. Skªadowa trans-wersalna g�sto±i tensora Einsteina jest dobrze okre±lonym obiektem trójwymiarowym naS. W naszym ukªadzie wspóªrz�dnyh dobranym do S w ten sposób, »eby wspóªrz�dna



2.2 Proponowany opis modelu Israela 14x3 byªa staªa na S, wielko±¢ ta jest równa po prostu trzeiej skªadowej: G?b = G3b. Bior¡skok tego równania mi�dzy dwiema stronami S otrzymujemy równanie[reg(G)?℄ +raGab � 0 : (2.36)Poka»emy, »e to wyra»enie jest osobliw¡ z�±i¡ to»samo±i Bianhiego r�G� � 0. Regu-larna z�±¢ tej wielko±i znika po obu stronah S. Oblizmy osobliw¡ z�±¢ tego wyra»enia,proporjonaln¡ do ÆS. Zauwa»my najpierw, »e przy ró»nizkowaniu kowariantnym sin-gularnej z�±i tensora Einsteina (2.17), delta Diraa nie jest ró»nizkowana, poniewa»G3 = 0. Otrzymujemy zatem w wyniku wielko±¢ raGab pomno»on¡ przez ÆS. Inny zªontypu Æ jest otrzymywany z regularnej z�±i reg(G) po wzi�iu skoku mi�dzy obiema stro-nami S. W ten sposób otrzymamy [reg(G)3℄ÆS. Ostateznie osobliwa z�±¢ to»samo±iBianhiego jest nast�puj¡a:r�G� = �[reg(G)?℄ +raGab� Æ(x3) � 0 : (2.37)Zatem pokazali±my, »e to»samo±i r�G� � 0 zahodz¡ równie» dla zasoprzestrzeni oosobliwej krzywi¹nie.2.2.2 Dynamika powªoki materialnejWyprowadzimy teraz dynamik� ukªadu �powªoka + grawitaja� z zasady najmniejszegodziaªania ÆA = 0, gdzie dziaªanieA = Areggraw +Asinggraw +Amat ; (2.38)jest sum¡ dziaªania grawitayjnego i materii, z której zbudowana jest powªoka. Dziaªaniegrawitayjne, zdefiniowane jako aªka lagran»janu Hilberta L = 116�pgR, skªada si� zz�±i regularnej Areggraw i osobliwej Asinggraw, zgodnie z rozkªadem skalara krzywizny R na z�±¢regularn¡ i osobliw¡ R = reg(R) + sing(R).Z postai tensora Einsteina (2.17) oraz to»samo±i (2.19) wynika:pjgj sing(R) = �sing(G) = �G��g��Æ(x3) = �GabgabÆ(x3) : (2.39)a wi� aªkowite dziaªanie jest nast�puj¡e:A = 116� ZDpjgj reg(R)� 116� ZD\SG��g�� + ZD\S Lmat ; (2.40)gdzie D jest zterowymiarowym ogranizonym obszarem zasoprzestrzeni M . B�dziemywariowa¢ wzgl�dem tensora metryznego g�� oraz pewnyh pól materii zK �»yj¡yh� naS. Na razie nie musimy spey�kowa¢ ih harakteru. Wystarzy nam zaªo»enie, »e s¡one obiektami geometryznymi na tej powierzhni i »e lagran»jan materii Lmat jest g�s-to±i¡ skalarn¡ na S, która zale»y lokalnie od warto±i tyh pól, ih pohodnyh wzdªu»powierzhni S oraz od metryki powierzhni S.



2.2 Proponowany opis modelu Israela 15Istnieje wiele sposobów lizenia wariaji lagran»janu Hilberta. Tutaj posªu»ymy si�metod¡ zaproponowan¡ przez J. Kijowskiego w jego pray [18℄ (zob. tak»e [19℄). Metodata jest oparta na to»samo±i:Æ� 116�pjgj g�� R��� = � 116�G��Æg�� + 116�pjgj g��ÆR��= � 116�G��Æg�� + ���ÆR�� : (2.41)Wyra»aj¡ R�� w (2.41) przez ���� i jej pohodne mo»na pokaza¢, »e ostatni zªon po prawejstronie tej formuªy jest aªkowit¡ dywergenj¡, bowiem zahodzi nast�puj¡a to»samo±¢:���ÆR�� � �� �� ���� Æ����� = (��� ���� ) Æ���� + � ���� Æ����;� ; (2.42)gdzie � obok wielko±i (2.21) � wprowadzili±my nast�puj¡e oznazenia:� ���� := ���Æ�� � ��(�Æ�)� ; (2.43)oraz ����;� := ������ : (2.44)Dowód to»samo±i (2.42) jest natyhmiastowy, je±li tylko skorzysta si� z faktu, »e ���� nies¡ niezale»nymi wielko±iami, ale symbolami Christo�ela, tzn. kombinajami skªadowyhmetryki g�� i ih pohodnyh. Oznaza to, »e ró»nizka kowariantna r� wzgl�dem koneksji� znika to»samo±iowo. Uwzgl�dniaj¡ fakt, »e � jest g�sto±i¡ tensorow¡ mamy zatem:��� ���� � � ���� ���� � � ���� ���� � � ���� ���� ; (2.45)o wystarzy do wykazania to»samo±i (2.42).Ostateznie wi� wariaja z�±i regularnej lagran»janu Hilberta wynosi:Æ� 116�pjgj reg(R)� = � 116� reg(G)��Æg�� + reg ��� �� ���� Æ������ : (2.46)Poka»emy, »e identyzne równanie zahodzi równie» dla osobliwej z�±i R, tzn.ÆLsinggraw = Æ� 116�pjgj sing(R)� = � 116� sing(G)��Æg�� + sing ��� �� ���� Æ������ : (2.47)Dowód (2.47): W tym elu oblizmy osobliw¡ z�±¢ wyra»enia �� �� ���� Æ�����. Poniewa»wszystkie obiekty whodz¡e w skªad tego wyra»enia s¡ obiektami geometryznymi (Æ�jest tensorem!), wyniki oblize« nie zale»¡ od u»ytego ukªadu wspóªrz�dnyh. W szzegól-no±i mo»na posªugiwa¢ si� naszym ukªadem, w którym wspóªrz�dna x3 jest staªa na S.Wykorzystuj¡ i¡gªo±¢ � ���� otrzymujemy wtedy:sing ��� �� ���� Æ������ = Æ(x3)� ��?� Æ[���� ℄ = Æ(x3)� ��3� Æ[����℄ = Æ(x3)���Æ[A3�� ℄ : (2.48)



2.2 Proponowany opis modelu Israela 16Z definiji (2.22) obiektu ~Q�� bezpo±rednio wynika, »e:���ÆA3�� = � 116�g��Æ eQ�� : (2.49)Korzystaj¡ z (2.23) mamy, »e: [ eQ�� ℄Æ(x3) = sing(G)�� : (2.50)Skªadaj¡ razem te formuªy otrzymujemy zatem:Æ(x3)� ��?� Æ[���� ℄ = � 116�g��Æ sing(G)�� = ÆLsinggraw + 116� sing(G)��Æg�� ; (2.51)o ko«zy dowód (2.47).Dodaj¡ wzory (2.46) i (2.47) otrzymujemy wi� wariaj� peªnego lagran»janu grawita-yjnego (tzn. sumy jego z�±i regularnej i osobliwej):ÆLgraw = � 116�G��Æg�� + �� �� ���� Æ����� ; (2.52)o stanowi uogólnienie wzoru z pray [19℄ na przypadek zasoprzestrzeni z osobliw¡ krzy-wizn¡.Zajmiemy si� teraz z�±i¡ dziaªania zwi¡zan¡ z materi¡. Jak ju» wspomnieli±mywze±niej, zakªadamy, »e wszystkie wªasno±i materii opisane s¡ za pomo¡ g�sto±i la-gran»janu L, b�d¡ej niezmienniz¡ g�sto±i¡ skalarn¡ na S. G�sto±¢ ta mo»e zale»e¢ odpewnyh pól materii zK »yj¡yh na powierzhni S, ih pierwszyh pohodnyh wzdªu» tejpowierzhni: zKa := �azk, a tak»e od tensora metryznego gab na S:L = L(zK ; zKa; gab) : (2.53)Wariaja lagran»janu materii ma zatem nast�puj¡¡ posta¢:ÆLmat = �Lmat�gab Ægab + �Lmat�zK ÆzK + �Lmat�zKa �aÆzK= 12�abÆgab + ��Lmat�zK � �a�Lmat�zKa � ÆzK+�a �pKaÆzK� ; (2.54)gdzie wprowadzili±my trójwymiarowy, symetryzny tensor energii-p�du �ab okre±lony napowierzhni S (a razej jego g�sto±¢ tensorow¡):�ab := 2 �L�gab ; (2.55)oraz p�dy pKa sprz�»one kanoniznie do zmiennyh materiaªowyh zK :pKa := �Lmat�zKa : (2.56)



2.2 Proponowany opis modelu Israela 17Ostateznie wariaja peªnego lagran»janu dla ukªadu fizyznego �powªoka materii + gra-witaja� wygl¡da nast�puj¡o:ÆL =� 116� reg(G)��Æg�� + Æ(x3)��Lmat�zK � �a�Lmat�zKa � ÆzK� Æ(x3) 116� �Gab � 8��ab� Ægab+ �� �� ���� Æ�����+ Æ(x3)�a �pKaÆzK� : (2.57)W tej z�±i naszyh rozwa»a« zakªadamy, »e zarówno Ægkl jak i ÆzK znikaj¡ na pewnymotozeniu brzegu �D obszaru D zasoprzestrzeni, po którym aªkujemy lagran»jan. Za-tem dwa ostatnie (brzegowe) zªony w powy»szym wzorze znikaj¡ przy aªkowaniu po D.Warunek znikania wariaji dziaªania ÆA = 0 z ustalonym warto±iami na brzegah dajewi� równania Einsteina dla pola grawitayjnego oraz równania Eulera-Lagrange'a dla pólmaterii. Regularna z�±¢ równa« Einsteinareg(G)�� = 0zahodzi w aªej zasoprzestrzeni, a osobliwa z�±¢ tyh równa«:Gab = 8��ab ; (2.58)musi by¢ speªniona na S. W ten sposób wyprowadzili±my z zasady wariayjnej równaniaIsraela dla powªoki.Informaj� zakodowan¡ w trójwymiarowym obiekie �ab mo»emy wyrazi¢ tak»e wpostai zterowymiarowego tensora energii-p�du T �� := Æ(x3)��� , gdzie ustalili±my � zgod-nie z (2.19) � »e transwersalne skªadowe � znikaj¡ to»samo±iowo: �?� � 0 (w naszymukªadzie wspóªrz�dnyh oznaza to po prostu, »e � 3� � 0, jednak w poprzedniej postaiwarunek ten nie zale»y od ukªadu wspóªrz�dnyh). Zbieraj¡ razem z�±¢ singularn¡ i regu-larn¡ pola grawitayjnego, mo»emy zapisa¢ wariaj� aªkowitego lagran»janu nast�puj¡o:ÆL = 116� (G�� � 8�T ��) Æg�� + Æ(x3)��Lmat�zK � �a�Lmat�zKa � ÆzK+ �� �� ���� Æ�����+ Æ(x3)�a �pKaÆzK� : (2.59)Wzór ten b�dzie punktem wyj±ia do wyprowadzenia dynamiki ukªadu. Podkre±lamy, »ejest on to»samo±i¡, implikowan¡ przez struktur� lagran»janu.Równania pola naszej teorii, a wi� równania Einsteina dla pola grawitayjnego i Eulera-Lagrange'a dla materii, oznazaj¡ znikanie z�±i �obj�to±iowej� tej wariaji (pierwsze dwawyrazy): G�� = 8�T �� ;�Lmat�zK = �a�Lmat�zKa : (2.60)



2.2 Proponowany opis modelu Israela 18S¡ one zatem równowa»ne »¡daniu, by dla dowolnyh wariaji (ju» niekonieznie znikaj¡-yh na brzegu!) niezale»nyh pól Æg�� oraz ÆzK , wariaja lagran»janu redukowaªa si� dosamej tylko z�±i brzegowej:ÆL = �� �� ���� Æ�����+ Æ(x3)�a �pKaÆzK� : (2.61)Zatem aªa dynamika ukªadu �materia + grawitaja� jest równowa»na temu równaniu.Analogiznie jak w równaniu (2.48), mo»emy skorzysta¢ z definiji � ���� i wyrazi¢ to zapomo¡ kontrawariantnej g�sto±i tensorowej ��� . Otrzymujemy wtedy� ���� Æ���� = ���ÆA��� : (2.62)Zatem równania pola mog¡ by¢ zapisane w nast�puj¡y sposób:ÆL = �� ����ÆA����+ Æ(x3)�a �pKaÆzK� : (2.63)Ta posta¢ równa« pola jest analogizna do lagran»owskiej postai równa« dynamiki wmehanie teoretyznej, które mo»emy zapisa¢ w nast�puj¡ej postai:ÆL(q; _q) = ddt(pÆq) � _pÆq + pÆ _q ; (2.64)zawieraj¡ego w sobie zarówno zwi¡zek p�dów z pr�dko±iami:p = �L� _q ;jak i równania Newtona: _p = �L�q :Wzór ten stanowi punkt wyj±ia do wyprowadzenia hamiltonowskiej formy równa« dy-namiki. Wystarzy jedynie dokona¢ transformaji Legendre'a mi�dzy p a _q, kªad¡:pÆ _q = Æ(p _q)� _qÆp ;i przenie±¢ peªn¡ ró»nizk� Æ(p _q) na lew¡ stron� wzoru (2.64). Otrzymamy w ten sposóbformuª�: �ÆH = _pÆq � _qÆp ; (2.65)gdzie poªo»yli±my H(p; q) := p _q � L. Formuªa ta jest równowa»na hamiltonowskej postairówna« ruhu: _q = �H�p ; _p = ��H�q :Podobnie post�pujemy w teorii pola, dokonuj¡ transformaji Legendre'a mi�dzypohodnymi zasowymi pól a odpowiednimi p�dami. W tym elu musimy wybra¢ jak¡±



2.2 Proponowany opis modelu Israela 19(3+1)-dekompozyj� zasoprzestrzeniM , aby zdeydowa¢, które pohodne nazwiemy �za-sowymi�, a które �przestrzennymi�. W ten sposób nasza teoria pola stanie si� ukªa-dem hamiltonowskim, z przestrzeni¡ danyh Cauhy'ego na ka»dej z trójwymiarowyhpowierzhni odgrywaj¡¡ rol� przestrzeni fazowej. Jednak inazej ni» w mehanie, po-zostan¡ nam zªony brzegowe zwi¡zane z pohodnymi przestrzennymi. Odpowiednie kon-trolowanie tyh pohodnyh na brzegu rozwa»anego obszaru jest niezb�dne dla konsystenjinaszyh rozwa»a«, bowiem ewoluja zasowa pola w sko«zonym obszarze jest zazwyzaj¹le postawionym problemem, je±li nie ustali si� w odpowiedni sposób warunków brzegowyhpola.Dla uproszzenia rahunków wybierzmy ukªad wspóªrz�dnyh zgodny z ustalon¡ (3+1)-dekompozyj¡ zasoprzestrzeni: zakªadamy, »e wspóªrz�dna zasowa t = x0 jest staªa natrójwymiarowyh powierzhniah tej foliaji. Zakªadamy równie», »e te powierzhnie s¡przestrzennopodobne. Aby otrzyma¢ sformuªowanie hamiltonowskie naszej teorii musimysaªkowa¢ równanie (2.61) (albo równowa»nie (2.63)) po powierzhni Cauhy'ego C � M ipotem dokona¢ transformaji Legendre'a miedzy pohodnymi zasowymi a odpowiadaj¡-ymi im p�dami.W naszyh rozwa»aniah ogranizymy si� do przypadku zasoprzestrzeni asymptotyz-nie pªaskiej i zaªo»ymy, »e tak»e pªaty Ct naszej (3+1)-dekompozyji s¡ asymptotyzniepªaskie w niesko«zono±i. Aby mie¢ kontrol� nad dwuwymiarowymi aªkami powierzh-niowymi w niesko«zono±i, rozwa»my najpierw dynamik� naszego ukªadu �materia +grawitaja� w sko«zonej tubie ±wiata T , której brzeg ma niezdegenerowan¡ metryk� osygnaturze (�;+;+). W pewnym momenie przejdziemy do niesko«zono±i z brzegiemtuby. Zakªadamy, »e tuba ta zawiera powierzhni� S wraz z poruszaj¡a si� wzdªu» niejnasz¡ zerow¡ materi¡.Oznazaj¡ przez V := T \ C t� z�±¢ powierzhni Cauhy'ego C, która jest zawarta wtubie T , aªkujemy (2.63) po sko«zonym obszarze V � C i trzymamy aªki powierzhniowena brzegu �V obszaru V . Otrzymamy z nih mas� ADM jako hamiltonian aªego ukªadu�materia + grawitaja�, gdy przejdziemy do niesko«zono±i z �V = C \ �T . Poniewa»nasz opis jest geometryzny i nie zale»y od wyboru ukªadu wspóªrz�dnyh, upro±imy naszerahunki u»ywaj¡ takiego ukªadu, w którym wspóªrz�dna x3 jest staªa zarówno na S jaki na brzegu tuby �T .Caªkuj¡ (2.63) po obj�to±i V otrzymujemy:Æ ZV L = ZV �� ����ÆA����+ ZV Æ(x3)�a �pKaÆzK� (2.66)= ZV ����ÆA0���� + Z�V ���ÆA?�� + ZV \S �pK0ÆzK�� ; (2.67)gdzie �kropka� oznaza pohodn¡ zasow¡. W powy»szym wzorze pomin�li±my dwuwy-miarowe dywergenje znikaj¡e po wyaªkowaniu po powierzhniah �V oraz V \ S.Aby jeszze bardziej upro±i¢ nasze oznazenia, oznazymy przez pK := pK0 skªadow¡zasow¡ p�du sprz�»onego kanoniznie do zmiennej materiaªowej zK . Dokonajmy teraztransformaji Legendre'a w zmiennyh materialnyh:�pKÆzK�� = _pKÆzK � _zKÆpK + Æ �pK _zK� : (2.68)



2.2 Proponowany opis modelu Israela 20Ostatni zªon, umieszzony po lewej stronie równania (2.66), daje � razem z lagran»janemmaterii � hamiltonian materii, okre±lony jako odpowiednia skªadowa kanoniznego tensoraenergii-p�du: Lmat � pK _zK = Lmat � pK0zK0 = �T 00 = � 00 : (2.69)Tensor kanonizny definiuje si� jako:T �� := pK�zK� � Æ��Lmat :Ostatnia równo±¢ w (2.69) wynika z twierdzenia Rosenfelda-Belinfantego (por. [5℄), w my±lktórego tensor kanonizny jest równy (modulo znaki wynikaj¡e z odpowiednih konwenji)tensorowi symetryznemu (zob. [8℄ w przypadku masywnym; dla materii zerowej dowódten przeprowadzimy skrupulatnie w jednym z nast�pnyh rozdziaªów pray).Caªkuj¡ wyra»enie (2.69) po V \S otrzymujemy zatem z�±¢ �materialn¡� hamiltonianu(pami�tamy o przyj�tym oznazeniu T �� := Æ(x3)���):ZV \S Lmat � pK _zK = ZV \S � 00 = ZV T 00 : (2.70)Aby dokona¢ transformaji Legendre'a w grawitayjnyh stopniah swobody � analo-giznej do transformaji (2.68) materialnyh stopni swobody � zastosujemy metod� opisan¡m.in. w pray [18℄. W tym elu wyka»emy, »e z metryzno±i koneksji � wynika, i» grawi-tayjny odpowiednik ���ÆA0�� kanoniznej jednoformy pKÆzK redukuje si� nast�puj¡o:���ÆA0�� = � 116�gklÆP kl + �k ��00Æ��0k�00�� ; (2.71)gdzie P kl oznaza zewn�trzn¡ krzywizn� powierzhni C zapisan¡ w postai ADM, tzn. dan¡wzorami P kl :=pdet gmn (K~gkl �Kkl) ; (2.72)Kkl :=� 1pjg00j�0kl = � 1pjg00jA0kl ;za± ~gkl jest trójwymiarow¡ metryk¡ kontrawariantn¡, odwrotn¡ do metryki gkl indukowanejna V . Analogiznie, zªon brzegowy ���ÆA?�� = ���ÆA3�� redukuje si� nast�puj¡o:���ÆA3�� = � 116�gabÆQab + �a ��33Æ��3a�33�� ; (2.73)gdzie Qab oznaza krzywizn� zewn�trzn¡2 tuby �T zapisan¡ w postai ADM, tzn.trójwymiarow¡ g�sto±¢ tensorow¡ dan¡ wzorami analogiznymi do (2.28) i (2.29):Qab : =pj det gdj �Lĝab � Lab� ; (2.74)Lab : = � 1g33�3ab = � 1g33A3ab ; (2.75)2U»ywamy symbolu Q na oznazenie krzywizny zewn�trznej tuby ±wiata �T dla odró»nienia od krzy-wizny zewn�trznej powªoki S, któr¡ oznazali±my liter¡ Q.



2.2 Proponowany opis modelu Israela 21za± ĝab jest trójwymiarow¡ metryk¡ kontrawariantn¡ na tubie �T , odwrotn¡ do metrykiindukowanej gab. Dowody obu to»samo±i (2.71) i (2.73) s¡ podane w rozdziale 2.3.Korzystaj¡ z tyh wzorów i pomijaj¡ dwuwymiarowe dywergenje znikaj¡e powyaªkowaniu, mo»emy przepisa¢ grawitayjn¡ z�±¢ (6.11) w nast�puj¡y sposób:ZV ����ÆA0���� + Z�V ���ÆA?�� =� 116� ZV �gklÆP kl�� � 116� Z�V gabÆQab+ Z�V ��00Æ��03�00�+ �33Æ��30�33��� : (2.76)Ostatnie wyra»enie podaªkowe mo»e by¢ prosto zapisane za pomo¡ k¡ta hiperboliznego� mi�dzy powierzhniami C oraz �T , który jest zdefiniowany nast�puj¡o: � = arsinh(q),gdzie q = g30pjg00g33j ; (2.77)oraz dwuwymiarowej formy obj�to±iowej � = pdet gAB na �V . Zahodzi bowiem nast�pu-j¡a to»samo±¢: �00Æ��03�00�+ �33Æ��30�33� = 18��Æ� ; (2.78)której prosty dowód podajemy równie» w rozdziale (2.3). W ten sposób otrzymujemyto»samo±¢: ZV ����ÆA0���� + Z�V ���ÆA?�� (2.79)= � 116� ZV �gklÆP kl�� � 116� Z�V gabÆQab + 18� Z�V (�Æ�)� :Po takim przygotowaniu mo»emy wreszie wykona¢ transformaj� Legendre'a mi�dzypohodnymi zasowymi a odpowiednimi �p�dami kanoniznie sprz�»onymi�. Transformajitej dokonujemy zarówno w obj�to±i:�gklÆP kl�� = � _gklÆP kl � _P klÆgkl�+ Æ �gkl _P kl�jak i na brzegu: (�Æ�)� = ( _�Æ�� _�Æ�) + Æ(� _�).Okazuje si�, »e otrzymane w ten sposób peªne ró»nizki � które pó¹niej doª¡z¡ dolagran»janu po lewej stronie formuªy (2.66), aby da¢ w sumie peªny hamiltonian ukªadu �zbieraj¡ si� do nast�puj¡ego wyra»enia:� 116�Æ ZV �gkl _P kl� + 18�Æ Z�V � _�= 18�Æ ZV pjgjR00 + 116�Æ Z�V �QABgAB �Q00g00� : (2.80)



2.2 Proponowany opis modelu Israela 22Przenosz¡ pierwsz¡ z tyh aªek na lew¡ stron� formuªy (2.66) i doª¡zaj¡ j¡ do z�±igrawitayjnej lagran»janu otrzymujemy:116� ZV Lgraw � 18� ZV pjgjR00 = 116� ZV pjgj �R � 2R00� = � 18� ZV G00 : (2.81)Wyra»enie to, które bywa nazywane �obj�to±iow¡ z�±i¡ hamiltonianu grawitayjnego�,spotyka �hamiltonian materii� dany w postai (2.70). Ih suma mogªaby by¢ nazwana�obj�to±iow¡ z�±i¡ aªkowitego hamiltonianu�. Wyra»a si� ona przez aªk�� 18� ZV �G00 � 8�T 00� � 0 ; (2.82)znikaj¡¡ to»samo±iowo na moy równa« Einsteina3.Ostateznie transformaja Legendre'a zastosowana do formuªy lagran»owskiej (2.66)daje nast�puj¡¡ formuª� generuj¡¡:0 = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl� + 116� Z�V � _�Æ�� _�Æ�� + ZV \S � _p0KÆzK � _zKÆp0K�� 116� Z�V gabÆQab + 116�Æ Z�V �QABgAB �Q00g00� : (2.83)Formuªa ta zostaªa wyprowadzona w pray J. Kijowskiego [19℄ dla szerokiej klasy lagran»-janów materii, jednak zawsze w modelu materii i¡gªej. Obenie pokazali±my, »e jest onaprawdziwa równie» dla materii osobliwej, skonentrowanej na dwuwymiarowej powªoeS, której metryka wewn�trzna jest niezdegenerowana i nosi sygnatur� (�;+;+). W dal-szej z�±i naszej pray wyka»emy, »e jest ona prawdziwa równie» dla materii ±wietlnej,poruszaj¡ej si� po powierzhni frontu ±wietlnego, którego metryka jest zdegenerowana.Powy»sze równanie, traktowane jako hamiltonowskie sformuªowanie teorii mo»e � napierwszy rzut oka � rozzarowa¢. Co prawda wyra»enia w pierwszej linii wzoru (2.83) maj¡harakter hamiltonowski, analogizny do prawej strony formuªy hamiltonowskiej (2.65),jednak znikanie wyra»enia (2.82), którego ró»nizka powinna sta¢ po lewej stronie takiejformuªy w harakterze hamiltonianu, wygl¡da na zjawisko patologizne. Tymzasem jed-nak tak nie jest: to tylko obj�to±iowa z�±¢ hamiltonianu znika to»samo±iowo. Zjawisko tojest wyrazem niezmiennizo±i teorii wzgl�dem dyfeomor�zmów �nie ruszaj¡yh niesko«-zono±i�. Natomiast peªny hamiltonian ma jeszze z�±¢ powierzhniow¡, któr¡ nale»ywydoby¢ z zªonów brzegowyh stoj¡yh w drugiej linii formuªy (2.83). Nie b�dziemytutaj szzegóªowo analizowali tej proedury, która w przypadku sko«zonej tuby ±wiata Tzostaªa przeprowadzona w pray [19℄. Do naszyh elów wystarzy informaja, »e w graniy,gdy brzeg tuby �V d¡»y do niesko«zono±i a trójwymiarowe aªki po �V s¡ odpowiedniokontrolowane, otrzymujemy w przypadku asymptotyznie pªaskim standardow¡ formuª�hamiltonowsk¡ dla pola grawitayjnego i pól materii, w której rol� hamiltonianu odgrywa3Powy»sze wyra»enie podaªkowe wyst�puje z�sto w praah po±wi�onyh kanoniznej grawitaji podnast�puj¡¡ postai¡: NH+NkHk, gdzie H oraz Hk s¡ odpowiednio wi�zami skalarnymi i wektorowymi.



2.2 Proponowany opis modelu Israela 23masa ADM. Jest ona dana przez odpowiedni¡ aªk� brzegow¡ w niesko«zono±i. Tak wi�,oznazaj¡ p�dy materii nast�puj¡o:�K := pKÆ(x3) ; (2.84)ostatezna formuªa hamiltonowska w przypadku graniznym �V ! 1 (tzn. gdy Vpokrywa aª¡ powierzhni� Cauhy'ego C, a wi� V ! C) przybiera nast�puj¡¡ posta¢:�ÆM = 116� ZC � _P klÆgkl � _gklÆP kl� + ZC � _�KÆzK � _zKÆ�K� ; (2.85)gdzie M jest hamiltonianem aªego ukªadu, równym masie ADM lizonej w niesko«-zono±i. Tak wi� analogia z wzorem (2.65) z mehaniki si�ga bardzo daleko. Teh-niznie, ró»nia polega na tym, »e przestrze« fazowa zmiennyh: grawitayjnyh (P kl; gkl)na powierzhni Cauhy'ego C oraz materiaªowyh (pK; zK) na powierzhni S \ C jestniesko«zenie wielowymiarowa. Jest jedna jeszze jedna, powa»niejsza ró»nia: wypisanepowy»ej stopnie swobody pola nie s¡ niezale»ne, lez podlegaj¡ wi�zom.2.2.3 Wi�zyRozwa»my dane poz¡tkowe (P kl; gkl; �K ; zK) na trójwymiarowej powierzhni typuprzestrzennego Ct. Nieh ~gkl oznaza trójwymiarow¡ metryk� odwrotn¡ do metryki napowierzhni gkl, a  := pdet gkl. Przez (3)R oznazamy trójwymiarowy skalar krzywiznymetryki gkl, P := P klgkl a �j� oznaza trójwymiarow¡ pohodn¡ kowariantn¡ wzgl�demgkl.Poka»emy, »e dane te musz¡ speªnia¢ wi�zy wynikaj¡e z równa« Gaussa-Codazziegodla skªadowej G0� g�sto±i tensora Einsteina. Twierdzenie to wi¡»e skªadowe G0� z danymiCauhy'ego w nast�puj¡y sposób. Cz�±¢ przestrzenna � styzna do Vt wyra»a si� nast�pu-j¡o: G0l = �Plkjk ; (2.86)a z�±¢ zasowa � normalna do Vt, nast�puj¡o:2G0�n� = � (3)R +�P klPkl � 12P 2� 1 ; (2.87)przy zym n oznaza jednostkowy wektor prostopadªy do powierzhni Cauhy'ego Ct:n� = � g0�p�g00 : (2.88)Z pró»niowyh równa« Einsteina na zewn¡trz oraz wewn¡trz S wynika, »e regularna z�±¢G0� znika. Zatem nieosobliwa z�±¢ wi�zów wektorowyh na C jest nast�puj¡a:reg �Plkjk� = 0 ;



2.2 Proponowany opis modelu Israela 24a regularna z�±¢ skalarnego równania wi�zów redukuje si� doreg� (3)R ��P klPkl � 12P 2� 1� = 0 :W przypadku materii niei¡gªej, powy»sze, standardowe wi�zy nale»y uzupeªni¢ oso-bliw¡ ih z�±i¡, o no±niku na przei�iu St = Ct \ S. Proedura ta wygl¡da nast�puj¡o.Osobliwa z�±¢ trójwymiarowej ró»nizki kowariantnej p�du Pkl skªada si� z pohodnyhw kierunku x3: sing(Plkjk) = sing(�3Pl3) = Æ(x3)[Pl3℄ ;a wi� peªne przestrzenne równania Gaussa-Codazziego (2.86) przybieraj¡ posta¢:G0l = �Plkjk = �[Pl3℄Æ(x3) : (2.89)Skªadowe p�du ADM P kl s¡ regularne, a wi� osobliwa z�±¢ wyra»enia �P klPkl � 12P 2�jest równa zeru. Singularna z�±¢ trójwymiarowego skalara krzywizny skªada si� zró»nizkowanyh w kierunku x3 trójwymiarowyh symboli Christo�ela:sing((3)R) = sing ��3��3kl~gkl � �mml~g3l�� = Æ(x3) ��3kl~gkl � �mml~g3l� ;przy zym wyra»enie w nawiasah kwadratowyh mo»e by¢ przepisane nast�puj¡o: ��3kl~gkl � �mml~g3l� = �2p~g33 ��3�p~g33�� = �2p~g33 "�k ~g3kp~g33!# ; (2.90)poniewa» pohodne styzne do S s¡ i¡gªe. Z drugiej strony wyra»enie w nawiasah kwadra-towyh jest równe skalarowi krzywizny zewn�trznej k dwuwymiarowej powierzhni St za-nurzonej w Ct: k = ��k ~g3kp~g33! : (2.91)Wynika st¡d, »e sing� (3)R� = 2p~g33[k℄Æ(x3) = 2[�k℄Æ(x3) :Ostateznie, peªne przestrzenne równanie Gaussa-Codazziego (2.87) przybiera posta¢:2G0�n� = �sing� (3)R ��P klPkl � 12P 2� 1� = �2[�k℄Æ(x3) : (2.92)Równania (2.89) i (2.92) s¡ uogólnieniem w sensie dystrybuji zwykªyh pró»niowyh rów-na« wi�zów, skalarnego i wektorowego.Poka»emy teraz jak materia skonentrowana na St generuje ztery wielko±i powierz-hniowe [P 3k℄ i [�k℄, które wyst�puj¡ w osobliwej z�±i wi�zów. Styzna do S z�±¢ skªado-wej G0� mo»e by¢ rozªo»ona na dwuwymiarow¡ z�±¢ styzn¡ do St oraz z�±¢ transwersaln¡.



2.3 Dowody to»samo±i u»ytyh przy dowodzie formuªy hamiltonowskiej 25Styzna do St z�±¢ równa« Einsteina daje nam nast�puj¡e równaniaG0k = 8�Æ(x3)� 0k ; (2.93)które razem ze wzorami (6.27)i (6.29) generuj¡ nast�puj¡e równania wi�zów:�P 3k� = �8�� 0k : (2.94)Pozostaªa z�±¢ równa« Einsteina jest nast�puj¡a:G0�n� = 8�T 0�n�gdzie E := T 0�n� = � 0�n�Æ(x3) = Æ(x3)", opisuje g�sto±¢ materii na C, za± " = � 0�n�,jest powierzhniow¡ g�sto±i¡ energii na S. St¡d sing(G0�n�) = 8�", i skalarne równaniewi�zów przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢:8�"+ [�k℄ = 0 : (2.95)2.3 Dowody to»samo±i u»ytyh przy dowodzie formuªyhamiltonowskiejDowód wzoru (2.73). Skorzystamy z to»samo±i (2.24) oraz (2.25) na (zterowymiarowe!)pohodne kowariantne odpowiednih skªadowyh metryki: ra�33 � 0 oraz ra�3a � 0.To»samo±i te � wyra»aj¡e metryzno±¢ koneksji � � mo»na rozwi¡za¢ wzgl�dem A333 orazA33a, w wyniku zego otrzymujemy nast�puj¡e wi�zy na tubie ±wiata �T :A333 = 1�33 ��a�3a + A3ab�ab� ; (2.96)A33a = � 12�33 ��a�33 + 2A3ab�3b� ; (2.97)gdzie a; b = 0; 1; 2. Wstawiaj¡ te wi�zy do wyra»enia:���ÆA3�� = �abÆA3ab + 2�3aÆA33a + �33ÆA333 ; (2.98)oraz wyra»aj¡ A3ab poprzez krzywizn� ADM z definiji (2.74), otrzymujemy po prostyhprzeksztaªeniah algebraiznyh tez� w postai wzoru (2.73).Dowód wzoru (2.71): Zamieniaj¡ rol� x3 i x0 w poprzednim dowodzie i korzystaj¡ zto»samo±i: rk�00 � 0 oraz rk�0k � 0, otrzymujemy nast�puj¡e wi�zy:A000 = 1�00 ��k�0k + A0kl�kl� ; (2.99)A00k = � 12�00 ��k�00 + 2A0kl�0l� : (2.100)



2.3 Dowody to»samo±i u»ytyh przy dowodzie formuªy hamiltonowskiej 26Wstawiaj¡ je do wzoru:���ÆA0�� = �klÆA0kl + 2�0kÆA00k + �00ÆA000 ; (2.101)i wyra»aj¡ A0kl przez p�d P kl z definiji (2.72), otrzymujemy po prostyh przeksztaªeniahalgebraiznyh tez� w postai wzoru (2.71).Dowód wzoru (2.78). Zauwa»my najpierw, »e zahodzi ozywista to»samo±¢:�00Æ��03�00�+ �33Æ��30�33� = 2pj�00�33jÆ �30pj�00�33j : (2.102)Rozkªadaj¡ maierz g�� na bloki dwuwymiarowe: pierwszy, odpowiadaj¡y wspóªrz�dnymx0 i x3 oraz drugi, odpowiadaj¡y wspóªrz�dnym (xA), A = 1; 2; lizymy zterowymiarowywyznaznik z metryki w tym rozkªadzie blokowym. Jako rezultat otrzymujemy to»samo±¢:2pj�00�33j = 216�pjgjpjg00g33j = 18�pdet gABp1 + q2 : (2.103)St¡d od razu wynika, »e�00Æ��03�00�+ �33Æ��30�33� = �8�Æ qp1 + q2 = �8�Æ�: (2.104)Dowód wzoru (2.80). Chemy pokaza¢, »e zahodzi nast�puj¡y wzór:� 116�Æ ZV �gkl _P kl� + 18�Æ Z�V � _�= 18�Æ ZV pjgjR00 + 116�Æ Z�V �QABgAB �Q00g00� : (2.105)Korzystaj¡ z definiji obiektów Qab (2.74) mo»emy wyra»enie R�V �QABgAB �Q00g00�przepisa¢ za pomo¡ skªadowyh metryki i ih pohodnyh:116� Z�V �QABgAB �Q00g00� = 116� Z�V pjgj�g3��0�0 � g0��3�0 + g33�0 ��30�33�� � :(2.106)Poka»emy teraz, »e� 116� ZV �gkl _P kl� + 18� Z�V � _�= 18� ZV pjgjR00 + 116� Z�V pjgj�g3��00� � g0��30� + g33��30�33�� � : (2.107)



2.3 Dowody to»samo±i u»ytyh przy dowodzie formuªy hamiltonowskiej 27Rozwa»my najpierw nast�puj¡¡ to»samo±¢116� ZV gkl _P kl = 116� ZV gkl _P kl � ZV �k ��00��0k�00�� �+ ZV �k ��00��0k�00�� � ; (2.108)i oznazmy przez D nast�puj¡e wyra»enieD := � 116�gkl _P kl + �k ��00��0k�00�:�Z definiji (2.72) p�dów Pkl wynika bezpo±rednio, »e obiekt D mo»e by¢ zapisany nast�pu-j¡o: D = ����0A0�� ;jest to bowiem wykazany poprzednio wzór (2.71), z t¡ ró»ni¡, »e pohodna wariayjna Æ(a wi� pohodna wzgl�dem jakiego± parametru) zostaªa zast¡piona pohodn¡ wzgl�demkonkretnego parametru: zasu. Je±li teraz zastosowa¢ definij� � ���� dan¡ wzorem (2.44),to otrzymujemy: D = � ��0� �0���� :Ostatnia pohodna z¡stkowa jest równa pohodnej Liego koneksji � wzgl�dem pola X =��x0 (tzn. takiego, którego wspóªrz�dne s¡ dane wzorem X� = Æ�0). Mamy zatem:D = � ��0� LX���� :Z drugiej strony pohodna Liego koneksji wzdªu» dowolnego pola X formalnie wyra»a si�nast�puj¡ym wzorem: LX���� = r�r�X� �X�R� ��� :Ze wzgl�du na to»samo±i Bianhiego, prawa strona powy»szego wzoru jest automatyzniesymetryzna w dolnyh wska¹nikah. Mamy wi�:D :=(Æ0���� � Æ���0�)(r�r�X� �X�R� ���)= pjgj16� �r�(r�X0 �r0X�) + 2R0�X�	 == 116� n�k �pjgj(rkX0 �r0Xk)� + 2pjgjR00o : (2.109)W ostatnim równaniu pohodna kowariantna r� zostaªa zast¡piona pohodn¡ z¡stkow¡��, poniewa» w dziaªaniu na antysymetryzn¡, kontrawariantn¡ g�sto±¢ tensorow¡ obiepohodne daj¡ taki sam wynik. Poniewa» nasze pole X jest staªe w u»ywanym ukªadziewspóªrz�dnyh (tzn. ��X� = 0), mamy tak»e to»samo±¢:r�X� = g��X����� = g����0� : (2.110)o daje nam nast�puj¡y wzórZV D = 116� ZV �k �pjgj �gk��00� � g0��k0���+ 18� ZV pjgjR00 : (2.111)



2.3 Dowody to»samo±i u»ytyh przy dowodzie formuªy hamiltonowskiej 28Z równania (2.108) wynika, »e D jest regularne. Zawiera ono wprawdzie osobliw¡ z�±¢formy brzegowej R00, ale ta osobliwo±¢ jest �kasowana� przez nieregularn¡ z�±¢ pohodnejw kierunku x3 wyra»enia �3 hpj g j �g3��00� � g0��30��i. Mo»emy wi� operowa¢ D jakwyra»eniem nieosobliwym, i nie musimy aªkowa¢ go �kawaªkami�, lez mo»emy zyni¢ tow sensie dystrybuyjnym, po aªym C. Z to»samo±i (2.108) wynika, »e116� ZV gkl _P kl = � 18� ZV pjgjR00� 116� Z�V pjgj�g3��00� � g0��30� � g00��03�00�� � : (2.112)Z definiji k¡ta � mamy tak»e:� _� = 8���00 ��03�00�� + �33��30�33�� � ; (2.113)jest to bowiem udowodniony poprzednio wzór (2.3), zastosowany do pohodnej zasowejzamiast, jak poprzednio, do pohodnej wariayjnej Æ. Skªadaj¡ powy»sze dwa wzoryotrzymujemy tez�:� 116� ZV �gkl _P kl� + 18� Z�V � _�= 18� ZV pjgjR00 + 116� Z�V pjgj�g3��00� � g0��30� + g33��30�33�� � : (2.114)Lewa strona powy»szego wyra»enia jest nieosobliwa, ale po prawej stronie pojawiaj¡ si�wyra»enia osobliwe, takie jak RV pjgjR00 oraz R�V pjgj �g3��00� � g0��30��. To drugiewyra»enie, hoia» jest zªonem brzegowym, pohodzi z zªonu obj�to±iowego116� ZV �� �pjgj �g���00� � g0���0��� ;b�d¡ego aªkowit¡ dywergenj¡. Pohodne w kierunku x3 daj¡ wyra»enie osobliwe, którekasuje osobliw¡ z�±¢ R00, i ostateznie zostaje tylko wyra»enie regularne.



Rozdziaª 3Geometria powierzhni zerowyhCelem naszej pray jest, mi�dzy innymi, uogólnienie wyników poprzedniego rozdziaªu naprzypadek frontu ±wietlnego zyli hiperpowierzhni o zdegenerowanej metrye. W szzegól-no±i b�dziemy stosowa¢ nasze wyniki do powierzhni izolowanyh horyzontów zdarze«,które s¡ bardzo spejalnym frontami ±wietlnymi.Geometri� niezdegenerowanej (niezerowej) hiperpowierzhni S 2M w zasoprzestrzenipseudoriemannowskiej (M; g), opisywali±my w poprzednim rozdziale za pomo¡ nast�pu-j¡yh obiektów: obi�ia gab tensora metryznego na zasoprzestrzeni M do hiper-powierzhni S, oraz krzywizny zewn�trznej tej hiperpowierzhni. Wygodnie byªo u»ywa¢opisu krzywizny w wersji �p�du ADM�, który oznazali±my przez Qab.Rozwa»ali±my równie» zasoprzestrzenie skªadaj¡e si� z dwu kawaªków: M� i M+,sklejone wzdªu» takiej hiperpowierzhni S w taki sposób, »e tensor metryzny jest i¡gªy,a wspóªzynniki koneksji mog¡ mie¢ niei¡gªo±i typu skok na S. Pokazali±my, i» ten-sor Einsteina takiej zasoprzestrzeni mo»e by¢ zde�niowany w sensie dystrybuji. Jegoz�±¢ osobliwa zawiera pohodne tyh niei¡gªo±i i równa jest Gab = GabÆ(x3), przy zymtrójwymiarowa g�sto±¢ tensorowa Gab »yj¡¡ na S jest po prostu skokiem �p�du� Qabmi�dzy obiema stronami tej powierzhni:Gab = [Qab℄ : (3.1)Poza tym � stosuj¡ twierdzenie Gaussa-Codazziego po obu stronah powierzhni S �byli±my w stanie udowodni¢ to»samo±¢ Bianhiego dla takiej osobliwej krzywizny.Taka konstrukja nie mo»e by¢ dosªownie przeniesiona na przypadek frontu ±wiet-lnego, bowiem metryka indukowana jest w tym przypadku zdegenerowana, zatem stan-dardowa konstrukja krzywizny zewn�trznej, wykorzystuj¡a nieistniej¡¡ w tym przy-padku metryk� odwrotn¡ gab, jest bezu»ytezna. Tym niemniej skonstruujemy w tymrozdziale odpowiednik wielko±i Qab i poka»emy, »e zahodzi wzór (3.1). Co prawda,nasza wielko±¢ Qab(X) nie b�dzie dana jednoznaznie, lez b�dzie zale»aªa od wyborupewnego zerowego pola wektorowego X na S, jednak niejednoznazno±¢ ta zniknie w przy-padku lizenia skoku we wzorze (3.1). W ten sposób osobliwa krzywizna zasoprzestrzenisklejanyh wzdªu» frontu ±wietlnego b�dzie ju» jednoznaznie okre±lona. Oka»e si� poza



3.1 Geometria wewn�trzna 30tym, »e Qab(X) speªnia odpowiednie uogólnienie równa« Gaussa-Codazziego, o imp-likuje to»samo±i Bianhiego dla osobliwej z�±i tensora Einsteina takiej zasoprzestrzeni,niezb�dnyh dla konsystenji teorii samograwituj¡ej materii ±wietnej.3.1 Geometria wewn�trznaRozwa»my zasoprzestrze« M o sygnaturze lorentzowskiej i jej trójwymiarow¡ rozmaito±¢S. Hiperpowierzhnia S jest powierzhni¡ zerow¡ w tej zasoprzestrzeni, je±li metryka g��na M obi�ta do metryki gab na S jest zdegenerowana.Powierzhnie Cauhy'ego Ct odpowiadaj¡e staªej warto±i wspóªrz�dnej zasowej x0 = ts¡ przestrzennopodobne, a wspóªrz�dna x3 jest staªa na S. Wspóªrz�dne zasoprzestrzenneb�dziemy oznazali literami alfabetu grekiego �; � = 0; 1; 2; 3, wspóªrz�dne na hiper-powierzhni zerowej poz¡tkowymi literami alfabetu ªai«skiego a; b = 0; 1; 2, wspóªrz�dneprzestrzenne literami k; l = 1; 2; 3 a wspóªrz�dne na przei�iu Ct \ S b�dziemy oznaza¢wielkimi literami alfabetu ªai«skiego A;B = 1; 2.Bior¡ pod uwag� niezdegenerowanie metryki zasoprzestrzennej widzimy, »e metrykazdegenerowana gab na S ma sygnatur� (0;+;+). To znazy, »e istnieje nieznikaj¡y wektorzerowy X na S (a wi� taki, »e XaXa = 0 i Xb 6= 0 dla o najmniej jednego b) taki,»e jego zterowymiarowe zanurzenie X� w M jest ortogonalne do S. Wtedy kowektorX� = X�g�� = Xaga� znika na wektorah styznyh do S, zyli:Xagab = 0 : (3.2)Rozwa»my krzywe aªkowe pola X. Poka»emy, »e po odpowiedniej reparametryzajispeªniaj¡ one równanie geodezyjne na M . W tym elu we¹my dowolna gªadk¡ funkj� ',staª¡ na S, o nieznikaj¡ym gradienie. We¹my te» dowolne zerowe pole wektorowe X� wotozeniu S, które obi�te do S daje Xa. Poniewa» X� jest ortogonalne do S, st¡d X� jestproporjonalne do gradientu ': X� = f';� ; (3.3)gdzie f jest jakim± wspóªzynnikiem nieznikaj¡ym na S. Korzystaj¡ z symetrii drugihpohodnyh pola skalarnego r�r�' = r�r�', otrzymujemy:X�r�X� = ';�(X���f) + fX�r�r�' = ';�(X���f) + fX�r�r�'= (X���f)';� + fX�r�( 1f X�) = (X���f)';� + fX�r�X�= (X���f)';� + 12r�X�X� = (X��� log f)X� : (3.4)St¡d wnioskujemy, »e pole ~X� := 1fX� jest polem geodezyjnym:~X�r� ~X� = 0 : (3.5)Wykazali±my wi�, »e powierzhnia zerowa jest zbiorem geodezyjnyh zerowyh.



3.1 Geometria wewn�trzna 31Poka»emy teraz, »e mo»na skonstruowa¢ hiperpowierzhni� S je±li tylko znamy danepoz¡tkowe dla tyh geodezyjnyh � powierzhnie przestrzenn¡ St i zerowe pole X�(x)zdefiniowane dla x 2 St. Istniej¡ dokªadnie dwie hiperpowierzhnie zerowe zawieraj¡edan¡ powierzhni� St. �eby to zobazy¢, wybierzmy dowoln¡ przestrzenn¡ powierzhnieCauhy'ego Ct zawieraj¡¡ S, oraz jaki± ukªad wspóªrz�dnyh na Ct taki, »e wspóªrz�dn¡x3 jest staªa na St. W ka»dym punkie x 2 Ct mamy dokªadnie dwa kierunki zeroweprostopadªe do dwuwymiarowej powierzhni St. W jednym z tyh kierunków wybierzmynie znikaj¡e pole wektorowe X�(x) i zaªó»my, »e jest ono klasy C1. Na otozeniu Stistnieje wtedy jeden i tylko jeden zterowymiarowy ukªad wspóªrz�dnyh x� speªniaj¡yponi»sze warunki:� wspóªrz�dne xk, gdzie k = 1; 2; 3, s¡ staªe na liniah geodezyjnyh takih, »e ihpoz¡tek le»y w dowolnym punkie x 2 St i wyhodz¡ z niego w kierunku X�(x),� x0 jest parametrem geodezyjnym wzdªu» tyh linii i jest równy t na Ct.W tym ukªadzie wspóªrz�dnyh mamy:X = ��x0 : (3.6)Poniewa» pole X jest zerowe, mamy 0 = g(X;X) = g00. Poza tym, równanie geodezyjne(3.5) mo»e by¢ zapisane w nast�puj¡ej postai:0 = r0 ��x0 = ��00 = 12g��(2g�0;0 � g00;�) = 0 : (3.7)A st¡d otrzymujemy, »e ddx0 g�0 = 0 (3.8)wzdªu» dowolnej geodezyjnej. Ale poz¡tkowo mieli±my:ga0(x0 = t) = g�X(x); ��xa� = 0 ;poniewa»X byªo ortogonalne do powierzhni fx3 = onstg (a = 1; 2) oraz do siebie (a = 0).St¡d mamy, »e ga0 � 0. Zatem fx3 = onstg jest powierzhni¡ zerow¡Widzimy wi�, »e dowolna hiperpowierzhnia zerowa S mo»e by¢ zanurzona wjednoparametrowej kongruenji powierzhni zerowyh odpowiadaj¡yh ró»nym warto±-iom staªej fx3 = onstg zadanej na powierzhni Ct. W dodatku ukªad wspóªrz�dnyh xabyª skonstruowany tak, »e pole X dane wzorem (3.6) jest zerowym polem geodezyjnym nietylko na S, ale i w aªym otozeniu S.U»yjemy teraz dowolnego ukªadu wspóªrz�dnyh takiego, »e wspóªrz�dna x3 jest staªawzdªu» wszystkih powierzhni zerowyh nale»¡yh do takiej kongruenji. Nie b�dziemynatomiast »¡da¢, by wspóªrz�dne xA byªy staªe na geodezyjnyh zerowyh, tzn. by pole



3.1 Geometria wewn�trzna 32(3.6) byªo zerowe. Ogólna posta¢ metryki zterowymiarowej speªniaj¡ej ten warunek jestnast�puj¡a: g�� = 2666666664
nAnA nA sM +mAnAnA gAB mAsM +mAnA mA �MN �2 +mAmA

3777777775 ; (3.9)
oraz g�� = 26666666664

� � 1N �2 nAN2 � smAM sMnAN2 � smAM ~~gAB � nAnBN2 + snAmB+mAnBM �snAMsM �snAM 0
37777777775 ; (3.10)

gdzie M > 0, s = �1, gAB jest dwuwymiarow¡ metryk¡ indukowan¡ na powierzhnifx0 = onst; x3 = onstg a ~~gAB jest jej odwrotn¡ metryk¡ kontrawariantn¡. Zarówno ~~gABjak i gAB s¡ u»ywane do podnoszenia i obni»ania indeksów A;B = 1; 2 w dwuwymiarowyhwektorah nA i mA. Oznazaj¡ przez � element obj�to±i dwuwymiarowej� :=pdet gAB ; (3.11)mamy, »e pj det g��j = �M .W takim ukªadzie wspóªrz�dnyh dowolny kierunek zerowy na S musi by¢ proporjo-nalny do pola X danego wzorem: X = �0 � nA�A ; (3.12)albo, równowa»nie: X� = g3�g30 =Msg3� : (3.13)Mamy, »e: g(X;X) = g(X; �A) = 0 : (3.14)Reper trójwymiarowy (X; �A) na S zale»y od szzególnego wyboru (2+1) dekompozyji Szadanej wyborem wspóªrz�dnej zasowej x0. W dalszej z�±i pray wprowadzimy obiekty,które nie b�d¡ zale»aªy od tego wyboru i b�d¡ dobrze opisywaªy geometri� S. W tym elurozwa»my poni»sz¡ transformaj� ukªadu wspóªrz�dnyh:~X = X ; (3.15)~� ~B = C A~B �A + f ~BX ; (3.16)



3.1 Geometria wewn�trzna 33gdzie ( ~X; ~� ~B) jest nowym reperem trójwymiarowym odpowiadaj¡ym nowemu ukªadowiwspóªrz�dnyh (~x~a) na S. Wspóªzynnik  mo»e by¢ otrzymany z poni»szej zale»no±i:1 = hd~x0; ~Xi = h �~x0�xAdxA + �~x0�x0dx0; Xi= �� �~x0�xAnA + �~x0�x0� ; (3.17)i st¡d  = ��~x0�x0 � �~x0�xAnA��1 : (3.18)Z drugiej strony z równania (3.12) mamy:� ~B = �xA�~x ~B �A + �x0�~x ~B �X + nA�A�= ��xA�~x ~B + �x0�~x ~B nA� �A + �x0�~x ~BX ; (3.19)i ostateznie C A~B = �xA�~x ~B + �x0�~x ~B nA ; (3.20)f ~B = �x0�~x ~B : (3.21)W dalszym i¡gu rozwa»a« udowodnimy, »e obiektvX := �X(x0) (3.22)jest g�sto±i¡ skalarn¡ na S, niezale»n¡ od ukªadu wspóªrz�dnyh (xa) u»ytego powy»ej.W tym elu poka»emy, »e przy przej±iu od jednego do drugiego ukªadu wspóªrz�dnyhwarto±¢ vX jest pomno»ona przez wyznaznik maierzy Jaobiego. Znazy to, »e vX =vXdx0 ^ dx1 ^ dx2 jest niezale»n¡ od ukªadu wspóªrz�dnyh trójform¡ ró»nizkow¡ na S.Trójforma ta zale»y jednak od wyboru pola X. Jednak obiekt� := vXX ; (3.23)b�d¡y dobrze zdefiniowan¡ g�sto±i¡ wektorow¡ na S, jest ju» zadany jednoznaznie przezstruktur� S i nie zale»y od wyboru pola X bowiem jego wyra»enie wspóªrz�dniowe:� = � ��0 � nA�A� ; (3.24)rzezywi±ie nie zale»y od X.



3.1 Geometria wewn�trzna 34Pozostaje zatem wykaza¢, »e vX jest g�sto±i¡ skalarn¡ lub � równowa»nie � »e � jestg�sto±i¡ wektorow¡. W tym elu wyjdziemy z prawa transformayjnego dla gABg ~A ~B = C A~A C B~B g (�A + fAX; �B + fBX) = C A~A C B~B gAB : (3.25)Wynika ze«, »e ~� = � detC B~A : (3.26)Mamy zatem:�~a = ~�~X(~x~0) ~X~a = �detC B~A � �X(x0)X~a= det��x�~x ~d� �X(x0)Xa�~x~a�xa = det��x�~x ~d��a�~x~a�xa ;o jest prawem transformayjnym dla g�sto±i wektorowyh. Przedostatnia równo±¢ wynikaz nast�puj¡ej to»samo±i: detC B~A = ��~x0�x0 � nA �~x0�xA��1 det��xA�~x ~B + �x0�~x ~B nA� � det��xa�~xb� : (3.27)Aby wykaza¢ t� to»samo±¢, rozwa»my nast�puj¡¡ maierz Aa~b := �xa�~x~b i jej odwrotno±¢B~b := �~x~b�xa . Nieh N0 := 0 i NA := nA. Zdefiniujmy nast�puj¡e maierze:Ca~b := Aa~b +NaA0~b ;oraz D~b := B~b �B~baNaÆ0 :�atwo sprawdzi¢, »e C i D s¡ do siebie odwrotne. Z drugiej strony wyznazniki maierzyA i C s¡ sobie równe. St¡ddetA = detC = det(CA ~B)(D~00)�1 ;o ko«zy dowód (3.27).Jak pokazali±my powy»ej, pole g�sto±i wektorowej � nie zale»y od konkretnegowyboru pola X. Opisuje wi� ono wewn�trzne wªa±iwo±i trójwymiarowej geometrii gabpowierzhni S. To samo zahodzi dla dywergenji �a�a, która jest tym samym inwariantn¡,niezale»n¡ od wyboru pola X, g�sto±i¡ skalarn¡ na S. W j�zyku form ró»nizkowyhwielko±¢ � reprezentuje nast�puj¡¡ dwuform�:L := �a ��a  dx0 ^ dx1 ^ dx2� ;a dywergenja �a�a reprezentuje ró»nizk� zewn�trzn¡ powy»szej dwuformy, zyli trójform�dL := (�a�a) dx0 ^ dx1 ^ dx2. W szzególno±i interesuj¡e s¡ powierzhnie zerowe, dla



3.1 Geometria wewn�trzna 35któryh dL znika to»samo±iowo. Powierzhni� o takiej wªasno±i nazywa si� nieekspandu-j¡ym horyzontem (zob. [2, 3℄, oraz rozdziaª 3.10 tej rozprawy).Oba te obiekty, L oraz vX , mog¡ by¢ zde�niowane geometryznie, bez uiekania si�do u»yia ukªadu wspóªrz�dnyh. Spróbujemy w dokona¢ takiego opisu. Zauwa»my wi�,»e w ka»dym punkie x 2 S, przestrze« styzna TxS mo»e by¢ �podzielona�, tzn. mo»emywprowadzi¢ struktur� przestrzeni ilorazowej, wzgl�dem przestrzeni degeneraji rozpi�tejprzez X. Przestrze« ilorazowa jest wyposa»ona w struktur� przestrzeni metryznej zniezdegenerowanym tensorem metryznym i form� obj�to±i ! (która wyra»ona w j�zykuwspóªrz�dnyh ma nast�puj¡¡ posta¢: ! = � dx1^dx2). Dwuforma L jest równa ofni�iuformy obj�to±i ! z dwuwymiarowej przestrzeni ilorazowej do przestrzeni styznej TxS.Trójforma vX mo»e natomiast by¢ zde�niowana jako ilozyn zewn�trzny vX = � ^ L,gdzie � jest dowoln¡ jednoform¡ na S tak¡, »e < X;� >� 1.Spróbujmy przyjrze¢ si� geometrii wewn�trznej S z jeszze jednego punktu widzenia.Aby uzupeªni¢ reper trójwymiarowy (X; �A) na S do aªego reperu zterowymiarowego naM , wprowad¹my pole Y transwersalne wzgl�dem powierzhni S. Za»¡damy, by speªniaªoono nast�puj¡e zale»no±i. g(Y;X) = 1 ; (3.28)g(Y; �A) = 0 : (3.29)Z tyh warunków mamy wyznazone pole Y z dokªadno±i¡ do przesuni�¢ w kierunku polaX Y ! Y + hX ; (3.30)gdzie h jest dowolnym polem skalarnym. Dokonuj¡ przedªu»enia na otozenie Swspóªrz�dnej x0 zde�niowanej na S mo»emy wybra¢ pole Y w postaiY = sM ��3 �mA�A� : (3.31)Nale»y jednak zaznazy¢, »e ta szzególna posta¢ pola Y zale»y nie tylko od (2 + 1)-dekompozyji hiperpowierzhni S, ale tak»e od (3 + 1)-dekompozyji zasoprzestrzeni Mw otozeniu S. Prawo transformayjne dla Y przy przej±iu od jednej do drugiej (2 + 1)-dekompozyji S jest nast�puj¡e:~Y = �1 �Y � kA�A�+ hX ; (3.32)gdzie pole skalarne h jest dowolne, a wspóªzynniki kA musz¡ by¢ wyznazone jednoz-naznie z równania: f ~B = C A~B gACkC ; (3.33)przy zym f ~B jest zadane przez (3.21). Z (3.28) i (3.29) mamy, »e X i Y rozpinaj¡ wi¡zk�normaln¡ do S. Pomimo pewnej dowolno±i w wyborze Y istniej¡ obiekty skonstruowaneza pomo¡ reperu zterowymiarowego (X; �A; Y ), które nie zale»¡ od szzególnego wyboruY i dobrze opisuj¡ geometri� hiperpowierzhni S.



3.2 Geometria zewn�trzna 363.2 Geometria zewn�trznaPohodna kowariantna pola X wzdªu» wektorów styznyh do S jest prostopadªa do X, awi� styzna do S: g(X;raX) = 12�ag(X;X) � 0 :Zatem, dla ustalonej warto±i wska¹nika a, wektor raX� jest ortogonalny do S. W naszymspejalnym ukªadzie wspóªrz�dnyh (gdzie S jest opisywana równaniem x3 = onst.) oz-naza to, »e raX3 = 0, natomiastraXb jest zysto trójwymiarowym obiektem okre±lonymna S, który � przez analogi� z przypadkiem powierzhni niezdegenerowanej � hiaªoby si�nazwa¢ tensorem krzywizny zewn�trznej powierzhni S. Niestety, obiekt ten zale»y odwyboru pola X. Inazej ni» w przypadku niezdegenerowanym, nie ma tu jednoznaznejnormalizaji pola X (jest ono polem zerowym!), a wi� zawsze mo»na pomno»y¢ X przezdowoln¡, nieznikaj¡¡ funkj�.Aby przekona¢ si�, jak¡ informaj� geometryzn¡ niesie powy»szy obiekt, przedstawimypowy»sz¡ pohodn¡ kowariantn¡raX w postai kombinaji liniowej wektorów �a styznyhdo S: raX =: �tba ��xb : (3.34)Porównuj¡ powy»sze wyra»enie ze wzorem (3.4) widzimy, »e pole Xa jest wektorem wªas-nym tba. Odpowiadaj¡a mu warto±¢ wªasna znika, gdy X staje si� geodezyjne.Dokonajmy teraz (2 + 1) dekompozyji S. Mo»emy wtedy podzieli¢ tba na dwie z�±i:�przestrzenno-przestrzenn¡�lab := tagb = �g(�b;raX) = g(ra�b; X) = X���ab ; (3.35)oraz �zasowo-przestrzenn¡�wa := t0a = �g(Y;raX) = �X��0�a : (3.36)Warto zauwa»y¢, ze zarówno lab jak i wa s¡ niezmiennize wzgl�dem transformaji typu(3.30), o wynika z tego, »e g(Y + hX;raX) = �g(Y;raX) :Zatem zale»¡ one jedynie od wyboru X i od (2 + 1)-dekompozyji S.Na moy wzoru (3.35) maierz lab jest symetryzna. Speªnia ona nast�puj¡¡ to»samo±¢,wynikaj¡¡ z zastosowania wzoru (3.4):0 = X�r�Xa = Xblba = la0 � nBlaB :Wynika st¡d, »e jej wszystkie skªadowe mo»na wylizy¢ z trzeh skªadowyh przestrzenno-przestrzennnyh lAB wedªug wzoru: l0A = lABnB oraz l00 = lABnAnB. Wobe tego aª¡



3.2 Geometria zewn�trzna 37maierz tba mo»na zrekonstruowa¢ w aªo±i z trzeh niezale»nyh skªadowyh lAB i z trzehwa = t0A. Pozostaªe skªadowe tba s¡ nast�puj¡e:tA0 = �l0B � t00g0B� ~~gBA = �nC lCB � w0nB� ~~gBA ;tCA = �lAB � t0Ag0B� ~~gBC = (lAB � wAnB) ~~gBC :Poka»emy teraz, »e lab jest pohodn¡ Liego wzdªu» pola X tensora metryznego gab naS. Korzystaj¡ z tego, »e taka trójwymiarowa pohodna Liego gab jest równa obi�iu doS zterowymiarowej pohodnej Liego tensora g��, mo»emy napisa¢:LX(gab) = (LXg)ab = garbX + gbraX = 2g(arb)X = 2g(�a;rbX) ; (3.37)a zatem lab = �12LXgab : (3.38)Przy zmianie wspóªrz�dnyh na S obiekt lab transformuje si� wi� wedªug nast�puj¡egoprawa: ~l~a~b = �12L ~Xg~a~b = �12 (LXg)~a~b = l~a~b = lab�xa�~x~a �xb�~x~b : (3.39)Byªoby to prawo tensorowe, gdyby nie wspóªzynnik  dany wzorem (3.18), wynikaj¡y zfaktu, »e pole X ehuje si� multiplikatywnie przez  zgodnie z wzorem (3.15).Oznazmy teraz przez �jj� dwuwymiarow¡ ró»nizk� kowariantn¡ na ka»dej zpowierzhni typu fx0 = onstg; fx3 = onstg, lizon¡ wzgl�dem koneksji metryznejw metrye gAB. Ze wzoru (3.38) wynika:lAB = �12 �gAB;0 � nCgAB;C � nC;AgCB � nC;BgAC�= 12 �nAkB + nBkA � _gAB� ; (3.40)oraz: �lAB~~gAB = �l = ��a�a = � _�+ �A(�nA) ; (3.41)gdzie l := lAB~~gAB.Niestety, prawo transformayjne dla obiektu wa, wynikaj¡e ze wzorów (3.15) i (3.16),nie ma harakteru tensorowego:~wa = g�1 �Y � kA�A�+ hX;ra(X)�= g�1Y; raX�+ g�1Y;X�ra+ g (hX; raX) + g (hX;X)ra�g �kA�A; X� 1ra� g �kA�A;raX�= wa + �a' � kBlaB; (3.42)



3.3 Niezmiennizy operator dywergenji na S 38gdzie ' = log  i kA s¡ dane przez (3.33). Choia» wa nie jest wielko±i¡ tensorow¡,b�dziemy u»ywa¢ tego obiektu do konstrukji innyh wielko±i tensorowyh na S.Do elów naszej pray wygodnie b�dzie zorganizowa¢ wielko±i wa i lab w jedn¡ g�sto±¢tensorow¡ na S, dan¡ nast�puj¡ym wzorem:Qab(X) := �s fvX (rbXa � ÆabrX) + Æab��g : (3.43)Wielko±¢ ta zale»y expliite od wyboru pola zerowego X, jednak ma ona dobry, tensorowyharakter i nie zale»y od wyboru ukªadu wspóªrz�dnyh u»ytego do jej konstrukji. Jestona, jak zobazymy w dalszym i¡gu, dobrym odpowiednikiem �p�du ADM�, u»ywanegow poprzednim rozdziale dla powierzhni niezerowyh. Zwró¢my uwag�, »e ostatni zªon wewzorze (3.43) jest niezale»ny od wyboru pola X. Zostaª on wprowadzony jedynie po to, byskorygowa¢ wªasno±i algebraizne obiektu vX (rbXa � ÆabrX): dzi�ki temu zabiegowiQab(X) jest ortogonalne do X i symetryzne po obni»eniu pierwszego indeksu1:Qab(X)Xb = 0 ; (3.44)Qab(X) = Qba(X) : (3.45)Jak si� przekonamy w nast�pnym rozdziale, wªasno±i te pozwol¡ nam zde�niowa¢ dywer-genj� obiektu Q wzgl�dem zdegenerowanej metryki gab, o b�dzie bardzo wygodne dlauzyskania prostego dowodu to»samo±i Bianhiego dla osobliwego tensora Einsteina za-soprzestrzeni uzyskanej przez zszywanie wzdªu» frontu ±wietlnego S oraz � odpowiednio �praw zahowania dla materii ±wietlnej »yj¡ej na S.Jak si� za hwil� przekonamy, warunek symetrii (3.45) jest prawdziwy nawet bez tejmodyfikaji: byªa ona potrzebna jedynie do uzyskania (3.44). W elu dowodu obu tyhto»samo±i wyrazimy Qab(X) przez poprzednio wprowadzone obiekty wa i lab. Warto w tymelu wprowadzi¢ symbol ~~gab na oznazenie maierzy, której wspóªrz�dne ~~gAB pokrywaj¡ si�z wprowadzon¡ poprzednio dwuwymiarow¡ maierz¡ odwrotn¡ do gAB, za± ~~g0b � 0. Wtedydotyhzasowe wyniki dotyz¡e wa i lab prowadz¡ natyhmiast do nast�puj¡ego wzoru:sQab(X) = �ÆabrX � �rbXa � Æab��= ��Æab(wX + l) + �(wbXa + ~~galb) + Æab�l= �~~galb + �awb � Æab�w ; (3.46)sk¡d natyhmiast wynikaj¡ »¡dane wªasno±i (3.44) i (3.45) tensora Q.3.3 Niezmiennizy operator dywergenji na SDegeneraja metryki gab na S nie pozwala nam zde�niowa¢ (za pomo¡ warunku zgodno±i�rg = 0�) »adnej naturalnej koneksji, któr¡ mogliby±my stosowa¢ do dowolnego pola ten-sorowego na S. Wi¡»e si� to z faktem, »e warunek znikania pohodnyh zdegenerowanej1Je±li S jest nieekspanduj¡ym horyzontem, zªon ten znika.



3.3 Niezmiennizy operator dywergenji na S 39metryki gab; w danym punkie nie de�niuje jednoznaznie �ukªadu inerjalnego�. Problemten przedyskutujemy dokªadniej w rozdziale 5.2. Na ogóª nie mo»na wi� de�niowa¢ »adnejpohodnej �kowariantnej� na S. Jest jednak pewien wyj¡tek � poka»emy mianowiie, »ezdegenerowana metryka de�niuje jednoznaznie pewien kowariantny operator ró»nizkowypierwszego rz�du dziaªaj¡y tylko na mieszane (kontra-kowariantne) g�sto±i tensoroweHabo nast�puj¡yh wªasno±iah algebraiznyh:HabXb = 0 ; (3.47)Hab = Hba ; (3.48)gdzie Hab := gaHb. Definija tego operatora nie mo»e by¢ rozszerzona na inne polatensorowe na S. Ale na szz�±ie krzywizna zewn�trzna powierzhni zerowej oraz ten-sor energii-p�du powªoki zerowej s¡ typu opisanyh wªa±nie g�sto±i tensorowyh, o namzupeªnie wystarzy do opisu to»samo±i Bianhiego dla zasoprzestrzeni o osobliwej krzy-wi¹nie oraz do opisu dynamiki na powierzhni zerowej.Ów operator, który oznazymy jako raHab, mo»e by¢ zde�niowany za pomo¡ zte-rowymiarowej koneksji na M w nast�puj¡y sposób. Maj¡ dany obiekt Hab, we¹my jegorozszerzenie H�� do zterowymiarowej symetryznej g�sto±i tensorowej, ortogonalne do S,tzn. takie, »eH?� = 0 (�?� oznaza skªadowe transwersalne do S, tzn. oblizone na kowek-torze dx3, gdy x3 jest staªa na S). Zde�niujmy raHab jako obi�ie do S zterowymia-rowej dywergenji r�H��. Jak si� za hwil� przekonamy, niejednoznazno±i powstaj¡eprzy rozszerzaniu trójwymiarowego obiektu Hab okre±lonego na S do zterowymiarowegookre±lonego na M , ostateznie si� kasuj¡. Wynik takiej operaji nie zawiera ju» »adnyhniejednoznazno±i i jest g�sto±i¡ kowektorow¡ na S. Oka»e si� ponadto, »e zale»y onjedynie od zdegenerowanej, wewn�trznej metryki na S.Podamy teraz dwie inne definije tego operatora, wygodne w dalszyh zastosowaniah,a nast�pnie poka»emy, »e s¡ one równowa»ne powy»szej.Druga z tyh definiji jest oparta na obserwaji, »e dla metryki niezdegenerowanej,dywergenja symetryznej g�sto±i tensorowej Hab mo»e by¢ oblizona nast�puj¡o:raHab = �aHab �Ha�ab (3.49)= �aHab � 12Haga;b ; (3.50)gdzie ga;b := �bga. W naszym przypadku, gdy mamy do zynienia z metryk¡ zdegenero-wan¡, ani �ab nie istnieje, ani te» podnoszenie indeksów w H nie ma sensu. A jednak masens wzór (3.50) dla g�sto±i tensorowej Hab na S, która speªnia to»samo±i (3.47) i (3.48),je±li jako Ha we¹miemy dowoln¡ symetryzn¡ g�sto±¢ tensorow¡ tak¡, »e po obni»eniujednego wska¹nika odtwarza ona Hab:Hab = Hagb : (3.51)Jak ªatwo sprawdzi¢, taka g�sto±¢ tensorowa zawsze istnieje, ale odtworzenie Ha z Hab niejest jednoznazne, poniewa» Ha+CXaX tak»e speªnia (3.51), je±li tylko Ha to speªnia.



3.3 Niezmiennizy operator dywergenji na S 40To jest jednak jedyna niejednoznazno±¢. Nie wpªywa ona na warto±¢ wyra»enia (3.50),poniewa» z to»samo±i (3.2) mamy:0 � (XaXga);b = XaXga;b + 2XagaX;b = XaXga;b : (3.52)Zatem poni»sze wyra»enie jest jednoznaznie zdefiniowane:raHab := �aHab � 12Haga;b : (3.53)Okazuje si�, »e prawa strona powy»szego wyra»enia nie zale»y od wyboru ukªaduodniesienia, tzn. transformuje si� jak g�sto±¢ kowektorowa. Dowód tego faktu jest zawartyw rozdziale 3.7. Widzimy wi�, »e poj�ie dywergenji krzywizny zewn�trznej: raQab(X),ma sens tak»e w naszej zdegenerowanej metrye.Aby wyrazi¢ wynik za pomo¡ oryginalnej g�sto±i tensorowej Hab, zauwa»my, »e maona pi�¢ niezale»nyh skªadowyh, i mo»e by¢ wyra»ona za pomo¡ H0A (2 skªadowe) orazsymetryznej dwuwymiarowej maierzy HAB (3 skªadowe). To»samo±i (3.47) oraz (3.48)mog¡ by¢ wtedy przepisane nast�puj¡o:HAB = ~~gACHCB � nAH0B ; (3.54)H00 = H0AnA ; (3.55)HB0 = �~~gBCHCA � nBH0A�nA : (3.56)Zatem wielko±¢ Hab odtwarza si� z (H0A;HAB) jednoznaznie.Aby przedstawi¢Hab za pomo¡Hab z dokªadno±i¡ do zªonu CXaXb, we¹my nast�pu-j¡¡ wielko±¢: FAB := ~~gACHCD~~gDB � nAH0C~~gCB � nBH0C~~gCA ; (3.57)F0A := H0C~~gCA =: FA0 ; (3.58)F00 := 0 : (3.59)�atwo zauwa»y¢, »e dowolne Hab speªniaj¡e (3.51) musi by¢ nast�puj¡ej postaiHab = Fab +H00XaXb : (3.60)Niejednoznazno±¢ w wyra»eniu Hab za pomo¡Hab jest wi� opisana dowolno±i¡ wyboruwarto±i skªadowej H00. Korzystaj¡ z tego otrzymujemyraHab := �aHab � 12Haga;b = �aHab � 12Faga;b (3.61)= �aHab � 12 �2H0A nA;b �HAC~~gAC;b� : (3.62)Równanie (3.53) sugeruje jeszze jedn¡, trzei¡ definij� operatora dywergenji. We¹mydowolny punkt x 2 S i wybierzmy w nim jakikolwiek ukªad odniesienia, w którym pohodne



3.4 Równania Gaussa-Codazziego 41skªadowyh metryki ga znikaj¡ w x, tzn. ga;b(x) = 0. Taki ukªad odniesienia mo»emynazwa¢ inerjalnym. Dywergenja mo»e by¢ wi� zdefiniowana jako ró»nizka z¡stkowalizona w ukªadzie inerjalnym: raHab := �aHab. Niejednoznazno±i w wyborze ukªaduodniesienia nie pozwalaj¡ nam rozszerzy¢ tej definiji na wszystkie ró»nizki kowariantne(np. nie umiemy oblizy¢ wyra»e« typu rHab). Niejednoznazno±i te znikaj¡ jednak wdefiniji dywergenji. Zagadnienie to jest szzegóªowo omówione w rozdziale 5.2.Dwie ostatnie równowa»ne definije operatora r korzystaj¡ tylko z wewn�trznej me-tryki S. Poka»emy teraz, »e definije te s¡ zgodne z pierwsz¡ definij¡, w której operatordywergenji de�niowany byª za pomo¡ zterowymiarowej koneksji. Zauwa»my, »e jedynaniejednoznazno±¢ w rekonstrukji zterowymiarowej g�sto±i tensorowej H��, jest typuCX�X�. Ka»da taka rekonstrukja mo»e by¢ otrzymana z rekonstrukji Ha przez poªo»e-nie H3� = 0 w naszym spejalnym ukªadzie odniesienia, tzn. takim, »e wspóªrz�dna x3jest staªa na S. Oblizmy teraz zterowymiarow¡ dywergenj� H� := r�H��. Ze wzgl�duna geodezyjny harakter krzywyh aªkowyh pola X, jedyna niejednoznazno±¢ która po-zostaje po tej operaji jest typu ~CX�. Zatem obi�ie Hb z H� do S jest ju» jednoznazne.Korzystaj¡ z (3.50) mamy, »e jest ono równe:r�H�b = ��H�b � 12H��g��;b= �aHab � 12Haga;b = raHab : (3.63)3.4 Równania Gaussa-CodazziegoPodobnie jak w przypadku podrozmaito±i o niezdegenerowanej metrye, skªadowa tran-swersalna G?b g�sto±i tensora Einsteina G�� = pj det gj �R�� � Æ�� 12R� wyra»a si� przezdywergenj� krzywizny zewn�trznej Q na S. Zahodzi mianowiie nast�puj¡e twierdzenie,które mo»na nazwa¢ równaniami Gaussa-Codazziego dla frontu ±wietlnego:�G?b � raQab(X) + svX�b���vX � : (3.64)Skªadowa transwersalna g�sto±i tensora Einsteina jest dobrze okre±lonym obiektemtrójwymiarowym na S. W naszym ukªadzie wspóªrz�dnyh dobranym do S w ten sposób,»eby wspóªrz�dna x3 byªa staªa na S, wielko±¢ ta jest równa po prostu trzeiej skªadowej:G?b = G3b.Warto jeszze raz wspomnie¢, »e stosunek dwóh g�sto±i skalarnyh �� i vX , jestfunkj¡ skalarn¡. Gradient tej funkji jest polem kowektorowym. Pomno»ony przez g�sto±¢vX , daje wewn�trzn¡ g�sto±¢ kowektorow¡ na S. Zatem wszystkie trzy obiekty wyst�puj¡ew powy»szym równaniu s¡ geometryznie dobrze okre±lone.Aby udowodni¢ (3.64), poka»emy najpierw, »e lewa strona tego równania nie zale»y odwyboru X. W tym elu rozwa»my jakie± inne pole fX, gdzie f > 0 jest funkj¡ na S.



3.5 Struktura tensora Einsteina i to»samo±i Bianhiego 42Mamy: �sQab(fX) = vfX (rb(fXa)� Æabr(fX)) + Æab ��= 1f vX (frbXa +Xa�bf � Æab frX � ÆabX�f) + Æab��= �sQab(X) + �a';b � Æab�'; ; (3.65)gdzie ' := log f . �atwo sprawdzi¢, »e nast�puj¡y tensorqab(') := �a';b � Æab�'; ; (3.66)speªnia to»samo±¢ (3.47). Co wi�ej, qab = �gab�';, o pokazuje (3.48). Z drugiej stronymamy vfX�b���vfX � = vX�b ���vX �+ (��)';b ; (3.67)Ale korzystaj¡ z (3.62) otrzymujemyraqab(') = (��)';b ;o pokazuje, »e lewa strona (3.64) nie zale»y od »adnego wyboru pola X.Zauwa»my, »e w przypadku niezdegenerowanym mamy ztery niezale»ne równaniaGaussa-Codazziego, bowiem opróz G?b mamy jeszze dodatkowe równanie na G??. Wprzypadku zdegenerowanym wektor prostopadªy do S jest jednoze±nie styzny do niej.Zatem G?? jest ju» zawarty w G?b i wobe tego mamy tylko trzy niezale»ne skªadowe rów-nania Gaussa-Codazziego, dane wzorem (3.64).Peªny dowód równania Gaussa-Codazziego (3.64) jest zawarty w rozdziale 3.8. Nato-miast w rozdziale (3.9) podajemy alternatywny dowód, przeprowadzony w j�zyku obiektówwa i lab. Oba te opisy uzupeªniaj¡ si� i dzi�ki mo»liwo±i prze±ledzenia rozwa»a« z dwóhró»nyh punktów widzenia daj¡ nam lepszy obraz zahowania si� badanego ukªadu.3.5 Struktura tensora Einsteina i to»samo±i BianhiegoOsobliwa z�±¢ tensora Einsteina skªada si� z drugih pohodnyh metryki w kierunkux3. Pierwsze pohodne metryki w tym kierunku maj¡ niei¡gªo±i typu skok, drugiepohodne s¡ ju» osobliwe, przy zym osobliwo±¢ ta jest typu delta Diraa skonentrowanana hiperpowierzhni S. Mo»emy teraz powtórzy¢ bez »adnyh zmian rahunki stosowanew rozdziale 2.2, poniewa» nigdzie w tyh rahunkah nie korzystali±my z wªasno±i metrykitrójwymiarowej na S. Rahunki te dadz¡ nam osobliw¡ z�±¢ tensora Einsteina w j�zykuskoku zale»nej od wyboru ukªadu wspóªrz�dnyh wielko±i eQ�� . Wynik ten jest istotnydla wyprowadzenia pewnyh wªasno±i teorii, jednak peªna teoria (np. dowód wªasno±igeometryznyh osobliwego tensora Einsteina oraz dowód speªniania przeze« to»samo±iBianhiego) wymaga wyra»enia go przez skok krzywizny zewn�trznej Q��(X), o uzynimynast�pnie.



3.5 Struktura tensora Einsteina i to»samo±i Bianhiego 43�eby wydzieli¢ t� osobliw¡ z�±¢ z aªego tensora Einsteina, u»yjemy tej samej proe-dury o w rozdziale 2.2. Najpierw wi� przepiszemy tensor RiiegoR�� = ������ � �(����)� + �������� � �������� ; (3.68)za pomo¡ nast�puj¡yh kombinaji symboli Christo�ela:A��� := ���� � Æ�(����)� : (3.69)Mamy: R�� = ��A��� � A���A��� + 13A���A���: (3.70)Wyra»enia kwadratowe w A mog¡ mie¢ tylko niei¡gªo±i typu skok. Pohodne transwer-salne do S s¡ wi� ogranizone i nale»¡ do regularnej z�±i tensora Riiego. Osobliwaz�±¢ tensora Riiego zawiera tylko pohodne w kierunku transwersalnym. W ukªadziewspóªrz�dnyh, w którym x3 jest staªe na S, otrzymujemy:sing(R��) = �3A3�� = Æ(x3)[A3�� ℄ : (3.71)St¡d widzimy, »e osobliwa z�±¢ tensora Einsteina jest nast�puj¡a:sing(G��) :=pjgj sing�R�� � 12Æ��R� = Æ(x3)G�� ; (3.72)gdzie przez G�� oznazyli±my nast�puj¡¡ kombinaj� skoków pohodnyh metryki:G�� :=pjgj�Æ��g�� � 12Æ��g��� [A3��℄ : (3.73)Wªasno±i tego obiektu s¡ szzegóªowo przedyskutowane w dalszej z�±i tego rozdziaªu. Wszzególno±i udowodnimy teraz � podobnie jak rozdziale (2.2), »e skªadowe transwersalnetego obiektu wzgl�dem S znikaj¡. W naszym ukªadzie wspóªrz�dnyh dostosowanym do Soznaza to nast�puj¡¡ to»samo±¢: G3� � 0 : (3.74)Dowód (3.74): W tym elu rozwa»my po obu stronah S nast�puj¡y obiekt:eQ�� :=pjgj�g��A3�� � 12Æ��g��A3��� = 16�����A3�� � 12Æ�����A3��� ; (3.75)którego wªasno±i b�d¡ przeanalizowane w rozdziale 3.6. Mamy wi�G�� := [ eQ��℄ : (3.76)Korzystaj¡ z warunku metryzno±i koneksji otrzymujemy nast�puj¡e równania speªnionepo obu stronah S:0 � ra�33 = �a�33 + 2�3��3�a � �33��a� = �a�33 + 2�3�A3�a ; (3.77)0 � ra�3a = �a�3a + ��a�3�a + �3��a�a � �3a��a�= �a�3a + �abA3ab � �33A333 ; (3.78)



3.5 Struktura tensora Einsteina i to»samo±i Bianhiego 44Poniewa» ��� s¡ i¡gªe wzdªu» S, skoki tyh wyra»e« mi�dzy dwiema stronami S musz¡znika¢: 116�G3a = �3�[A3�a℄ = �12[�a�33℄ = 0 ; (3.79)116�G33 = �12 ��ab[A3ab℄� �33[A333℄� = 12[�a�3a℄ = 0 ; (3.80)o ko«zy dowód (3.74).Mo»na tak»e posªugiwa¢ si� obiektem G�� = G��g��. Poniewa» zahodzi(3.74), aªkowita informaja niesiona przez obiekt G�� jest zawarta w trójwymiarowejsymetryznej wielko±i Gab. Niestety, w odró»nieniu od przypadku powierzhni niezdege-nerowanej (patrz rozdziaª 2.2) nie jest to wielko±¢ tensorowa, podobnie zreszt¡ jak G�� , izale»y ona od wyboru ukªadu wspóªrz�dnyh. Mo»emy jednak podzieli¢ informaj� zawart¡w G na z�±¢ inwariantn¡, niezale»n¡ od wyboru ukªadu wspóªrz�dnyh, i z�±¢ zale»n¡ odwyboru ehowania. Ta pierwsza jest zawarta w trójwymiarowym obiekie o mieszanyhskªadowyh: Gab := Ga�g�b = Gagb : (3.81)Poka»emy bowiem, »e zahodzi poprawiony wzór (3.76), mianowiie:Gab := [Qab(X)℄ : (3.82)Podobnie jak dla powierzhni niezdegerowanyh, dowód wynika z faktu, »e �brzydkie�wielko±i eQab i �ªadne� wielko±i Qab ró»ni¡ si� o wyra»enia zawieraj¡e jedynie metryk�i jej pohodne wzdªu» S, a zatem znikaj¡e przy braniu skoku mi�dzy obiema stronamiS. Wa»ne jest równie» to, »e ho¢ Qab(X) zale»y od wyboru pola X, to po wzi�iu skokumi�dzy obiema stronami zale»no±¢ ta znika.Dowód formuªy (3.82) wynika z wykazanego w rozdziale 3.6 lematu 3.1, b�d¡egoodpowiednikiem wzoru (2.33) obowi¡zuj¡ego w przypadku powierzhni o niezdegenero-wanej metrye. Lemat ten gªosi, »e obiekt eQab jest zwi¡zany z Qab(X) w nast�puj¡ysposób: s eQab = sQab � 12�lÆab + �a�b � Æab�� ; (3.83)gdzie � := 12� log�M� �. Zatem skoki tyh wielko±i mi�dzy obiema stronami hiper-powierzhni S s¡ sobie równe: [ ~Qab℄ = [Qab℄ ; (3.84)o razem ze wzorem (3.76) daje nam dowód (3.82).Wzór (3.82) dowodzi, »e Gab jest trójwymiarow¡ g�sto±i¡ tensorow¡ na S. Z wªasno±ikrzywizny zewn�trznej (wzory (3.44) i (3.45)) wynika, »e jest ona ortogonalna do X isymetryzna po obni»eniu górnego wska¹nika:GabXb = 0 ; (3.85)Gab = Gba : (3.86)



3.5 Struktura tensora Einsteina i to»samo±i Bianhiego 45Mo»na zatem oblizy¢ jej dywergenj� raGab. Bior¡ skok to»samo±i Gaussa-Codazziego(3.64) otrzymamy � zupeªnie identyznie, jak w przypadku niezdegenerowanym � to»samo±¢Bianhiego dla peªnego tensora krzywizny, skªadaj¡ego si� z z�±i regularnej i osobliwejGabÆS. Zahodzi mianowiie:r�G� = �[reg(G)?℄ +raGab� Æ(x3) � 0 : (3.87)Pokazali±my zatem, »e to»samo±i r�G� � 0 zahodz¡ równie» dla zasoprzestrzeni oosobliwej krzywi¹nie skonentrowanej na powierzhni frontu falowego. W szzególno±igdy speªnione s¡ po obu stronah S pró»niowe równania Einsteina: reg(G)�� = 0, topowy»sza to»samo±¢ implikuje natyhmiast znikanie dywergenji raGab = 0. Równo±¢ ta� jak zazwyzaj w ogólnej teorii wzgl�dno±i � jest warunkiem konsystenji osobliwej z�±irówna« Einsteina Gab = 8��ab, które wyprowadzimy w dalszej z�±i pray, bowiem tensorenergii-p�du materii ±wietlnej �ab jest automatyznie zahowany, tzn. speªnia to»samo±¢ra�ab � 0.Jak ju» wspomnieli±my, inazej ni» w przypadku niezdegenerowanym, obiekty Gab (zyte»G��) nie maj¡ »adnego sensu geometryznego i nie s¡ dane jednoznaznie. U»ywanie ihw próbah opisu dynamiki powªoki materii ±wietlnej przez innyh autorów prowadziªo doliznyh trudno±i, które w naszym formalizmie udaªo si� wyeliminowa¢. Przedyskutujemyteraz dokªadniej te problemy.Zgodnie z rozwa»aniami zwartymi w rozdziale 3.3, obiekt Gab ma pi�¢ niezale»nyhskªadowyh. Tzn. mo»e on by¢ jednoznaznie odtworzony zG0A (dwie niezale»ne skªadowe)oraz z symetryznej dwuwymiarowej maierzy GAB o trzeh niezale»nyh skªadowyh:GAB = ~~gACGCB � nAG0B ; (3.88)G00 = G0AnA ; (3.89)GB0 = �~~gBCGCA � nBG0A�nA : (3.90)Przej±ie od Gab do (G0A;GAB) jest jednoznazne. Natomiast jednoznazne odtworzenieGab z Gab jest niemo»liwe, tzn. mo»liwe tylko modulo dowolny zªon addytywny fXaXb.Przypiszmy Gab nast�puj¡¡ wielko±¢:GAB := ~~gACGCD~~gDB � nAG0C~~gCB � nBG0C~~gCA ; (3.91)G0A := G0C~~gCA ; (3.92)G00 := 0 : (3.93)�atwo sprawdzi¢, »e Gab = Gab +G00XaXb : (3.94)Brakuj¡a, tzn. niezawarta w Gab, informaja o Gab jest wi� zakodowana w G00. Inazejni»Gab, nie jest to wielko±¢ inwariantna i zale»y od wyboru ukªadu odniesienia (p. rozwa»a-nia pod konie tego rozdziaªu).Tensorowy harakter Gab jest dobrze widozny, gdy wyrazimy jego skªadowe za pomo¡skoku �transwersalnej krzywizny� wa. Korzystaj¡ ze wzoru (3.42) widzimy, obiekt [wa℄



3.5 Struktura tensora Einsteina i to»samo±i Bianhiego 46transformuje si� jak trójwymiarowa g�sto±¢ kowektorowa okre±lona na S, bowiem zªony�ehowania� w prawie transformayjnym na wa s¡ takie same po obu stronah S, a wi�nie whodz¡ do skoku [wa℄. Poka»emy teraz, »e mo»na wyrazi¢G za pomo¡ nast�puj¡egowzoru: Gab = s�a[wb℄ : (3.95)Dowód: Zauwa»my najpierw, »e jedyne nieznikaj¡e niei¡gªe skªadowe A3�� to A333, A330 iA33A. Korzystaj¡ ze wzoru g33 = 0 mo»emy pokaza¢, »e [A3ab℄ � 0, poniewa» A3ab = �3ab =g3���ab = g3�ab. Ten ostatni obiekt, tzn. �ab, zawiera tylko skªadowe metryki na S orazih pohodne te» na S, a wi� takie same po obu stronah S.Zatem, korzystaj¡ z (3.13) oraz (3.24), mamy :Gab = �Mga�[A3b�℄ = �Mga3[A3b3℄ = s�a[A3b3℄ : (3.96)ale [A3b3℄ = 12[�33b � �aba℄ = 12g3a[�a3b℄� 12ga�[��ba℄ : (3.97)Poniewa» pohodne g w kierunkah styznyh do S s¡ i¡gªe wzdªu» S, mamy, »e [g��;a℄ = 0,i powy»sze wyra»enie redukuje si� nast�puj¡o[A3b3℄ = 12g3a ([�a3b℄� [�3ba℄) = 12g3a[gab;3℄ = 12g03Xa [gab;3℄ (3.98)= �Xag03 [�3ab℄ = �Xa ��0ab� = �X� ��0�b� = [wb℄ ; (3.99)o razem z (3.36) ko«zy dowód (3.95).Konsekwenj¡ (3.95) jest znikanie ±ladu G. Mamy bowiem nast�puj¡¡ to»samo±¢:Xa[wa℄ = 0 ; (3.100)która wynika z (3.98): Xa[wa℄ = 12g03XaXb [gab;3℄ � 0 ; (3.101)oraz z zaªo»enia, »e dªugo±¢ X jest staªa i wynikaj¡ego st¡d równania (3.52), speªnionegopo obu stronah S.Podobne oblizenia daj¡ nam, »eG00 = � 1M [�;3℄ ; (3.102)o pokazuje, »e obiekt Gab dany równaniem (3.94) nie transformuje si� jak g�sto±¢ ten-sorowa na S. Mówi¡ inazej, definija Gab nie jest jednoznazna i zale»y od wyboruukªadu wspóªrz�dnyh.Przyjrzyjmy si� temu dokªadnie. Mo»emy pokaza¢, »e wielko±¢ G00 nie transformujesi� jak obiekt geometryzny przy zmianie ukªadu wspóªrz�dnyh (3.15), (3.16).



3.6 Wªasno±i obiektu ~Q�� 47Dowód: We¹my ukªad odniesienia, w którym X = �0 (tzn. nA = 0) i dokonajmy nast�pu-j¡ej transformaji ukªadu wspóªrz�dnyh:~x0 = x0 + bAxA ; ~xA = xA ; ~x3 = x3 ; (3.103)gdzie bA s¡ pewnymi staªymi. Korzystaj¡ z (3.9) mamy:s~M = g(d~x0; d~x3) = g(dx0; dx3) + bAg(dxA; dx3)= sM (1� bAnA) = sM ; (3.104)i st¡d otrzymujemy, »e ~M = M . Poza tym, nowy ukªad ( ~X; ~� ~B; ~�~3) mo»e by¢ oblizonynast�puj¡o: ~X = X ; (3.105)~� ~B = �x0�~x ~B �0 + �xA�~x ~B �A = Æ A~B �A � b ~BX ; (3.106)~�~3 = �3 : (3.107)St¡d wynika, »e ~� = � ; oraz~G~0~0 = � 1~M [�~3~�℄ = � 1M [�3�℄ = G00 : (3.108)Z drugiej strony mamy, »e d~x0 = dx0 + bAdxA i det��xa�~x~b � = 1. St¡d otrzymujemy~G~0~0 �G00 = G(d~x0; d~x0)�G(dx0; dx0)= 2bAG0A +GABbAbB ;o nie znika to»samo±iowo.Na konie tego rozdziaªu zauwa»my jeszze, »e ostatni zªon w definiji (3.43) g�sto±iADM Q na powierzhni S jest taki sam po obu jej stronah. Zatem jego skok po obustronah S znika to»samo±iowo. Zatem osobliwa z�±¢ g�sto±i tensora Einsteina (3.82)redukuje si� do Gab = [Qab℄ = �svX ([rbXa℄� Æab [rX℄) : (3.109)3.6 Wªasno±i obiektu ~Q��W poprzednim rozdziale wprowadzili±my obiekt ~Q�� taki, »eG�� = [ ~Q��℄: (3.110)



3.6 Wªasno±i obiektu ~Q�� 48który mo»e by¢ wyra»ony nast�puj¡o:~Q�� =pjgj�Æ�� g�� � 12Æ�� g���A3�� (3.111)Wyrazimy najpierw wielko±¢ ~Q�� za pomo¡ obiektów wa i lab. Do tego elu b�dziemypotrzebowali skªadowyh A3ab, A33a i A333 , a tak»e ih zw�»e« ze skªadowymi metryki.Zanim zabierzemy si� do rahunków, przepiszemy trójwymiarow¡ z�±¢ kontrawarian-tnej metryki zasoprzestrzeni w trohe innej postai ni» (3.10). Najpierw zapiszemydwuwymiarow¡ metryk� odwrotn¡ ~~gAB w postai trójwymiarowej, kªad¡ ~~g0a := 0. Obiektten speªnia nast�puj¡¡ to»samo±¢:~~gagb = Æab �XaÆ0b :Zatem metryka odwrotna gab (3.10) mo»e by¢ zapisana w nast�puj¡y sposóbgab = ~~gab � 1N2XaXb � sM (maXb +mbXa) ; (3.112)gdzie ma := ~~gaBmB tak, »e m0 := 0, orazg3� = sMX� :Teraz ju» mo»emy polizy¢ skªadowe A3ab, A33a i A333.� Skªadowe A3abZe wzoru (3.35) mamy, »e lab mo»e by¢ wyra»one nast�puj¡o za pomo¡ symboliChristo�ela � i pola X:lab := �g(�b;raX) = g(ra�b; X) = X���ab : (3.113)Poniewa» X jest ortogonalne do S mamy, »e Xa = 0. Ze wzgl�du na posta¢ metryki(3.9), jedyna nieznikaj¡a skªadowa X� jest równa X3 = sM . Zatem mamy lab =sM�3ab = sMA3ab i st¡d wynika, »e:pjgjA3ab = s�lab : (3.114)Polizymy jeszze zw�»enie A3ab ze skªadowymi metryki gab.Z faktu, »e Xalab = XaX�ab = 12XXaga;b � 0 ; (3.115)wynika ortogonalno±¢ lab do pola X: labXb = 0. Skorzystamy teraz z warunkumetryzno±i dla koneksji �:0 � ra�3a = �a�3a + �3��a�a + ��a�3�a � �3a��a�= �a�3a + �ab�3ab = �a�3a + �abA3ab : (3.116)



3.6 Wªasno±i obiektu ~Q�� 49St¡d �� = � �spjgjg3� = 16�s�3; = �16�s�abA3ab= ��gablab = ��~~gablab = ��l ; (3.117)gdzie l = ~~gablab i �ab = pjgj16� gab. ZatempjgjA3abgab = s�l : (3.118)� Skªadowe A33aOblizymy teraz skªadowe A33a = �33a � 12���a. Mamy, »e���a = �a logpjgj = �a log (�M) ;wi� zostaje nam polizy¢ �33a zgodnie z nast�puj¡ym wzorem:�33a =g3�3a = sMX (g3;a � �3a)= sMXg3;a �Xg0���a +Xg0b�ba=wa + sMXg3;a + sMXbm�ba � sMXmbgb;a=wa + sMmla + sM �(Xg3);a �X;a(g3 �mbgb)	=wa + sMmla + 1MM;a ; (3.119)gdzie skorzystali±my z zale»no±i (3.36): wa := �X��0�a. Ostateznie otrzymujemywi� nast�puj¡y wzór na skªadowe A33a:A33a = wa + �a + sMmblba ; (3.120)przy zym wprowadzili±my oznazenie �a := 12�a log�M� �.� Skªadowa A333Pozostaje nam do oblizenia skªadowa A333, która mo»e by¢ zapisana nast�puj¡o:A333 = �333 � ��3� = ��a3a = �12 �gabgab;3 + ga3g33;a�= ��3 log�+ sMmaXbgab;3 � 12ga3g33;a ; (3.121)przy zym skorzystali±my z faktu, »e12~~gabgab;3 = �3 log� :



3.6 Wªasno±i obiektu ~Q�� 50Mo»emy teraz wyrazi¢ poszzególne skªadowe obiektu eQ�� za pomo¡ znanyh ju»wielko±i lab i wa. Korzystaj¡ z wyprowadzonyh powy»ej postai skªadowyh A3ab, A33a iA333 mamy, »e skªadowa eQab jest nast�puj¡a:eQab =pjgj�Æ�b ga� � 12Æab g���A3��=pjgj�ga3A33b + gaA3b� Æab g3A33� 12Æab gdA3d�= ��galb � 12Æabl� + �aA33b � Æab�A33= ��galb � 12Æabl� + �a �wb + �b + sMmlb�� Æab� �w + � + sMmdld� :(3.122)Dokonuj¡ analogiznyh oblize« dla skªadowyh eQ33 i eQ3a dostajemy, »e:s eQ33 = �12�l ; (3.123)s eQ3a = 0 : (3.124)Skªadowa eQa3 jest troh� bardziej skomplikowana:eQa3 =pjgjga�A3�3 = �M �g3aA333 + gabA3b3� = s�aA333+ �M �~~gab + 1N2XaXb � sM (maXb +mbXa)�A3b3=s�a���3 log�+ sMmaXbgab;3 � 12ga3g33;a�+ �M �~~gab + 1N2XaXb � sM (maXb +mbXa)��wb + �b + sMmlb� : (3.125)Mo»emy teraz wyrazi¢ wielko±¢ zale»n¡ od wyboru ukªadu wspóªrz�dnyh eQab przezkrzywizn� zewn�trzn¡ Qab(X). Udowodnimy wi� nast�puj¡y lemat:Lemat 3.1. Obiekt eQab jest zwi¡zany z Qab(X) w nast�puj¡y sposób:s eQab = sQab(X)� 12�lÆab + �a�b � Æab�� ; (3.126)gdzie � := 12� log�M� �.Dowód: Korzystaj¡ z (3.122), (3.120) oraz (3.112) otrzymujemy:s eQab = ��~~galb � 12Æabl� + �awb � Æab�w + �a�b � Æab�� : (3.127)



3.6 Wªasno±i obiektu ~Q�� 51Z definiji (3.43) oraz wªasno±i (3.36) mamysQab(X) = �ÆabrX � �rbXa � Æab��= ��Æab(wX + l) + �(wbXa + ~~galb) + Æab�l= �~~galb + �awb � Æab�w (3.128)i otrzymujemy (3.126).Wzór ten bardzo nam si� przyda w pó¹niejszyh rahunkah. Potrzebna nam b�dziejeszze nast�puj¡a zale»no±¢ (przy zym operator pohodnej z¡stkowej b�dziemy moglizast¡pi¢ operatorem wariaji Æ):s eQ��g��;a = ��(gbegdled � 12 lgb) + (�bgd + �gbd � �dgb)A33d� gb;a+2s eQ33 ��a logM + sMmBnB;a� (3.129)Dowód wzoru (3.129): Z równa« (3.123) i (3.124) otrzymujemy, »e kontrawariatne skªa-dowe eQ3� s¡ postai eQ33 = 0 ;eQ3b = g3b eQ33 ;a wi� zw�»enie aªego obiektu eQ�� z pohodnymi metryki g��;a jest nast�puj¡e:eQ��g��;a = 2 eQ33g3bg3b;a + eQbgb;a :Ponadto z postai metryki kowariantnej g�� (3.9) oraz kontrawariantnej g�� (3.10) mamyzale»no±¢ g3bg3b;a = �a logM + sMmBnB;a :oraz eQab = �Æagbd + gadg3bg3� eQd + XaXbM2 eQ33 :Korzystaj¡ z równania (3.122) oraz tego, »e XaXbgab; = 0 otrzymujemy:s eQbgb;a = ��(gbegdled � 12 lgb) + �bA33dgd + �A33dgbd � �dA33dgb� gb;a (3.130)i ostateznies eQ��g��;a = ��(gbegdled � 12 lgb) + (�bgd + �gbd � �dgb)A33d� gb;a+2s eQ33 ��a logM + sMmBnB;a� : (3.131)



3.7 Poprawno±¢ definiji operatora r 52Mo»emy przepisa¢ powy»szy wzór u»ywaj¡ wariaji Æ zamiast pohodnej z¡stkowej.Otrzymujemy wtedy:s eQ��Æg�� = ��(gbegdled � 12 lgb)Ægb + (�bgd + �gbd � �dgb)A33d� Ægb+2s eQ33� 1M ÆM + sMmBÆnB� : (3.132)Korzystaj¡ z postai obiektuQab (3.128), skªadowyh A33a (3.120) oraz tego, »e eQ33 = �12�lotrzymujemy nast�puj¡e wzory:~Q��Æg�� = QabÆgab � 12s�~~gabÆgab � �lÆ logM (3.133)+ s�d ��a~~gbd + �b~~gad � �d~~gab� Ægab (3.134)i analogiznie ~Q��g�� = �2s� �l +Xd(wd + �d)� (3.135)B�d¡ one u»yte w rozdziale 4, przy wyprowadzaniu formuªy generuj¡ej.3.7 Poprawno±¢ definiji operatora rStwierdzenie 1. Obiekt raT ab(x) � �aT ab � 12T aga;b (3.136)ma wªasno±i transformayjne g�sto±i kowektorowej.Aby udowodni¢ powy»sze stwierdzenie wprowad¹my nowy ukªad odniesienia (y~a) taki,»e znikaj¡ w nim wszystkie pohodne tensora metryznego:g~a~b;~ = 0 dla ka»dego ~a;~b; ~ : (3.137)Inazej ni» w przypadku metryki niezdegenerowanej, warunek ten nie wyznaza �ukªaduodniesienia�, tzn. klasy ukªadów wspóªrz�dnyh, mi�dzy którymi drugie pohodne jednyhwspóªrz�dnyh wzgl�dem innyh znikaj¡ w tym punkie. Ta niejednoznazno±¢ uniemo»li-wia definij� koneksji metryznej dla metryki zdegenerowanej. Przedyskutujemy dokªadniejten problem w rozdziale 5.2.Z powy»szego równania mo»emy otrzyma¢ par� iekawyh wªasno±i:0 = g~a~b;~ = �x�y~ ��x ��xa�y~a �xb�y~b gab� ;a wi� �x�y~ ��x ��xa�y~a �xb�y~b� gab = ��xa�y~a �xb�y~b �x�y~ ��x gab ;��xa�y~a �2xb�y~�y~b + �xa�y~b �2xb�y~�y~a� gab = ��xa�y~a �xb�y~b �x�y~ gab; (3.138)



3.7 Poprawno±¢ definiji operatora r 53(skorzystali±my tutaj z symetrii mi�dzy wska¹nikami a i b).Pisz¡ takie samo równanie jak powy»ej dla innej kombinaji wska¹ników ~a, ~b i ~ mamy:��xa�y~ �2xb�y~a�y~b + �xa�y~b �2xb�y~a�y~� gab = ��xa�y~ �xb�y~b �x�y~a gab; ; (3.139)��xa�y~a �2xb�y~b�y~ + �xa�y~ �2xb�y~b�y~a� gab = ��xa�y~a �xb�y~ �x�y~b gab; : (3.140)Dodaj¡ i odejmuj¡ powy»sze równania: (3:138) + (3:139)� (3:140), otrzymujemy:2�xa�y~b �2xb�y~a�y~ = ��xa�y~a �xb�y~b �x�y~ gab; � �xa�y~ �xb�y~b �x�y~agab; + �xa�y~a �xb�y~ �x�y~b gab;= ��xa�y~a �xb�y~b �x�y~ (gab; + gb;a � ga;b) : (3.141)Dodatkowo mamy wªasno±¢ wynikaj¡a z nast�puj¡ego faktu:0 � Æ~a~b;~ = �x�y~ ��x ��y~a�xa �xb�y~b Æab� ;st¡d �2xd�y~�y~b = ��x�y~ �xa�y~b �xd�y~a �2y~a�x�xa (3.142)i odwrotnie: �2y~a�xk�xj = � �y~�xk �y~b�xj �y~a�xb �2xb�y~�y~b : (3.143)Dowód stwierdzenia 1. W ukªadzie wspóªrz�dnyh (3.137) ró»nizka �rT ab przyjmujenast�puj¡¡ posta¢: �~a ~T ~a~b :Naszym elem jest pokazanie, »e �~a ~T ~a~b jest dobrze zdefiniowanym obiektem geometryznym� a dokªadnie g�sto±i¡ kowektorow¡. Z wªasno±i transformayjnyh T ab mamy, »e~T ~a~b = det��xd�y ~d� �y~a�xa �xb�y~bT ab :Sprawd¹my teraz, zy obiekt ~v~b = �~a ~T ~a~b transformuje si� jak g�sto±¢ wektorowav = det �y ~d�xd! �y~b�x ~v~b = det �y ~d�xd! �y~b�x�~a�det��xd�y ~d� �y~a�xa �xb�y~bT ab�= �y~b�x �xb�y~b �y~a�xa ��y~aT ab + �y~b�x �y~a�xa � ��y~a �xb�y~b�T ab ++�y~b�x �xb�y~b � ��y~a �y~a�xa�T ab + det��y~�x� �a det��xd�y ~d�T a : (3.144)



3.8 Dowód równa« Gaussa-Codazziego 54Pierwszy zªon w powy»szej formule jest nast�puj¡y�y~b�x �xb�y~b �y~a�xa ��y~aT ab = �aT a :Mo»emy tak»e zapisa¢ T ab pojawiaj¡e si� w (3.144) jako T ab = T agb (gdzie T a jestsymetryzne). Korzystaj¡ z to»samo±i (3.164) i (3.143) mamy, »e�y~b�x �y~a�xa � ��y~a �xb�y~b�T ab = �y~b�x �y~a�xa � ��y~a �xb�y~b�T aegeb= �12T ab (gab; + gb;a � ga;b) = �12T abgab; (3.145)ze wzgl�du na symetri� T ab. Bior¡ pod uwag� równanie (3.143) widzimy, »e trzei zªonw wyra»eniu (3.144) mo»e by¢ zapisany w nast�puj¡y sposób:�y~b�x �xb�y~b � ��y~a �y~a�xa�T ab = Æb�xd�y~a �2y~a�xdxaT ab= �Æb�xd�y~a �y~�xd �y~b�xa �y~a�xk �2xh�y~�y~bT ab = ��y~�xd �2xd�y~�y~b �y~b�xaT ab (3.146)Ten zªon kasuje ostatnie wyra»enie wyst�puj¡e w (3.144):det��y~�x���a det��xd�y ~d��T a = det��y~�x� det��xd�y ~d� �y~b�xb ��xa �xb�y~bT a= �y~b�xb �y~�xa ��y~ �xb�y~bT a (3.147)Wstawiaj¡ powy»sze równania do (3.144) mamy ostatezniev = �aT a � 12T abgab; : (3.148)
3.8 Dowód równa« Gaussa-CodazziegoUdowodnimy równania Gaussa-Codazziego dla frontu ±wietlnego (3.64):�G?b � raQab(X) + svX�b���vX � : (3.149)



3.8 Dowód równa« Gaussa-Codazziego 55Dowód. Przypatrzmy si� pohodnej Liego koneksji �:LW���� = r�r�W � �W �R� ��� : (3.150)Dla pola wektorowego postai W = �a (tzn. W � = Æ�a) pohodna Liego redukuje si� dopohodnej z¡stkowej: LW���� = �a ���� : (3.151)Bior¡ odpowiedni ±lad powy»szego równania otrzymujemy����aA��� = (Æ����� � Æ�����)(r�r�W � �W �R� ���)= pjgj16� (r�(r�W � �r�W �) + 2R��W �)= 116��� �pjgj(r�W � �r�W �)� + 2pjgj16� R��W � : (3.152)We¹my � = 3. Mamy wtedy:16� ����a A3�� = �� �pjgj(r�W 3 �r3W �)� + 2R3a= �b �pjgj(rbW 3 �r3W b)�+ 2R3a : (3.153)gdzie R3a jest g�sto±i¡ tensora Riiego: R3a :=pjgjR3a. Ale z drugiej strony mamy:r�W � = ��a� :St¡d wynikarbW 3 �r3W b = 12 �gb�g3� � g3�gb�� (g��;a + g�a;� � g�a;�)= gb�g3�(g�a;� � g�a;�) = 2gb��3�a � gb�g3�g��;a= 2gb�A3�a + gb3��a� + gb3;a ;oraz pjgj16� (rbW 3 �r3W b) = 2�b�A3�a + �3b;a : (3.154)Podstawiaj¡ to do (3.153) otrzymujemy:R3a + �b ��b�A3�a � 12Æba ����A3�� � �3;�� = �12���;aA3�� : (3.155)Polizmy praw¡ stron� powy»szego równania:���� ;aA3�� = � 116� �g���apjgj+pjgj g��g��g��;a�A3��= ��12g����� + g������A3�� g��;a = eQ��g��;a ; (3.156)



3.8 Dowód równa« Gaussa-Codazziego 56przy zym skorzystali±my z definiji (3.75), tzn.eQ�� :=pjgj�g��A3�� � 12Æ��g��A3��� = 16�����A3�� � 12Æ�����A3��� : (3.157)Otrzymujemy wi� nast�puj¡¡ to»samo±¢G3a + �b�eQba + 12Æba�3;�� 12 eQ��g��;a � 0 : (3.158)Aby oblizy¢ ostatni zªon (3.158) skorzystamy ze wzoru (3.129):s eQ��g��;a = ��(gbegdled � 12 lgb) + (�bgd + �gbd � �dgb)A33d� gb;a+2s eQ33 ��a logM + sMmBnB;a� : (3.159)Korzystaj¡ z postai A33d = wd+�d+ sMmblbd (3.120) i eQ33 = �12�l oraz z postai obiektuQab (3.128): sQab = �~~ga~~gbdld + (�a~~gb + �b~~ga � ~~gab�)w :otrzymujemy: ~Q��g��;a = Qbgb;a � 12s�~~gbgb;a � �l�a logM+ s�d ��~~gbd + �b~~gd � �d~~gb� Ægb;a :Wstawiaj¡ powy»sz¡ zale»no±¢ do równania (3.158) oraz korzystaj¡ ze wzoru (3.126):s eQab = sQab � 12�lÆab + �a�b � Æab�� ;otrzymujemy:sG3a =� s�b�eQba + 12Æba�3;�+ s12 eQ��g��;a=�b ��sQba + Æba�l � �a�b + Æab��	+ s12Qbgb;a � 14�~~gbgb;a� s12�l�a logM + 12�d ��~~gbd + �b~~gd � �d~~gb� Ægb;a=� s�bQba + 12sQbgb;a + ��al : (3.160)Wybieraj¡ pole X tak, »e X(x0) = 1 mamy, »e vX = �. Korzystaj¡ z tego, »e �� = ��l(3.117) otrzymujemy: vX�b ���vX � = ���b ��l� � ;a równanie (3.160) przybiera nast�puj¡¡ posta¢:sG3a = � �raQab(X)� svX�b���vX � ; (3.161)o ko«zy dowód (3.64).



3.9 Alternatywny dowód równa« Gaussa-Codazziego 573.9 Alternatywny dowód równa« Gaussa-CodazziegoUdowodnimy teraz równania Gaussa-Codazziego zapisane za pomo¡ troh� inazej zorga-nizowanyh obiektów. Podobnie jak dla niezdegenerowanyh hiperpowierzhni S, z równa«Einsteina wynikaj¡ równania wi�zów, które musz¡ by¢ speªnione przez obiekty opisuj¡ekrzywizn� zewn�trzn¡ hiperpowierzhni. W przypadku niezdegenerowanym mamy zterytakie wi�zy odpowiadaj¡e nast�puj¡ym skªadowym G3a = g3�G�a oraz G33 = g3�g3�G��równa« Einsteina. W przypadku zerowym mamy do zynienia tylko z trzema nieza-le»nymi równaniami. Korzystaj¡ z (3.13), widzimy, »e G3a = g3�G�a jest proporjonalnedo XbGba, a wyra»enie G33 = g3�g3�G�� jest proporjonalne do XaXbGab, a wi� jestrówne kombinaji liniowej pierwszej z powy»szyh wielko±i. To odpowiada temu, »e wek-tor prostopadªy do S jest tak»e do niej styzny. Zatem równania Gaussa-Codazziego s¡równowa»ne poni»szym trzem równaniomGabXaXb = 8�TabXaXb; (3.162)GaBXa = 8�TaBXa: (3.163)Wyrazimy teraz lewe strony powy»szyh równa« za pomo¡ obiektów wa i lab. Poniewa»gabXa = 0, zw�»enia lewyh stron tyh równa« redukuj¡ si� do zw�»e« z tensorem Riiego:g��R�a�bXa = RabXa = GabXa = 8�TabXa :Dla dowolnej wielko±i tensorowej A��, wzory (3.9) i (3.10) daj¡ nast�puj¡¡ dekompozyj�g��A�� = ~~gABAAB +XA 0 +XA0 + 1N2XXdAd : (3.164)St¡d g��R�a�b = ~~gABRAaBb +XR0ab +XRa0b + 1N2XXdRadb : (3.165)Korzystaj¡ z symetrii tensora Riemanna mamy:RabXa = ~~gABRAaBbXa +XR0abXa : (3.166)Z dalszego zw�»enia (3.166) z X otrzymujemy wi�zy skalarne (3.162):RabXaXb = ~~gABRAaBbXaXb ; (3.167)którego dalszym przeksztaªaniem si� teraz zajmiemy, tzn. wyrazimy lew¡ stron� równania(3.162) za pomo¡ obiektów wa, lab oraz ih pohodnyh.Tensor krzywizny mo»e by¢ z definiji zapisany nast�puj¡o:RAaBb =12 (gbA;aB + gaB;bA � gAB;ab � gab;AB)+ g�� (��aB��Ab � ��ab��AB) ; (3.168)



3.9 Alternatywny dowód równa« Gaussa-Codazziego 58zatem mamy nast�puj¡¡ zale»no±¢:RabXaXb =12~~gAB f(gbA;aB + gaB;bA � gAB;ab � gab;AB)+ g�� (��aB��Ab � ��ab��AB)gXaXb : (3.169)Udowodnimy teraz, »e zahodz¡ nast�puj¡e dwie zale»no±i:g����aB��AbXaXb = ~~gED�EAbXb�DBaXa ; (3.170)g����ab��ABXaXb = ~~gED�DAB�EabXaXb � waXalAB : (3.171)Dowód wzoru (3.170): Zauwa»my najpierw, »eg����aB��AbXaXb = gij�iaB�jAbXaXb ; (3.172)poniewa» g33 = 0, a g30�3aBXa = g30laBXa � 0, przy zym skorzystali±my z tego, »emo»emy zapisa¢ lab w nast�puj¡ej postai: lab = M�3ab. Rozwijaj¡ dalej praw¡ stron�powy»szego równania mamy:gij�iaB�jAbXaXb = �0aB�0AdXaXb + �DaB�DAdXaXb =� �0aBXawA + �DaBXa�DAdXb ;gdzie skorzystali±my ze wzoru wa = ��0abXb. Korzystaj¡ z nast�puj¡yh zale»no±i:lab =Mg3���ab = �0ab � nA�Aab = X i�iab ; (3.173)otrzymujemy dalej, »e:�DAd = ~~gDB�BAd + g0AX i�iAd � nD(�0Ad + 1N2X i�iAd) = ~~gDB�BAd � mDM lAd � nD�0Ad :Zw�»aj¡ powy»sze równanie z Xd, i pami�taj¡ o tym, »e lAdXd = 0, otrzymujemy:�DAdXd = ~~gDB�BAdXd + nDwA : (3.174)Korzystaj¡ z powy»szyh wyników mamy, »eg����aB��AbXaXb = ��oaBXawA + �DaBXa(~~gED�EAdXd + nDwA)= (~~gED�EAd�DBa�daBwA)XdXa = ~~gED�EAd�DBaXdXa :o ko«zy dowód (3.170).Dowód wzoru (3.171): Rozwijaj¡ lew¡ stron� (3.171) mamy:��abXaXd��AB = �3adXaXd�3AB + �0adXaXd�0AB + �DadXaXd�DAB= �waXa�0AB + (~~gDE�EadXaXd + nDwaXa)�DAB :



3.9 Alternatywny dowód równa« Gaussa-Codazziego 59Zw�»enie �3adXaXd jest równe zeru:�3adXaXd = g3���adXaXd = 1MX i�iadXaXd = 0 :Poza tym mamy:�Dad = ~~gDE�Ead � mDM X i�iad � nD�0ad = ~~gDE�Ead � mDM lad � nD�0ad :Zw�»aj¡ powy»sze równanie z XaXb otrzymujemy:�DadXaXb = ~~gDE�EadXaXb + nDwaXa ;i ostateznie mamy:g����ab��ABXaXb = ~~gDE�DAB�EadXaXb � waXaX i�iAB= ~~gDE�DAB�EadXaXb � waXalAB :Zbieraj¡ razem wzory (3.170) i (3.171) otrzymujemy:g�� (��aB��Ab � ��ab��AB)XaXb= ~~gED (�EAb�DBa � �DAB�Eab)XaXb + waXalAB ; (3.175)o po wstawieniu do (3.169) daje nam:RabXaXb =12~~gAB �(gbA;aB + gaB;bA � gAB;ab � gab;AB)XaXb+~~gED (�EAb�DBa � �DAB�Eab)XaXb + waXalAB� : (3.176)Mo»emy teraz udowodni¢ nast�puj¡¡ to»samo±¢ na S:~~gAB �12 (gbA;aB + gaB;bA � gAB;ab � gab;AB) + ~~gED (�EAb�DBa � �DAB�Eab)�XaXb= Xal;a � ~~gEDlEAlDB~~gAB : (3.177)Dowód (3.177). Korzystaj¡ z tego, »e �abiX i = �lab �X i;bgia (dowód przez przelizenie)mamy: Xd�EAd = �EA0 +XB�EAB = nEkA � lEA � nB�EAB ;XaXd�Ead = Xa ��X i;agiE � lEa� = gEBXAnB;a ;gdzie k oznaza dwuwymiarow¡ ró»nizk� kowariantn¡. Z powy»szyh równa« wynika, »e:~~gED (�EAb�DBa � �DAB�Eab)= ~~gED �nEkA � lEA � nG�EAG� �nDkB � lDB � nF�DBF �� �EABXanE;a : (3.178)



3.9 Alternatywny dowód równa« Gaussa-Codazziego 60Korzystaj¡ z tego, »e 12 _gab = n(AkB) � lAB (o wynika z 3.40), mamy:12 (gbA;aB + gaB;bA � gAB;ab � gab;AB)XaXd = 12 � _nA;B + _nB;A + �gAB � (nDnD);AB�+ (2)RAEBF nEnF � ~~gEDnGnF�EAF�DBG + ~~gEDnGnF�DAB�EGF� 12nF (nA;FB + _gFA;B + nB;FA + _gFB;A � _gAB;F � 2nF;AB) : (3.179)Zbieraj¡ wszystko razem i dokonuj¡ jeszze paru »mudnyh oblize« dostajemy ostatez-nie ~~gAB �12 (gbA;aB + gaB;bA � gAB;ab � gab;AB) + ~~gED (�EAb�DBa � �DAB�Eab)�XaXb= Xal;a � ~~gEDlEAlDB~~gAB : (3.180)Wstawiaj¡ (3.177) do (3.176) otrzymujemy:~~gABRAaBdXaXd = waXa � l +Xal;a � ~~gED~~gABlEAlDB : (3.181)Podstawiaj¡ powy»sze do (3.162), otrzymujemy nast�puj¡e równanie wi�zów:_l � nA�Al + (waXa) l � 12 l2 � �lAB�lAB = 8�TabXaXb ; (3.182)przy zym dokonali±my dekompozyji lAB na ±lad l oraz z�±¢ bez±ladow¡ �lAB:�lAB := lAB � 12gABl : (3.183)W podobny sposób jak powy»ej przeksztaªimy lew¡ stron� równania (3.163). W tymelu jeszze raz jeszze raz skorzystamy z (3.166):R�a�BXa = ~~gACRCaABXa +R0aBXXa : (3.184)Bior¡ pod uwag� rozpisanie tensora krzywizny (3.168), mamyRAaBDXa = 12 (gAD;Ba � gAB;Da + gaB;Da � gaD;AB)Xa+~~gEF (�FBa�EAD � �FDa�EAB)Xa + wDlAB � wBlAD : (3.185)Analogiznie jak w (3.177), otrzymujemy:12 (gAD;Ba � gAB;Da + gaB;Da � gaD;AB)Xa+~~gEFXa (�FBa�EAD � �FDa�EAB) = lABkD � lADkB : (3.186)



3.10 Izolowane horyzonty 61St¡d wynika RAaBDXa = lABkD � lADkB + wDlAB � wBlAD : (3.187)Podobnie, drugi zªon w wyra»eniu (3.184) mo»e by¢ zapisany w nast�puj¡ej postai:R0abDXaXb = ��0aD;b � �0ab;D + �0�b��aD � �0�D��ab�XaXb= (wa;D � wD;a)Xa + wA~~gABlBD : (3.188)Podstawiaj¡ powy»sze wyra»enie do (3.163), otrzymujemy równanie_wB � wBkAnA � wAnAkB � (waXa)kB � wBl + �lABkA � 12 lkB = �8�TaBXa: (3.189)W przypadku pró»niowym prawe strony równa« (3.182) oraz (3.189) znikaj¡ to»samo±iowoi mamy nast�puj¡e równania wi�zów:_l � nA�Al + (waXa) l � 12 l2 � �lAB�lAB =0 ; (3.190)_wB � wBkAnA � wAnAkB � (waXa)kB � wBl + �lABkA � 12 lkB =0 : (3.191)3.10 Izolowane horyzontyNieekspanduj¡y horyzont w pustej zasoprzestrzeni Einsteina M , to zerowa hiper-powierzhnia S, dla której znika dywergenja g�sto±i �:�a�a � 0 ; (3.192)o jest równowa»ne temu , »e l � 0. Z wyprowadzonego w poprzednim rozdziale równaniawi�zów (3.182) wynika, »e w pró»ni (tzn. gdy Tab = 0) znika równie» wyra»enie �lAB�lAB, azatem zahodzi tak»e lAB = 0. St¡d mamy, »e lab � 0, zyli inazejLXgab � 0 : (3.193)Zatem geometria S jest statyzna, niezmienna w zasie wzdªu» pola X. A dokªadniejS jest wi¡zk¡ afinizn¡ � : S ! B nad rozmaito±i¡ bazow¡ B. Zazwyzaj zakªadamy,»e topologia B jest izomorfizna ze sfer¡ S2. Wªókna S s¡ liniami aªkowymi pola Xa ih struktura afinizna wynika z faktu, ze linie te s¡ zerowymi geodezyjnymi na M .Rozmaito±¢ bazowa jest wyposa»ona w tensor metryzny AB, a zdegenerowana metrykagab na rozmaito±i wi¡zki jest ofni�iem AB z B do S:g = �� :Z kolei prawo transformayjne (3.42) dla wa redukuje si� w przypadku izolowanegohoryzontu do transformaji ehowania:~wa = wa + �a' : (3.194)



3.10 Izolowane horyzonty 62G�sto±¢ wektorowa � (o znikaj¡ej dywergenji) oraz pole ehowania w s¡ obiektamiwzajemnie sprz�»onymi, opisuj¡ymi dane brzegowe dla pola grawitayjnego na S. Oba teobiekty maj¡ dwa stopnie swobody. S¡ to stopnie swobody zarnej dziury (albo biaªej �w zale»no±i od znaku s), oddziaªuj¡ej z zewn�trznym polem grawitayjnym. Przyjrzymysi� bli»ej tej analogii w rozdziale 4.5 niniejszej rozprawy.



Rozdziaª 4Ewoluja pola grawitayjnego wobszarze ogranizonym frontem±wietlnym. Termodynamika zarnyhdziurEwoluja pola grawitayjnego w sko«zonym obszarze przestrzeni, tzn. w rurze o brzegutypu zasowego, zostaªa opisana jako ukªad hamiltonowski przez J. Kijowskiego w praah[18℄. W pray [19℄ wyniki te zostaª uogólniony na szerok¡ klas� pól materii oddziaªuj¡-yh z grawitaj¡, rezultaty zawarte w rozdziale 2.2 niniejszej pray s¡ ih dalszym uogól-nieniem, na przypadek osobliwej materii tworz¡ej masywn¡, dwuwymiarow¡ powªok�.By mó traktowa¢ pole grawitayjne w sko«zonej obj�to±i jako hamiltonowski ukªadzamkni�ty, trzeba byªo naªo»y¢ odpowiednie warunki brzegowe na brzegu rury. W pra-ah [18, 19℄ pokazano, »e dokonuj¡ przej±ia z obszarem aªkowania do niesko«zono±iotrzymuje si� standardowe wyniki ADM z �mas¡ ADM� odgrywaj¡¡ rol� aªkowitegohamiltonianu (energii) peªnego ukªadu �materia + grawitaja�. Powtórzymy te rozwa»aniadla pola grawitayjnego zawartego w sko«zonej tubie ±wiata, której brzeg jest powierzh-ni¡ zerow¡. Ostatnio przypadek ten byª intensywnie u»ywany w monogra�i [6℄ do opisuwªasno±i pól w �re»ymie promieniowania�, tzn. w niesko«zono±i zerowej. Niesko«zo-no±¢ zerowa jest równie» �frontem ±wietlnym�, zatem byª to zasadnizo ten sam przypadek,który zamierzamy opisa¢ w niniejszym rozdziale, jednak asymptotyzne przej±ie granizneznaznie upraszza analiz�, bowiem wiele elementów opisu zeruje si� w niesko«zono±i.Obenie podamy peªny opis hamiltonowski pola wewn¡trz (lub na zewn¡trz) dowolnegofrontu ±wietlnego. W szzególnym przypadku, gdy ten front ±wietlny jest horyzontemzdarze«, otrzymane wyniki natyhmiast implikuj¡ � jak to poka»emy w rozdziale (4.5) �tzw. termodynamik� zarnyh dziur.Na pierwszy rzut oka opis Kijowskiego [19℄ zaªamuje si� w przypadku brzegu o zde-generowanej metrye, bowiem wi�kszo±¢ obiektów u»ywanyh do rozwi¡zania zagadnienia,jak np. krzywizna zewn�trzna oraz k¡t mi�dzy powierzhni¡ S a brzegiem, staje si� zde-generowana. Te problemy tehnizne zostan¡ omini�te dzi�ki wprowadzeniu do opisu pola



64grawitayjnego nowyh obiektów, dobrze okre±lonyh na powierzhni zerowej. W jednymz podrozdziaªów zostanie tak»e pokazane, »e wyprowadzona przez J. Kijowskiego formuªageneruj¡a dla pola grawitayjnego o danyh brzegowyh na powierzhni S typu zasowegoma dobr¡ grani�, gdy S d¡»y do powierzhni zerowej (�kªadzie si�� na fronie ±wietlnym).Otrzymany w ten sposób wynik zgadza si� z formuª¡, któr¡ wyprowadzimy niezale»nie wpodrozdziaªah 4.1 i 4.2. �wiadzy to o konsystenji naszego podej±ia.Dynamika pola grawitayjnego jest wyprowadzona z zasady najmniejszego dziaªaniaÆA = 0, gdzie dziaªanie pola grawitayjnego jest zdefiniowane jako aªka z lagran»januHilberta: L = 116�pjgj R : (4.1)Metoda zaproponowana przez J. Kijowskiego w jego artykuªah [18, 19℄ prowadzi do za-pisania równa« pola grawitayjnego w nast�puj¡ej postai:ÆL = �� ����ÆA���� ; (4.2)gdzie, jak poprzednio: ��� : = 116�pjgj g�� ;A��� : = ���� � Æ�(����)� :Gdy tylko wybierzemy jak¡± (3+1)-dekompozyj� zasoprzestrzeni M , nasza teoria polastanie si� ukªadem hamiltonowskim, z przestrzeni¡ danyh Cauhy'ego na ka»dej ztrójwymiarowyh powierzhni odgrywaj¡¡ role przestrzeni fazowej. Wybierzmy ukªadwspóªrz�dnyh zgodny z t¡ (3+1)-dekompozyj¡. To znazy, »e wspóªrz�dna zasowat = x0 jest staªa na trójwymiarowyh powierzhniah tej foliaji. Zakªadamy, »e tepowierzhnie s¡ przestrzennopodobne. Aby otrzyma¢ sformuªowanie hamiltonowskie naszejteorii musimy saªkowa¢ równanie (4.2) po powierzhni Cauhy'ego Ct � M i potemdokona¢ transformaji Legendre'a miedzy pohodnymi zasowymi a odpowiadaj¡ymi imp�dami.W naszyh rozwa»aniah ogranizymy si� do przypadku zasoprzestrzeni asymptotyz-nie pªaskiej i zaªo»ymy, »e tak»e pªaty C naszej (3+1)-dekompozyji s¡ asymptotyzniepªaskie w niesko«zono±i. Aby mie¢ kontrol� nad dwuwymiarowymi aªkami powierzh-niowymi w niesko«zono±i, rozwa»my najpierw dynamik� naszego ukªadu w sko«zonymobszarze. Rozpatrzymy dwa przypadki, pierwszy, gdy tym obszarem jest wn�trze tuby±wiata T , której brzeg ma zdegenerowan¡ metryk� o sygnaturze (0;+;+); i drugi, gdybadamy dynamik� pola grawitayjnego w sko«zonym �pier±ieniu�, którego wewn�trznymbrzegiem jest wspomniany brzeg tuby ±wiata �V �, a zewn�trznym jaka± powierzhnia typuzasowego �V +.Tym o odró»nia nasze obene rozwa»ania od tyh zawartyh w rozdziale 2 jestniemo»no±¢ korzystania z metryki odwrotnej (2.30), bowiem nie istnieje ona w przy-padku powierzhni frontu ±wietlnego. Tak wi� � w porównaniu do tehniki u»ytej w[19℄ � b�dziemy musieli wprowadzi¢ do opisu zupeªnie nowe obiekty, harakterystyzne dlapowierzhni zerowej.



4.1 Dynamika pola grawitayjnego wewn¡trz powierzhni zerowej 654.1 Dynamika pola grawitayjnego wewn¡trzpowierzhni zerowejW tym rozdziale rozpatrzymy obszar wewn¡trz powierzhni zerowej:
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�� V �Caªkuj¡ (4.2) po obj�to±i V otrzymujemy:Æ ZV L = ZV �� ����ÆA���� = ZV ����ÆA0���� + Z�V ���ÆA?�� ; (4.3)gdzie �kropka� oznaza pohodn¡ zasow¡. W powy»szym wzorze pomin�li±my dwuwy-miarowe dywergenje znikaj¡e po wyaªkowaniu po powierzhniah �V oraz V \ S.Aby dokona¢ transformaji Legendre'a w grawitayjnyh stopniah swobody zastosu-jemy metod� opisan¡ w rozdziale 2. Zauwa»my najpierw, »e z metryzno±i koneksji �wynika, »e grawitayjny odpowiednik ���ÆA0�� kanoniznej jednoformy pKÆzK redukuje si�nast�puj¡o: ���ÆA0�� = � 116�gklÆP kl + �k ��00Æ��0k�00�� ; (4.4)gdzie P kl oznaza zewn�trzn¡ krzywizn� powierzhni C zapisan¡ w postai ADM. Wzór tenstosowali±my ju» w rozdziale 2, a jego dowód znajduje si� w paragrafie 2.3.Analogiznie, zªon brzegowy ���ÆA?�� = ���ÆA3�� redukuje si� nast�puj¡o:���ÆA3�� = � 116�g��Æ ~Q�� : (4.5)Dotyhzas nie u»ywali±my tej formuªy, jej prosty, algebraizny dowód, wynika bezpo±red-nio z przelizenia wariaji obiektu ~Q�� danego wzorami (2.20) lub (3.75).Korzystaj¡ z tyh wzorów i pomijaj¡ dwuwymiarowe dywergenje znikaj¡e powyaªkowaniu, mo»emy przepisa¢ praw¡ stron� (4.3) w nast�puj¡y sposób:ZV ����ÆA0���� + Z�V ���ÆA?�� (4.6)= � 116� ZV �gklÆP kl�� + Z�V ��00Æ��03�00��� � 116� Z�V g��Æ ~Q�� : (4.7)Dokonamy teraz transformaji Legendre'a zarówno w obj�to±i�gklÆP kl�� = � _gklÆP kl � _P klÆgkl�+ Æ �gkl _P kl�



4.1 Dynamika pola grawitayjnego wewn¡trz powierzhni zerowej 66jak i na brzegu: g��Æ ~Q�� = Æ �g�� ~Q���� ~Q��Æg�� ; (4.8)��00Æ��03�00��� = ��00�� Æ��03�00�� ��03�00�� Æ�00 + Æ��00 ��03�00�� � : (4.9)Skorzystamy teraz ze wzoru (2.112), udowodnionego w rozdziale 2.3. Do naszyh elówmo»na go przepisa¢ nast�puj¡o:� 116� ZV �gkl _P kl� + Z�V �00��03�00��= 116� n�k �pjgj �gk��00� � g0��k0��� + 2pjgjR00o : (4.10)Zatem formuªa generuj¡a (4.3) przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢Æ ZV L = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl�� 116� Z�V g��Æ ~Q��+ Z�V  _�00Æ��03�00�� ��03�00�_Æ�00!+ 116�Æ Z�V pjgj �g3��00� � g0��30��+ 18�Æ ZV pjgjR00 : (4.11)Korzystaj¡ teraz z postai (3.9) i (3.10) metryki, mo»emy wyrazi¢ ��� za pomo¡ wys-t�puj¡yh tam wielko±i. Oznazaj¡ a := logN (4.12)otrzymujemy wzórZ�V � _�00Æ��03�00�� ��03�00�� Æ�00� (4.13)= s16� Z�V �2 _�Æa� 2 _aÆ�� _�ÆlogM + (logM)�Æ�� : (4.14)W podobny sposób przeksztaªimy wyra»enie brzegowe ~Q��Æg��. Skorzystamy z wyprowa-dzonyh w poprzednim rozdziale wzorów (przypominamy, »e wprowadzili±my symbol ~~gabna oznazenie maierzy, której wspóªrz�dne ~~gAB pokrywaj¡ si� z dwuwymiarow¡ maierz¡odwrotn¡ do gAB, za± ~~g0b � 0). Potrzebny nam b�dzie zatem wzór (3.133):~Q��Æg�� = Qab(X)Ægab � 12s�~~gabÆgab � �lÆ logM+ s�d ��a~~gbd + �b~~gad � �d~~gab� Ægab ; (4.15)



4.1 Dynamika pola grawitayjnego wewn¡trz powierzhni zerowej 67oraz (3.135): ~Q��g�� = �2s� �l +Xd(wd + �d)� : (4.16)Po skorzystaniu z tyh wyników formuªa generuj¡a przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢:116�Æ ZV pg �R � 2R00� = � 18�Æ ZV G00 = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl�+ s8� Z�V � _�Æa� _aÆ�� + 116� Z�V Qab(X)Ægab+ s16� Z�V (�12�~~gabÆgab � �lÆ logM � _�Æ logM + (logM)�Æ�+ �d ��a~~gbd + �b~~gad � �d~~gab� Ægab)+ 116�sÆ Z�V � �2Xd(wd + �d) + l�+ 116�Æ Z�V pjgj �g3��00� � g0��30�� : (4.17)Upro±¢my nast�puj¡e wyra»enie brzegowe:�12�~~gabÆgab � �lÆ logM � _�Æ logM + (logM)�Æ�+ �d ��a~~gbd + �b~~gad � �d~~gab� Ægab : (4.18)Korzystaj¡ z tego, »e l = � _� + �A(nA�) (3.41) oraz XbÆgb = �gbÆXb i pomijaj¡ dwu-wymiarowe dywergenje, otrzymujemy, »e wyra»enie (4:18) przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢:(�AnA)Æ�� �A(nA�)Æ logM + nA�A(logM)Æ�+ �(�A logM)ÆnA � �(�A log�)ÆnA : (4.19)Powy»sze wyra»enie jest aªkowane po �V , a wi� z�±¢ wyrazów skraa si� nast�puj¡o:Z�V ��A(logM)Æ�A � (�A�A)Æ logM� = �Æ Z�V �(�A�A) logM� ; (4.20)Z�V �(�AnA)Æ�� (�A�)ÆnA� = Z�V ��AnA)Æ�+ �Æ(�AnA)�= Æ Z�V �(�AnA) : (4.21)Wyra»enie (4.18) przyjmuje wtedy nast�puj¡¡ posta¢ (modulo dwuwymiarowe dywer-genje): Æ �(�A�A) logM + ��AnA� ;



4.1 Dynamika pola grawitayjnego wewn¡trz powierzhni zerowej 68a formuªa (4.17) wygl¡da nast�puj¡o:� 18�Æ ZV pgG00 = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl�+ s8� Z�V � _�Æa� _aÆ��+ 116� Z�V Qab(X)Ægab+ s16�Æ Z�V �(�A�A) logM + ��AnA�+ 116�sÆ Z�V � �2Xd(wd + �d) + l�+ 116�Æ Z�V pjgj �g3��00� � g0��30�� : (4.22)Spróbujemy teraz zebra¢ razem zªony b�d¡e peªnymi dywergenjami, tzn. upro±i¢wyra»enie:(�A�A) logM + ��AnA + � �2Xd(wd + �d) + l�+pjgj �g3��00� � g0��30�� : (4.23)Korzystaj¡ z tego, »e X��0�a = �wa (3.36) i X���ab = lab (3.35) oraz z postai �33a (3.119):�33a = wa + sMmla + 1MM;aotrzymujemy, »e (4.23), modulo dwuwymiarowe dywergenje, sprowadza si� do nast�pu-j¡ego wyra»enia: 2s�(l � nAwA) : (4.24)Otrzymujemy wi� nast�puj¡¡ formuª� brzegow¡� 18�Æ ZV G00 = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl� (4.25)+ s8� Z�V � _�Æa� _aÆ�� + 116� Z�V �Qab(X)Ægab � 2slÆ��+ 18�Æ Z�V �(l � nAwA) :(4.26)Z to»samo±i Qab(X)Ægab = 2Q0A(X)ÆnA � QAB(X)Æ~~gAB oraz korzystaj¡ z faktu, »enAwA = Q0A(X)nA otrzymujemy ostateznie:� 18�Æ ZV G00 = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl�+ s8� Z�V � _�Æa� _aÆ��� 116� Z�V �QAB(X)Æ~~gAB + 2nAÆQ0A(X)� 2�Æl� : (4.27)Mo»emy jeszze wyrazi¢ wielko±i Q za pomo¡ niezale»nyh obiektów lab i wa. Korzystaj¡z równania (3.128): sQab(X) = �~~galb + �awb � Æab�w (4.28)



4.2 Dynamika pola grawitayjnego na zewn¡trz powierzhni zerowej 69otrzymujemy: �ÆH = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl� + s8� Z�V ( _�Æa� _aÆ�)+ s16� Z�V ��lABÆgAB � 2 �w0Æ�0 � �AÆwA�� ; (4.29)gdzie H = 18� ZV G00 + s8� Z�V �l � s8� Z�V �l: (4.30)Czªon obj�to±iowy znika na moy równa« wi�zów G�� = 01. U»ywa si� te» nast�puj¡ejterminologii ([24℄): G00 = NH + NkHk, gdzie H to tzw. wi�zy hamiltonowskie, a Hk �wi�zy wektorowe, N i Nk s¡ funkjami lapsu i shiftu. Na moy równa« wi�zów H = 0 iHk = 0 wynika znikanie G00.Ze wzgl�du na przydatno±¢ do opisu zarnyh dziur, ostatnie wyra»enie we wzorze (4.29)przeksztaªimy nast�puj¡o:��AÆwA = �nAÆwA = nAÆWA � nAwAÆ� ;gdzieWA := �wA. Oznazaj¡ dodatkowo � := w0�nAwA = Xawa otrzymujemy w ko«unast�puj¡¡ formuª� generuj¡¡:�ÆH = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl� + s8� Z�V ( _�Æa� _aÆ�)+ s16� Z�V ��lABÆgAB � 2 ��Æ�+ nAÆWA�� : (4.31)Wielko±¢ � tak¡, »e XaraX = ��X nazywa si� tradyyjnie �grawitaj¡ powierzhniow¡�(surfae gravity) na S. Zwraamy jednak uwag�, »e wielko±¢ ta nie harakteryzuje by-najmniej samej powierzhni, lez jedynie wybór pola zerowego X. Kanoniznego sensunabiera zatem wielko±¢ � jedynie wtedy, gdy sytuaja �zyzna powoduje, »e jest kanoniz-nie wyró»nione pewne pole zerowe X. Tak b�dzie w tzw. �termodynamie zarnyh dziur�,kiedy to X jest polem symetrii (Killinga) rozwi¡zania stajonarnego, i to takim, które wniesko«zono±i przestrzennej zbiega do pola jednostkowego w kierunku zasowym. Wtedyodpowiadaj¡y mu generator odpowiada energii a � jak zobazymy � odpowiednia wersjapowy»szej formuªy generuj¡ej daje tzw. pierwsze prawo termodynamiki zarnyh dziur.4.2 Dynamika pola grawitayjnego na zewn¡trzpowierzhni zerowejRozpatrzmy teraz dynamik� pola grawitayjnego w obszarze na zewn¡trz tuby ±wiata,której brzeg S� jest powierzhni¡ typu zerowego, i ogranizonym z zewn¡trz pewn¡ hiper-1Tak jest w teorii pustej zasoprzestrzeni. Gdyby obena byªa jeszze materia, wtedy zªon obj�to±iowyprzybieraªby posta¢ G00 � 8�T 00 i te» by znikaª na moy równa« wi�zów.



4.2 Dynamika pola grawitayjnego na zewn¡trz powierzhni zerowej 70powierzhni¡ S+ typu zasowego:S+ s<0 S�
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gdzie �V + = V \ S+, a �V � = V \ S�.Oblizenia prowadz¡e do otrzymania formuªy brzegowej s¡ analogizne do tyh wpoprzednim podrozdziale oraz tyh zawartyh w praah Kijowskiego [18, 19℄ (zob. tak»erozdziaª 2) i sprowadzaj¡ si� do aªkowania po V formuªy generuj¡ej (4.2). U»ywaj¡ tyhsamyh przeksztaªe« o w poprzednim paragrafie i uwzgl�dniaj¡, »e R�V = R�V + � R�V �(zmiana orientaji �V �!) oraz to, »e zmieniaj¡ punkt widzenia musimy zmieni¢ znak s,otrzymujemy nast�puj¡y wzór:�ÆH = �ÆH+ � ÆH� = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl�+ 116� Z�V + � _�Æ�� _�Æ��� 116� Z�V +QabÆgab+ s8� Z�V �( _�Æa� _aÆ�) + s16� Z�V � ��lABÆgAB � 2 �w0Æ�0 � �AÆwA�� ; (4.32)gdzie � i Qab s¡ obiektami »yj¡ymi na powierzhni typu zasowego wprowadzonymi wrozdziale 2, a wielko±¢ H+ jest równa:H+ = 116� Z�V + �QABgAB �Q00g00� : (4.33)W graniy �V + !1 powy»sze wyra»enie na H+ daje nam mas� ADM, któr¡ oznazamyM. Podobnie jak w poprzednim rozdziale H� wynosi:H� = s8� Z�V �l : (4.34)Ostateznie formuªa generuj¡a dla pola grawitayjnego o danyh brzegowyh zadanyhna zerowej hiperpowierzhni S jest nast�puj¡a:�ÆM� ÆH� = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl�+ s8� Z�V �( _�Æa� _aÆ�) + s16� Z�V � ��lABÆgAB � 2 ��Æ� + nAÆWA�� :(4.35)



4.3 Wyprowadzenie formuªy generuj¡ej poprzez przej±ie granizne z przypadkuniezdegenerowanej geometrii brzegu 714.3 Wyprowadzenie formuªy generuj¡ej poprzez przej-±ie granizne z przypadku niezdegenerowanej ge-ometrii brzeguWyprowadzona przez nas w poprzednih dwóh podrozdziaªah formuªa generuj¡a dla polagrawitayjnego o danyh brzegowyh na powierzhni zerowej mo»e by¢ tak»e uzyskana zformuªy brzegowej J. Kijowskiego [19℄ w przypadku graniznym, gdy zasowa powierzhnia�kªadzie si�� na powierzhni� zerow¡ S.We¹my zatem rodzin� powierzhni S� parametryzowan¡ wielko±i¡ �, tak¡, »e dla �! 0mamy S� ! S. Równanie tyh powierzhni w naszym spejalnym ukªadzie wspóªrz�dnyhjest postai ft + s � r = onst:g i fr � s � t = onst:g. Zbadajmy zahowanie si� for-muªy kontroluj¡ej pole grawitayjne wewn¡trz tuby ±wiata, której brzegiem jest S� ([19℄,rozwa»ania w rozdziale 2. tej rozprawy), przy przej±iu � ! 0 (wtedy skªadowa metrykig33 na powierzhni S� zahowuje si� jak � i znika dla � = 0, zyli na powierzhni zerowej).W dowolnej (niezerowej) metrye formuªa ta ma posta¢ ([19℄, p. tak»e rozdziaª 2):�ÆH = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl� + 116� Z�V � _�Æ�� _�Æ��� 116� Z�V gabÆQab ; (4.36)gdzie hamiltonian H jest nast�puj¡y:H = ZV ��gkl _P kl � L� + 18� Z�V � _�= 18� ZV G00 + 116� Z�V �QABgAB �Q00g00� : (4.37)Bior¡ pod uwag� równania Einsteina mamy, »e zªon obj�to±iowy G00 znika, a wi�:H = 116� Z�V �QABgAB �Q00g00� : (4.38)Pod¡»aj¡ za rozwa»aniami w pray [19℄ mo»emy przepisa¢ t� formuª� do postai jednorod-nej. W tym elu wprowad¹my nast�puj¡e oznazenia: nieh n i nA oznazaj¡, standar-dowo, odpowiednio �laps� i �shift� trójwymiarowej geometrii na brzegu tuby ±wiata:n : = 1pjĝ00j ; (4.39)nA : = ~~gABg0B ; (4.40)gdzie ĝab oznaza trójwymiarow¡ metryk� odwrotn¡ do metryki indukowanej gab napowierzhni S.



4.3 Wyprowadzenie formuªy generuj¡ej poprzez przej±ie granizne z przypadkuniezdegenerowanej geometrii brzegu 72Skªadowe tensora krzywizny zewn�trznej Qab (wprowadzonej w rozdziale 2, wzór (2.74))mog¡ zosta¢ przeran»owane zgodnie z (2 + 1)-dekompozyj¡ metryki na brzegu tuby±wiata. W tym elu wprowad¹my dwuwymiarowe obiekty zde�niowane na �V : Q (g�sto±¢skalarna), QA (g�sto±¢ kowektorowa) i ?QAB, wyra»aj¡e si� przez krzywizn� zewn�trzn¡Qab nast�puj¡o: Q := nQ00 ; (4.41)QA := Q0A ; (4.42)?QAB := QCD~~gCA~~gDB : (4.43)Dla tyh wielko±i zahodz¡ nast�puj¡e zwi¡zki ([18℄):gabÆQab = gABÆ ?QAB �2Q0AÆnA � n2ÆQ00 ;QABgAB �Q00g00 = ?QAB gAB � 2Q0AnA �Q00n2 : (4.44)Podstawiaj¡ powy»sze zale»no±i do (4.36) otrzymujemy nast�puj¡¡ jednorodn¡ formuª�brzegow¡: 0 = ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl� + 2 Z�V � _�Æ�� _�Æ��+ Z�V ( ?QAB ÆgAB � 2nAÆQA + 2nÆQ) : (4.45)Wyst�puj¡a w �lapsie� skªadowa metryki trójwymiarowej ĝab wyra»a si� przez skªadowemetryki zasoprzestrzennej nast�puj¡o:ĝ00 = g00 � (g03)2g33 = g00g33 � (g03)2g33 : (4.46)Czterowymiarow¡ skªadow¡ g33 metryki odwrotnej mo»emy wyrazi¢ za pomo¡ skªadowejtrójwymiarowej metryki ~g33 odwrotnej do metryki indukowanej gkl na V :g33 = ~g33 + (g03)2g00 : (4.47)Wtedy ĝ00 = g00~g33g33 : (4.48)Posta¢ metryki gkl bierzemy w takiej samej postai jak w rozdziale 3 � wzór (3.9) (tylkozªon g00 okre±la degeneraj� metryki, ale tyh skªadowyh nie bierzemy pod uwag�, wi�poni»szy zapis jest poprawny w dowolnej niezerowej dekompozyji metryki):gkl = 2664 gAB mAmA �MN �2 +mAmA 3775 : (4.49)



4.3 Wyprowadzenie formuªy generuj¡ej poprzez przej±ie granizne z przypadkuniezdegenerowanej geometrii brzegu 73Metryka odwrotna jest wtedy nast�puj¡a:~gkl = �NM�2 266664 ��MN �2 +mAmA�~~gAB �mA�mA 1
377775 : (4.50)W tym zapisie g00 = �1=N2, a wi� otrzymujemy, »e ĝ00 = �1=(M2g33) oraz, »e �laps� njest nast�puj¡y: n =Mpg33 : (4.51)Spróbujmy teraz przearan»owa¢ wyrazy wyst�puj¡e w (4.45) tak, »eby otrzyma¢wyra»enia dobrze zahowuj¡e si� przy przej±iu S� ! S � inazej mówi¡, gdy g33 d¡»ydo zera. Na razie zarówno � jak i wielko±i Q, QA i ?QAB nie maj¡ dobrej graniy.Ze wzoru (2.78) mamy, »e wariaja k¡ta hiperboliznego � jest nast�puj¡a:Æ� = Æqp1 + q2 = 1p1 + q�2 Æ(log q) : (4.52)Bior¡ pod uwag�, »e log q = log g03 � 12(log jg00j+ log g33) ; (4.53)mo»emy zapisa¢ wariaj� � w nast�puj¡ej postai:Æ� = Æ logN � Æ log�Mpg33� : (4.54)Definiujemy nast�puj¡¡ wielko±¢ a:a := � logpjg00j � logN : (4.55)Jest ona z�±i¡ � z równania (4.54), tzn.Æ� = Æa� Æ log�Mpg33� ; (4.56)a ponadto dobrze zahowuje si� przy przej±iu graniznym S� ! S. Wtedy te» a stajesi� k¡tem hiperboliznym a, wyst�puj¡ym w dopiero o wyprowadzonej formule zerowej(4.27). Wyra»enie Æ log�Mpg33� ozywi±ie nie ma dobrej graniy, ale by¢ mo»e �skasuje�si� z podobnymi zªonami wyst�puj¡ymi w obiektah Q. Przearan»ujmy wi� teraz tezªony. Mamy, »e:QA = Q0A = ~g0bQbA = �M �g0b � g30g3bg33 ���3bA � gbA�3d~gd� : (4.57)



4.3 Wyprowadzenie formuªy generuj¡ej poprzez przej±ie granizne z przypadkuniezdegenerowanej geometrii brzegu 74Korzystaj¡ z nast�puj¡ego wzoru:�12(log g33);a = �3a3 + 1g33�3abg3b; (4.58)otrzymujemy Q0A = � ��33A �mB�3BA�+ 12� �log g33�;A : (4.59)Zdefiniujmy wielko±¢ wa: wa := �g3�g30�0�a : (4.60)Bior¡ pod uwag�, »e zahodzi:�33a �mB�3Ba � wa + (logM);a ; (4.61)widzimy, »e Q0A mo»e by¢ napisane w nast�puj¡ej postaiQ0A = �wA + �(logM);A + 12(log g33);A : (4.62)Podobnie post�puj¡ mo»emy zapisa¢ ?QAB gAB w nast�puj¡y sposób?QAB gAB =� �l � 2�w0 + 2�nAwA � 2�(�0 � nA�A) logM� �(�0 � nA�A)(log g33) ;a nQ jest równe: nQ = n2Q00 = �M�3AB~~gAB = �l ; (4.63)i zahodzi nast�puj¡y wzór:2nÆQ = 2nQÆ (logQ) = 2�lÆ (log�l � logn) : (4.64)Wzory wyprowadzone powy»ej zebrane razem wygl¡daj¡ nast�puj¡o2 _�Æ� = 2 _�Æa� 2 _�Æ logn ;�2 _�Æ� = �2�0aÆ�+ 2�0 lognÆ� ;2nÆQ = 2Æ(�l)� 2�lÆ(logn) ;�2nAÆQA = �2nAÆ(�wA)� 2nAÆ(�(logn);A) ;?QABgAB Æ log� = � �l + 2w0 � 2nAwA + 2(�0 � nA�A)(logn)� Æ� ;?QABÆgAB = ��lABÆgAB :Mo»emy teraz przearan»owa¢ wra»enia wyst�puj¡e w formule brzegowej (4.45) wyra»aj¡za pomo¡ powy»szyh wzorów wielko±i wyst�puj¡e po prawej stronie tej formuªy:0 = ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl�+2 Z�V ( _�Æ�� _�Æ�)+Z�V ( ?QAB ÆgAB�2nAÆQA+2nÆQ) (4.65)



4.4 Dynamika horyzontów zdarze« 75otrzymujemy 0 = ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl� + 2 Z�V ( _�Æa� _aÆ�)+ 2Æ Z�V �l + Z�V (�lABÆgAB � 2�nAÆwA � 2w0Æ�) : (4.66)W graniy zerowej � ! 0, mamy, »e a ! a oraz wa ! wa. Formuªa brzegowa (4.66)przyjmuje wtedy nast�puj¡¡ posta¢ :0 = ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl�+ 2 Z�V ( _�Æa� _aÆ�)+ 2Æ Z�V �l + Z�V (�lABÆgAB � 2�nAÆwA � 2w0Æ�) : (4.67)Przenosz¡ 2Æ R�V �l na lew¡ stron� otrzymujemy wzór identyzny z (4.29) otrzymanym wrozdziale 4.2. Zgodno±¢ ta wskazuje na konsystenj� naszego podej±ia.4.4 Dynamika horyzontów zdarze«Rozwa»my sytuaj�, gdy brzegiem naszej hiperpowierzhni jest nieekspanduj¡y horyzontzarnej dziury. Dynamika takiego ukªadu b�dzie generowana przez (4.32), przy �V + !1.Caªka z g�sto±i hamiltonianu H+ b�dzie wtedy mas¡ ADM M. Na brzegu �V �, z rajitego, »e jest horyzontem zarnej dziury, mamy l � 0 i lAB � 0 (p. rozdziaª 3.10), wtedyhamiltonian H� dany wzorem (4.34) te» jest równy zeru. Otrzymujemy wi� nastepuj¡¡formuª� generuj¡¡ dynamik� zarnej dziury:�ÆM = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl�+ s8� Z�V �( _�Æa� _aÆ�)� s8� Z�V � ��Æ� + nAÆWA� : (4.68)Tutaj s > 0 oznaza tzw. biaª¡ dziur�, a s < 0 zarn¡ dziur�.4.5 Termodynamika zarnyh dziurTak zwana �termodynamika zarnyh dziur� jest analiz¡ mo»liwyh sytuaji stajonarnyhna zewn¡trz horyzontu zdarze«. Stajonarno±¢ oznaza zaªo»enie o istnieniu pola symetrii(Killinga) o harakterze zasowym. Gdy istnieje takie pole symetrii to mo»emy zawszewybra¢ ukªad wspóªrz�dnyh w którym wszystkie pohodne zasowe ()� s¡ równe zeru.Wtedy formuªa brzegowa (4.68) redukuje si� do wzoru:ÆM = s8� Z�V � ��Æ�+ nAÆWA� : (4.69)



4.5 Termodynamika zarnyh dziur 76Wielko±¢ � tak¡, »e XaraX = ��X nazywa si� tradyyjnie �grawitaj¡ powierzhniow¡�(surfae gravity) na S.W rozdziale 3.10 analizowali±my struktur� geometryzn¡ S, która jest wi¡zk¡ afinizn¡� : S ! B nad rozmaito±i¡ bazow¡ B i zaªo»yli±my, »e topologia B jest izomorfiznaze sfer¡ S2. Wªókna S s¡ liniami aªkowymi pola X, a ih struktura afinizna wynika zfaktu, »e linie te s¡ geodezyjnymi zerowymi na M . Pokazali±my, »e gdy S jest horyzontemto zahodzi LXgab = 0. Wynika st¡d, »e metryka g na S daje si� rzutowa¢ na przestrze«wªókien, któr¡ z kolei mo»na uto»sami¢ z baz¡ B. W ten sposób pokazujemy, »e B jestwyposa»ona w dobr¡ (riemannowsk¡) metryk�, któr¡ oznazymy AB, a zdegenerowanametryka gab na rozmaito±i wi¡zki jest ofni�iem AB z B do S:g = �� :Poza tym prawo transformayjne (3.42) dla wa redukuje si� w przypadku izolowanegohoryzontu do transformaji ehowania:~wa = wa + �a' : (4.70)Poniewa» ogranizamy si� tylko do przypadku stajonarnego, rozpatrujemy transforma-je ehowania niezale»ne od zasu. Gdyby u»ywa¢ na ka»dym wªóknie wspóªrz�dnyhafiniznyh, otrzymaliby±my równania � � Xawa = 0. Nie b�dziemy jednak u»ywa¢ tyhwspóªrz�dnyh, ale wspóªrz�dnyh zgodnyh z polem Killinga � hemy bowiem wykorzys-ta¢ stajonarno±¢ rozwa»anyh rozwi¡za« równa« Einsteina.Przypuszzamy, »e pole Killinga powinno by¢ w tej sytuaji styzne do S w punktahnale»¡yh do S, bowiem w przeiwnym wypadku mieliby±my zbyt wiele symetrii i S niemogªoby by¢ horyzontem. Mimo powa»nyh wysiªków, nie udaªo nam si� wykaza¢ tejhipotezy, która ma zwi¡zek z istnieniem pewnyh rozwi¡za« klasy Kundta. Jest to klasametryk bior¡yh si� z lokalnej foliaji nieekspanduj¡ymi horyzontami. W przypadku gdymamy zasowe pole Killinga i i�ia powierzhni S s¡ sferami, znamy tylko jeden przykªadaksjalnie symetryzny takiej metryki, ale ozywi±ie nie jest on asymptotyznie plaski.Nasza hipoteza gªosi, »e sferyzna symetria i�¢ oraz asymptotyzna pªasko±¢ nie mog¡by¢ speªnione dla metryk z klasy Kundta. W niniejszej pray przyjmujemy zatem tenfakt jako zaªo»enie. Poza warunkiem styzno±i do S, nie mo»emy natomiast nakªada¢dalszyh »¡da« na pole Killinga, a w szzególno±i »¡da¢, by byªo ono polem zerowymlub by byªo unormowane zgodnie z parametrem afiniznym. Pole Killinga jest bowiemstruktur¡ globaln¡, którego unormowanie jest jednoznaznie ustalone przez warunek unor-mowania w niesko«zono±i. Wynika st¡d, »e nie mo»emy przej±¢ do ukªadu wspóªrz�dnyhw którym � zeruje si�, bowiem w ukªadzie takim metryka nie byªaby na ogóª stajonarna.Warto±¢ grawitaji powierzhniowej � jest zatem w naszym sformuªowaniu termodynamikizarnyh dziur wielko±i¡ o harakterze globalnym i nie daje si� odzyta¢ lokalnie, z »adnejinformaji o geometrii zasoprzestrzeni na horyzonie i jego pobli»u. Rzezywi±ie: poleKillinga pomno»one przez dowoln¡ lizb� dodatni¡  > 0 jest lokalnie równie dobre jakpole pierwotne. Oznaza to, »e wspóªrz�dna ~x0 = 1x0 jest równie dobra do powy»szyhrozwa»a« jak wspóªrz�dna x0. Aby odpowiadaj¡y jej hamiltonian byª energi¡, a nie jej



4.5 Termodynamika zarnyh dziur 77wielokrotno±i¡, musimy »¡da¢, by byªo ono unormowane w niesko«zono±i: kdx0k = �1.�¡daj¡ zatem, by pole Killinga byªo równe ��x0 w niesko«zono±i otrzymujemy jednoz-naznie warto±¢ zmiennej w oraz zmiennyh pola wektorowego nA na brzegu wewn�trznym�V � ' S2.Mamy zatem dwa pola symetrii metryki horyzontu S: �0 (jako styzne do S polesymetrii aªej metryki, jest ono równie» polem symetrii metryki horyzontu) oraz pole X =�0 � nA�A. Wynika st¡d, »e równie» ih ró»nia � to znazy pole ~n := nA�A � jest polemsymetrii riemannowskiej metryki gAB. Poniewa» struktura konforemna zawarta w gABjest zawsze izomorfizna ze struktur¡ konforemn¡ sfery S2, mo»emy wybra¢ taki ukªadwspóªrz�dnyh, w którym gAB = fhAB (hAB oznaza standardow¡ metryk� na sferze).Pole ~n musi by¢ polem symetrii tej struktury konforemnej. Wynika st¡d, »e ~n nale»ydo sze±iowymiarowej przestrzeni pól konforemnyh na sferze. Operuj¡ pozostaª¡ jeszzedowolno±i¡ wyboru wspóªrz�dnyh konforemnyh mo»na uzyska¢ to, by ~n byªo po prostupolem obrotów na sferze. W paragrafie 4.5.1 poka»emy, »e istnieje ukªad wspóªrz�dnyh wktórym zahodzi wzór: ~n = 
k�klmxlr �m ; (4.71)gdzie 
k s¡ skªadowymi pewnego wektora trójwymiarowego zwanego wektorem pr�dko±ik¡towej zarnej dziury, za± xk s¡ wspóªrz�dnymi na S2 powstaªymi z obi�ia wspóªrz�d-nyh kartezja«skih na R3 do sfery jednostkowej. Ozywi±ie mo»na zawsze wybra¢ o±wspóªrz�dnej z równolegle do wektora pr�dko±i k¡towej. Wtedy zahodzi: (
k) = (
; 0; 0),gdzie lizba 
 jest dªugo±i¡ tego wektora, oraz:n = 
 ��' : (4.72)Wstawiaj¡ t� posta¢ do drugiej z�±i aªki w formule generuj¡ej (4.69) otrzymujemyZ�V � nAÆWA = 
ÆJ ; (4.73)gdzie oznazyli±my przez J � Jz := ZS2 �zlmxlr wmd� (4.74)skªadow¡ z pewnego wektora trójwymiarowego równolegªego do osi z, który nosi nazw�momentu p�du zarnej dziury.Dotyhzas wykorzystali±my symetri� struktury konforemnej niesionej przez gAB.Symetria aªej metryki implikuje staªo±¢ zynnika konforemnego wzdªu» pola ~n. Aby si�o tym przekona¢, wystarzy zauwa»y¢, »e ±lad równania Killinga oznaza znikanie dywer-genji pola ~n:0 = �A(pdet gCD nA) = �A(fpdet hCD nA)= nApdet hCD �Af + f�A(pdet hCD nA) = nApdet hCD �Af ; (4.75)



4.5 Termodynamika zarnyh dziur 78bowiem ~n jest polem symetrii metryki h. Je±li wybra¢ wspóªrz�dne sferyzne (�; ') na S2w taki sposób, by byªo ~n = 
�', to zynnik konforemny f nie b�dzie zale»aª od zmiennej' i b�dzie tylko funkj¡ zmiennej �.Okazuje si�, »e kanoniznie sprz�»on¡ do niej zmienn¡ � mo»na równie» przeehowa¢w ten sposób, by byªa staªa wzdªu» pola ~n. Dowód tego jest zawarty w paragrafie 4.5.2.Wynik ten zostaª otrzymany lokalnie, zy razej quasi-lokalnie, tzn. z analizy polana samym horyzonie. Tymzasem znane twierdzenia globalne, mówi¡e o istnieniurozwi¡za« stajonarnyh posiadaj¡yh horyzont, implikuj¡ tzw. zerowe prawo termo-dynamiki zarnyh dziur. Gªosi ono, »e grawitaja powierzhniowa � mo»e zosta¢ prze-ehowana w taki sposób, by byªa staªa na horyzonie ([11℄). Uwzgl�dniaj¡ ten wynik,(4.69) przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢:sÆM = 18�� ZS2 Æ�+ 
ÆJ : (4.76)Ale Æ� = Æ(f�0) = (Æf)�0d2x = (Æf)d� : (4.77)Caªka A := RS2 fd� jest polem powierzhni horyzontu S. Mamy wi� ostateznie nast�pu-j¡¡ formuª� sÆM = 18��ÆA+ 
ÆJ ; (4.78)która stanowi tzw. pierwsze prawo dynamiki zarnyh dziur. Jak wida¢, jest to prostakonsekwenja formuªy generuj¡ej dynamik� pola grawitayjnego (4.35) w obszarze nazewn¡trz horyzontu, wyspeyfikowanej do przypadku rozwi¡zania stajonarnego w zasie.4.5.1 Wyprowadzenie wzoru (4.72)Pole ~n = nA jest polem symetrii metryki gAB, zatem speªnia równanie Killinga:nAkB + nBkA = 0 : (4.79)Jak ju» zostaªo omówione, mo»emy wybra¢ ukªad wspóªrz�dnyh taki, »e gAB = fhAB, ahAB jest standardow¡ metryk¡ na sferze. Pole ~n jest te» polem symetrii struktury kon-foremnej niesionej przez metryk� hAB, zatem musi speªnia¢ równanie:nA~kB + nB~kA � hABnC~kC = 0 ; (4.80)gdzie ~k oznaza dwuwymiarow¡ ró»nizk� wzgl�dem metryki h na sferze. St¡d wynika, »e~n nale»y do sze±iowymiarowej przestrzeni pól konforemnyh na sferze, tzn. jest postai:nA = "AB 1v;B + 2v;B hAB ; (4.81)



4.5 Termodynamika zarnyh dziur 79gdzie 1v, 2v s¡ funkjami dipolowymi, tzn. postai: 1v= aiki, 2v= biki; ki s¡ wspóªrz�dnymiwektora jednostkowego: k1 = sin � os' ;k2 = sin � sin' ;k3 = os � :Pole ~n jest wi� nast�puj¡e:nA�A = �"�'(aiki);' + (biki);�� �� + �"'�(aiki);� + (biki);' 1sin2 �� �' :Poka»emy, »e istnieje ukªad wspóªrz�dnyh, w którym ~n jest postainA�A = 
 ��' :Dowód. Chemy, »eby w � = 0 skªadowa n� znikaªa. Zatem a1 = b2 i a2 = �b1. Wtedy:n� = (os � � 1)(a1 sin'+ b1 os')� b3 sin � ; (4.82)n' = (os � � 1)(b1 sin'� a1 os') 1sin � + a3 : (4.83)Mo»emy obrói¢ ukªad wspóªrz�dnyh tak, »e skªadowe n� i n' b�d¡ postai:n� = (os � � 1)a sin'� b sin � ; (4.84)n' = (os � � 1)(�a os') 1sin � +  : (4.85)Z tego, »e S jest horyzontem, mamy: (�nA);A = 0 ;gdzie w naszym ukªadzie wspóªrz�dnyh � = f sin �, otrzymujemy nast�puj¡e równanie:ff sin � ((os � � 1)a sin'� b sin �)g;�+�f sin ��(os � � 1)(�a os') 1sin � + ��;' = 0 : (4.86)Caªkuj¡ powy»sze równanie po ' i pomijaj¡ znikaj¡¡ aªk� R (�n');'d' otrzymujemy��� Z 2�0 f sin � ((os � � 1)a sin'� b sin �) d' = 0 ; (4.87)zatem os � � 1sin � a Z 2�0 f sin'd'+ b Z 2�0 fd' = 0 : (4.88)



4.5 Termodynamika zarnyh dziur 80Przy �! 0 wyra»enie os ��1sin � a R 2�0 f sin'd' znika, zatem w � = 0:2�b f(� = 0) = b Z 2�0 fd' = 0St¡d bezpo±rednio wynika, »e b = 0, bowiem zynnik konforemny f jest dodatni i jego±rednia po równole»niku nie mo»e si� zerowa¢. Zatem ~n jest postai:n� = (os � � 1)a sin' ; (4.89)n' = (os � � 1)(�a os') 1sin � +  : (4.90)Zapiszmy ~n we wspóªrz�dnyh stereografiznyh na pªaszzy¹nie (x; y) przeinaj¡ej nasz¡sfer� wzdªu» równika: x = tg�2 os'y = tg�2 sin' : (4.91)(4.92)Wtedy: ��� = �12 os'sin2 �2 ��x � 12 sin'sin2 �2 ��y��' = �tg�2 sin' ��x + tg�2 os' ��y ;a nA�A jest postai: nA�A = a ��y + ��y ��x + x ��y� : (4.93)Rozpatrzmy dwa przypadki:  = 0 i  6= 0:�  = 0W tym przypadku równanie (f sin �nA);A = 0 � (4.86), jest nastepuj¡e:(f sin �(os � � 1)a sin');�+ �f sin �(os � � 1)(�a os') 1sin ��;' = 0 : (4.94)W zmiennyh stereografiznyh (4.91) przyjmuje ono posta¢:(log f);y = 2y1 + x2 + y2 : (4.95)



4.5 Termodynamika zarnyh dziur 81Rozwi¡zaniem tego równania jestf(x; y) = C(x)(1 + x2 + y2) ; (4.96)gdzie C(x) jest jak¡± dowoln¡ funkj¡ x. Trzymajmy x ustalone i d¡»my z y doniesko«zono±i. Je±li C(x) 6= 0 to f ! 1, a je±li C(x) = 0 to f � 0. Alezynnik konforemny f musi by¢ sko«zony i ró»ny od zera. Czyli dla  = 0 nie mamyrozwi¡za« na f .�  6= 0W tym przypadku mo»emy napisa¢, »enA�A = �(x + a ) ��y � y ��x� : (4.97)Dokonajmy transformaji ~x = x+ a . Wtedy nA�A przyjmie posta¢:nA�A = �~x ��y � y ��~x� ; (4.98)zatem nA�A jest polem obrotów i mo»e by¢ zapisane w postainA�A = 
 �� ~' : (4.99)Dowód tego samego faktu, ale wyra»ony w innym formalizmie, zawarty jest w pray[3℄.4.5.2 Dowód tego, »e lokalnie � jest staªa wzdªu» ~nDokonamy takiego przeehowania �, aby byªa ona staªa wzdªu» pola ~n. W tym eluu»yjemy pozostaªej nam swobody w wyborze powierzhni poz¡tkowej i � o za tym idzie� wszystkih powierzhni ft = onst:g. Dokonamy zatem transformaji polegaj¡ej na tym,»e wspóªrz�dne przestrzenne zahowujemy (~xk = xk) a wspóªrz�dn¡ zasow¡ przesuwamyo staª¡ zale»n¡ do wspóªrz�dnyh przestrzennyh. Na powierzhni S (gdzie x3 = onst:)daje to: ~x0 = x0 + �(xA) : (4.100)Zgodnie z wzorami (3.15)�(3.21), mamy ~X = X, gdzie = �1� nA�A���1 :Tymzasem wielko±i wa � zgodnie ze wzorem (3.42) transformuj¡ si� nast�puj¡o:~wa = wa + �a(log ) : (4.101)



4.5 Termodynamika zarnyh dziur 82Wobe tego mamy ~� = ~Xa ~wa = Xa�wa + �a � = �+X() ; (4.102)gdzie X() = �
 ��' (bo X = �0� nA�A, zªon nA�A mo»emy zast¡pi¢ wyra»eniem 
�', a�0 = 0). Otrzymujemy zatem nast�puj¡e równanie
 ��' � �+ ~� = 0 : (4.103)którego rozwi¡zaniem jest  = � Z ~�
e(�
�1 R �d')d' : (4.104)Oznazaj¡ przez F (�; ') = Z e(�
�1 R �d')d' (4.105)otrzymujemy �1 = �
~� ��' (logF ) : (4.106)Ale z drugiej strony: �1 = 1� 1
���' ; (4.107)zatem: ���' = 1
 + 1~� ��' logF : (4.108)Rozwi¡zaniem powy»szego równania jest� = '
 + 1~� logF ; (4.109)gdzie F (') = C1�Z '0 e(�
�1 R u0 �(s)ds)du+ C2� ; (4.110)a C1 i C2 s¡ staªymi aªkowania. Z warunków yklizno±i:�(0) = �(2�) (4.111)dd'(logF )(0) = dd'(logF )(2�) (4.112)mamy, »e ~� = 
2� log F (0)F (2�) : (4.113)



4.5 Termodynamika zarnyh dziur 83Wyznazymy jeszze warto±i F (0) i F (2�). Oznazmy przez f(') wyra»enie:f(') := Z '0 e(�
�1 R u0 �(s)ds)du : (4.114)Zatem F i logF s¡ nast�puj¡ej postai:F = C1(f + C2) ; (4.115)logF = logC1 + log(f + C2) : (4.116)A wi�: f 0(0)f(0) + C3 = f 0(2�)f(2�) + C3 i f(0) = 1 ; st¡d C3 = f(2�)f 0(2�)� 1 ; (4.117)mamy wi� ~� = 
2� log C3f(2�) + C3 : (4.118)Ostateznie otrzymujemy ~� = � 
2� log f 0(2�) = 12� Z 2�0 �(s)ds : (4.119)Zatem dokonali±my takiego przeehowania � do ~�, »e jest ona staªa na równole»nikahsfery S2.



Rozdziaª 5Materia ±wietlna
5.1 Tensor energii-p�du dla materii typu ±wietlnego.To»samo±¢ Belinfantego-RosenfeldaChemy opisa¢ oddziaªywanie mi�dzy ienk¡ powªok¡ materii typu ±wietlnego a polemgrawitayjnym. Wszystkie wªasno±i materii opisane s¡ za pomo¡ g�sto±i lagran»janu L.Mo»e ona zale»e¢ od jakih± pól materii zK »yj¡yh na powierzhni zerowej S a tak»e ihpierwszyh pohodnyh zKa := �azk, oraz ozywi±ie od tensora metryznego gab na S:L = L(zK ; zKa; gab) : (5.1)Zakªadamy, »e L jest niezmienniz¡ g�sto±i¡ skalarn¡ na S. Z niezmiennizo±i lagran»januwynikaj¡ pewne dodatkowe warunki: to»samo±¢ Belinfantego-Rosenfelda oraz twierdzenieNoether. Dla uproszzenia rozwa»a« zaªo»ymy, »e pola materii zK s¡ zasoprzestrzennymiskalarami (p. [8, 20℄). Oznaza to, »e pohodna Liego LY z tyh pól wzgl�dem polawektorowego Y na S jest w zasadzie pohodn¡ z¡stkow¡(LY z)K = zKa Y a :Nast�puj¡y lemat opisuje wªasno±i niezmiennizyh lagran»janów:Lemat 5.2. G�sto±¢ lagran»janu (5.1) skonentrowana na zerowej hiperpowierzhni S jestniezmienniza wtedy i tylko wtedy, je±li jest ona nast�puj¡ej postai:L = vXf(z;LXz; g) ; (5.2)gdzie X jest dowolnym polem degeneraji metryki gab na S, a f(� ; � ; �) jest funkj¡ skalarn¡jednorodn¡ stopnia pierwszego wzgl�dem jej drugiej zmiennej.Uwaga: Z jednorodno±i funkji f wzgl�dem LXz wynika, »e powy»sza wielko±¢ niezale»y od szzególnego wyboru pola degeneraji X.



5.1 Tensor energii-p�du dla materii typu ±wietlnego. To»samo±¢Belinfantego-Rosenfelda 85Dowód lematu (5.2). Poniewa» lagran»jan materii (5.1) jest niezmienniz¡ g�sto±i¡ ten-sorow¡, jego warto±¢ mo»e by¢ lizona w dowolnym ukªadzie wspóªrz�dnyh. Dla potrzebnaszego dowodu ogranizmy si� do lokalnego ukªadu wspóªrz�dnyh (xa) na S, który jestzgodny z degeneraj¡ metryki, tzn. pole X := �0 jest zerowe.Przypu±¢my, »e (xa) i (ya) s¡ dwoma takimi ukªadami wspóªrz�dnyh w otozeniupunktu x 2 S. Co wi�ej, przypu±¢my, »e oba wektory �0 s¡ sobie równe. �atwo sprawdzi¢,»e st¡d wynika nast�puj¡a maierz transformaji mi�dzy tymi ukªadamiyA = yA(xB) ; (5.3)y0 = x0 +  (xA) : (5.4)Trójwymiarowy jakobian takiej transformaji jest równy dwuwymiarowemu:det(�yA=�xB). Zauwa»my, »e dwuwymiarowa z�±¢ gAB metryki gab transformujesi� zgodnie z t¡ dwuwymiarow¡ maierz¡, a wi� jej wyznaznik � jest wymna»any przezten sam dwuwymiarowy jakobian podzas przej±ia z ukªadu (xa) do (ya). Tak samoelement obj�to±i vX . To znazy, ze funkja zde�niowana nast�puj¡of := LvX ; (5.5)nie zmienia warto±i podzas takiej transformaji. W zasadzie mamy:f = f(zK ; zK0; zKA; gab) ; (5.6)ale poka»emy, »e f nie zale»y od pohodnyh zKA. W tym elu wprowad¹my nowewspóªrz�dne: yA = xA ; (5.7)y0 = x0 � �1x1 � �2x2 : (5.8)St¡d: ��yA = ��xA + �A ��x0 :Podzas przej±ia z ukªadu (xa) do (ya), warto±¢ zKA zmieni si� na zKA + �AzK0, podzasgdy pozostaªe zmienne funkji (5.6) (a tak»e jej warto±¢) nie zmieni¡ si�. St¡d mamynast�puj¡y wzór: f(zK ; zK0; zKA; gab) = f(zK ; zK0; zKA + �AzK0; gab) ; (5.9)który musi by¢ prawdziwy dla ka»dej konfiguraji pola zK . Zatem taka funkja nie mo»ezale»e¢ od zKA! Ale w naszym ukªadzie wspóªrz�dnyh zK0 = zKaXa = LXzK . A wi�pokazali±my, »e f = f(zK ;LXzK ; gab) : (5.10)Rezygnuj¡ z warunku (5.4) i dopuszzaj¡ dowoln¡ wspóªrz�dn¡ zasow¡ y0, widzimy, »ezale»no±¢ wyra»enia (5.10) od jego drugiej zmiennej musi kasowa¢ (jednorodnie stopnia �1)zale»no±¢ g�sto±i vX od pola X we wzorze (5.2). Co pokazuje, »e f musi by¢ jednorodnastopnia pierwszego w swojej drugiej zmiennej LXzK .



5.1 Tensor energii-p�du dla materii typu ±wietlnego. To»samo±¢Belinfantego-Rosenfelda 86Dynamika opisywanej materii jest okre±lona przez jej kanonizny tensor energii-p�duzdefiniowany nast�puj¡o: T ab := �L�zKa zKb � ÆabL : (5.11)Jest on symetryzny w sensie poni»szego stwierdzenia:Stwierdzenie 2. Kanonizny tensor energii-p�du T ab skonstruowany z niezmiennizej g�s-to±i lagran»janu, speªnia równania (3.47) oraz (3.48), tzn. zahodzi:T abXb = 0 i Tab = Tba : (5.12)Dowód: We¹my g�sto±¢ lagran»janu (5.2). Mamy wtedy:T ab = �L�zKa zKb � ÆabL = vX �Xa �f�(zKd Xd)zKb � Æabf� ; (5.13)i st¡d dostajemy Tab = T bga = �vXfgab = Tba : (5.14)Z jednorodno±i f wzgl�dem (zKd Xd) mamy:T abXb = vXXa� �f�(zKd Xd) �zKb Xb�� f� = 0 : (5.15)W przypadku niezdegenerowanej geometrii S mo»na rozwa»y¢ tak»e symetryzny tensorenergii-p�du �ab: �ab := 2 �L�gab : (5.16)W naszym przypadku zdegenerowana metryka speªnia wi�zy det gab � 0. Zatem powy»szawielko±¢ nie jest zde�niowana jednoznaznie. Mo»emy jednak spróbowa¢ j¡ zde�niowa¢ zdokªadno±i¡ do anihilatora tyh wi�zów. �atwo sprawdzi¢, »e ten anihilator jest postaiCXaXb. Zatem dowolno±¢ w definiji symetryznego tensora energii-p�du jest dokªadnietaka sama jak dowolno±¢ definiji T ab. Ta dowolno±¢ znika po obni»eniu jednego wska¹nika.Udowodnimy w nast�pnym twierdzeniu, »e je±li s¡ speªnione równania pola, skªadowe ka-noniznego i symetryznego tensora energii-p�du s¡ sobie równe1. Jest to analogizne dostandardowej to»samo±i Belinfantego-Rosenfelda ([5℄). Co wi�ej zahodzi tak»e �twierdze-nie� Noether, zyli znikanie dywergenji T . Zapiszemy to wszystko w nast�puj¡y sposób:1W przyj�tej przez nas konwenji energia jest opisywana wyra»eniem H = T 00 = pK0 _zK � L � 0,analogiznie do H = p _q � L w mehanie, i mo»e by¢ ªatwo uogólniona do potrzeb hamiltonianu. Jest totroh� inna konwenja od tej u»ywanej np. w ksi¡»e [24℄, gdzie energia jest zadana przez T00. Aby mie¢i¡gle standardow¡ posta¢ równa« Einsteina, przyjmujemy standardow¡ definij� symetryznego tensoraenergii-p�du �ab. Dlatego wªa±nie to»samo±¢ Belinfantego-Rosenfelda ma posta¢ �ab = �T ab.



5.1 Tensor energii-p�du dla materii typu ±wietlnego. To»samo±¢Belinfantego-Rosenfelda 87Stwierdzenie 3. Nieh L b�dzie niezmiennizym lagran»janem, oraz nieh pola zK speª-niaj¡ równania Eulera-Lagrange'a: �L�zK � �a �L�zKa = 0 ; (5.17)wtedy zahodz¡ poni»sze fakty:1. To»samo±¢ Belinfantego-Rosenfelda: skªadowe kanoniznego tensora energii-p�duT ab s¡ równe (z dokªadno±i¡ do znaku wynikaj¡ego z konwenji) skªadowymsymetryznego tensora energii-p�du �ab:T ab = ��agb ; (5.18)2. Twierdzenie Noether: raT ab = 0 : (5.19)Dowód: Niezmiennizo±¢ lagran»janu wzgl�dem dyfeomor�zmów zasoprzestrzeni genero-wanyh za pomo¡ pola Y na S oznaza, »e transport zmiennyh (z; �z; g), któryh funkj¡jest L, wzdªu» Y , daje taki sam wynik jak transport warto±i L na S:�L�zK (LY z)K + �L�zKa (LY z)Ka + �L�ga (LY g)a = LY L : (5.20)We¹my dla uproszzenia Y = ��xb (tzn. Y a = Æab). Mamy wi�: (LY z)Ka = zKba = zKab.Stosuj¡ ten wzór i dokonuj¡ paru elementarnyh przeksztaªe« otrzymujemy:� �L�zK � �a �L�zKa� zKb + �a � �L�zKa zKb � ÆabL� + �L�ga ga;b = 0 : (5.21)Z równa« Eulera-Lagrange'a (5.17) i definiji (5.11) oraz (5.16) obu tensorów energii-p�du,powy»szy wzór redukuje si� do nast�puj¡ego wyra»enia:�aT ab + 12�aga;b = 0 : (5.22)Nasz dowód tego wzoru jest prawdziwy w dowolnym ukªadzie wspóªrz�dnyh. W szzegól-no±i mo»emy u»y¢ takiego ukªadu, w którym wszystkie pohodne z¡stkowe tensora me-tryznego znikaj¡ w danym punkie x 2 S. W tym ukªadzie mamy:raT ab(x) = �aT ab(x) = 0 :Ale raT ab(x) = 0 jest wyra»eniem niezale»nym od wyboru ukªadu odniesienia. Udowod-nione w jednym ukªadzie, jest prawdziwe w ka»dym innym. Powtarzaj¡ to rozumowaniedla wszystkih punktów x 2 S po kolei, pokazujemy twierdzenie Noether (5.19). Odejmuj¡(5.22) od (5.19) otrzymujemy T abgab; = ��abgab; ;



5.2 Niejednoznazno±¢ w wyborze ukªadu odniesienia 88o musi zahodzi¢ w dowolnym ukªadzie odniesienia. Zatem zarówno T ab jak i �ab s¡zde�niowane z dokªadno±i¡ do zªonu postai CXaXb, znikaj¡ego po zw�»eniu z gab;.W standardowej pseudoriemannowskiej niezdegenerowanej metrye pohodne gab; mog¡by¢ wybrane dowolnie w ka»dym z punktów z osobna, o automatyznie daje to»samo±¢Belinfantego-Rosenfelda T = �� . W naszym przypadku dowolno±¢ wyboru tyh pohod-nyh jest ogranizona wi�zami det gab = 0. Jest to jedyne ogranizenie, a wi� to»samo±¢Belinfantego-Rosenfelda zahodzi z dokªadno±i¡ do anihilatora tyh wi�zów, a wi� wformie (5.18).5.2 Niejednoznazno±¢ w wyborze ukªadu odniesieniaZauwa»my, »e przypadku geometrii niezdegenerowanej znikanie pohodnyh tensora me-tryznego w jakim± punkie x de�niuje jednoznaznie lokalny inerjalny ukªad odniesieniaw punkie x. Je±li ka»dy z dwóh ukªadów odniesienia (xa) i (ya) speªnia w punkie xwarunek znikania pierwszyh pohodnyh tensora metryznego w tym ukªadzie, drugiepohodne xa wzgl�dem yb znikaj¡ to»samo±iowo w tym punkie. Zatem pohodne kowa-riantne mog¡ by¢ zde�niowane jako pohodne z¡stkowe, ale lizone wzgl�dem inerjalnegoukªadu odniesienia, tzn. dowolnego ukªadu z tej samej klasy ukªadów.W przypadku zdegenerowanym, znikanie pohodnyh tensora metryznego nie zadajejednoznaznie inerjalnego ukªadu odniesienia. Mo»emy mie¢ dwa ukªady wspóªrz�dnyh(xa) i (ya) takie, »e w ka»dym z nih znika gab; w x, ale�2ya�xb�x (x) 6= 0 :Dlatego wªa±nie jakakolwiek próba zde�niowania pohodnej kowariantnej dowolnego ten-sora na S musi si� sko«zy¢ niepowodzeniem. Ta nieokre±lono±¢ mo»e by¢ jednak zneutra-lizowana dodatkowymi wªasno±iami algebraiznymi, które posiada tensor energii-p�du, adokªadnie wzorami (3.47) oraz (3.48). To pozwala zde�niowa¢ nam w sposób jednoznaznydywergenj� wielko±i tensorowyh typu tensor energii-p�du, za pomo¡ wzoru (3.53).Dokonajmy przej±ia ze zdegenerowanego ukªadu wspóªrz�dnyh do ukªadu, gdzieznikaj¡ wszystkie pohodne tensora metryznego:0 = g~a~b;~ = �xa�y~a �xb�y~b �x�y~ ��x gab + �x�y~ ��x ��xa�y~a �xb�y~b� gab= �xa�y~a �xb�y~b �x�y~ ��x gab + ��xa�y~a �2xb�y~�y~b + �xa�y~b �2xb�y~�y~a� gab (5.23)Czªon �xa�y~a �xb�y~b �x�y~ ��xgab jest dobrze okre±lony przy przej±iu do ukªadu wspóªrz�dnyh, wktórym g~a~b;~ = 0. Dowolno±¢ mamy dopiero w drugih pohodnyh �2xa�y~b�y~ , które nies¡ okre±lone jednoznaznie. Poka»emy teraz, »e ze wzgl�du na nieodwraalno±¢ gab nie



5.3 Przykªady niezmiennizyh g�sto±i lagran»janu 89mo»emy okre±li¢ drugih pohodnyh maierzy przej±ia. W tym elu wybierzmy jaki±punkt xa0 gdzie te dwa ukªady wspóªrz�dnyh (xa) i (y~a) pokrywaj¡ si�, a wi�:xa0 = Æa~ay~a0 :W otozeniu tego punktu dokonajmy rozwini�ia w szereg wspóªrz�dnej xa wzgl�dem (y~a):xa = Æa~ay~a + 12F a~b~y~by~ +O(y3) ;gdzie F a~b~ ma takie samo znazenie jak drugie pohodne, które w tym przypadku nie s¡zdefiniowane jednoznaznie. Mamy wi���xa�y~a �xb�y~b �x�y~ ��x gab = 12gab �Æa~aF b~b~ + Æb~bF a~a~� (5.24)Poniewa» wyra»enie stoj¡e po lewej stronie powy»szego równania nie jest zadane jednoz-naznie, mo»emy doda¢ do �drugih pohodnyh�F a~b~ dowolne wyra»enie typu Xa!~b~, gdzie!~b~ jest jakim± dowolnym symetryznym obiektem. Zatem dowolno±¢ w wyborze ukªaduwspóªrz�dnyh jest zadana przez xa +Xa!~b~y~by~.5.3 Przykªady niezmiennizyh g�sto±i lagran»januWe¹my trójwymiarow¡ rozmaito±¢ zasoprzestrzenn¡ oraz ukªad wspóªrz�dnyh xa, a =0; 1; 2. Na tej rozmaito±i wprowad¹my pole wektorowe Xa = (X0; XA), A = 1; 2, takie,»e gabXb = 0 ; (5.25)X0 = 1 : (5.26)Rozwi¡zanie powy»szego ukªadu jest nast�puj¡e:X0 = 1 ; (5.27)XB = �gA0~~gAB ; (5.28)gdzie ~~gAB oznaza dwuwymiarowa metryk� odwrotn¡ do gAB.Pole to odpowiada polu Xa wprowadzonemu w rozdziale 3.1, b�d¡emu obi�iem polaX� do S. W tym rozdziale przyjmujemy X(x0) = 1.Przykªad 1Rozwa»my o±rodek �elastyzny� opisany za pomo¡ zmiennyh materiaªowyh zA, A = 1; 2.Metryka materialna jest oznazana przez AB. We¹my tak»e nast�puj¡¡ przykªadow¡g�sto±¢ lagran»janu: L = � �XazK;aXbzL;bKL(zA)�� (X�;)� ; (5.29)



5.3 Przykªady niezmiennizyh g�sto±i lagran»janu 90tak¡, »e 2� + � = 1 i � = pdet gAB. Przez � oznazyli±my dodatkowe pole skalarne.Zapiszmy pole Xa w postai (5.27), mamy wtedy:L = ���(zK)� � gC0~~gCDzK;D� �(zL)� � gE0~~gEFzL;F� KL(z)	� ��� � gI0~~gIJ�;J�� ; (5.30)gdzie ( )� oznaza pohodn¡ zasow¡.Kanonizny tensor energii-p�du T ab jest nast�puj¡yT ab = �L�zN;a zN;b + �L�� ;a � ;b � ÆabL : (5.31)Mamy: �L�zN;a = �� �XzK;XdzL;dKL(zA)���1 �Xf�;f�� 2XaXzM;MN ; (5.32)�L��;a = �� �XzK;XdzL;dKL(z)�� �Xf�;f���1Xa : (5.33)St¡d T ab = � �XzK;XdzL;dKL(zA)���1 �Xf�;f���1XzM;MN (5.34)� �2�XazN;bXf�;f + �XdzN;dXa�;b � ÆabXdzN;dXf�;f� : (5.35)Wyznazymy teraz symetryzny tensor energii-p�du �ab:�ab = 2 �L�gab : (5.36)Mamy, »e�L�g00 = 0 ;�L�g0A = 12���(zK)� � gC0~~gCDzK;D� �(zL)� � gE0~~gEFzL;F� KL(z)	��1 ��� � gI0~~gIJ�;J���1MN �� ��~~gAD �zM;D(zN )� + zN;D(zM)��+ ~~gCD~~gEFzM;DzN;F �gE0ÆAC + gCOÆAE��� ��� � gI0~~gIJ�;J�� �~~gAJ�;J ��(zM )� � gC0~~gCDzM;D� �(zN )� � gE0~~gEFzN;F� MN(z)�	 :Skªadowa � 0b wynosi:� 0b = � 00g0b + � 0AgAb = � 0AgAb = �� �XazK;aXbzL;bKL(z)���1 (X�;)��1MN �� �~~gADzM;DXzN; + ~~gADzN;DXzM;�Xf�;f + �~~gAJ�;JXXdzM;zN;d� gAb ; (5.37)przy zym � 00 = 0. Korzystaj¡ z tego, »egAb = g0AÆ0b + gCAÆbC



5.3 Przykªady niezmiennizyh g�sto±i lagran»janu 91mo»emy wyznazy¢ � 0b:� 0b = �� �XazK;aXbzL;bKL(z)���1 (X�;)��1MN �� ��Æ0bXDzM;D + ÆDb zM;D�XzN;Xf�;f+� ��Æ0bXDzN;D + Æ bNzB;D�XzM;Xf�;f+� ��Æ0bXJ + ÆJb� �;JXXdzM;zN;d	= �� �XazK;aXbzL;bKL(zA)���1 (X�;)��1 MN��Æb0(2� + �)XXdzM;zN;dXf�;f+�Æb0 �(zM)�zN;d + (zN )�zM;d�XdXf�;f + �Æ0b(�)�XXdzM;zN;d+�ÆDb �zM;DzN; + zN;DzM;�Xf�;f + �ÆJb�;JXXdzM;zN;d	 : (5.38)Uwzgl�dniaj¡ poni»sz¡ to»samo±¢;Æ0b(zK)� + ÆDbzK;D = ÆdbzK;d = X0zK;boraz zaªo»enie, »e 2�+ � = 1, otrzymujemy skªadow¡ T 0b (ze znakiem �minus�!) kanoniz-nego tensora energii-p�du.Aby oblizy¢ �AB skorzystajmy z faktu, »e���gAB = 12�~~gABoraz z to»samo±i d~~gCD = �~~gAC~~gBDdgAB :Otrzymujemy wtedy�L�gAB = 12� �XazK;aXbzL;bKL(z)���1 (X�;)��1 MN��XXdzM;zN;d �~~gABXf�;f + � �~~gAI~~gBJ + ~~gAJ~~gBI� gI0�;J�+2� �~~gAC~~gBD + ~~gAD~~gBC� gC0zM;DXzN;Xf�;f	 (5.39)= 12�AB : (5.40)Wyznazmy teraz skªadow¡ �Ai:�Ai = �Abgbi = �A0g0i + �ABgBi ;korzystaj¡ z to»samo±i gBi = gBjÆji = gBCÆCi + gB0Æ0ioraz jej konsekwenji ~~gBDgBi = ÆDi + ~~gBDgB0Æ0i :



5.3 Przykªady niezmiennizyh g�sto±i lagran»janu 92Mamy wtedy�ABgBi = �� �XazK;aXbzL;bKL(zA)���1 (X�;)��1 MN� ��XXdzM;zNd ��ÆAi + ~~gABgB0Æ0i�Xf�;f+� �~~gAI �ÆJi + ~~gJBgB0Æ0i�+ ~~gAJ �ÆIi + ~~gIBgB0Æ0i�� gI0�;J��2� �~~gAC �ÆDi + ~~gDBgB0Æ0i�+ ~~gAD �ÆCi + ~~gCBgB0Æ0i�� gC0zM;DXdzN;dXf�;f	= �� �XazK;aXbzL;bKL(zA)���1 (X�;)��1 MN� �� �ÆAi � Æ0iXA�XXdzM;zN;dXf�;f� � ��XA�;i + Æ0iXAXf�;f + ~~gAJ�;Jg0i�XXdzM;zN;d�� ��XAzM;i + Æ0iXAXzM; + ~~gADzM;Dgi0�XdzNdXf�;f� : (5.41)Zbieraj¡ razem zªony �A0g0i i �ABgBi otrzymujemy�Ai = �� �XazK;aXbzL;bKL(zA)���1 (X�;)��1 MN� �2�g0i~~gADzM;dXzN;Xf� f + �~~gAL�;Lg0iXXdzM;zN;d� �~~gAL�;Lg0iXXdzM;zN;d � 2�g0i~~gADzM;dXzN;Xf� f+ �XA�;iXXdzM;zN;d + 2�XAzM;iXdzN;dXf�;f� ÆAiXXdzN;zM;dXf�;f + Æ0iXAXXdzN;zMd Xf�;f�Æ0iXA(2� + �)XXdzN;zMd Xf�;f� : (5.42)Uwzgl�dniaj¡ zwi¡zek mi�dzy � i �: 2� + � = 1, mamy ostateznie�Ai = �TAi :Przykªad 2We¹my lagran»jan o dwóh stopniah swobody, z którego b�dziemy intensywnie korzystaliw rozdziale 7: L = �XazK;aFK(zK) ; (5.43)K = 1; 2, zK s¡ zmiennymi materiaªowymi, a FK jakimi± skalarnymi funkjami tyh zmien-nyh.Dokonuj¡ (2+1)-dekompozyji pola X otrzymujemy powy»szy lagran»jan w nast�pu-j¡ej postai: L = �� _(zK)� gC0~~gCDzK;D�FK : (5.44)P�dy uogólnione s¡ równe: paK = �L�zK;a = �XaFK ; (5.45)a kanonizny tensor energii p�du T ab wynosi:T ab = �XazK;bFK � Æab�XazK;aFK : (5.46)



5.3 Przykªady niezmiennizyh g�sto±i lagran»janu 93Polizymy teraz symetryzny tensor energii-p�du �ab:�ab = 2 �L�gab : (5.47)Mamy, »e �L�g00 = 0 ;�L�g0C = ��~~gCDzK;DFK :Zatem skªadowa � 0b wynosi:� 0b = � 00g0b + � 0CgCb = � 0CgCb = ��~~gCDzK;DFKgCb ; (5.48)poniewa» � 00 = 0. Korzystaj¡ z tego, »egAb = gOAÆ0b + gCAÆbCmo»emy wyznazy¢ � 0b:� 0b = ��~~gCD �g0CÆ0b + gACÆAb� zK;DFK = � �Æ0bXD � ~~gCDgACÆAb� zK;DFK= � �Æ0bXdzK;dFK � Æ0b(zK)�FK � ÆDbzK;dFK� :Uwzgl�dniaj¡ to»samo±¢: Æ0b(zK)� + ÆDbzK;D = ÆdbzK;d = X0zK;botrzymujemy wi� skªadow¡ T 0b (ze znakiem �minus�!) kanoniznego tensora energii-p�du.Aby oblizy¢ �AB skorzystamy tak jak w poprzednim przykªadzie z faktu, »e���gAB = 12�~~gABoraz z to»samo±i d~~gCD = �~~gAC~~gBDdgAB :Otrzymujemy wtedy�L�gAB = 12�~~gABXazK;aFK � 12� �~~gAC~~gBD + ~~gAD~~gBC� gC0zK;DFK = 12�AB : (5.49)Wyznazymy skªadow¡ �Ai: �Ai = �Abgbi = �A0g0i + �ABgBi ;



5.3 Przykªady niezmiennizyh g�sto±i lagran»janu 94korzystaj¡ z to»samo±i podanej w poprzednim przykªadziegBi = gBjÆji = gBCÆCi + gB0Æ0ioraz jej konsekwenji ~~gBDgBi = ÆDi + ~~gBDgB0Æ0i :Mamy wtedy�ABgBi =�(ÆAi + ~~gABgB0Æ0i)XazK;aFK+ � �~~gAC(ÆDi + ~~gBDgB0Æ0i) + ~~gAD(ÆCi + ~~gBCgB0Æ0i)� gC0zK;DFK=� �(ÆAi + ~~gABgB0Æ0i)XazK;aFK + �(�XAzK;i + Æ0iXAXdzK;d + ~~gADzK;Dg0i)FK� :Zatem�Ai =� �~~gADzK;DFKg0i+ � �(ÆAi + ~~gABgB0Æ0i)XazK;aFK + �(�XAzK;i + Æ0iXAXdzK;d + ~~gADzK;Dg0i)FK�=� �ÆAiXazK;aFK �XAzK;iFK�i otrzymali±my �Ai = �TAi :



Rozdziaª 6Dynamika samograwituj¡ej powªokimaterii ±wietlnej
6.1 Dynamika powªoki materii zerowejRozwa»my dynamik� zerowej powªoki materialnej oddziaªuj¡ej z polem grawitayjnym.Dynamika ta zostanie wyprowadzona z zasady najmniejszego dziaªania ÆA = 0, gdziedziaªanie A = Areggraw +Asinggraw +Amat ; (6.1)jest sum¡ dziaªania grawitayjnego Agraw i dziaªania materii Amat. W szzególno±i wszys-tkie wyniki tego rozdziaªu stosuj¡ si� do przypadku bez materii, gdy Amat � 0. Inazejni» dla powierzhni �zasowo-przestrzennej� � o niezdegenerowanej metrye wewn�trznej,nawet w takim przypadku nieobeno±i teoria dopuszza niei¡gªo±i pohodnyh metryki,które propaguj¡ si� po fronie ±wietlnym i opisuj¡ sytuaj�, któr¡ mogliby±my nazwa¢�grawitayjn¡ fal¡ uderzeniow¡�.Dziaªanie grawitayjne jest zdefiniowane jako aªka z lagran»janu Hilberta Lgraw =1=(16�)pjgj R. Dzieli si� on na z�±¢ regularn¡ i osobliw¡:Lgraw = 116�pjgj R = 116�pjgj (reg(R) + sing(R)) = Lreggraw + Lsinggraw : (6.2)Korzystaj¡ ze wzorów (3.72)�(3.82) mo»emy wyrazi¢ osobliw¡ z�±¢ R za pomo¡ osobliwejz�±i tensora Einsteina:pjgj sing(R) = �sing(G) = �G��g��Æ(x3) : (6.3)Jak pokazali±my w paragrafie 3.5, dowolno±¢ w wyborze G�� modulo zªon CX�X�, jestnieznaz¡a, poniewa» kasuje j¡ zw�»enie z g��:G��g�� = Gabgab = Gaa :



6.1 Dynamika powªoki materii zerowej 96Je±li hodzi o lagran»jan materii Lmat, to nakªadamy na niego zaªo»enia jak w rozdziale5.1. Ostateznie, aªkowite dziaªanie jest sum¡ trzeh aªek:A = ZD Lreggraw + ZD Lsinggraw + ZD\S Lmat ; (6.4)gdzie D jest zterowymiarowym obszarem w zasoprzestrzeni, a S trójwymiarow¡ hiper-powierzhni¡ typu ±wietlnego. B�dziemy wariowa¢ wzgl�dem zasoprzestrzennego tensorametryznego g�� i wzgl�dem pól materii zK na S. �wietlny harakter rozpatrywanej materiioznaza zerowy harakter S, tzn. zdegenerowanie metryki indukowanej: det gab = 0.Powtarzaj¡ szzegóªowe rozumowanie z rozdziaªów 2. i 4. otrzymujemy, »e wariajagrawitayjnej z�±i dziaªania jest nast�puj¡a :ÆLgraw = � 116�G��Æg�� + �� �� ���� Æ����� ; (6.5)przy zym oba zªony skªadaj¡ si� zarówno z z�±i regularnej jak i osobliwej.Wariaja materialnej z�±i Lmat dziaªania na S jest postai:ÆLmat = �Lmat�gab Ægab + �Lmat�zK ÆzK + �Lmat�zKa �aÆzK= 12�abÆgab + ��Lmat�zK � �a�Lmat�zKa � ÆzK+�a �pKaÆzk� ; (6.6)gdzie skorzystali±my z definiji (5.16) i wprowadzili±my p�dy sprz�»one do zmiennej mate-riaªowej zK : pKa := �Lmat�zKa : (6.7)Ostateznie otrzymujemy nast�puj¡y wzór na wariaj� aªkowitego (tzn. obejmuj¡egomateri� i pole grawitayjne) lagran»janu:ÆL =� 116� reg(G)��Æg�� + Æ(x3)��Lmat�zK � �a�Lmat�zKa � ÆzK� Æ(x3) 116� �Gab � 8��ab� Ægab + �� �� ���� Æ�����+ Æ(x3)�a �pKaÆzK� : (6.8)Zaªó»my na razie, »e zarówno Æg�� jak i ÆzK znikaj¡ na brzegu �D obszaru Dzasoprzestrzeni. Z tego zaªo»enia zrezygnujemy pó¹niej w zasie opisu strukturyhamiltonowskiej naszej teorii. Ostatnie dwa zªony brzegowe w powy»szym wzorze znikaj¡po wyaªkowaniu po D. Znikanie wariaji ÆA = 0 z ustalonymi warto±iami brzegowymidaje równania Eulera-Lagrange'a (5.17) dla pól materii zK , razem z równaniami Einsteinadla pola grawitayjnego. Nieosobliwa z�±¢ równa« Einsteina:reg(G)�� = 0



6.1 Dynamika powªoki materii zerowej 97musi by¢ speªniona wsz�dzie poza S, a z�±¢ osobliwa musi by¢ speªniona na S. Abyunikn¡¢ dowolno±i typu CXaXb, napiszemy to równanie w nast�puj¡ej postai:Gab = 8��ab :Zbieraj¡ osobliw¡ i nieosobliw¡ z�±¢ powy»szyh wielko±i oraz wprowadzaj¡zterowymiarowy tensor energii-p�du T �� := Æ(x3)��� taki, »e �?� � 0, mo»emy zapisa¢równanie (6.8) nast�puj¡o:ÆL = 116� (G�� � 8�T ��) Æg�� + Æ(x3)��Lmat�zK � �a�Lmat�zKa � ÆzK+ �� �� ���� Æ�����+ Æ(x3)�a �pKaÆzK� : (6.9)Równania pola s¡ równowa»ne temu, »e zªony obj�to±iowe w wariaji lagran»janu(6.9) musz¡ znika¢ to»samo±iowo. Zatem mog¡ by¢ one zapisane w nast�puj¡y sposób:ÆL = �� ����ÆA����+ Æ(x3)�a �pKaÆzK� : (6.10)gdzie, jak w poprzednih rozdziaªah, u»ywamy nast�puj¡yh oznaze«:��� : = 116�pjgj g�� ;A��� : = ���� � Æ�(����)� :Dla uproszzenia rahunków wybierzmy ukªad wspóªrz�dnyh zgodny z ustalon¡ (3+1)-dekompozyj¡ zasoprzestrzeni: zakªadamy, »e wspóªrz�dna zasowa t = x0 jest staªa natrójwymiarowyh powierzhniah tej foliaji. Zakªadamy równie», »e te powierzhnie s¡przestrzennopodobne. Aby otrzyma¢ sformuªowanie hamiltonowskie naszej teorii musimysaªkowa¢ równanie (6.10) po powierzhni Cauhy'ego C � M i potem dokona¢ transfor-maji Legendre'a miedzy pohodnymi zasowymi a odpowiadaj¡ymi im p�dami.W naszyh rozwa»aniah ogranizymy si� do przypadku zasoprzestrzeni asymptotyz-nie pªaskiej i zaªo»ymy, »e tak»e pªaty Ct naszej (3+1)-dekompozyji s¡ asymptotyzniepªaskie w niesko«zono±i. Aby mie¢ kontrol� nad dwuwymiarowymi aªkami powierzh-niowymi w niesko«zono±i, rozwa»ymy najpierw dynamik� naszego ukªadu �materia +grawitaja� w sko«zonej tubie ±wiata T , której brzeg ma niezdegenerowan¡ metryk� osygnaturze (�;+;+). W pewnym momenie przejdziemy do niesko«zono±i z brzegiemtuby. Zakªadamy, »e tuba ta zawiera powierzhni� S wraz z poruszaj¡¡ si� wzdªu» niejnasz¡ zerow¡ materi¡.Oznazaj¡ przez V := T \C t� z�±¢ C, która jest zawarta w tubie T , aªkujemy (6.10)po sko«zonym obszarze V � C i trzymamy aªki powierzhniowe na brzegu �V obszaruV . Otrzymamy z nih mas� ADM jako hamiltonian aªego ukªadu �materia + grawitaja�,gdy przejdziemy do niesko«zono±i z �V = C \�T . Poniewa» nasz opis jest geometryznyi nie zale»y od wyboru ukªadu wspóªrz�dnyh, mo»emy upro±i¢ nasze rahunki u»ywaj¡takiego ukªadu, w którym wspóªrz�dna x3 jest staªa zarówno na S jak i na brzegu tuby�T .



6.1 Dynamika powªoki materii zerowej 98Caªkuj¡ (6.10) po obj�to±i V otrzymujemy:Æ ZV L = ZV �� ����ÆA����+ ZV Æ(x3)�a �pKaÆzK�= ZV ����ÆA0���� + Z�V ���ÆA?�� + ZV \S �pK0ÆzK�� ; (6.11)gdzie �kropka� oznaza pohodn¡ zasow¡. W powy»szym wzorze pomin�li±my dwuwy-miarowe dywergenje znikaj¡e po wyaªkowaniu po powierzhniah �V oraz V \ S.Aby jeszze bardziej upro±i¢ nasze oznazenia, nieh pK := pK0 b�dzie skªadow¡ za-sow¡ p�du sprz�»onego kanoniznie do zmiennej materiaªowej zK . Dokonajmy transforma-ji Legendre'a: �pKÆzK�� = _pKÆzK � _zKÆpK + Æ �pK _zK� : (6.12)Ostatni zªon umieszzony po lewej stronie równania (6.11) daje, razem z lagran»janemmaterii, hamiltonian materii:Lmat � pK _zK = Lmat � pK0zK0 = �T 00 = � 00 : (6.13)Aby dokona¢ transformaji Legendre'a w grawitayjnyh stopniah swobody zastosujemymetod� opisan¡ we wze±niejszyh rozdziaªah. Korzystaj¡ ze wzorów wyprowadzonyhw rozdziale 2. mo»emy przepisa¢ grawitayjn¡ z�±¢ (6.11) w nast�puj¡y sposób:ZV ����ÆA0���� + Z�V ���ÆA?��=� 116� ZV �gklÆP kl�� � 116� Z�V gabÆQab+ Z�V ��00Æ��03�00�+ �33Æ��30�33��� ; (6.14)gdzie Qab oznaza krzywizn� zewn�trzn¡ tuby �T zapisan¡ w postai ADM. Ostatni zªonwyra»enia (6.14) mo»e by¢ zapisany za pomo¡ k¡ta hiperboliznego � mi�dzy powierzh-niami C oraz �T , który jest zde�niowany jako � = arsinh(q), gdzieq = g30pjg00g33j ; (6.15)oraz dwuwymiarowej formy obj�to±iowej � = pdet gAB na �V :�00Æ��03�00�+ �33Æ��30�33� = 18��Æ� : (6.16)Mamy wi�: ZV ����ÆA0���� + Z�V ���ÆA?�� (6.17)= � 116� ZV �gklÆP kl�� � 116� Z�V gabÆQab + 18� Z�V (�Æ�)� :



6.1 Dynamika powªoki materii zerowej 99Dokonajmy teraz transformaji Legendre'a zarówno w obj�to±i�gklÆP kl�� = � _gklÆP kl � _P klÆgkl�+ Æ �gkl _P kl�jak i na brzegu: (�Æ�)� = ( _�Æ�� _�Æ�) + Æ(� _�) :Mo»emy zebra¢ razem aªkowite ró»nizki korzystaj¡ ze wzoru (2.80):� 116�Æ ZV �gkl _P kl� + 18�Æ Z�V � _�= 18�Æ ZV pjgjR00 + 116� Z�V Æ �QABgAB �Q00g00� : (6.18)Wtedy116�Æ ZV Lgraw � 18�Æ ZV pjgjR00 = 116�Æ ZV pjgj �R� 2R00� = � 18�Æ ZV G00 (6.19)Czªon obj�to±iowy umieszzony po lewej stronie równania (6.11) spotyka lagran»jan grawi-tayjny. Rozbijaj¡ lagran»jan grawitayjny na z�±¢ osobliw¡ i nieosobliw¡ otrzymujemy:18�Æ ZV G00 = 18�Æ ZV reg �G00�+ 18�Æ ZV sing �G00� ; (6.20)Nieosobliwa z�±¢ g�sto±i tensorowej Einsteina reg (G��) znika zgodnie z równaniami pola.Cz�±¢ osobliwa sing �G00� = Æ(x3)G00 (6.21)i st¡d 18�Æ ZV sing �G00� = 18�Æ ZV \SG00; (6.22)o zgodnie z równaniami pola jest równe hamiltonianowi materii18�Æ ZV \S �G00 � 8�� 00� = 0 : (6.23)Ostateznie formuªa generuj¡a przybiera nast�puj¡¡ posta¢0 = 116� ZV � _P klÆgkl � _gklÆP kl�+ 116� Z�V � _�Æ�� _�Æ��� 116� Z�V gabÆQab + 116�Æ Z�V �QABgAB �Q00g00�+ ZV \S � _p0KÆzK � _zKÆp0K� : (6.24)



6.2 Wi�zy 100Formuªa ta zostaªa wyprowadzona w pray J. Kijowskiego [19℄ dla szerokiej klasy la-gran»janów materii, jednak zawsze w modelu materii i¡gªej. W rozdziale 2. pokazali±my,»e jest ona prawdziwa równie» dla materii osobliwej, skonentrowanej na dwuwymiarowejpowªoe S, której metryka wewn�trzna jest niezdegenerowana i nosi sygnatur� (�;+;+).Teraz wykazali±my, »e jest ona prawdziwa równie» dla materii ±wietlnej, poruszaj¡ej si�po powierzhni frontu ±wietlnego, którego metryka jest zdegenerowana.W graniy, gdy brzeg tuby �V d¡»y do niesko«zono±i a trójwymiarowe aªki po �Vs¡ odpowiednio kontrolowane, otrzymujemy w przypadku asymptotyznie pªaskim stan-dardow¡ formuª� hamiltonowsk¡ dla pola grawitayjnego i pól materii z hamiltonianemrównym masie ADM. Jest ona dana przez odpowiedni¡ aªk� brzegow¡ w niesko«zono±i.Tak wi�, oznazaj¡ p�dy materii nast�puj¡o:�K := pKÆ(x3) ; (6.25)ostatezna formuªa hamiltonowska w przypadku graniznym �V ! 1 (tzn. gdy Vpokrywa aª¡ powierzhni� Cauhy'ego C, a wi� V ! C) przybiera nast�puj¡¡ posta¢:�ÆH = 116� ZC � _P klÆgkl � _gklÆP kl� + ZC � _�KÆzK � _zKÆ�K� ; (6.26)gdzieH jest hamiltonianem aªego ukªadu, równym masie ADM lizonej w niesko«zono±i.Wypisane powy»ej stopnie swobody pola nie s¡ niezale»ne, lez podlegaj¡ wi�zom.6.2 Wi�zyRozwa»my dane poz¡tkowe (P kl; gkl; �K ; zK) na trójwymiarowej powierzhni typuprzestrzennego Vt. Nieh ~gkl oznaza trójwymiarow¡ metryk� odwrotn¡ do metryki napowierzhni gkl, a  := pdet gkl. (3)R jest trójwymiarowym skalarem krzywizny metryki gkl,P := P klgkl, a �j� oznaza trójwymiarow¡ pohodn¡ kowariantn¡ wzgl�dem gkl.Poka»emy, »e dane te musz¡ speªnia¢ wi�zy wynikaj¡e z równa« Gaussa-Codazziegodla skªadowej G0� g�sto±i tensora Einsteina. Mo»emy rozªo»y¢ G0� na z�±¢ przestrzenn¡� styzn¡ do Vt, i z�±¢ zasow¡ � normaln¡ do Vt, w nast�puj¡y sposób:G0l = �Plkjk ; (6.27)oraz 2G0�n� = � (3)R +�P klPkl � 12P 2� 1 ; (6.28)gdzie n jest jednostkowym wektorem prostopadªym do powierzhni Cauhy'ego Vt:n� = � g0�p�g00 :



6.2 Wi�zy 101Z pró»niowyh równa« Einsteina na zewn¡trz oraz wewn¡trz S wynika, »e regularna z�±¢G0� znika. Zatem nieosobliwa z�±¢ wi�zów wektorowyh jest nast�puj¡a:reg �Plkjk� = 0 ;a regularna z�±¢ skalarnego równania wi�zów redukuje si� doreg� (3)R ��P klPkl � 12P 2� 1� = 0 :Wyprowadzimy teraz osobliw¡ z�±¢ równa« wi�zów, o no±niku na przei�iu St = Vt\S.Osobliwa z�±¢ trójwymiarowej ró»nizki kowariantnej p�du ADM Pkl skªada si� zpohodnyh w kierunku x3:sing(Plkjk) = sing(�3Pl3) = Æ(x3)[Pl3℄ ;a wi� peªne przestrzenne równania Gaussa-Codazziego (6.27) maj¡ nast�puj¡¡ posta¢:G0l = �Plkjk = �[Pl3℄Æ(x3) : (6.29)Skªadowe p�du ADM P kl s¡ regularne, zatem osobliwa z�±¢ wyra»enia �P klPkl � 12P 2�jest równa zeru. Singularna z�±¢ trójwymiarowego skalara krzywizny skªada si� zró»nizkowanyh w kierunku x3 trójwymiarowyh symboli Christo�ela:sing((3)R) = sing ��3��3kl~gkl � �mml~g3l�� = Æ(x3) ��3kl~gkl � �mml~g3l� ;przy zym wyra»enie w nawiasah kwadratowyh mo»e by¢ przepisane nast�puj¡o: ��3kl~gkl � �mml~g3l� = �2p~g33 ��3�p~g33�� = �2p~g33 "�k ~g3kp~g33!# ; (6.30)poniewa» pohodne styzne do S s¡ i¡gªe. Z drugiej strony wyra»enie w nawiasah kwadra-towyh jest równe skalarowi krzywizny zewn�trznej k dwuwymiarowej powierzhni St za-nurzonej w Vt: k = ��k ~g3kp~g33! : (6.31)Zatem mamy, »e sing� (3)R� = 2p~g33[k℄Æ(x3) = 2[�k℄Æ(x3) :Ostateznie, peªne zasowe równanie Gaussa-Codazziego (6.28) jest nast�puj¡e: (3)R ��P klPkl � 12P 2� 1 = 2[�k℄Æ(x3) : (6.32)



6.2 Wi�zy 102Równania (6.29) i (6.32) s¡ uogólnieniem w sensie dystrybuji zwykªyh pró»niowyh rów-na« wi�zów, skalarnego i wektorowego.Poka»emy teraz jak materia skonentrowana na St generuje ztery wielko±i powierzh-niowe [P 3k℄ i [�k℄, które wyst�puj¡ w osobliwej z�±i wi�zów. Styzna do S z�±¢ skªadowejG0� mo»e by¢ rozªo»ona na dwuwymiarow¡ z�±¢ styzn¡ do St oraz z�±¢ transwersaln¡(w kierunku zerowym).Styzna do St z�±¢ równa« Einsteina daje nam nast�puj¡e równaniaG0A = 8�Æ(x3)� 0A ; (6.33)które, korzystaj¡ ze wzorów (6.27)i (6.29), generuj¡ nast�puj¡e dwa równania wi�zów�P 3B� = �8�� 0B : (6.34)Pozostaªa z�±¢ (zerowa) równa« Einsteina jest nast�puj¡a:G0�X� = 8�Æ(x3)� 0�X� = 0 ; (6.35)poniewa» � 0�X� = 0. Poka»emy, »e to równanie generuje nast�puj¡e równanie wi�zów:" P 33p~g33 + �k# = 0 : (6.36)Dowód (6.36). Korzystaj¡ z dekompozyji metryki (3.9), (3.10), mo»emy przepisa¢ wek-tor n, ortonormalny do powierzhni Cauhy'ego Vt, w nast�puj¡y sposób:n = 1N ��0 � nA�A + sN2M mA�A � sN2M �3� :Wybieraj¡ X = �0 � nA�A, mamy:1NX = sNM (�3 �mA�A) + n : (6.37)Mo»emy wi� przepisa¢ lew¡ z�±¢ równania (6.35) nast�puj¡o:1N G0�X� = sNM G03 � sNMmAG0A + G0�n� : (6.38)Wyra»aj¡ G0� za pomo¡ p�du ADM Pkl (p. równania (6.27) i (6.28)), otrzymujemyrównanie (6.35) w nast�puj¡ej postai:0 = 1N G0�X�= sNM (P3kjk �mAPAkjk) + 12 � (3)R ��P klPkl � 12P 2� 1� : (6.39)



6.2 Wi�zy 103Z równa« (6.29) i (6.32) otrzymujemysNM �[P33℄�mA[PA3℄�+ [�k℄ = 0 : (6.40)Korzystaj¡ z dekompozyji metryki (3.9), mo»emy napisa¢ trójwymiarow¡ metryk� ~gklodwrotn¡ do gkl postai:~gkl = �NM�2 266664 ��MN �2 +mAmA�~~gAB �mA�mA 1
377775 : (6.41)Korzystaj¡ z tej formy ~gkl mo»emy przepisa¢ p�dow¡ z�±¢ równania (6.40) nast�puj¡o:sNM �[P33℄�mA[PA3℄� = sMN [P 33℄ = � [P 33℄ = " P 33p~g33# ; (6.42)i ostateznie otrzymujemy równanie wi�zów (6.36).Warto jeszze zauwa»y¢, »e osobliwa z�±¢ G03 nie mo»e by¢ jednoznaznie zde�niowana.Mamy wi� tylko trzy równania wi�zów dla osobliwyh z�±i (6.36) i (6.34). Czwarte rów-nanie wi�zów (które wyst�puje w przypadku niezdegenerowanym), zostaªo tutaj zast¡pionewarunkiem znikania det gab, a wi� warunkiem degeneraji metryki na S. Równania (6.34),(6.36) wraz z (6.29) i (6.32) s¡ wi�zami na dane poz¡tkowe naszego ukªadu.6.2.1 PrzykªadyPrzykªad 1Dla g�sto±i lagran»janu (5.29)L = � �XazK;aXbzL;bKL(zA)�� (X�;)� ; (6.43)równania wi�zów przyjmuj¡ nast�puj¡¡ posta¢:" P 33p~g33 + �k# = 0 ; (6.44)oraz �P 3B� = 8�� �XzK;XdzL;dKL(zA)���1 �Xf�;f���1XzM;MN (6.45)� �2�zN;BXf�;f + �XdzN;d�;B� : (6.46)Wyra¹my praw¡ stron� powy»szego równania za pomo¡ danyh poz¡tkowyh(�K ; zK; ~�; �), tzn. zamie«my pr�dko±i ( _zk; _�) na p�dy na przestrzeni danyh



6.2 Wi�zy 104poz¡tkowyh (�K ; ~�). P�dy te mo»emy wyrazi¢ nast�puj¡o: �K = 8�Æ(x3)p0K i~� = 8�Æ(x3)~p0, gdzie p0K = �L=�zK 0 i ~p0 = �L=��;0. Z postai lagran»janu mamy,»e paK = �L�zKa = �� �XzN;XdzL;dNL(zA)���1 �Xf�;f�� 2XaXzM;MK ; (6.47)~pa = �L��;a = �� �XzK;XdzL;dKL(z)�� �Xf�;f���1Xa ; (6.48)a wi��K = 8�Æ(x3)p0K = 8�Æ(x3)�� �XzN;XdzL;dNL(zA)���1 �Xf�;f�� 2XzM;MK ; (6.49)~� = 8�Æ(x3)~p0 = 8�Æ(x3)�� �XzK;XdzL;dKL(z)�� �Xf�;f���1 : (6.50)Mo»emy wi� wyrazi¢ praw¡ stron� wektorowego równania wi�zów nast�puj¡o:8�Æ(x3)� 0B = 8�Æ(x3)(p0NzN ;B + ~p0�;B) = �NzN ;B + ~��;B (6.51)i równanie (6.45) przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢:Æ(x3) �P 3B�� ��NzN ;B + ~��;B� = 0 : (6.52)Uwaga. Lagran»jan (5.29):L = � �XazK;aXbzL;bKL(zA)�� (X�;)� L ; (6.53)dla � = 0, � = 1 przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢:L = �X�; : (6.54)Jest to lagran»jan osobliwy, liniowy w pr�dko±i _�, a wi� nie mo»na wyrazi¢ p�du �przez pr�dko±¢.Przykªad 2Rozpatrzymy teraz drugi przykªad lagran»janu (5.43), z podanyh w poprzednim rozdzialeL = �XazK;aFK(zK) ; (6.55)K = 1; 2, zK s¡ zmiennymi materiaªowymi a FK jakimi± skalarnymi funkjami tyh zmien-nyh.Równania wi�zów przyjmuj¡ nast�puj¡¡ posta¢:" P 33p~g33 + �k# = 0 ; (6.56)



6.2 Wi�zy 105oraz �P 3B� = 8��XazK;bFK : (6.57)Wyra¹my praw¡ stron� powy»szego równania za pomo¡ danyh poz¡tkowyh (�K; zK),tzn. zamie«my pr�dko±i _zk na p�dy na przestrzeni danyh poz¡tkowyh �K . P�dyte mo»emy wyrazi¢ nast�puj¡o: �K = 8�Æ(x3)p0K , gdzie p0K = �L=�zK 0. Z postailagran»janu mamy, »e paK = �L�zK;a = �XaFK ; (6.58)a wi� �K = 8�Æ(x3)p0K = Æ(x3)�XaFK ; (6.59)Mo»emy wi� wyrazi¢ prawa stron� wektorowego równania wi�zów nast�puj¡o:8�Æ(x3)� 0B = 8�Æ(x3)p0KzK;B = �KzK;B (6.60)i równanie (6.57) przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢:Æ(x3) �P 3B�� �KzK;B = 0 : (6.61)



Rozdziaª 7Przypadek sferyznie symetryznyRozpatrzmy ienk¡ powªok� materii opisanej g�sto±i¡ lagran»janu L = L(XazK;a ), gdzieK = 1 : : : n (wªasno±i tego lagran»janu opisane s¡ w rozdziale 5).Jako najprostszy przykªad powy»szego lagran»janu we¹myL = �Xaz;a ; (7.1)Jest to przykªad lagran»janu (5.29) z rozdziaªu 5., w którym poªo»yli±my � = 0, � = 1oraz � � z.Powy»szy lagran»jan w ukªadzie o sferyznej symetrii przybiera posta¢:L = � _z : (7.2)P�d kanoniznie p sprz�»ony do zmiennej z jest nast�puj¡y:p = � : (7.3)G�sto±¢ hamiltonianu materii jest równa skªadowej T 00 kanoniznego tensora energii-p�du: T ab = �L�z;a z;b � ÆabL ; (7.4)zatem H = 0 :Z równa« Hamiltona oraz postai p�du kanoniznego (7.3) wynika nast�puj¡e równanie_� = 0 : (7.5)Zatem materia opisana lagran»janem (7.1) sprz�ga si� do izolowanego horyzontu, tzn. mo»eistnie¢ tylko na izolowanym horyzontem opisanym równaniem (w przypadku sferyzniesymetryznym) _� = 0 (p. definija izolowanego horyzontu (3.192) i wzór (3.41)).Rozpatruj¡ materi� opisana szersz¡ klas¡ lagran»janów postai (5.29):L = � �XazK;aXbzL;bKL(zA)�� (X�;)� ;



107(gdzie � jest jakim± polem skalarnym oraz 2� + � = 1), albo lagran»jan opisany powy»ej,ale o wi�kszej ilo±i stopni swobody:L = � nYK=1(XazK;a )�K(gdzie PnK=1 �K = 1), dostajemy taki sam rezultat. To znazy, »e materia opisanawymienionymi lagran»janami mo»e istnie¢ tylko na izolowanym horyzonie. Interesuje nasmniej trywialny przypadek, tzn. sferyznie symetryzne powªoka zerowa, niekoniezniebed¡a izolowanym horyzontem. Okazuje si�, »e nietrywialne wyniki mo»na otrzyma¢rozpatruj¡ ienk¡ powªok� materii opisanej g�sto±i¡ lagran»janu o o najmniej dwóhstopniah swobody, który zale»y nie tylko od pr�dko±i, ale i od samyh kon�guraji pólmaterii. We¹my zatem lagran»jan typu (5.43):L = L(XazK;a ) = �XazK;aFK(zK) ;gdzie K = 2 : : : n, a FK jest jakim± polem kowektorowym okre±lonym na przestrzeni zmien-nyh materiaªowyh. Ogranizmy si� do dwóh stopni swobody:L = �XazK;aFK(zK) ; (7.6)K = 1; 2. W przypadku sferyznie symetryznym lagran»jan ten przyjmie posta¢:L = � _zKFK(zK) : (7.7)Równania Eulera-Lagrange'a dla takiego ukªadu s¡ nast�puj¡e:_�F1 = �(F2;1 � F1;2) _z2 ; (7.8)_�F2 = ��(F2;1 � F1;2) _z1 : (7.9)Je±li wyra»enie (F2;1 � F1;2) jest równe zeru, tzn. je±li F jest form¡ zamkni�t¡: dF = 0,wtedy _� = 0, a wi� materia opisywana takim lagran»janem sprz�ga si� do izolowanego ho-ryzontu. Ten przypadek nie wnosi zatem ni nowego. W dalszyh rozwa»aniah b�dziemyzatem zakªada¢, »e dF 6= 0. Równania Eulera-Lagrange'a implikuj¡ wtedy równaniewi�zów: F1 _z1 + F2 _z2 = 0 :Przestrze« danyh poz¡tkowyh takiego ukªadu mo»e by¢ parametryzowana nast�pu-j¡¡ przestrzeni¡ funkji: P := f(gkl; P kl; zK ; pK)g :Tak jak w poprzednih rozdziaªah, gkl jest trójwymiarow¡ metryk¡ na przestrzennopodob-nej powierzhni Cauhy'ego, a P kl s¡ odpowiednimi p�dami ADM opisuj¡ymi krzywizn�zewn�trzn¡ tej powierzhni. Ogranizymy si� do przypadku topologiznie trywialnegoC ' R3 i zakªadamy, »e geometria C jest asymptotyznie pªaska w niesko«zono±i.



7.1 Sferyzna symetria 108Powy»sza przestrze« fazowa jest wyposa»ona w struktur� symplektyzn¡:
 := 116� ZC �ÆP kl(x) ^ Ægkl(x)	 d3x + ZC\S  2XK=1 ÆpK ^ ÆzK! d2x : (7.10)W dalszyh rahunkah warto wydzieli¢ zale»no±¢ lagran»janu od �, zgodnie z lematem5.2. Je±li wi� mamy L = �f ;to równie» pK = �L� _zK = � �f� _zK := �PK :Wtedy powy»sza forma daje:
 := 116� ZC �ÆP kl(x) ^ Ægkl(x)	 d3x + ZC\S� 2XK=1 Æ(�PK) ^ ÆzK! d2x : (7.11)W poprzednim rozdziale opisali±my, jak równania dynamiki systemu nakªadaj¡ nast�pu-j¡e wi�zy na powy»sze dane:0 = 1nP3kjk + s12 � (3)R ��P klPkl � 12P 2� 1� ; (7.12)0 = � 18�P k Ajk + PA ; (7.13)gdzie g�sto±¢ p�du PA jest zdefiniowana jako skªadowa kanoniznej g�sto±i energii-p�duT �� materii: Pl := T 0l i n� jest wektorem normalnym do C . Wielko±¢ ta jest typu funkjadelta Diraa na dwuwymiarowym przei�iu S(2) = S \ C. Dokªadniej:PA = ��S(2)pdet gAB pA ; (7.14)gdzie �S(2) oznaza funkj� delta Diraa skonentrowan¡ na S(2).7.1 Sferyzna symetriaZaªo»enie sferyznej symetrii danyh poz¡tkowyh (gkl; P kl; zK ; pK) oznaza tutaj, »e ist-nieje ukªad wspóªrz�dnyh (x1; x2; x3) = (�; '; r) na C. Poza tym, zgodnie z przyj�t¡przez nas konwenj¡, ustalamy ukªad wspóªrz�dnyh tak, »e historia naszej powªoki jestopisana równaniem x3 � � = onst. Na pierwszy rzut oka opis dynamiki ustalaj¡ napoz¡tku warto±¢ jednej ze wspóªrz�dnyh mo»e wyda¢ si� do±¢ paradoksalne. Zaªo»e-nie x3 = onst: nie jest jednak »adnym zaªo»eniem �zyznym, tylko ustaleniem pewnegoehowania. Mo»na post�powa¢ tak jak w praah [8, 9, 21℄, nie ustalaj¡ tego ehowa-nia, ale nizego by to w �zyznej stronie rozwi¡zania nie zmieniªo, a nam wybór takiegoehowania uªatwia rozwa»ania i rahunki.



7.1 Sferyzna symetria 109Trójwymiarowa metryka na powierzhni danyh poz¡tkowyh w przypadku sferyzniesymetryznym przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢:gkl = 2664 l(r) AB 00 n2(r) 3775 ; (7.15)gdzie l i n s¡ pewnymi funkjami zmiennej radialnej r, a AB oznaza standardow¡ metryk�sfery jednostkowej AB = � 1 00 sin2 � � : (7.16)Skªadowe P kl s¡ nast�puj¡ej postaiPAB = 12u(r) ABpdet  ;P 33 = f(r)n(r) pdet  ;P 3A = 0 ;i u oraz f s¡ pewnymi funkjami zmiennej radialnej r, któryh posta¢ wyznazymy w tokuoblize«. Funkje te s¡ kawaªkami i¡gªe poza powierzhni¡ sfery okre±lonej równaniemr = �, a wspóªzynniki metryki n oraz l musz¡ by¢ tak»e i¡gªe w r = �.Dane te speªniaj¡ równania wyprowadzone w poprzednim rozdziale. Wektorowe rów-nanie wi�zów G0A = �PAkjk jest w ukªadzie sferyznym speªnione to»samo±iowo. Lewastrona równania (7.12) 1nP3kjk = s12 �� (3)R +�P klPkl � 12P 2� 1� (7.17)mo»e by¢ wyra»ona za pomo¡ radialnej skªadowej p�duP3 = 18�P k3jk : (7.18)a prawa jako E := 12 � (3)R ��P klPkl � 12P 2� 1� ; (7.19)o daje pewien ekwiwalent równania stanu (ale nim nie b�d¡y!):� snP3 = E : (7.20)Dalej rahunki zostan¡ przeprowadzone w analogizny sposób jak w pray J. Kijowskiego([21℄), z t¡ jednak ró»ni¡, »e równanie stanu materii (tzn. zwi¡zek mi�dzy p�dem a



7.1 Sferyzna symetria 110energi¡) jest w naszym przypadku zast¡pione przez powy»szy zwi¡zek energii z p�dem(który wynika jedynie z �zerowo±i� materii, a nie innyh konkretnyh wewn�trznyh jejwªasno±i). Oznazaj¡ przez p wielko±¢ tak¡, »e P3 = �p�S(2)pdet gAB, s jest znakiemg30, mo»emy przepisa¢ równanie (7.20) jako:jpjn = e (7.21)(podobne równanie zostaªo otrzymane w pray [22℄), i st¡d mamy:�8�spn �(r � �) = f 0 � 12 un l0 ; (7.22)gdzie przez �0� oznazyli±my pohodn¡ radialn¡ �=�r a � jest jednowymiarow¡ funkj¡delta Diraa. Analogiznie, druga z�±¢ skalarnego równania wi�zów mo»e by¢ zapisananast�puj¡o: �8�e(p; l; n) �(r � �) = � l0n�0 � n� 14 (l0)2ln + 14 nl f 2 � 12fu : (7.23)Powy»sze wi�zy generuj¡ dwuwymiarow¡ grup� reparametryzaji zasoprzestrzeni,gdzie zmienne (t; r) mog¡ by¢ zast¡pione dowolnymi innymi zmiennymi (~t; ~r), zahowu-j¡ymi sferyzna symetri� naszego ukªadu. Transformaje ehowania pojawiaj¡ si� jakokierunki degeneraji struktury symplektyznej Psym, otrzymane przez obi�ie formy 
 zP do Psym. Aby oblizy¢ to obi�ie rozwa»my wzór (7.11) dla naszego ukªadu sferyzniesymetryznego i saªkujmy po k¡tah. St¡d wynika nast�puj¡a struktura symplektyznaw Psym:
 = Z 10 �14Æu(r) ^ Æl(r) + 12Æf(r) ^ Æn(r)� dr + 4� 2XK=1 Æ(PKl(�)) ^ ÆzK : (7.24)Dla elów zysto rahunkowyh wygodnie b�dzie zapisa¢ dwuform� 
 jako ró»nizk�zewn�trzn¡ 
 = Æ� nast�puj¡ej jednoformy:� = Z 10 �14u(r)Æl(r)� 12n(r)Æf(r)� dr + 4�l(�) 2XK=1PKÆzK : (7.25)Ka»de sferyznie symetryzne rozwi¡zanie równa« Einsteina musi by¢ izomor�zne zrozwi¡zaniem Shwarzshilda, a jedynym, które speªnia warunek regularno±i w r = 0 jestpªaska zasoprzestrze« Minkowskiego. St¡d wynika, »e geometria C powinna by¢ gªadk¡trójwymiarow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni Minkowskiego dla r < � i podprzestrzeni¡ za-soprzestrzeni Shwarzshilda dla r > 0.



7.2 Rozwi¡zanie równa« wi�zów 1117.2 Rozwi¡zanie równa« wi�zówAby rozwi¡za¢ równania wi�zów musimy naªo»y¢ warunek ehowania ustalaj¡y jednoz-naznie wspóªrz�dn¡ zasow¡. Z powodów zysto tehniznyh zazniemy od rodziny e-howa«, która zostaªa u»yta w pray J. Kijowskiego i J. Jezierskiego [14℄ w elu pokazaniadodatnio±i energii ADM. W dalszej z�±i rahunków przejdziemy ju» do jednoznaznegowarunku ehowania.Rozwa»my wi� nast�puj¡y warunek ehowania �P 33g33 + PABgAB = 0, gdzie � jestpewn¡ ustalon¡ staª¡. Warunek ten wyra»ony za pomo¡ naszyh zmiennyh przyjmujeposta¢ un = ��fl : (7.26)W naszyh rahunkah b�dziemy rozwa»a¢ tylko warto±i � < �1. Stosuj¡ powy»sz¡zale»no±¢ do równania (7.22) widzimy, »e poza powªok¡ rozwa»ane dane poz¡tkowe musz¡speªnia¢ nast�puj¡e równanie f 0 + 12� l0l f = 0 : (7.27)St¡d wynika, »e funkja log(f l �2 ) jest staªa poza powªok¡. A wi� mamy, »ef = ( A+l��2 dla r > � ;A�l��2 dla r < � : (7.28)Skok (A+ � A�) jest tak»e wyznazony przez równanie (7.22) � jedyny zªon osobliwy poprawej stronie tego równania pohodzi ze skoku f i jest równy (A+�A�)(l(�))��2�(r� �).Oznazmy fizyzny promie« powªoki nast�puj¡oR :=pl(�) ;a unormowan¡ radialn¡ skªadow¡ p�du przez UU := Pn(�)pl(�) = 4�psn(�)R : (7.29)Z równania (7.22) otrzymujemy: A+ � A� = �2UR1+� : (7.30)Równanie wi�zów wi¡» jest nierozwi¡zane, poniewa» musz¡ by¢ speªnione warunki brze-gowe, tzn. dla r ! 1 dane poz¡tkowe musz¡ by¢ asymptotyznie pªaskie, a dla r ! 0zahowywa¢ si� regularnie. Bior¡ pod uwag�, »e l musi si� zahowywa¢ jak r2 zarówno wzerze jak i w niesko«zono±i, powy»szy warunek daje nam, »e dla � < �1 mamy A+ = 0(poniewa» powinno zahodzi¢, »e f(1) = 0). St¡d mamy:f = � 0 dla r > � ;2UR1+�l��2 dla r < � : (7.31)



7.2 Rozwi¡zanie równa« wi�zów 112Rozwi¡»emy teraz drug¡ z�±¢ (7.23) naszego skalarnego równania wi�zów. Najpierwprzeprowadzimy analiz� tego równania poza powªok¡. Korzystaj¡ z warunku ehowania(7.26) oraz przed hwila otrzymanego rozwi¡zania (7.28), dostajemy nast�puj¡e równanie:0 = � l0n�0 � n� 14 (l0)2ln + 1 + 2�4l1+� nA2� ; (7.32)gdzie A� oznaza A+ na zewn¡trz powªoki oraz A� wewn¡trz niej. Wprowad¹my nast�pu-j¡¡ wielko±¢: k := l0n 4pl : (7.33)St¡d wida¢, »e równanie (7.32) mo»e by¢ przepisane w nast�puj¡y sposób:0 = 4pln k0 � 1 + 1 + 2�4l1+� A2� ; (7.34)o jest równowa»ne 0 = �k2 � 4pl�1 + A2�4l1+���0 : (7.35)To oznaza, »e ró»nizkowana funkja musi by¢ kawaªkami i¡gªa. Z regularno±i metrykiw r = 0 wynika, »e dla maªyh r funkja l musi si� zahowywa¢ jak n2r2. A st¡d mamy,»e k2 zahowuje si� jak 4pl i nie ma »adnej dodatkowej wewn�trznej staªej. Oznazaj¡pozostaª¡ zewn�trzn¡ staª¡ przez ��8H�, dostajemyl0n = 8<: �2plq1� 2Hpl + A2+4l1+� dla r > � ;2plq1 + A2�4l1+� dla r < � ; (7.36)gdzie znak � wyst�puj¡y w pierwszej linije tego wzoru zale»y od tego, zy pohodna l0jest dodatnia zy ujemna. Poza powªok¡ znak ten mo»e si� zmienia¢ w punktah, w któryhwyra»enie pod pierwiastkiem znika. Z kolei wewn¡trz powªoki znak ten jest jednoznazniedodatni, poniewa» dla przestrzennopodobnej powierzhni w przestrzeni Minkowskiego ljest zawsze rosn¡eTwierdzimy, »e warto±¢ H jest równa energii ADM lizonej dla r ! 1. Aby tosprawdzi¢, wybierzmy wspóªrz�dn¡ r w taki sposób, »e dla du»yh warto±i r mamyl(r) = r2. Wtedy z równania (7.36) wynikag33 = n2 = 11� 2Hr + A2+4r2+2� ; (7.37)gdzie A+ = 0. St¡d wnioskujemy, »e H mo»e peªni¢ rol� hamiltonianu naszego systemu.Warto±¢H mo»e by¢ wyznazona z osobliwej z�±i równania (7.23) � osobliwa z�±¢ prawejstrony tego równania jest równa skokowi l0n . St¡d mamy:�8�e = 2R �r1� 2HR + A2+4R2+2� �r1 + A2�4R2+2� ! ; (7.38)



7.3 Struktura kanonizna zredukowanej przestrzeni fazowej 113gdzie � oznaza znak l0 na zewn¡trz powªoki. Korzystaj¡ z dotyhzasowyh wyników,oraz naszego pseudo-równania stanu otrzymujemy:�U = �r1� 2HR �p1 + U2 : (7.39)oraz wyra»enie na hamiltonianH(R;U) = R2 �1� �p1 + U2 � U �2� : (7.40)Tak»e warto±¢ � jest jednoznaznie otrzymana z równania (7.39):� = sgn�p1 + U2 � U � = 1 : (7.41)Widzimy, »e nasza zredukowana przestrze« fazowa ~P mo»e by¢ globalnie parametry-zowana dwiema zmiennymi R oraz U , gdzie funkja l i staªe � oraz � peªni¡ rol� staªyh e-howania. W danym punkie (R;U) konkretny wybór tyh staªyh pozwala nam na zrekon-struowanie wszystkih danyh Cauhy'ego, przy warto±iah A� i H zadanyh jednoz-naznie równaniami (7.31) oraz (7.40). Staªe ehowania nie s¡ jednak zupeªnie dowolne.Jeden warunek jest ozywisty: l(�) = R2. Opróz tego l musi rosn¡¢ monotoniznie od 0do R2 wewn¡trz powªoki, tzn. dla r < �. Poniewa» znak ��� dany równaniem (7.41) jestdodatni, na zewn¡trz powªoki l musi by¢ rosn¡a (a z powodu asymptotyznej pªasko±izahowywa¢ si� jak r2 w niesko«zono±i). Wybrana mo»e by¢ dowolna funkja l speªnia-j¡a te warunki. Zatem równania (7.36), (7.31) oraz (7.26) umo»liwiaj¡ nam kompletn¡rekonstrukj� danyh (n; l; f; u). Wewn¡trz naszej podprzestrzeni ehowania okre±lonejwarunkiem (7.26), wszystkie stany mog¡ by¢ otrzymane w ten sposób. Poka»emy, »e stanyukªadu trzymane dla wyboru innyh warto±i � i l, s¡ im równowa»ne z dokªadno±i¡ doehowania.Dla ujemnyh warto±i � z równania (7.31) dostajemy, »e aªkowita zewn�trzna krzy-wizna naszej powierzhni znika na zewn¡trz powªoki: P kl = 0. Poniewa» zasoprzestrze«na zewn¡trz powªoki musi by¢ zasoprzestrzeni¡ Shwarzshilda z mas¡ H, jedynymipowierzhniami speªniaj¡ymi ten warunek s¡ standardowe powierzhnie ft = onstg.Powierzhnie Cauhy'ego odpowiadaj¡e ró»nym ujemnym warto±iom � pokrywaj¡ si�zatem na zewn¡trz powªoki i ró»ni¡ mi�dzy sob¡ tylko wewn¡trz powªoki.7.3 Struktura kanonizna zredukowanej przestrzeni fa-zowejDynamika naszego ukªadu b�dzie zadana jednoznaznie przez hamiltonian (7.40), gdy tylkob�dziemy znali zredukowana struktur� symplektyzn¡ wyra»on¡ za pomo¡ zmiennyhgrawitayjnyh (R;U) i dodatkowej zmiennej wynikaj¡ej z obeno±i materii.



7.3 Struktura kanonizna zredukowanej przestrzeni fazowej 114Mo»liwa jest sytuaja, gdy nie ma materii w ogóle, lagran»jan materii jest równy zeru.A jednak zasoprzestrze« ma osobliwo±¢, nasza �powªoka zerowa� jest wtedy po prostufal¡ uderzeniow¡ (shok wave) zystej grawitaji. Przestrze« fazowa jest wtedy dwuwy-miarowa, forma symplektyzna skªada si� tylko z z�±i grawitayjnej, której redukja jestopisana poni»ej.7.3.1 Redukja grawitayjnej z�±i formy symplektyznejObetnijmy grawitayjn¡ z�±¢ formy kanoniznej 
 do przestrzeni ehowania (7.26) iwyra¹my j¡ za pomo¡ parametrów (R;U; l; �). Okazuje si�, ze forma ta nie zale»y odl i � o pokazuje, »e s¡ one tylko zmiennymi ehowania. Z powodów tehniznyh ªatwiejjest praowa¢ z jednoform¡ � dan¡ wzorem (7.25), poniewa» redukja (sferyzna w naszymprzypadku) komutuje z ró»nizk¡ zewn�trzn¡.Korzystaj¡ z (7.26) mo»emy przepisa¢ (7.25) nast�puj¡o:� = Z 10 �14uÆl � 12nÆ �l��2 f l �2 ��+ 4�R2 2XK=1PKÆzK= Z 10 �14n�un + �fl � Æl � 12nl��2 Æ �fl �2 ��+ 4�R2 2XK=1PKÆzK : (7.42)Redukja powy»szej formy do podprzestrzeni danyh poz¡tkowyh speªniaj¡yh warunekehowania (7.26) oznaza znikanie aªki z pierwszego wyra»enia w powy»szym wzorze.Z równania (7.31) otrzymujemy:fl �2 = 2UR1+� B(� � r) ; (7.43)gdzie przez B oznazyli±my funkj� Heaviside'a. Zatem:nÆ �fl �2 �o (r) = 2B(� � r)Æ(UR1+�) : (7.44)St¡d mamy:�12 Z 10 nl��2 nÆ �fl �2 �o (r)dr = � �Z �0 �nl��2 � (r)dr� Æ(UR1+�) ; (7.45)poniewa» l(�) = R2. Ostateznie otrzymujemy� = �w�Æ(UR1+�) + 4�R2 2XK=1PKÆzK ; (7.46)gdzie przez w� oznazyli±my w� := Z �0 �nl��2 � (r)dr : (7.47)



7.3 Struktura kanonizna zredukowanej przestrzeni fazowej 115Korzystaj¡ z równania (7.36) otrzymujemy:w� := Z �0 nl0 l��2 l0dr = Z �0 l� 1+�22s1 +�U �plR ��(1+�)�2 l0dr : (7.48)Poniewa» l jest funkj¡ monotonizn¡ w przedziale [0; �℄ oraz �(1 + �) > 0, mo»emydokona¢ zamiany zmiennyh w powy»szej aªe. B�dziemy aªkowa¢ po� := U  plR !�(1+�) ; (7.49)w przedziale [0; U ℄. St¡dw� = � 11 + � �UR1+�� 21+��1 Z U0 �� 21+�p1 + �2 d� : (7.50)Ta ostatnia aªka mo»e by¢ oznazona jako F (U), gdzie F jest aªk¡ nieoznazon¡. Okazujesi�, »e konkretna posta¢ funkji F nie b�dzie nam potrzebna. Mamy bowiem:11 + �F (U) �UR1+�� 21+��1 Æ(UR1+�) = 12F (U)Æ �U 21+�R2�= 12Æ �F (U)U 21+� R2�� 12 R2U 21+�F 0(U)Æ(U)= 12Æ �F (U)U 21+� R2�� 12 R2 1p1 + U2 Æ(U) (7.51)Pierwszy zªon jest aªkowit¡ ró»nizk¡ (wariayjn¡). A wi� mo»e by¢ pomini�ty przylizeniu ró»nizki zewn�trznej 
 = Æ�. Bior¡ pod uwag�, »e1p1 + U2 Æ(U) = Æ arsinh U ;mo»emy przepisa¢ drugi zªon nast�puj¡o:~� = �12R2 Æ�+ 4�R2 2XK=1PKÆzK ; (7.52)gdzie wielko±¢ � zostaªa zdefiniowana jako � := arsinh U albo inazej U = sinh�. Wartorównie» wprowadzi¢ oznazenie � =: R2. Wtedy~� = �12� Æ�+ 4�� 2XK=1PKÆzK ; (7.53)



7.3 Struktura kanonizna zredukowanej przestrzeni fazowej 116i, konsekwentnie, 
 = Æ ~� = �12Æ� ^ Æ�+ 4� 2XK=1 Æ(�PK) ^ ÆzK (7.54)= 12Æ� ^ Æ�+ 4� 2XK=1 Æ(�PK) ^ ÆzK : (7.55)Natomiast hamiltonian (7.40) mo»na wyrazi¢ za pomo¡ zmiennyh (�; �) w nast�pu-j¡y sposób: H(�; �) = 12p��1� (osh �� sinh�)2	 = 12p� �1� e�2�� : (7.56)Dla fali uderzeniowej, gdy stopnie swobody materii od poz¡tku znikaj¡, forma sym-plektyzna (7.55) jest postai 
 = 12Æ� ^ Æ�; (7.57)a hamiltonian ma posta¢ (7.56), przy zym teraz � i � s¡ zmiennymi kanoniznymi.7.3.2 Redukja materiaªowej z�±i formy symplektyznejZanim opiszemy sytuaj� ogóln¡, rozpatrzmy najpierw szzególny przypadek lagran»janu,którego struktura przypomina lagran»jan Diraa w teorii pola spinorowego:L = �(z2 _z1 � z1 _z2) ;lub, inazej, f = z2 _z1 � z1 _z2. Daje on nam nast�puj¡e wi�zy:P1 = z2 ; P2 = �z1 :Widzimy, »e s¡ to wi�zy drugiego rodzaju. Wstawiaj¡ je do formy symplektyznej (7.55)ªatwo oblizy¢, »e redukuje si� ona do nast�puj¡ej postai:
 = 12Æ� ^ Æ�+ 8�Æ(p�z2) ^ Æ(p�z1) : (7.58)Podobnie jak w teorii spinorowej, jedna z�±¢ konfiguraji (w elektrodynamie jest to z�±¢urojona spinora w reprezentaji Majorany) staje si� p�dem kanoniznie sprz�»onym dodrugiej z�±i (do z�±i rzezywistej w reprezentaji Majorany). Je±li wi� wprowadzi¢oznazenia: p := p8�� z2 ; (7.59)q := p8�� z1 ; (7.60)



7.3 Struktura kanonizna zredukowanej przestrzeni fazowej 117to otrzymujemy w ko«u nast�puj¡¡ struktur� symplektyzn¡
 = Æp ^ Æq + 12Æ� ^ Æ� ; (7.61)na zterowymiarowej przestrzeni fazowej, parametryzowanej zmiennymi (p; q; �; �).Poniewa» hamiltonian (7.56) nie zale»y od pierwszej pary zmiennyh, zatem ewoluja tyhzmiennyh jest trywialna: pozostaj¡ one staªe w zasie. Natomiast równania ewolujizmiennyh �geometryznyh� (�; �) generowane przez hamiltonian (7.56) s¡ nast�puj¡e:_� = 2p�e�2� ; (7.62)_� = �12 1p� �1� e�2�	 ; (7.63)a wi� takie same jak w przypadku fali uderzeniowej grawitaji, bez materii, opisanej wpoprzednim rozdziale.Okazuje si�, »e w ogólnym przypadku lagran»janu (7.7) zale»nego od dwóh stopniswobody daje si� przeprowadzi¢ podobn¡ redukj�. Na ogóª jednak zmienna � musi zosta¢zmodyfikowana o pewn¡ funkj� � od zmiennyh (p; q). W rezultaie p�dem kanonizniesprz�»onym do � zostanie kombinaja � := � � �(p; q). W ten sposób hamiltonian (7.56)b�dzie ju» zale»ny od p i q poprzez funkj� � = � + �(p; q) i dynamika tyh zmiennyhprzestanie by¢ trywialna. Aby si� o tym przekona¢ dokonajmy redukji materialnej z�±iformy symplektyznej (7.55):
 = 12Æ� ^ Æ�+ 4� 2XK=1 Æ(�PK) ^ ÆzK ; (7.64)w przypadku ogólnym, ale i¡gle dla dwóh stopni swobodyK = 1; 2. Z postai lagran»janumaterii (7.7) mamy PK = FK(z1; z2) ; (7.65)a wi�: 
 = 4�Æ� ^ FKÆzK + 4��FK;LÆzL ^ ÆzK + 12Æ� ^ Æ� : (7.66)Zaªo»enie dF 6= 0 implikuje, »e F2;1 � F1;2 6= 0. Wyra»enie to jest wi� albo dodatniealbo ujemne. Zatem forma FK;LÆzL ^ ÆzK w dwóh wymiarah jest form¡ symplektyzn¡.Z twierdzenia Darboux wynika, »e istnieje taki ukªad wspóªrz�dnyh � = �(z1; z2) i � =�(z1; z2), w którym FK;LÆzL ^ ÆzK = Æ(FKÆzK) = 18�Æ (�Æ� � �Æ�) : (7.67)Oznaza to, »e odpowiednie jednoformy pierwotne ró»ni¡ si� o peªn¡ pohodn¡:FKÆzK = 18� (�Æ� � �Æ�) + 18�Æ� ; (7.68)



7.3 Struktura kanonizna zredukowanej przestrzeni fazowej 118gdzie � = �(�; �) jest jak¡± funkj¡ zmiennyh (�; �). Wstawiaj¡ powy»sze dwie równo±ido wzoru (7.66) otrzymujemy zatem 
 w nast�puj¡ej postai:
 = Æ(p��) ^ Æ(p��) + 12Æ(�� �) ^ Æ� : (7.69)Mo»emy wi� wprowadzi¢ nowe zmienne kanoniznep : = p� � ; (7.70)q : = p� � ; (7.71)� : = �� � (7.72)i 
 jest wtedy nast�puj¡ej postai:
 = Æp ^ Æq + 12Æ� ^ Æ� : (7.73)Hamiltonian ukªadu, równy i¡gle temu samemu wyra»eniu (7.56), wyra»a si� teraznast�puj¡o w j�zyku nowyh zmiennyh kanoniznyh:H(�; �; p; q) = 12p��1� e�2(�+�� pp� ; qp��)� : (7.74)Jest to uniwersalna posta¢ hamiltonianu dla sferyznie symetryznej, samograwituj¡ejpowªoki materii ±wietlnej oddziaªuj¡ej z dwoma polami materii. Wªasno±i konkretnegomodelu takiej materii s¡ kodowane w konkretnej postai funkji �, zale»nej od dwóhzmiennyh materialnyh � pp� ; qp��. Funkj� t� wylizamy jednoznaznie znaj¡ konkretn¡posta¢ funkji FK wyst�puj¡yh w lagran»janie.Przykªad : Rozpatrzmy nast�puj¡y lagran»janL = � �(z2 + 2z1z2) _z1 + ((z1)2 � z1) _z2� :Przepisuj¡ go w nowyh zmiennyh � i � takih, »e z1 = 12(� + �) oraz z2 = 12(� � �)otrzymujemy 12� = (z1)2z2 = 18(� + �)(�2 � �2) ;o wyra»one w zmiennyh kanoniznyh p = p�� = p�(z1 + z2), q = p�� = p�(z1 � z2)oraz � daje: 12� = 18��3=2(p+ q)(p2 � q2) :Hamiltonian aªego ukªadu jest wtedy postaiH(�; �; p; q) = 12p��1� e�2�� 12�3=2 (p+q)(p2�q2)� :



7.4 Dynamika. Rekonstrukja geometrii zasoprzestrzennej 1197.3.3 Geometryzna interpretaja �Zamierzamy pokaza¢, »e wielko±¢ � mo»e by¢ interpretowana geometryznie jako k¡thiperbolizny mi�dzy wektorem prostopadªym do powierzhni Shwarzshilda ft =onst.g (wzi�tym na zewn�trznej stronie powªoki) i wektorem normalnym do powierzhniMinkowskiego ft = onst.g (wzi�tej po wewn�trznej stronie powªoki). K¡t �(u;v) mi�dzydwoma unormowanymi wektorami u;v jest zde�niowany jako ih ilozyn skalarny:osh�(u;v) := (ujv) : (7.75)Podobnie jak w przypadku geometrii euklidesowej, mo»emy nazwa¢ t� wielko±¢ k¡temmi�dzy dwiema powierzhniami: Shwarzshilda i Minkowskiego. Aby udowodni¢ t� inter-pretaj� � wystarzy skorzysta¢ ze wzoru (7.36). Po wewn�trznej stronie powªoki korzys-tamy z drugiej z�±i wzoru i kªadziemy l = R2. Dostajemy wtedyl02pln = p1 + U2 : (7.76)Ale wewn¡trz powªoki geometria C jest dana trójwymiarow¡ sferyzn¡ powierzhni¡ wprzestrzeni Minkowskiego. Wida¢, »e w przestrzeni Minkowskiego wielko±¢ po lewejstronie jest równa osh�, gdzie � jest dokªadnie katem mi�dzy tak¡ podprzestrzeni¡ ipªask¡ powierzhni¡ Minkowskiego ft = onst.g. St¡d wynika, »e U = sinh�. Alenasza powierzhnia jest gªadkim przedªu»eniem zewn�trznej powierzhni Shwarzshildaft = onst.g. To ostateznie pokazuje, »e � = � jest k¡tem mi�dzy li±¢mi trójwymiarowyhfoliaji Shwarzshilda i Minkowskiego.7.4 Dynamika. Rekonstrukja geometrii zaso-przestrzennejHamiltonian (7.74) jednoznaznie generuje dynamik� naszego ukªadu w postai nast�puj¡-yh równa« Hamiltona na zmienne kanonizne (�; �) i (p; q):12 _� = �H�� = p�e�2(�+�) ; (7.77)12 _� = ��H�� = �14 1p�(1� e�2(�+�))�p�e�2(�+�) ��(�; p; q)�� ; (7.78)_q = �H�p = p�e�2(�+�) ��(�; p; q)�p ; (7.79)_p = ��H�q = �p�e�2(�+�) ��(�; p; q)�q : (7.80)Pierwsze dwa równania mo»emy zapisa¢ tylko w zmiennyh � = � + � oraz �. Równanie(7.77) przyjmuje wi� uniwersaln¡ posta¢, identyzn¡ jak w formule (7.62):_� = 2p�e�2� : (7.81)



7.4 Dynamika. Rekonstrukja geometrii zasoprzestrzennej 120Lewa strona równania (7.78) jest postai 12( _�� _�). Wyra»enie _� mo»na wyznazy¢ korzys-taj¡ z równa« (7.79) i (7.80):_�( pp�; qp�) = ���( pp�) � pp��� + ���( qp�) � qp���= ���( pp�) � 1p� _p� p2 1�3=2 _��+ ���( qp�) � 1p� _q � q2 1�3=2 _��= 1p�e�2(�+�) � ���( pp�) ���( qp�) + ���( qp�) ���( pp�)!� 12 _��3=2  p ���( pp�) + q ���( qp�)!= � _��3=2  p ���( pp�) + q ���( qp�)! :Ale ���� = �12 ���( pp�) p�3=2 � 12 ���( qp�) q�3=2 : (7.82)Wobe tego z równania (7.77) na _� otrzymujemy:_� = �1�e�2(�+�) p ���( pp�) + q ���( pp�)! = 2p�e�2(�+�) ���� : (7.83)Z równa« (7.78) i (7.83) otrzymujemy wi� znów uniwersalne równanie, identyzne zrównaniem (7.63): _� = �12 1p� �1� e�2�� : (7.84)Widzimy zatem, »e dynamika zmiennyh �geometryznyh� (�; �) nie zale»y od wyborumodelu materii i jest identyzna z t¡ z przykªadu 1, gdy zahodzi � = � i gdy dynamikamaterialnyh stopni swobody jest trywialna, a tak»e identyzna z przypadkiem grawita-yjnej fali uderzeniowej w pustej przestrzeni, bez materii.Znaj¡ dynamik� zmiennyh (�; �) mo»emy jednoznaznie (z dokªadno±i¡ do ehowa-nia) odtworzy¢ zasoprzestrze«, w której ta dynamika si� realizuje. Przypu±¢my bowiem, »emamy jakie± konkretne rozwi¡zanie równa« (7.81) i (7.84). Wybierzemy jakie± ehowanie� < �1, oraz osobno dla ka»dego momentu zasu zmienne ehowania � i l. To nampozwala zrekonstruowa¢ aªkowiie zbiór danyh Cauhy'ego w ka»dym momenie zasuosobno. Aby zrekonstruowa¢ aª¡ geometri� zasoprzestrzeni musimy jeszze mie¢ funkjelapsu i shiftu. W tym elu zapiszemy równania Einsteina za pomo¡ zmiennyh kano-niznyh gkl oraz P kl. Poniewa» ju» znamy te obiekty, a tak»e ih pohodne, w ka»dymmomenie zasu, otrzymujemy w rezultaie równania eliptyzne na laps i shift wªa±nie.Dla lapsu dostajemy w ten sposób równania drugiego rz�du w zmiennej r jako warunekzahowania ehowania � w zasie. To równanie powinno by¢ rozwi¡zane z nast�puj¡ymiwarunkami brzegowymi: N = 1 w niesko«zono±i i dNdr = 0 w r = 0. Aby oblizy¢ shift



7.5 Zamiana zasu Shwarzshilda na zas Minkowskiego 121powinni±my skorzysta¢ równania na pohodn¡ zasow¡ trójwymiarowej metryki. Jest torównanie pierwszego stopnia wzgl�dem funkji shiftu i pozwala zrekonstruowa¢ j¡ jednoz-naznie.7.4.1 Rozwi¡zanie równa« Hamiltona dla zmiennyh geome-tryznyhZ równa« (7.81) i (7.84): _� = 2p�e�2� ; (7.85)_� = �12 1p� �1� e�2�	 ; (7.86)mamy, »e d�d� = �4� e�2�1� e�2� : (7.87)Rozwi¡zaniem powy»szego równania jestr ��0 = 11� e�2� : (7.88)Mamy wi� nast�puj¡e równanie na ewoluj� zasow¡ �:_� = �12 1p�0 �1� e�2��2 ; (7.89)którego rozwi¡zanie jest nast�puj¡o:log(e2� � 1)� 1e2� � 1 = � 1p�0 (t� t0) : (7.90)Staªa �0 wyra»a si� przez aªkowit¡ energi�: p�0 = 2E. Rozwi¡zanie równania (7.85) naewoluj� zasow¡ � jest nast�puj¡e:p�� E log � = t� t0 : (7.91)7.5 Zamiana zasu Shwarzshilda na zasMinkowskiegoRównania (7.81) i (7.84) s¡ takie same jak równania Hamiltona na zmienne (�; �) w przy-padku, gdy funkja � = 0. Wtedy � = � i (�; �) s¡ zmiennymi kanoniznymi. Ze wzgl�duna tak¡ sam¡ posta¢ równa« dynamiznyh w dalszyh rozwa»aniah ogranizymy si� doprzypadku � = 0.



7.5 Zamiana zasu Shwarzshilda na zas Minkowskiego 122Dotyhzas ewoluj� naszego ukªadu opisywali±my w tzw. zasie Shwarzshilda, któryw asymptotyznie pªaskiej niesko«zono±i przehodzi w zas Minkowskiego. Mo»emy jed-nak opisywa¢ te» nasz¡ ewoluj� w jakim± innym zasie � to znazy mo»emy dokona¢ innej(3+1)-dekompozyji zasoprzestrzeni. Li±ie nowej foliaji nie musz¡ konieznie pokrywa¢si� z poprzednimi hiperpowierzhniami ft = onst.g; wymagamy jedynie aby w niesko«-zono±i przestrzennej zas parametryzuj¡y t� foliaj� pokrywaª si� z zasem opisuj¡ympoprzedni¡ (3+1)-dekompozyj�. Li±ie nowej foliaji �whodziªyby do niesko«zono±i�pod innymi k¡tami, ale przeinaªyby j¡ w tyh samyh miejsah, o li±ie parametry-zowane zasem Shwarzshilda.Zamiana zmiennej zasowej nie jest standardow¡ transformaj¡ w mehanie klasy-znej. W naszyh rozwa»aniah skorzystamy wi� z formalizmu wprowadzonego przezJ. Kijowskiego w pray [9℄ i opisane tam transformaje zmiennej zasowej z punktu widzeniarozmaito±i typu kontaktowego zastosujemy w naszym przypadku zerowym.Oznazmy przez v opó¹nienie nowej wspóªrz�dnej zasowej na powªoe wzgl�dem starejwspóªrz�dnej. To oznaza, »e hiperpowierzhnia SGt przeina powªok� w momenie zasuShwarzshilda t + v(�; �). Zakªadamy, »e warto±¢ tego opó¹nienia zale»y od konkret-nej sytuaji dynamiznej, tzn. od poªo»enia w przestrzeni fazowej, ale »e nie zale»y odwspóªrz�dnej zasowej, tzn. warunki ehowania s¡ zadane w sposób wewn�trzny, zale»¡tylko od danyh poz¡tkowyh. Funkja v = v(�; �) zawiera aªkowit¡ potrzebn¡ informa-j� o przej±iu ze staryh wspóªrz�dnyh (�(t); �(t)) do nowyh (�G(t); �G(t)), poniewa» je±litylko znamy (�(t); �(t)) mo»emy rozwi¡za¢ równania zadaj¡e dynamik� ukªadu i poªo»y¢:�G(t) :=� (t + v(�(t); �(t))) ; (7.92)�G(t) :=� (t+ v(�(t); �(t))) : (7.93)Dla dowolnej, ró»nej od staªej, funkji v, taka transformaja nie jest zazwyzaj kanonizna.W dalszej z�±i naszyh rozwa»a« poka»emy, jak okre±li¢ struktur� kanonizn¡ naszej zre-dukowanej przestrzeni fazowej za pomo¡ nowyh zmiennyh, W tym elu wygodne b�dzieposªugiwanie si� j�zykiem rozmaito±i typu kontaktowego. Zauwa»my, »e aªkowita infor-maja o dynamie ukªadu mo»e by¢ uzyskana z trójwymiarowej przestrzeni typu kontak-towego, zde�niowanej jako powierzhnia fE = H(�; �)g w zterowymiarowej przestrzenift; E; �; �g wyposa»onej w standardow¡ form�:	 := 12Æ� ^ Æ�� ÆE ^ Æt : (7.94)Ta forma symplektyzna w zterowymiarowej przestrzeni fazowej degeneruje si� przy ob-i�iu do powierzhni fE = H(�; �)g. Trajektorie systemu s¡ jednoznaznie zde�niowanejako te, do któryh styzne wektory zawarte s¡ w tej degeneraji. Aby to pokaza¢ wystar-zy sparametryzowa¢ nasz¡ podprzestrze« za pomo¡ trzeh zmiennyh (t; �; �), i przepisa¢form� symplektyzn¡ w nast�puj¡ej postai:	 := 12Æ� ^ Æ�� ��H�� Æ�+ �H�� Æ�� ^ Æt : (7.95)



7.5 Zamiana zasu Shwarzshilda na zas Minkowskiego 123Wida¢, »e wektor anihiluj¡y powy»sz¡ form� musi by¢ proporjonalny do wektoraZ := ��t + _� ��� + _� ��� ; (7.96)gdzie _� i _� s¡ dane równaniami Hamiltona (7.81) i (7.84).W pray [9℄ zostaªo pokazane, »e wybór nowego warunku ehowania G jest równowa»nywyborowi zmiennej T := t� v (7.97)jako nowej zmiennej zasowej. Przepiszmy wie nasz¡ form� symplektyzn¡ 	 przy u»yiunowej wspóªrz�dnej T . Wygodniej nam b�dzie mie¢ zamiast � energi� E jako niezale»nyparametr, i traktowa¢ � jako funkj� � = �(E; �) otrzyman¡ z rozwi¡zania równania (7.56).Otrzymujemy wi�:	 = Æ�^Æ��ÆE^ÆT+ÆE^� �v�E ÆE + �v��Æ�� = 12 �Æ�+ 2 �v�E ÆE�^Æ��ÆE^ÆT : (7.98)Zdefiniujmy teraz funkj�V (E; �) := 2 Z �v�� (E; �)dE + a(�) = Z 1R �v�R(E;R)dE + a(�) ; (7.99)i a(�) jest dowolne. Wtedy zmienna ~�:~� := �+ V (H(�; �); �) (7.100)jest p�dem sprz�»onym kanoniznie do �G(t), poniewa»:	 = 12Æ~� ^ Æ�� ÆE ^ ÆT : (7.101)Ró»nizkuj¡ (7.100) po E otrzymujemy:��E (~�� �) = 2�v��(E; �) = 1R �v�R (E;R) : (7.102)Mo»emy teraz wyznazy¢ opó¹nienie zasu Minkowskiego T wewn¡trz powªoki wzgl�-dem zasu Shwarzshilda t na zewn¡trz powªoki. Jako funkj� ~� we¹my ~� = U =4�p=Rn�(�) (p. wzór (7.29)), gdzie funkja n�(�) jest lizona po wewn�trznej stroniepowªoki. Zatem: ~� = sinh�r1� 2ER = sinh� e� ; (7.103)poniewa» q1� 2ER = e�. Mamy tak»e:���E = 1(R� 2E) : (7.104)



7.5 Zamiana zasu Shwarzshilda na zas Minkowskiego 124Równanie na sinh� pozwala nam wyznazy¢ ~� za pomo¡ E i R:~� = sinh�r1� 2ER = ER (7.105)i st¡d: �~��E = 1R : (7.106)Ze wzoru (7.102) otrzymujemy �v�R = �2ER � 2E : (7.107)Aby pokaza¢, »e powy»sza wielko±¢ opisuje opó¹nienie zasu Minkowskiego T wewn¡trzpowªoki wzgl�dem zewn�trznego zasu Shwarzshilda T , zró»nizkujemy równanie (7.97)po t: _T = 1� �v�R _R ; (7.108)przy zym skorzystali±my z tego, »e _E � 0. Pohodna _R mo»e by¢ wyznazona z równania(7.81), przy zym hamiltonian jest dany równaniem (7.56). St¡d otrzymujemy:�v�R _R = �2ER (7.109)i ostateznie _T = 1� 2ER : (7.110)Warto±¢ opó¹nienia miedzy zasem Minkowskiego T a zasem Shwarzshilda t mo»e by¢otrzymana z wyaªkowania prawej strony wzoru (7.107) po zmiennej R, otrzymuj¡v(E;R) = �2E log jR� 2Ej ; (7.111)a wi� T = t+ 2E log jR� 2Ej = t+ 2R~� logRj1� 2~�j : (7.112)Hamiltonian wyra»ony za pomo¡ zmiennyh lizonyh w zasie Minkowskiego jestnast�puj¡y: H = p�~� (7.113)a równania Hamiltona przyjmuj¡ posta¢:12 ddT � = p� ; (7.114)12 ddT ~� = �12 ~�p� : (7.115)Uwzgl�dniaj¡ to, »e ddT = dtdT ddt i zwi¡zek (7.112) mi�dzy t a T otrzymujemy równania(7.85) i (7.86).



7.6 Hamiltonian dla dynamiki parametryzowanej zasem Minkowskiego 125Rozwi¡zanie ukªadu równa« ró»nizkowyh (7.114) i (7.115) jest nast�puj¡e:p��p�0 = (T � T0) ; (7.116)~� = ~�0T0T : (7.117)Pamietaj¡ o tym, »e p� = R widzimy, »e powy»sze rozwi¡zanie na R odpowiada liniowejpropagaji frontu falowego w przestrzeni Minkowskiego z pr�dko±i¡ równ¡ 1. Ewoluja ~�jest du»o mniej banalna. W zasie T = 0 nast�puje skrzy»owanie si� frontów falowyh,kolaps, którym si� tutaj nie zajmujemy.7.6 Hamiltonian dla dynamiki parametryzowanej za-sem MinkowskiegoPrzej±ie ze staryh wspóªrz�dnyh (�(t); �(t)) do nowyh (�G(t); �G(t)):�G(t) :=� (t + v(�(t); �(t))) ; (7.118)�G(t) :=� (t+ v(�(t); �(t))) : (7.119)nie jest zazwyzaj transformaj¡ kanonizn¡. Jak zostaªo pokazane w pray [9℄, przeksz-taªeniem kanoniznym jest transformaja (�; �) 7! (~�G; �G). W nowyh wspóªrz�dnyhmamy nowy hamiltonian HG taki, »e:12 _�G = �HG�~�G ; (7.120)12 _~�G = ��HG��G : (7.121)Pohodn¡ po zasie _�G mo»emy przeksztaªi¢ nast�puj¡o:d�G(t)dt = d� (t+ v(�(t); �(t)))d (t+ v(�(t); �(t))) d(t+ v(t))dt : (7.122)Wyra»enie d�(t+v)d(t+v) mo»na wyrazi¢ przez równania Hamiltona w staryh zmiennyh, tzn.12 d�(t+ v)d(t+ v) = �H��w hwili t + v. Mamy wi�: �H�� ����t+v d(t+ v(t))dt ����t = �HG�~�G ����t ; (7.123)�H�� ����t+v d(t+ v(t))dt ����t = �HG��G ����t : (7.124)



7.6 Hamiltonian dla dynamiki parametryzowanej zasem Minkowskiego 126Korzystaj¡ z wyników z poprzedniego rozdziaªu mamy:d(t+ v(t))dt = �(t� v)_� 2 = � _T � 2 = 1 + 2ER = 1 + 2~� : (7.125)Hamiltonian w staryh zmiennyh jest nast�puj¡y:H(�; �) = 12p� �1� e�2�� = ~�p� : (7.126)Otrzymujemy wi� �H�� ����t+v = 12 ~�p� ����t+v = 12 ~�Gp�G �����t (7.127)oraz �H�� = p� (1� 2~�) ; (7.128)a st¡d �H�� ����t+v =p�G �1� 2~�G� : (7.129)Ostateznie otrzymujemy ukªad dwóh równa«:�HG��G(t) = 12 ~�G(t)p�G(t) (1 + 2~�(t)) ; (7.130)�HG�~�G(t) =p�G(t) �1� 2~�G(t)� (1 + 2~�(t)) : (7.131)Aby rozwi¡za¢ powy»szy ukªad trzeba zna¢ rozwi¡zanie ~�(t), które jest dane w sposóbuwikªany równaniem (7.90):log 2~�1� 2~� � 1� 2~�2~� = � 12E (t� t0) : (7.132)Nie potra�my rozwi¡za¢ powy»szego równania, ale mo»emy spróbowa¢ przynajmniej wyz-nazy¢ posta¢ HG(�G; ~�G) = F (f(�G; ~�G)), gdzie F jest dowoln¡ funkj¡ jednej zmiennej, af pewn¡ kombinaj¡ �G i ~�G. Wtedy HG jest staªe na powierzhniah f(�G; ~�G) = onst.,a wi� (HG�G ; HG~�G) � grad H k grad f � (f�G ; f~�G) : (7.133)Ten warunek jest speªniony, je±lif�Gf~�G = HG�GHG~�G = 12�G ~�G1� 2~�G : (7.134)Powy»sze równanie jest speªnione przez f =p�G ~�Ge�2~�G , a wi� hamiltonian ukªadu jestpewn¡ funkj¡ zmiennej p�G ~�G e�2~�G :HG = F (p�G ~�Ge2~�G ) : (7.135)Efektywnie ni wi�ej nie da si� polizy¢, poniewa» równania ruhu, tzn zale»no±i �(t) i�(t), nie wyra»aj¡ si� przez funkje elementarne.
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