
To b¦dzie taki szkic, nie: �rozwi¡zanie przeze mnie po»¡dane�, bo nie ma cz¦±ci oblicze«, za to je»eli kto±
zechce porówna¢ swoje wnioski z moimi, to oto i one!

Transformacja Bogoliubowa

Wybierzmy transformacj¦ kwazicz¡stkow¡ postaci γ+ = uc+ + vc
†
− oraz γ− = u′c− + v′c

†
+. Fermionowe s¡

operatory cσ, a co do γσ, to »¡damy tego, »eby:

{cσ, c†σ′} = δσ,σ′ = {γσ, γ
†
σ′}, {cσ, cσ′} = 0 = {γσ, γσ′}.

To prowadzi do wniosku, »e jedn¡ z najprostszych parametryzacji b¦dzie u = u′ = cosα, v = −v′ = sinα.
Zapytajmy: czemu akurat taka transformacja? Sprawdzamy, »e operator rzutu spinu na o± kwantyzacji

Sz = (~/2)(c†+c+ − c
†
−c−) komutuje z hamiltonianem. Jak z tego skorzysta¢? �Za czasów pierwszej kwantyza-

cji� wybierali±my funkcje wªasne hamiltonianu spo±ród funkcji wªasnych operatora, który z nim komutowaª,
a �drugokwantyzacyjny� operator kreacji kwazicz¡stki realizuje �wªasno±¢� tak:

[Sz, γ†σ] = aσγ
†
σ, aσ ∈ R,

i ju» wida¢: skoro [Sz, c†+] = (~/2)c
†
+ oraz [Sz, c−] = (~/2)c−, to ich kombinacja liniowa te». Dlatego z postaci

transformacji wprost wynika, »e (tak jak chcemy) γσ s¡ operatorami wªasnymi dla Sz. Po dobraniu α b¦d¡
wªasne i dla H.

Zamiast tej dªugiej dyskusji mo»na mówi¢: szukamy przeksztaªcenia, które wykurzy rzeczy typu c+c− nie
tworz¡c γ+γ−, a do tego γzªe = yc+ + zc

†
+ nie wystarczy.

Powinni±my dosta¢

H = E+γ†+γ+ + E−γ
†
−γ− + C, E+, E−, C ∈ R.

To prowadzi, jak porównamy skutek podstawienia operatorów kwazicz¡stkowych do hamiltonianu z postaci¡
oczekiwan¡, do ukªadu równa«

E+ = ε+ cos2 α− ε− sin2 α+ 2λ sinα cosα,
E− = ε− cos2 α− ε+ sin2 α+ 2λ sinα cosα,
C = (ε+ + ε−) sin2 α− 2λ sinα cosα,
0 = (ε+ + ε−) sinα cosα− λ(cos2 α− sin2 α).

I istotnie, jest to mo»liwe dla tg(2α) = λ/ε. Dla porz¡dku ustalmy znak cos(2α), niech b¦dzie dodatni. Wtedy
dla |h| <

√
ε2 + λ2 energie kwazicz¡stek b¦d¡ dodatnie. Zatem przeksztaªcaj¡c funkcje trygonometryczne

E+ = h+
√
ε2 + λ2,

E− = −h+
√
ε2 + λ2,

C = ε−
√
ε2 + λ2.

Nowy stan pró»ni |0〉′ bedzi¦ speªniaª γσ |0〉′ = 0. Dla |h| <
√
ε2 + λ2 energie kwazicz¡stek s¡ dodatnie i C

jest energi¡ stanu podstawowego |P 〉 równego |0〉′. Dla wiekszych |h| ni»sz¡ energi¦ (a mianowicie −|h|+ ε) ma

stan z jedn¡ kwazicz¡stk¡. Je»eli np. h < −
√
ε2 + λ2 to E+ < 0 i stanem podstawowym jest |P 〉 = γ†+ |0〉

′
o

energii h+ ε.
Jak wida¢ energia stanu podstawowego zale»y od warto±ci zewn¦trznego pola magnetycznego, je±li jest

ono dostatecznie silne. Wtedy stan podstawowy jest magnetyczny o warto±ci rzutu spinu na kierunek pola
~/2. Poza tym operatory kreuj¡ce wzbudzenia w magnetycznym stanie podstawowym (znów zobaczmy dla dla

h < −
√
ε2 + λ2) to γ†− i (to nie literówka!) γ+. Có». . . je±li ukªad wzbudzony ma mie¢ wy»sz¡ energi¦, to tak

musi by¢.
Wi¦cej dyskusji! W sªabych polach magnetycznych stan podstawowy to kombinacja liniowa |0〉 oraz c†+c

†
− |0〉.

Ale stan podstawowy o niezerowym spinie (silniejsze pola) to musi by¢ (zale»nie od zwrotu pola) c†+ |0〉 b¡d¹
c†− |0〉. Niczego innego nie ma �na stole�. Sprawdzamy i istotnie Hc†± |0〉 = (ε± h)c

†
± |0〉.

Elementy macierzowe hamiltonianu Heisenberga

Hamiltonian Heisenberga H = J ~S1 · ~S2 winni±my przepisa¢ za pomoc¡ operatorów kreacji i anihilacji. Z uwagi
na to, »e pracujemy w bazie stanów wªasnych operatorów {Szi } wygodniej nie stosowa¢ operatorów Sxi , S

y
i , tylko

ich kombinacje S±i = S
x
i ± iS

y
i , które przeksztaªcaj¡ jedne stany wªasne operatorów {Szi } w drugie. Dodatkowo

[S+i , S
−
j ] = 2δi,jS

z
i . Podstawiwszy mamy:
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(
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A teraz napiszmy jak dziaªaj¡ poszczególne skªadniki

Sz1S
z
2c
†
1σc
†
2σ′ |0〉 =

~2
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σσ′c†1σc

†
2σ′ |0〉 , S+1 S

−
2 c
†
1σc
†
2σ′ |0〉 = ~2δσ,↓δσ′,↑c†1↑c

†
2↓ |0〉 .

Musicie mi wybaczy¢, »e chc¦ mno»y¢ strzaªki w pierwszym wyra»eniu� zwyczajnie σσ′ jest jedynk¡ dla
równolegªych spinów cz¡stek i minus jedynk¡ dla przeciwnych.

To uruchamiamy hamitonian na danych stanach. . .

H |1〉 = J ~2

4
|1〉 ,

H |2〉 = J ~2

4
|2〉 ,

H |3〉 = J ~2

4
|3〉 ,

H |4〉 = −3J ~2

4
|4〉 ,

i okazuj¡ si¦ one by¢ jego stanami wªasnymi. S¡ to trzy tryplety (o warto±ci spinu 1~) i jeden singlet (stan |4〉).
Zaburzenie w postaci zewn¦trznego pola magnetycznego powinno rozszczepi¢ poziom trypletowy (S = 1)

na trzy podpoziomy o rzutach spinu −1, 0, 1 na kierunek pola. Singlet i tryplet o zerowym rzucie spinu (stan
|3〉) maj¡ pozosta¢ nietkni¦te. Sprawdzamy. . . i istotnie!

Stany |1〉, |2〉 nie s¡ stanami wªasnymi zaburzonego hamiltonianu w przeciwie«stwie do |↑↑〉 = 2−1/2(|1〉+|2〉)
o energii J~2/4 + h~ oraz |↓↓〉 = 2−1/2(|1〉 − |2〉) o energii J~2/4 − h~. Jak wida¢ dla J < 0 stan podstawowy
ma caªkowity spin 1 nawet w zerowym polu, a dla J > 0 przej±cie do stanu z niezerow¡ magnetyzacj¡ nast¦puje
dopiero wtedy gdy |h| > J~.


