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Zadanie 1�precesja spinu

Rozwa»my elektron o masie m i ªadunku−e w zewn¦trznym polu magnetycznym ~B(t) = B0[sinα sin (ωt), sinα cos (ωt), cosα]
skupiaj¡c si¦ jedynie na ewolucji w przestrzeni spinowej.

Prosz¦:

• zapisa¢ hamiltonian ukªadu jako macierz 2 × 2 i znajd¹ spinory χ±(t) okre±lone w ten sposób, »e w
ka»dej chwili t s¡ rozwi¡zaniem równania Schrödingera bez czasu z hamiltonianem H(t) (innymi sªowy:
gdyby pole magnetyczne zamarzªo w chwili t�przestaªo si¦ zmienia¢, to χ± byªyby funkcjami wªasnymi
z energiami E±). χ+(t) to ten spinor, któremu odpowiada ni»sza energia;

• pokaza¢, »e je»eli χ(0) =
(
cos (α/2)
sin (α/2)

)
, to

|〈χ(t)|χ−(t)〉|2 =
[
ω

λ
sinα sin

(
λt

2

)]2
,

gdzie λ =
√
ω2 + ω21 + 2ωω1 cosα, a ω1 = −eB0/m; (uwaga: problem daje si¦ rozwi¡za¢ ±ci±le.)

• uzasadni¢, dlaczego |〈χ(t)|χ−(t)〉| → 0 w granicy adiabatycznej, tj. gdy ω � ω1.

Zadanie 2�puchn¡ca studnia

Tematem zadania jest jednowymiarowa studnia potencjaªu jednostajnie zwi¦kszaj¡ca swe wymiary. Zale»no±¢
potencjaªu od czasu dla t > 0 to: V (x) = 0 gdy x ∈ [0, w(t)], gdzie w(t) = a + vt, a, v > 0 oraz V (x) → ∞
poza w.w. przedziaªem. W naszych warunkach (v = const.) istnieje dany analitycznie ukªad zupeªny ±cisªych
rozwi¡za«

Φn(x; t) =

√
2
w(t)
sin
(
nπ

w(t)
x

)
ei
mvx2−2aEn(0)t

2~w(t) ,

gdzie analogicznie do poprzedniego zadania wprowadzamy �rozwi¡zania natychmiastowe� (innymi sªowy: �roz-
wi¡zania zamro»onego hamiltonianu�) un(x; t) =

√
2/w(t) sin [nπx/w(t)] i odpowiadaj¡ce im �energie natych-

miastowe� En = (nπ~)2/[2mw2(t)].
Ogólne rozwi¡zanie b¦dzie miaªo zatem posta¢ Ψ(x; t) =

∑∞
n=1 cnΦn(x; t) dla pewnych staªych zespolonych

{cn}.
Nale»y:

• sprawdzi¢, »e Φn(x; t) rzeczywi±cie speªniaj¡ równanie Schrödingera z odpowiednimi warunkami brzego-
wymi;

• pokaza¢, i» je»eli w t = 0 cz¡stka jest w stanie opisywanym przez u1(x; 0) to

cn =
2
π

π∫
0

e−iαz
2
sin (nz) sin zdz,

dla α = mav/(2π2~) (wielko±¢ ta jest jest bezwymiarow¡ pr¦dko±ci¡ przesuwania ±cianki studni);

• poda¢ interpretacj¦ wielko±ci α (do stosunku jakich dwóch wielko±ci jest proporcjonalna?);

• zde�niowa¢ i obliczy¢ zewn¦trzn¡ (Te) i wewn¦trzn¡ (Ti) skal¦ czasow¡, które charakteryzuj¡ podany
proces w ukªadzie, je»eli w chwili Te studnia osi¡ga wielko±¢ 2a (czyli w(Te) = 2a);

• wskaza¢, dlaczego granica adiabatyczna odpowiada α � 1 (tj. e−iαz2 ≈ 1)? Jak si¦ ma to kryterium do
innej de�nicji procesu adiabatycznego�Te � Ti?
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• wyznaczy¢ cn w tej granicy (do rz¦du α2);

• znale¹¢ Ψ(x; t) (równie» do rz¦du α2) i zbada¢ jego zgodno±¢ z twierdzeniem adiabatycznym;

• pokaza¢, »e czynnik fazowy θ(t) pojawiaj¡cy si¦ w toku ewolucji zgodnie ze wzorem

Ψ(x; 0) =

√
2
a
sin
(π
a
x
)
−−−−−−−−→
adiabatycznie

Ψ(x; t) = eiθ(t)
√
2
w(t)
sin
(
π

w(t)
x

)
,

wynosi

θ(t) = − i
~

t∫
0

E1(t′)dt′.

Rozwi¡zane zadania nale»y przynie±¢ na ¢wiczenia 14 pa¹dziernika 2008 r.


