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Zadanie 1�precesja spinu

Neutron znajduje si¦ w polu magnetycznym ~B = B0(sinα cosωt, sinα sinωt, cosα), gdzie staªa α decyduje o
wielko±ci skªadowej oscyluj¡cej pola. Proces przebiega adiabatycznie. Zakªadaj¡c, »e ukªad byª w stanie pod-
stawowym w chwili t = 0 prosz¦:

• wskaza¢ do jakiej nierówno±ci prowadzi warunek adiabatyczno±ci (ω � . . . );

• obliczy¢ faz¦ dynamiczn¡ jakiej nab¦dzie ukªad po powrocie hamiltonianu do sytuacji z t = 0;

• okre±li¢ ile wyniesie wówczas faza Berry'ego.

Zadanie 2�dowolna ewolucja spinu

Rozwa»my cz¡stk¦ o spinie 1/2 zorientowanym wzdªu» chwilowego pola ~B, którego orientacj¦ przestrzenn¡

okre±laj¡ parametry ϑ oraz ϕ�odpowiedni spinor to wówczas
(
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sin (ϑ/2)eiϕ

)
. Wiedz¡c, »e po pewnym czasie T

adiabatyczna ewolucja pola magnetycznego doprowadzi do powrotu ~B do stanu pocz¡tkowego nale»y wykaza¢,
»e faza Berry'ego jak¡ uzyska wskutek ewolucji ukªad wyniesie −Ω/2, gdzie Ω jest k¡tem bryªowym jaki zatoczy
wektor chwilowego ±redniego spinu w trakcie ewolucji.

Przydatne mog¡ by¢ wzory na gradient i rotacj¦ we wspóªrz¦dnych sferycznych (w ko«cu wektor spinu
podró»uje po sferze!)
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êϕ
r

(
∂(rVϑ)
∂r

− ∂Vr
∂ϑ

)
+ êϑ
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Ponadto warto pami¦ta¢ o panu Stokesie�
∫
∂Ω

~V · ~dl =
∫
Ω êr · (∇× ~V )dΩ�aby caªk¦ krzywoliniow¡ na sferze

lepiej oswoi¢.

Zadanie 3�efekt Aharonova�Cashera

Bierze si¦ tu nienaªadowan¡ cz¡stk¦ o momencie magnetycznym µ w pustej przestrzeni, w której umieszczamy
jeszcze równolegªy do µ drut naªadowany o liniowej g¦sto±ci ªadunku λ. Hamiltonian naszej cz¡stki (mo»e ni¡

by¢ neutron, ale niektóre atomy te» s¡ dobre) to (1/2m)(−i~∇− ~E×~µ)2, o ile jest ona zamkni¦ta w pudle, które

zabezpieczy j¡ przed zderzeniem z drutem. Zaªó»my, »e tak wªa±nie jest, a wektor ~R wskazuje ±rodek pudªa. W
zadaniu trzeba

• sprawdzi¢, »e funkcja Ψn,~R(~r) = exp[(i/~)
∫ ~r
~R
d~r′ · ( ~E(~r′)× ~µ)]ψn(~r)

� ma w ogóle sens (tj. nie ma problemu z jednoznaczno±ci¡ caªki krzywoliniowej),

� speªnia równanie Schródingera, je±li |ψn〉 s¡ rozwi¡zaniami problemu pudªa bez pól zewn¦trznych;

• obliczy¢ faz¦ jak¡ zyska funkcja cz¡stki, gdy nasze pudªo adiabatycznie okr¡»y drut;

• zde�niowa¢ wektorowy �potencjaª dualny� tak, aby hamiltonian zagadnienia Aharonova�Cashera uzyskaª
wygl¡d hamiltonianu zjawisjka Aharonowa�Bohma (e ~A→ Φ0~a), gdzie Φ0 = 2π~/e. Jakim wzorem caªko-
wym ten nowy �potencjaª� b¦dzie wi¡zaª si¦ z g¦sto±ci¡ ªadunku?
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Zadanie 4�(nie±miertelny) dwuwymiarowy oscylator harmoniczny

Matematyka dostarczyªa nam narz¦dzia do przesuwania funkcji o wektor: ψ(~r+ ~q) = S~qψ(~r) = exp[qx(∂/∂x) +
qy(∂/∂y)]ψ(~r) (warto sprawdzi¢ rozwijaj¡c w szereg, to nie czary).H0 = ~ω1(a†xax+a†yay+1) jest hamiltonianem
oscylatora harmonicznego o minimum energii potencjalnej w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych. Poza tym okre±lmy
~q(t) = q0(cosωt, sinωt). Je»eli hamiltonian b¦dzie ewoluowaª adiabatycznie H(t) = S~q(t)H0S†~q(t) to prosz¦:

• wskaza¢ jak b¦dzie zmienia¢ si¦ operator energii potencjalnej ukªadu;

• wykaza¢, »e �rozwi¡zanie natychmiastowe� ψn(t) dostajemy po prostu jako S~q(t)ψ0, gdzie ψ0 jest rozwi¡-
zaniem zagadnienia wªasnego dla hamiltonianu H0 (niekoniecznie stanem podstawowym!);

• korzystaj¡c z operatora momentu p¦du lz = (~/i)(a†xay − a†yax) sprawdzi¢, »e (a†x + ia†y)|0〉 odpowiada
rozwi¡zaniu obracaj¡cemu si¦;

• sprawdzi¢ , »e w toku ewolucji nie pojawia si¦ niezerowa faza geometryczna, tak dla stanu podstawowego
jak dla rozwi¡za« �wiruj¡cych� (wystarczy sprawdzi¢ jedno).

Rozwi¡zania prosz¦ przynie±¢ na ¢wiczenia 21 pa¹dziernika.


