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Zadanie 1�bozony i fermiony w jednowymiarowej studni

Zaªó»my, »e cz¡stki s¡ pozbawione twardego rdzenia, nieoddziaªuj¡ce i bezspinowe (wzgl¦dnie maj¡ taki sam
rzut spinu na o± kwantyzacji) i nas jedynie cz¦±¢ orbitalna funkcji falowej. Prosz¦ napisa¢ jak b¦d¡ wygl¡daªy
unormowane fale pªaskie φk(x) w studni szeroko±ci L i za ich pomoc¡ skonstruowa¢ dwucz¡stkowe funkcje

faloweΨB/Fk,k′ (r1, r2) dla przypadku bozonowego/fermionowego, a nast¦pnie obliczy¢ g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa
znalezienia cz¡stek w odlegªo±ci |r1 − r2| = R0. A co by byªo dla dwóch fermionów o spinie 1/2, których
sumaryczny rzut spinu na o± kwantyzacji wynosi 0�dlaczego odpowied¹ nie jest ju» jednoznaczna?

Zadanie 2�atom helu

Stan podstawowy atomu He i sze±¢ z jego stanów wzbudzonych mo»na w przybli»eniu opisa¢ umieszczaj¡c
elektrony na czterech ortonormalnych spinorbitalach φ1s↑, φ1s↓, φ2s↑, φ2s↓ i antysymetryzuj¡c powstaª¡ funkcj¦
falow¡. De�niujemy φ1s↑(~r, σ) = φ1s(~r)χ↑(σ), gdzie φ1s jest funkcj¡ przestrzenn¡, a χ↑�spinow¡. Wypisz
w postaci wyznaczników Slatera cztery najprostsze funkcje. Pozostaªe dwie dane s¡ wzorami
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gdzie f(1) oznacza, »e funkcja f zale»y od wspóªrz¦dnych cz¡stki pierwszej.

1. Poka», »e funkcje Ψ±1s2s s¡ znormalizowane i wzajemnie ortogonalne.

2. Które z sze±ciu otrzymanych funkcji odpowiadaj¡ stanom singletowym, a które trypletowym? Kiedy wida¢
to od razu? W niektórych wypadkach, aby udzieli¢ odpowiedzi przydatny b¦dzie operator caªkowitego
spinu pary cz¡stek Ŝ2 = [3/2 + 2sz(1)sz(2) + s+(1)s−(2) + s−(1)s+(2)], gdzie jednocz¡stkowe operatory
s dziaªaj¡ tak: sz(i)χ↑(j) = (1/2)δi,j , s+(i)χ↑(j) = 0, s−(i)χ↓(j) = χ↑(j)δi,j itd.

3. Przepisz funkcje Ψ±1s2s jako iloczyny funkcji przestrzennych i spinowych, i porównaj ich zachowane si¦
przy permutacji cz¡stek z zachowaniem pozostaªych czterech funkcji. Czy wida¢ jakie± analogie?

4. Zaªó»my, »e chcemy poprawi¢ funkcj¦ falow¡ stanu podstawowego przedstawiaj¡c j¡ jako kombinacj¦ li-
niow¡ funkcji wyznacznikowych. Które z powy»szych wyznaczników na pewno mo»na wykluczy¢ z takich
oblicze« (b¦dziemy stosowali nierelatywistyczny hamiltonian dla atomu helu)?

Zadanie 3�operator antysymetryzacji

Zde�niujmy dziaªanie operatora permutacji cz¡stek Pσ odpowiadaj¡cego permutacji σ ∈ SN na N -cz¡stkow¡
funkcj¦ falow¡ Ψ w nast¦puj¡cy sposób: PσΨ(1, 2, . . . N) = Ψ(σ(1), σ(2), . . . σ(N)), gdzie σ(k) oznacza wspóª-
rz¦dne cz¡stki o numerze, który permutacja σ stawia na k-tym miejscu.

Dziaªanie operatora antysymetryzacjiA na funkcjeN -cz¡stkowe okre±la si¦ wzoremAΨ = (1/
√
N !)
∑
σ∈SN sgn (σ)PσΨ.

Wyka», »e:

1. dla operatora antysymetryzacji N cz¡stek A2 =
√
N !A;

2. A = A†;

3. A dziaªaj¡c na iloczynow¡ funkcj¦ falow¡ zbudowan¡ z ró»nych od siebie spinorbitali, zachowuje jej nor-
malizacj¦, ale nie jest unitarny;

4. je±li O jest operatorem caªkowicie symetrycznym ze wzgl¦du na przestawienia cz¡stek to [A,O] = 0 (co
niesªychanie upraszcza i tak obszerne rachunki z u»yciem wyznaczników Slatera).
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