
Uwaga! Niektóre zadania rzeczywi±cie s¡ trudne. �eby na kolokwium zostaªy prostsze. . .

Para fermionów w d wymiarach

Dana jest para fermionów o przeciwnych spinach w pudle o d-wymiarowej obj¦to±ci Ω opisywana hamiltonianem
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• znale¹¢ warunek unormowania funkcji |Φ〉;

• wyja±ni¢ co �zycznie oznacza to, »e b¦dziemy poszukiwa¢ jedynie takich rozwi¡za«, dla których β(~y, ~z) =
α(~y − ~z) dla pewnego α;

• ustali¢ warto±¢ staªej w wyra»eniu otrzymywanym w toku rozwi¡zywania (E − 2εk)α~k = const., gdzie
εk = k2/2m.

• okre±li¢ w jakich warunkach mo»e istnie¢ stan zwi¡zany/stany zwi¡zane (o energii E < 0), znale¹¢ jego
energi¦;

• obliczy¢ jawnie α(~y − ~z) dla d = 1 i d = 3

Uwagi: 1. Znale¹¢ energie dla d = 1, 2, 3; 2. w razie rozbie»no±ci caªki po p¦dach wprowadzi¢ obci¦cie caªki

przy |~k| = kmax co odpowiada np. umieszczeniu cz¡stek na sieci.

Wskazówki: 1. Przej±cia do przestrzeni p¦dów warto dokona¢ w wygodnym momencie�co innego �lubi�

wyraz kinetyczny, co innego oddziaªywanie; 2. lepiej nie rozkªada¢ od razu α(~x = 0) w szereg Fouriera, a raczej

zauwa»y¢, »e jest to staªa i najpierw obliczy¢ α[~k, α(~x = 0)], a dopiero potem znale¹¢ α(~x = 0) z warunku

normalizacji; 3.
∑
~k → Ω(2π)

−d ∫ ddk.
Para bozonów w jednowymiarowym pudle

Dana jest para bezspinowych bozonów w pudle o szeroko±ci L opisywana hamiltonianem
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Zakªadaj¡c funkcj¦ falow¡ w postaci |Φ〉 =
∫
dy dzα(y − z)Ψ†(y)Ψ†(z)|0〉 nale»y

• znale¹¢ warunek unormowania funkcji |Φ〉;

• okre±li¢ w jakich warunkach mo»e istnie¢ stan zwi¡zany/stany zwi¡zane (o energii E < 0), znale¹¢ jego
energi¦;

• obliczy¢ jawnie α(y − z).

Transformacja kwazicz¡stkowa

Dla hamiltonianu bozonowego postaci

H = εb†b+ λb† + λ∗b+ g(b†b† + bb), g ∈ R, |g| < ε

prosz¦

• zde�niowa¢ transformacj¦ kwazicz¡stkow¡, która pozwoli go zdiagonalizowa¢;

• znale¹¢ energi¦ kwazicz¡stki;

• okre±li¢ energi¦ pi¡tego stanu wzbudzonego;

• wyrazi¢ stan podstawowy |0〉′ (brak kwazicz¡stek) przez stan pró»ni |0〉 (brak cz¡stek) i operator b†;

• obliczy¢ ±redni¡ liczb¦ cz¡stek 〈b†b〉 w pi¡tym stanie wzbudzonym.

Operator spinu dla cz¡stek ze spinem 1/2

Udowodni¢, »e dla cz¡stek ze spinem 1/2 zlokalizowanych w punktach 1 b¡d¹ 2∑
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Magnetyzacja

Hamiltonian w przestrzeni p¦dów ma posta¢ (zaniedbuj¡c¡ oddziaªywanie cz¡stek)
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Ile wyniesie ±rednia magnetyzacja ~M = µB
∑
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〉
, gdzie

∑
~k〈~S~k〉 to sredni sumaryczny spin w ukªadu, w

funkcj pola ~H?


