UNIWERSYTET WARSZAWSKI WYDZIAÌ FIZYKI INSTYTUT FIZYKI TEORETYCZNEJ

Fale grawitacyjne w otwartym wszechówiecie

Jacek Daniel Litwin

praca magisterska napisana pod kierunkiem prof. dra hab. Marka Demiaîskiego

Warszawa 1998

Streszczenie

W pracy rozwaòamy in‚acyjny model kosmologiczny prowadzácy do powstania wszechówiata z parametrem gåstoóci ˙_0 < 1. Mechanizm powodujácy in‚acjå generuje zaburzenia skalarne (zaburzenia gåstoóci) oraz zaburzenia tensorowe (fale grawitacyjne). Obliczamy wynikajáce z tego modelu widmo pierwotnych fal grawitacyjnych oraz znajdujemy analityczne rozwiázanie rïwnania na amplitudå fali grawitacyjnej w epoce in‚acyjnej, epoce promieniowania oraz epoce materii. Koncentrujemy siå na tych modach zaburzeî tensorowych, ktïre dajá wkìad do szerokokátowej anizotropii temperatury promieniowania reliktowego. Znajdujemy takòe wyraòenie na momenty multipolowe kátowej funkcji korelacyjnej okreólajácej wkìad fal grawitacyjnych do anizotropii temperatury promieniowania reliktowego. Podajemy takòe sposïb na ich renormalizacjå pozwalajácy na usuniåcie pojawiajácej siå rozbieònoóci ultra˛oletowej.

Spis Treóci

1 Wståp 4 1.1 Poczátki wspïìczesnej kosmologii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.2 Wielki Wybuch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.3 Mikrofalowe promieniowanie tìa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.4 Problemy modelu Wielkiego Wybuchu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.4.1 Problem horyzontu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.4.2 Problem pìaskoóci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.5 In‚acja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.5.1 Rozwiázanie problemu pìaskoóci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.5.2 Rozwiázanie problemu horyzontu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.5.3 Stara in‚acja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.5.4 Nowa in‚acja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.5.5 In‚acja chaotyczna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2 Otwartoóã wszechówiata 14 2.1 Obserwacje materii ówiecácej . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 2.2 Dynamiczne oszacowania parametru gåstoóci ˙ . . . . . . . . . . . . . . . . 14 2.3 Pierwotna nukleosynteza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 2.4 Inne metody szacowania parametru gåstoóci ˙ . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3 In‚acja hybrydowa 19 3.1 Pierwszy etap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 3.2 Drugi etap . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 3.3 Wartoóã parametru gåstoóci ˙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4 Fale grawitacyjne 29 4.1 Kwantowanie fal grawitacyjnych . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 4.2 Analogia rïwnania na amplitudå fali z rïwnaniem klasycznego oscylatora harmonicznego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 4.3 Epoka in‚acyjna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4.4 Epoka dominacji promieniowania . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 4.5 Epoka dominacji materii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5 Wkìad fal grawitacyjnych do szerokokátowej anizotropii temperatury promieniowania reliktowego 40 5.1 Polaryzacja fal grawitacyjnych a anizotropia temperatury promieniowania reliktowego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 5.2 Funkcja korelacyjna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 6 Podsumowanie 45

A Dodatki 47 A.1 Notacja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 A.2 Rozwiázania modelu Friedmana - Robertsona - Walkera . . . . . . . . . . . 52 A.3 Rïwnanie fal grawitacyjnych i niezmienniki transformacji cechowania . . . 56 A.4 Funkcje harmoniczne w trïjwymiarowej przestrzeni z ujemná krzywizná . . 61 A.5 Efekt Sachsa - Wolfe’a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

1 Wståp

W rozdziale tym omïwimy najwaòniejsze wydarzenia zwiázane z rozwojem wspïìczesnej kosmologii, przedstawimy takòe gìïwne zaìoòenia i rïwnania standardowego modelu kosmologicznego oraz jego rozszerzenie do modelu in‚acyjnego.

1.1 Poczátki wspïìczesnej kosmologii

Za moment narodzin wspïìczesnej kosmologii moòna przyjáã rok 1929, w ktïrym to Edwin Hubble opublikowaì odkrytá przez siebie zaleònoóã pomiådzy prådkoóciá ucieczki galaktyki a jej odlegìoóciá od Drogi Mlecznej. Zaleònoóã ta zwana prawem Hubble’a - w myól sìabej zasady kosmologicznej^1 - nie ogranicza siå tylko do ukìadu Droga Mleczna - inna galaktyka, lecz dotyczy dowolnej pary galaktyk we wszechówiecie.

Hubble wywnioskowaì, òe prådkoóci ucieczek galaktyk rosná liniowo wraz z ich wzajemná odlegìoóciá:

v_r = Hr, (1)

gdzie v_r jest prådkoóciá radialná, czyli prådkoóciá wzdìuò promienia ìáczácego obie galaktyki, r - odlegìoóciá miådzy galaktykami, natomiast H = H(t) zwana jest staìá Hubble’a, ale jej wartoóã zmienia siå z czasem. Odkrycie to ostatecznie obaliìo panujáce wïwczas przeówiadczenie o stacjonarnoóci wszechówiata.

Odkrycie Hubble’a bardzo szybko zyskaìo uznanie, gdyò po pierwsze doskonale zgadzaìo siå z obrazem rozszerzajácego siå wszechówiata oraz jak siå wkrïtce okazaìo, przewidywania, iò sìabiej ówiecáce (bardziej odlegìe - patrz tekst poniòej) galaktyki majá wiåksze przesuniåcie ku czerwieni, doskonale zgadzaìy siå z wynikami udoskonalanych wciáò pomiarïw. Do wery˛kacji tej zaleònoóci potrzebne sá pomiary odlegìoóci galaktyk oraz ich przesuniåã ku czerwieni.

Do pomiarïw odlegìoóci galaktyk nie moòna zastosowaã metody triangulacji (pomiar paralaksy) stosowanej w pomiarach odlegìoóci do gwiazd znajdujácych siå w naszej galaktyce, gdyò w przypadku nawet najbliòszych galaktyk paralaksa jest zbyt maìa, by metoda ta byìa uòyteczna. Moòna natomiast skorzystaã z relacji okres - jasnoóã dla cefeid, ktïra w 1912 r. zostaìa odkryta przez Henriettå Leavitt i Harlowa Shapley’a na podstawie obserwacji gwiazd znajdujácych siå w Maìym Obìoku Magellana.

Jeòeli potra˛my wyodråbniã co najmniej jedná cefeidå w danej galaktyce oraz zmierzyã jej okres, to na podstawie zaleònoóci odkrytej przez H. Levitt moòemy okreóliã jasnoóã rzeczywistá J_r tej cefeidy, a majác z kolei jej jasnoóã obserwowaná J_o i traktujác já jako òrïdìo izotropowe moòemy okreóliã odlegìoóã do tej cefeidy (1/r^2 ∼ J_o/J_r) a zatem i do samej galaktyki. Metodå tá mïgì Hubble stosowaã dla galaktyk odlegìych nie wiåcej

1Sìaba z. k. mïwi, òe: - prawa ˛zyki sá jednakowe w kaòdym miejscu we wszechówiecie, - òaden punkt we wszechówiecie nie jest wyrïòniony, - w odpowiednio duòej skali wszechówiat jest jednorodny i izotropowy. Mocna z. k., obalona odkryciem Hubble’a zakìadaìa dodatkowo stacjonarnoóã wszechówiata.

niò milion lat ówietlnych, gdyò w dalszych galaktykach nie moòna juò byìo wyodråbniã poszczegïlnych cefeid.

Oprïcz cefeid do pomiarïw odlegìoóci E.Hubble wykorzystywaì takòe nadolbrzymy, poniewaò moòna je byìo obserwowaã w galaktykach, w ktïrych cefeidy byìy niewidoczne. Hubble zaìoòyì, òe najjaóniejsze nadolbrzymy we wszystkich galaktykach majá tá samá jasnoóã rzeczywistá i wtedy mierzác jasnoóã obserwowaná mïgì okreóliã odlegìoóã do galaktyki. Zaìoòenie to sprawdzono w przypadku galaktyk z grupy lokalnej, ktïrych odlegìoóci moòna byìo zmierzyã metodá cefeid. Okazaìo siå ono w przybliòeniu sìuszne. W ten sposïb Hubble zwiåkszyì zakres mierzonych odlegìoóci do okoìo 10 milionïw lat ówietlnych [35].

Odlegìoóci do dalszych galaktyk, w ktïrych nie moòna juò wyodråbniã poszczegïlnych gwiazd, moòna szacowaã zakìadajác, òe jasnoóci rzeczywiste galaktyk tego samego typu sá w przybliòeniu jednakowe. Przy tak wielkich skalach naleòy raczej mïwiã o odlegìoóci do gromady galaktyk niò do pojedynczej galaktyki. Przy ustalaniu odlegìoóci do gromady stosuje siå dosyã specy˛czná metodå - zakìada siå, òe jasnoóci rzeczywiste piátych, najjaóniejszych galaktyk eliptycznych w gromadach sá w przybliòeniu identyczne [8] i w ten sposïb szacuje odlegìoóã. Przy takiej procedurze wyboru zaìoòenie o jasnoóci rzeczywistej jest dokìadniejsze, niò, gdybyómy je stosowali do dowolnych galaktyk - nawet tego samego typu. Zaìoòenie to teò byìo sprawdzone dla pobliskich galaktyk, dla ktïrych moòna byìo stosowaã metodå cefeid lub nadolbrzymïw i takòe okazaìo siå sìuszne [35]. Zaìoòenie to pozwoliìo Hubble’owi uwzglådniã galaktyki odlegìe od nas o 500 milionïw lat ówietlnych.

Pomiar prådkoóci radialnej^2 moòliwy jest dziåki wyståpowaniu przesuniåcia linii widmowych - ówiatìa emitowanego przez galaktyki - w kierunku dìuòszych fal, czyli tak zwanego poczerwienienia galaktyk. Odpowiedzialne za to sá dwa zjawiska - efekt Dopplera, zwiázany bezpoórednio z ruchem úrïdìa wzglådem obserwatora, oraz oddziaìywanie grawitacyjne. Efektïw tych nie da siå niestety odseparowaã. Wórïd najbliòszych galaktyk obserwujemy takòe wyjátkowe przypadki przesuniåcia ku ˛oletowi, co zwiázane jest ze wspomnianym wczeóniej faktem dáòenia galaktyk do grupowania siå w wiåksze struktury (gromady, supergromady). W obråbie takich struktur oddziaìywanie grawitacyjne moòe byã na tyle silne, òe efekty zwiázane z ekspansjá wszechówiata sá lokalnie przezwyciåòane przez przyciáganie grawitacyjne, i w rezultacie dane obiekty zamiast oddalaã, zbliòajá siå do siebie.

Do roku 1925 V.M Slipher zmierzyì przesuniåcie ku czerwieni dla pewnej liczby galaktyk, dla ktïrych Hubble znaìazì naståpnie odlegìoóci i stwierdziì, òe rozkìad prådkoóci ucieczek nie jest przypadkowy [35], lecz wiáòe siå z odlegìoóciá zwiázkiem (1).

Poczátkowo Hubble sprawdziì tå zaleònoóã do odlegìoóci okoìo 6 milonïw lat ówietnych, lecz w momencie publikowania swojej ksiáòki (1936r.) "The Realm of the Nebulae",^3 miådzy innymi dziåki pomiarom przesuniåcia ku czerwieni galaktyk dokonanym przez L.M. Humasona, mïgì rozszerzyã stosowalnoóã swojego prawa do 240 milionïw lat ówietlnych.

2W pierwszym przybliòeniu prådkoóã radialna jest proporcjonalna do przesuniåcia ku czerwieni. 3Krïlestwo mgìawic.

Dalszy poståp w sprawdzaniu sìusznoóci prawa Hubble’a zostaì osiágniåty dziåki pomiarom przesuniåcia ku czerwieni dla radiogalaktyk. Tutaj rozbieònoóci od liniowego prawa Hubble’a okazaìy siå nawet mniejsze niò w przypadku úrïdeì optycznych. Zwiázane jest to z dokìadnoóciá oceny odlegìoóci do danych galaktyk. Zaìoòenie, òe jasnoóci wszystkich galaktyk tego samego typu sá jednakowe przestaje pracowaã, gdy siågamy do coraz wiåkszych odlegìoóci, poniewaò na skutek skoîczonej prådkoóci ówiatìa obraz, ktïry do nas dociera, mïwi nam jakie owe galaktyki byìy miliony lat wczeóniej. Dlaczego zatem jasnoóã radiowa jest bardziej stabilna niò optyczna? Promieniowanie, ktïre u nas rejestrujemy w zakresie optycznym, emitowane jest w galaktyce w duòym stopniu przez masywne, szybko ewoluujáce gwiazdy, zatem zmiennoóã w czasie jest istotna, natomiast promieniowanie o dìugoóciach radiowych emitowane jest przez lòejsze, dìuòej òyjáce gwiazy, dlatego teò dla jasnoóci radiowej zaìoòenie to lepiej pracuje [28]. Do pomiarïw przesuniåcia ku czerwieni wykorzystuje siå takòe charakterystyczná liniå z zakresu radiowego. Jest to promieniowanie o dìugoóci fali 21 cm, emitowane przez neutralny wodïr znajdujácy siå w duòych iloóciach w materii miådzygwiazdowej. Charakterystyczna linia powstaje podczas przejócia atomu wodoru ze stanu o rïwnolegle zorientowanych spinach protonu i elektronu do stanu z antyrïwnolegìym zorientowaniem spinïw.

Obecna wartoóã parametru Hubble’a okazaìa siå kilka razy mniejsza niò to poczátkowo otrzymaì sam Edwin Hubble. Wpìyw na to miaì miådzy innymi fakt, iò w czasach Hubble’a sádzono, òe istnieje tylko jeden typ cefeid, natomiast dzisiaj wiemy, òe jest ich conajmniej dwa.^4 Tym samym skala odlegìoóci we wszechówiecie zwiåkszyìa siå (1). Jak siå pïúniej okazaìo odkrycie Hubble’a byìo wielkim krokiem w kierunku idei Wielkiego Wybuchu.

1.2 Wielki Wybuch

W roku 1946 George Gamow wysunáì ideå gorácego Wielkiego Wybuchu mïwiácá, iò w pierwszych fazach swojego istnienia wszechówiat byì wystarczajáco gåsty i gorácy, by mogìy zachodziã w nim reakcje termojádrowe.^5

Narodziny wszechówiata w gigantycznym wybuchu, a przede wszystkim warunki w jakich znajdowaì siå wïwczas wszechówiat wydajá siå byã bardzo odwaòná ideá, ktïra nawet w dzisiejszych czasach zmusza do zadumy oraz rodzi pytania, na ktïre nadal nie potra˛my odpowiedzieã w zadowalajácy sposïb.

Oczywiócie prïby wyjaóniania owych pytaî, rïwnie egzotyczne jak same pytania pojawiajá siå nieustannie, lecz wiele z nich, np. "Co siå dziaìo przed wybuchem, i czy w ogïle wtedy coó istniaìo?" mimo podjåtych prïb, nadal wydajá siå byã raczej czysto ˛lozo˛cznymi spekulacjami.

Nie znaczy to jednak, òe model Wielkiego Wybuchu stwarza jedynie nowe nie dajáce siå rozwiázaã problemy - przeciwnie, poza oczywistym wyjaónieniem faktu ucieczki galak-

4Majá one oczywiócie rïòne zaleònoóci jasnoóci od okresu - co byìo úrïdìem bìådu Hubble’a. 5Gamow chciaì w ten sposïb wyjaóniã ob˛toóã wyståpujácych pierwiastkïw - w szczegïlnoóci helu.

tyk, w tym modelu moòna wyjaóniã wiele innych zagadek, ktïre nurtowaìy kosmologïw jeszcze przed powstaniem modelu Wielkiego Wybuchu. Za przykìad moòe tu posìuòyã tzw. paradoks Olbersa ciemnego nocnego nieba. W modelu Wielkiego Wybuchu paradoks nie wyståpuje, gdyò wszechówiat istnieje skoîczony okres czasu i ówiatìo dochodzáce do obserwatora na Ziemi od gwiazd pochodzi ze skoîczonego obszaru, o promieniu rïwnym iloczynowi prådkoóci ówiatìa i wieku wszechówiata, lub patrzác siå na to bardziej formalnie widzimy, òe w rozszerzajácym siå wszechówiecie jasnoóã galaktyk maleje szybciej niò 1/r^2 (poczerwienienie), a zatem wkìad do jasnoóci nieba od coraz dalej poìoòonych galaktyk maleje, gdyò liczba galaktyk w odlegìoóci r od Ziemi roónie nadal tylko jak r^2.

Duòym sukcesem modelu jest takòe zgodnoóã modelowych wynikïw pierwotnej nukleosyntezy z ob˛toóciá wyståpujácych we wszechówiecie lekkich pierwiastkïw. Szerzej na ten temat napiszemy w rozdziale 2.

1.3 Mikrofalowe promieniowanie tìa

Model Wielkiego Wybuchu przewiduje wyståpowanie w przestrzeni kosmicznej izotropowego promieniowania elektromagnetycznego o natåòeniu odpowiadajácym promieniowaniu ciaìa doskonale czarnego o temperaturze ∼ 2.7 K. Promieniowanie to we wczesnych fazach ewolucji wszechówiata, gdy materia byìa jeszcze caìkowicie zjonizowana, bardzo efektywnie rozpraszaìo siå na swobodnych elektronach. Dziåki temu miådzy materiá i promieniowaniem istniaìa rïwnowaga termodynamiczna. Co doprowadziìo do termalizacji promieniowania reliktowego. Zatem natåòenie promieniowania I(ν) ma rozkìad plankowski [7]: I(ν) = 2hν^3 c^2 ( exp^{hν}_{kT} − 1 ) , gdzie k to staìa Boltzmana, h - staìa Plancka, T -temperatura.

Gdy wszechówiat ochìodziì siå do temperatury okoìo 3000 K, to na skutek rekombinacji wodoru efektywnoóã rozpraszania thomsonowskiego spadìa niemal do zera i wszechówiat staì siå przezroczysty dla promieniowania. Gdy promieniowanie nie oddziaìuje z materiá liczba fotonïw jest zachowana: d dt ( a^3(t)I(ν(t)) ) = 0,

gdzie a(t) to tzw. czynnik skali. Biorác z kolei pod uwagå, òe podczas rozszerzania siå wszechówiata: ν(t)a(t) = const.

widzimy, òe plankowski rozkìad widma promieniowania reliktowego zostaje zachowany. Na skutek ekspansji wszechówiata temperatura promieniowania zmienia siå wïwczas zgodnie z zaleònoóciá:

T (t) = T_0 a(t_0) a(t) = T_0(1 + z), (2) gdzie indeks zero odnosi siå do chwili obecnej (zatem T_0 ≈ 2.7K), oraz z to redshift w czasie t, w ktïrym okreólamy temperaturå T (t). W roku 1964 Doroszkiewicz i Novikov doszli do wniosku, òe promieniowanie reliktowe moòna zaobserwowaã, gdyò natåòenie tego promieniowania w obszarze mikrofalowym jest silniejsze niò wkìad od innych úrïdeì.

Moòna sobie zatem wyobraziã wielká radoóã zwolennikïw^6 teorii Wielkiego Wybuchu, gdy w roku 1965 Arno Penzias i Robert Wilson donieóli o odkryciu promieniowania resztkowego. Odkrycia tego dokonano przypadkowo, podczas obserwacji astronomicznych w obszarze mikrofalowym, antená sìuòácá do ìácznoóci z satelitami komunikacyjnymi.

Obserwowane z ziemi promieniowanie reliktowe nie jest caìkowicie izotropowe. W roku 1977 P. Henry zaobserwowaì tzw. anizotropiå dipolowá zwiázaná z ruchem Ziemi wzglådem ukìadu wyrïònionego przez promieniowanie. Efekt Dopplera tìumaczy jak powstaje taka anizotropia i pozwala na okreólenie prådkoóci z jaká Ziemia porusza siå wzglådem tego swoistego eteru. Z przeprowadzonych pomiarïw wynika, òe Sìoîce porusza siå z prådkoóciá 360 km/s w kierunku gwiazdozbioru Lwa, natomiast caìa Droga Mleczna z prådkoóciá 600 km/s w kierunku gwiazdozbioru Hydry [7].

Niejednorodnoóci w rozkìadzie materii w okresie, gdy promieniowanie po raz ostatni oddziaìywaìo z materiá powinny zostawiã po sobie ólad w postaci kwadrupolowej anizotropii promieniowania reliktowego.

Had astronomers seen "the face of God"? Had they found "the Holy Grail"? - takie i inne komentarze pojawiaìy siå w prasie codziennej wiosná roku 1992, gdy ogìoszono wykrycie przez satelitå COBE niewielkiej anizotropii w temperaturze promieniowania reliktowego [32]. Temperatura mierzona przez COBE z obszarïw o rozmiarach kátowych θ_{COBE} ∼ 7^o wykazaìa anizotropiå rzådu [28, 8]: ( δT T ) COBE = (1.1 ± 0.2) × 10^{−5}.

W rozdziale 5. omïwimy wpìyw fal grawitacyjnych na anizotropiå temperatury promieniowania reliktowego.

1.4 Problemy modelu Wielkiego Wybuchu

Przy tylu spektakularnych sukcesach standardowy model kosmologiczny napotyka jednak na pewne trudnoóci, z ktïrymi nie moòe sobie poradziã. Najwaòniejsze z nich to problem horyzontu i problem pìaskoóci. W pracy [19, strony 22{34] moòna znaleúã omïwienie pozostaìych problemïw modelu standardowego.

1.4.1 Problem horyzontu

Z obserwacji promieniowania reliktowego wynika, òe jest ono niemal caìkowicie jednorodne i izotropowe, a jego temperatura rïòni siå mniej niò o 10^{−4}T w rïònych obsza-

6W tamtym okresie przeciwnicy teorii WW nie byli wyjátkami.

rach obecnego horyzontu. I tu pojawia siå problem, gdyò obecnie obserwowalna czåóã wszechówiata w momencie rekombinacji, czyli w momencie powstania, a raczej wyodråbnienia siå promieniowania tìa, skìadaìa siå z okoìo 10^6 obszarïw przyczynowo ze sobá nie powiázanych[19]. Byìo to moòliwe dlatego, iò poczátkowo wszechówiat rozszerzaì siå na tyle szybko, òe ówiatìo nie zdáòyìo dotrzeã z jednego obszaru (przyczynowo powiázanego) do drugiego.

Z punktu widzenia epoki Plancka, problem ten wydaje siå byã jeszcze bardziej wyraúny. W czasie Plancka promieî horyzontu czástek, czyli promieî obszaru przyczynowo powiázanego miaì wielkoóã rïwná dìugoóci Plancka l_{P L} ≈ 10^{−33}cm. Natomiast obszar z ktïrego powstaìa obecnie obserwowalna czåóã wszechówiata musiaì by mieã wïwczas rozmiar rzådu L ≈ 10^{−4}cm, zatem skìadaì by siå on z l^3_{P L}/L^3 = (10^{−33}/10^{−4})^3 = 10^{87} przyczynowo nie powiázanych obszarïw, fakt ten nazywamy wìaónie problemem horyzontu [13, 19].

1.4.2 Problem pìaskoóci

Zazwyczaj problemem pìaskoóci nazywa siå koniecznoóã bardzo dokìadnego ustalenia wartoóci poczátkowej staìej Hubble’a (czy rïwnowaònie gåstoóci energii, [19]) w epoce Plancka, co jest konieczne by obecna wartoóã parametru ˙ otrzymana w ramach standardowego modelu Wielkiego Wybuchu zgadzaìa siå z obserwacjami.

Bardzo bezpiecznie moòemy zaìoòyã, òe obecna wartoóã parametru ˙_0 mieóci siå w granicach [27]:

0.1 ≤ ˙_0 ≤ 1. (3)

Obecná wartoóã parametru gåstoóci ˙_0 z jego wartoóciá ˙ przy przesuniåciu ku czerwieni z wiáòe zaleònoóã:

1 −˙ ˙ = 1 − ˙_0 ˙_0 1 (1 + z)^n

, (4)

gdzie n to wspïìczynnik zaleòny od epoki:

• n = 2 w epoce promieniowania,

• n = 1 w epoce dominacji materii.

Korzystajác z tego wzoru oraz ograniczenia (3) moòemy wyznaczyã dokìadnoóã z jaká gåstoóã energii w epoce Plancka musi byã rïwna gåstoóci krytycznej: |˙ − 1| ≡ | | | ρ ρ_{kryt} − 1 | | | ≤ 10^{−59}. (5)

Ustalenie warunkïw poczátkowych z taká wielká dokìadnoóciá: 1 na 10^{59} uwaòane jest za ekstremalnie nienaturalne [7, 19], dlatego teò fakt ten interpretowany jest jako problem standardowego modelu kosmologicznego, na ktïry po raz pierwszy w 1979 roku zwrïcili uwagå Dicke i Peebles [7].

1.5 In‚acja

Wszystkie powyòsze problemy znajdujá rozwiázanie w in‚acyjnym modelu kosmologicznym. Jest to model standardowy uzupeìniony o okres wykìadniczej ekspansji wszechówiata, odbywajácej siå tuò po wielkim wybuchu. Po raz pierwszy takie uzupeìnienie standardowego modelu kosmologicznego zaproponowaì A.Guth w pracy [13]. Omïwimy teraz pokrïtce, w jaki sposïb model in‚acyjny rozwiázuje wspomniane wczeóniej problemy.

1.5.1 Rozwiázanie problemu pìaskoóci W konkretnych modelach in‚acyjnych mechanizmy zajócia tej potrzebnej standardowemu modelowi kosmologicznemu fazy bardzo szybkiej ekspansji wszechówiata rïòniá siå nieco miådzy sobá, lecz zasadnicza idea pozostaje taka sama.

Przeanalizujmy zatem rïwnania opisujáce ewolucjå wszechówiata w standardowym modelu kosmologicznym. Geometriå wszechówiata w tym modelu opisuje metryka Robertsona- Walkera:^7

ds^2 = dt^2 − a(t)^2 [ dr^2 1 − kr^2 + r^2 ( dθ^2 + sin^2 θdϕ^2 ) ] , (6)

gdzie k = +1, 0, −1, odpowiednio dla zamkniåtego, pìaskiego i otwartego wszechówiata. Z einsteinowskich rïwnaî pola zapisanych w tej metryce otrzymujmy rïwnania Friedmana opisujáce ewolucjå czynnika skali a(t). Majá one postaã: -a = − 4π 3 G(ρ + 3p)a, (7) H^2 = ( _a a )_2 = 8π 3 Gρ − k a^2

. (8)

Problem pìaskoóci bådzie rozwiázany, gdy drugi czìon prawej strony rïwnania (8) stanie siå zaniedbywalnie maìy w porïwnaniu z pierwszym czìonem: 8π 3 Gρ ≫ | | | | k a^2 | | | | . (9)

Moòna doprowadziã do takiej sytuacji, gdy podczas epoki in‚acyjnej stosunek czìonu^{8π}_3 Gρ do czìonu krzywiznowego^1_{a2} uroónie na tyle, by warunek (9) byì speìniony. Z rïwnania (8) stosunek ten moòemy wyraziã naståpujáco: (8πGρ)/3 1/a^2 = _a^2 + k. (10)

7Przyjmujemy c ȷ 1.

Aby lewa strona rïwnania (10) rosìa podczas in‚acji rosnáã musi takòe _a, lub innymi sìowy, podczas in‚acji -a musi byã dodatnie [1]. Idác dalej widzimy, òe z rïwnania (8) wynika warunek, ktïry w okresie in‚acyjnym musi speìniaã rïwnanie stanu:

ρ + 3p < 0. (11)

Niestety, òadne rïwnanie stanu opisujáce "zwykìá" materiå nie speìnia powyòszego warunku. W tym momencie na pomoc kosmologom przyszìa teoria czástek elementarnych. W roku 1981 A. Guth zajmujácy siå wïwczas badaniem potencjaìu efektywnego pola skalarnego Higgsa w modelu GUT, zauwaòyì, òe przy odpowiednich warunkach tensor energii-pådu pola skalarnego moòe speìniã warunek (11). Wspïlná cechá wszystkich modeli in‚acyjnych jest wìaónie pole skalarne^8, ktïre umoòliwia speìnienie warunku (11).

1.5.2 Rozwiázanie problemu horyzontu

Rozmiar horyzontu jest proporcjonalny do odwrotnoóci staìej Hubble’a 1/H, odlegìoóã miådzy ustalonymi punktami, czyli ˛zyczna odlegìoóã, roónie jak a, zatem stosunek a/(1/H) = (a _a)/a = _a, roónie w czasie in‚acji [1]. Tak wiåc punkty znajdujáce siå wewnátrz horyzontu mogá podczas in‚acji wyjóã poza horyzont i staã siå przyczynowo nie zwiázanymi. To rozwiázuje problem horyzontu, gdyò obszary nie poìáczone przyczynowo ze sobá, w czasie odìáczenia siå materii, byìy przed in‚acjá wewnátrz jednego horyzontu zdarzeî.

Jak widzimy, wystarczy by wszechówiat na samym poczátku swojej ewolucji przeszedì fazå w ktïrej -a > 0 i problemy standardowego modelu kosmologicznego zostajá rozwiázane.

1.5.3 Stara in‚acja

A. Guth w pracy [13] zaproponowaì pierwszy model, zwany dzisiaj modelem starej in‚acji, ktïry rozwiázywaì problemy klasycznego modelu Wielkiego Wybuchu. Wyståpuje tam pole skalarne Higgsa zwiázane z ìamaniem symetrii GUT. Potencjaì pola Higgsa zmienia siå z temperaturá, bowiem Guth przyjá za najistotniejsze wìaónie poprawki temperaturowe.

V (ϕ) = 1 2 λ ( ϕ^2 + μ^2(T )

)_2 . (12)

Powyòej temperatury krytycznej T_k przejócia fazowego, zwiázanego z ìamaniem symetrii GUT, potencjaì ma jedno minimum, w ktïrym ϕ = 0. Poniòej tej temperatury pojawia siå nowe minimum, ktïre staje siå stanem prawdziwej prïòni z ϕ ≠ 0.

W scenariuszu Guth’a poczátkowo bardzo gorácy wszechówiat rozszerza siå a pole Higgsa znajduje siå w globalnym minimum ϕ = 0. Gdy temperatura spada poniòej T_c,

8Moòe byã wiåcej niò jedno pole skalarne.

wszechówiat, a przynajmniej jego czåóã, zostaje przechìodzona w stanie faìszywej prïòni (ϕ = 0). Energia potencjalna pola Higgsa w stanie faìszywej prïòni determinuje wïwczas tempo ewolucji wszechówiata, ktïry w okresie przechìodzenia roónie eksponencjalnie - jest to tak zwana faza de Sitterowska. Okres in‚acyjnej ekspansji koîczy siå, gdy pole Higgsa w przejóciu fazowym ìamiácym symetriå GUT przetunelowuje to stanu prawdziwej prïòni.

Tak wiåc na tle de Sitterowskiej fazy pojawiajá siå krople fazy Friedmana - Robertsona - Walkera, ktïre ìáczá siå w jeden duòy wszechówiat FRW. Ciepìo utajone przejócia fazowego (energia potencjalna stanu faìszywej prïòni) wydziela siå podczas zderzania siå kropli FRW podgrzewajác z powrotem wszechówiat, ktïry ewoluuje dalej zgodnie z modelem gorácego Wielkiego Wybuchu.

Jednak w modelu tym pojawia siå problem - zwany problemem perkolacji - polegajácy na tym, òe bardzo trudno jest kroplom FRW pojawiajácym siå na eksponencjalnie rosnácym tle de Sitterowskim^9 poìáczyã siå w jeden duòy wszechówiat FRW. Rïwnieò kolizje kropli FRW prowadzá do ogromnych niejednorodnoóci w poìáczonym juò duòym wszechówiecie FRW, co oczywiócie dyskwali˛kuje ten model jako poprawny model ˛zyczny.

1.5.4 Nowa in‚acja

Jednak droga, ktïrá obraì Guth, okazaìa siå sìuszna i w niedìugim czasie niezaleònie Linde oraz Albrecht i Steinhardt zaproponowali zmody˛kowany model in‚acyjny, ktïry byì pozbawiony obydwu niedogodnoóci wyståpujácych w modelu Guth’a [7, 19]. Model ten nazywamy nowym modelem in‚acyjnym. W modelu tym zakìada siå, òe istotná rolå odgrywajá poprawki kwantowe. Dlatego teò w modelu nowej in‚acji korzysta siå z jednopåtlowego potencjaìu efektywnego pola Higgsa, ktïry zostaì znaleziony przez Colemana i Weinberga.

Potencjaì ten ma globalne minimum dla ϕ ≠ 0, oraz dodatkowe minimum lokalne dla ϕ = 0. Minimum lokalne w ϕ = 0 istnieje dziåki niewielkiemu garbowi potencjaìu w pobliòu tego minimum [7]. Wielkoóã tego garbu zaleòy od temperatury.

Scenariusz modelu nowej in‚acji jest naståpujácy. Poczátkowo bardzo gorácy wszechówiat rozszerza siå i pole utrzymywane jest przez garb potencjaìu w stanie faìszywej prïòni. W miarå opadania temperatury zmniejsza siå teò garb podtrzymujácy pole w lokalnym minimum. Gdy temperatura spada do wartoóci T_c garb praktycznie znika i pole Higgsa z ìatwoóciá przetunelowuje przez niewielká barierå zaczynajác powolná ewolucjå po niemal pìaskim (w okolicach ϕ = 0) potencjale, w kierunku globalnego minimum. Podczas procesu powolnego staczania siå energia potencjalna praktycznie siå nie zmienia i báble nadal rozszerzajá siå eksponencjalnie. Jeòeli proces staczania bådzie trwaì odpowiednio dìugo to bábel wzroónie na tyle, òe nasz caìy wszechówiat zmieóci siå wewnátrz pojedynczego bábla in‚acyjnego. W pobliòu globalnego minimum potencjaì CW jest bardzo stromy i pole juò bardzo szybko osiága wartoó minimalná. Energia faìszywej prïòni zostaje wypromieniowana w postaci czástek podczas szybkich oscylacji pola Higgsa wokïì stanu prawdziwej

9Natomiast krople FRW rosná potågowo.

prïòni.

Jak widzimy model ten jest wolny od problemïw modelu starej in‚acji. Posiada jednak wìasne: parametry potencjaìu muszá byã ustalone z duòá dokìadnoóciá - co wskazuje na pewná nienaturalnoóã modelu. Takòe ‚uktuacje powstaìe podszas ewolucji pola ze stanu faìszywej prïòni do stanu prawdziwej prïòni okazujá siå byã o wiele wiåksze od obecnych ograniczeî obserwacyjnych.

1.5.5 In‚acja chaotyczna

Specy˛czne wymagania co do ksztaìtu potencjaìu w nowym modelu in‚acyjnym sprawiaìy, òe in‚acja we wszechówiecie byìaby bardzo szczegïlnym zjawiskiem, ktïre mogìo zajóã jedynie w pewnej ograniczonej klasie teorii.

W roku 1983 Linde zaproponowaì model in‚acyjny, ktïry mïgì byã zrealizowany w szerokiej klasie teorii wìáczajác w to model Weinberga - Salama oraz minimalny model SU(5) [18]. Model ten zwany modelem in‚acji chaotycznej bazuje na naturalnym zaìoòeniu, òe na samym poczátku ery Plancka (t = t_{P L}) wszechówiat znajduje siå w chaotycznym stanie kwantowym [18]. Pamiåtajác, òe w epoce Plancka gåstoóã energii jest mniejsza od M^4_{P L}, widzimy, òe w takim chaotycznym stanie kwantowym moòemy oczekiwaã, òe pole skalarne moòe przyjáã dowolná wartoóã, o ile zachodzi V (ϕ) ≤ M^4_{P L}. Zaìoòenie to prowadzi do wniosku, òe we wszechówiecie istniejá lokalnie jednorodne domeny zawierajáce pole ϕ o dowolnych dozwolonych wartoóciach. W takich domenach pole ewoluuje wedìug klasycznych rïwnaî ruchu.

W domenach w ktïrych ϕ_0 ≫ M_{P L} prådkoóã z jaká zmieniajá siå pole ϕ oraz wartoóã potencjaìu V (ϕ) jest o wiele mniejsza niò tempo ekspansji wszechówiata [19]: _ϕ ϕ ≪ H, _H ≪ H^2. Dziåki temu wszechówiat, w okresie czasu ´t ∼^H_Ḣ ≫^1_H , wygláda w przybliòeniu jak przestrzeî de Sittera. Wszechówiat ekspanduje wïwczas kwaziwykìadniczo: a(´t) ≈ a_0e^{HΔt}, gdzie staìa Hubble’a H zmienia siå wolno w czasie wedìug zaleònoóci [19]: H(ϕ(t)) = 8πV (ϕ(t)) 3M^2_{P L} . Epoka in‚acyjna w tym scenariuszu koîczy siå podobnie jak w nowym modelu in‚acyjnym szybkimi oscylacjami wokïì stanu prïòni.

W pracy [19] bardzo dokìadnie przedyskutowany jest ten model dla szerokiej klasy potencjaìïw:

V (ϕ) = λ n! ϕ^n.

2 Otwartoóã wszechówiata

W rozdziale tym przedstawimy argumenty przemawiajáce za tym, òe wszechówiat w ktïrym òyjemy jest otwarty (˙_0 < 1). Wszystkie prïby oszacowania obecnej wartoóã parametru gåstoóci ˙_0, bazujáce na konkretnych danych obserwacyjnych, dajá jego wartoóã mniejszá od jedynki.

2.1 Obserwacje materii ówiecácej

Z danych obserwacyjnych moòemy wyznaczyã ksztaìt funkcji jasnoóci galaktyk ϕ, ktïra jest zde˛niowana poprzez óredniá liczbå galaktyk ( dn ) w jednostce objåtoóci z jasnoóciá mieszczácá siå w przedziale od L do L + dL, zwiázkiem dn = ϕ ( L L_∗ ) dL L_∗ , (13)

gdzie L_∗ jest charakterystyczná jasnoóciá galaktyki. Dokìadniejsze omïwienie, a takòe dodatkowe referencje, dotyczáce ksztaìtu funkcji ϕ wyznaczanego na podstawie obserwacji znajdujá siå w pracy [28].

Naståpnie wykorzystujemy zwiázek miådzy masá galaktyki M a jej jasnoóciá L, wtedy przyjmujác, òe dla poszczegïlnych typïw galaktyk stosunek M/L jest staìy, moòemy oszacowaã óredniá gåstoóã materii ówiecácej przez uórednienie po typach galaktyk wielkoóci: ∫_∞ 0 Lϕ ( L L_∗ ) M L dL L_∗ . (14)

Obliczona w ten sposïb órednia gåstoóã materii ówiecácej ρ_{lum} po podzieleniu przez gåstoóã krytyczná ρ_{kryt} = 1.88 × 10^{−29}h^2g/cm^3, daje parametr gåstoóci [28]:

˙_{lum} < 0.006. (15)

Powyòsze oszacowanie nie uwzglådnia jednak caìej materii dajácej wkìad do caìkowitej gåstoóci we wszechówiecie, tak wiåc na jego podstawie nie moòna stwierdziã z caìá pewnoóciá, czy nasz wszechówiat jest otwarty, pìaski, czy zamkniåty.

2.2 Dynamiczne oszacowania parametru gåstoóci˙

Obserwujác ruch rotacyjny galaktyk spiralnych oraz soczewkowatych odkryto, òe prådkoóã obrotowa takich galaktyk jest funkcjá odlegìoóci od osi obrotu. Zaleònoóã ta (tzw. krzywa rotacji) pozwala na oszacowanie masy takiej galaktyki. Przyjmujác, òe rozkìad masy w tych galaktykach ma symetriå sferyczná, dostajemy z przyrïwnania siì doórodkowej i grawitacyjnej zaleònoóã:

v^2(r) r = GM(r) r^2 =⇒ M(r) = v^2(r)r G , (16) gdzie M(r) to masa zawarta w kuli o promieniu r i o órodku pokrywajácym siå ze órodkiem rozkìadu masy w galaktyce. Maksymalna odlegìoóã r dla jakiej potra˛my zmierzyã prådkoóã v daje nam oszacowanie na maså widocznej czåóci galaktyki. Masy otrzymywane tá metodá mieszczá siå w granicach (10^9 − 10^{11}) M_⊙.

Do gromad galaktyk jako caìoóci takiego rozumowania nie moòna przeprowadziã, poniewaò galaktyki wewnátrz gromady poruszajá siå w sposïb chaotyczny, tak wiåc nie ma òadnej zaleònoóci w rozkìadzie prådkoóci galaktyk. Obserwacje pozwalajá nam na pomiar prådkoóci ruchu chaotycznego galaktyk w kierunku obserwacji. Moòemy zatem wyznaczyã óredni kwadrat jednej ze skìadowych prådkoóci galaktyk. Naståpnie dziåki temu, òe przestrzeî jest izotropowa i rozkìad prådkoóci we wszystkich kierunkach jest przypadkowy moòemy oszacowaã óredni kwadrat caìkowitej prådkoóci: ⟨ v^2 ⟩ = 3 ⟨ v^2_r ⟩ . (17)

Naståpnie stosuje siå twierdzenie o wiriale do gromady jako caìoóci. Bardzo czåsto w literaturze pomija siå fakt, iò gromady galaktyk nie do koîca speìniajá zaìoòenia twierdzenia o wiriale, ktïre wymagajá, by obiekt byì stacjonarny i jego parametry nie zmieniaìy siå w czasie. Charakterystyczny czas gromady, okreólony jako czas potrzebny do przebycia przez galaktykå odlegìoóci rïwnej promieniowi gromady (R) wynosi: t_h =^R√_{<v2>} ≈ 10^9 lat i jest duòo mniejszy od wieku gromad, tak wiåc twierdzenie o wiriale w pierwszym przybliòeniu moòna zastosowaã. Twierdzenie to mïwi nam, òe energia kinetyczna zwiázana z ruchem chaotycznym (w naszym przypadku galaktyk) rïwna jest poìowie energii potencjalnej odziaìywania miådzy galaktykami. Tak wiåc moòna napisaã w przybliòeniu rïwnoóã: M ⟨ v^2 ⟩ ≈ GM^2 R =⇒ M ∼ R ⟨v^2⟩ G . (18)

Oszacowane w ten sposïb masy gromad galaktyk sá rzådu ∼ 3×10^{15}M_⊙, jest to ponad rzád wielkoóci wiåcej od oszacowaî, w ktïrych sumuje siå masy wszystkich galaktyk ówiecácych, ktïre to dajá wynik mniejszy od 10^{14}M_⊙. Zatem jak widzimy oszacowania dynamiczne dajá nam wartoóã ˙_{dyn} ∼ 0.2.

2.3 Pierwotna nukleosynteza

Okres tworzenia siå lekkich pierwiastkïw we wczesnym wszechówiecie nazywamy okresem pierwotnej nukleosyntezy. Zaczáì siå on okoìo 10s od momentu Wielkiego Wybuchu, gdy temperatura wszechówiata spadìa do okoìo ∼ 3 × 10^9K. Pierwszymi zìoòonymi jádrami atomowymi, ktïre pojawiìy siå we wszechówiecie byìy jádra deuteru (D =^2_1H). Jednak jádra deuteru sá sìabo zwiázane i bardzo szybko ulegaìy rozpadowi w procesach dysocjacji [7]. Dopiero gdy temperatura we wszechówiecie spadìa poniòej 10^9K gåstoóã fotonïw spada na tyle, òe procesy fotodysocjacji przestajá odgrywaã kluczowá rolå i ståòenie jáder deuteru zaczyna siå zwiåkszaã [7]. Wtedy teò zaczynajá siå reakcje jádrowe prowadzáce do powstania trwaìego izotopu helu^4_2He. Zachodzáce wïwczas reakcje moòna przedstawiã w naståpujácych cyklach:

p + p → D + e^+ + ν_e,

D + p →^3_2He + γ, 3 2He +^3_2He →^4_2He + p + p,

gdzie ν_e oznacza neutrino elektronowe. W drugim cyklu deuter powstaje wskutek bezpoóredniej syntezy neutronu z protonem: n + p → D + γ, n + D → T + γ, T →^3_2He + e^− + —ν_e, 3 2He + n →^4_2He + γ,

gdzie T oznacza izotop wodoru zwany trytem (T =^3_1H), natomiast —ν_e - antyneutrino elektronowe.

Biorác pod uwagå fakt, òe nie istniejá trwaìe izotopy pierwiastkïw o liczbach atomowych 5 i 8 oraz to, òe energie jáder trytu i izotopïw helu sá zbyt maìe na to, aby przeìamaã barierå kulombowská, widzimy, òe z pierwiastkïw ciåòszych od helu w procesach pierwotnej nukleosyntezy mogìy powstaã jedynie w bardzo maìych iloóciach jádra izotopïw litu i berylu (^7Li,^7Be)[7].

Procesy termojádrowe pierwotnej nukleosyntezy zaczåìy ustawaã, gdy temperatura na skutek ekspansji wszechówiata spadìa do okoìo 3 × 10^8K.

Iloóã wyprodukowanych w procesach pierwotnej nukleosyntezy lekkich pierwiastkïw (szczegïlnie deuteru) jest czuìá funkcjá gåstoóci materii barionowej - czyli parametru ˙_b. Pomiary rozprzestrzenienia lekkich pierwiastkïw we wszechówiecie wskazujá, òe obecna wartoóã parametru gåstoóci mieóci siå w granicach [28, 8]:

0.02 < ˙_b < 0.06,

gdzie przyjåliómy h ≡ H_0/(100km s^{−1}Mpc^{−1}) ≈ 0.6.

Parametry opisujáce procesy pierwotnej nukleosyntezy pozwalajá na odtworzenie wynikïw obserwacji. Fakt ten, o czym wspominaliómy juò we wståpie, jest jednym z wiåkszych sukcesïw teorii Wielkiego Wybuchu.

Maksymalna wartoóã ˙_b jaká moòna otrzymaã z analizy procesïw pierwotnej nukleosyntezy wynoói ˙_b ≈ 0.2. Widzimy zatem, òe pomiary rozprzestrzenienia lekkich pierwiastkïw we wszechówiecie dajá dodatkowe wiåzy na parametry teorii pierwotnej nukleosyntezy.

Przy zaìoòeniu, òe caìa materia we wszechówiecie jest barionowa widzimy, òe oszacowania wynikajáce z pierwotnej nukleosyntezy przemawiajá na korzyóã modelu otwartego wszechówiata.

Jednak czuìoóã procesïw nukleosyntezy ze wzglådu na caìkowitá wartoóã parametru gåstoóci, ktïry moòe zawieraã w sobie choãby wkìad od niezerowej staìej kosmologicznej: ˙ = ˙_b + ˙_Λ, jest niewielka, tak wiåc zwolennicy pìaskoóci wszechówiata mogá szukaã pomocy ze strony staìej kosmologicznej ~ aby uzyskaã wartoóã parametru gåstoóci ˙ = 1.

2.4 Inne metody szacowania parametru gåstoóci˙

Powyòej wymienione trzy sposoby okreólenia parametru ˙ sá w pewnym sensie nie peìne, gdyò albo dotyczá wyìácznie ówiecácej materii barionowej, albo wyìácznie materii barionowej (nukleosynteza), albo uwzglådniajá wpìyw caìej materii, lecz tylko w skalach nie wiåkszych niò gromady galaktyk (krzywe rotacji).

Jedná z kolejnych moòliwoóci mogácych przybliòyã nas do rozwiázania zagadki geometrii wszechówiata jest badanie soczewek grawitacyjnych. Tak zwane soczewki grawitacyjne rzeczywiócie wzmacniajá obraz bardzo odlegìych obiektïw emitujácych fotony. Jeòeli na drodze fotonïw od úrïdìa do obserwatora znajduje siå obiekt o duòej masie (galaktyka, gromada galaktyk) to poczátkowo rozbieòna wiázka moòe zostaã czåóciowo uzbieòniona - dziåki zakrzywianiu torïw ruchu fotonïw w polu grawitacyjnym "soczewki" - wzmacniajác tym samym obraz rejestrowany przez obserwatora, ktïry widzi coó w rodzaju pierócienia^{10} wokïì "rzucajácej cieî" soczewki. Zjawisko to pozwala na rejestrowanie nawet tak odlegìych obiektïw, ktïrych bez soczewkowania nie moglibyómy zarejestrowaã - ze wzglådu na ograniczoná czuìoóã przyrzádïw. Przeprowadzane od pewnego czasu obserwacje takich soczewek, nie sá jeszcze na tyle dokìadne by rostrzygnáã sprawå wartoóci ˙. Wartoóã ˙ = 1 jest na samej granicy dopuszczalnych, przez obserwacje soczewek, wartoóci ˙.

Jednak najbardziej miarodajne wyniki moòna uzyskaã dziåki obserwacji anizotropii temperatury promieniowania reliktowego. Porïwnujác obliczenia teoretyczne z zebranymi dotád danymi obserwacyjnymi moòemy powiedzieã jedno: przewidywania pìaskiego model wszechówiata zìoòonego wyìácznie z barionïw (bez staìej kosmologicznej) sá caìkowicie niezgodne z obserwowaná anizotropiá. Natomiast w granicach bìådïw obserwacyjnych jak i teoretycznych poprawne przewidywania dajá modele [27]:

• otwarty, z:

˙_b ≈ 0.3, ˙_Λ ≈ 0, ˙ = ˙_b + ˙_Λ < 1,

• pìaski, z:

˙_b ≈ 0.3, ˙_Λ ≈ 0.7, ˙ = ˙_b + ˙_Λ = 1.

10Pierócienie te noszá nazwå pierócieni Einsteina.

Pojawiajá siå nawet gìosy, òe model pìaski dokìadniej odzwierciedla wyniki obserwacyjne. Jednak dopïki nie uda siå uzyskaã dokìadniejszych pomiarïw anizotropii nie moòemy wydawaã ostatecznych sádïw.

Miejmy nadziejå, òe planowane na najbliòsze lata pomiary anizotropii temperatury promieniowania reliktowego ( eksperymenty PLANCK i MAP [39, 40]) pozwolá nam odpowiedzieã na pytanie w jakim wszechówiecie òyjemy.

3 In‚acja hybrydowa

W rozdziale tym opiszemy model in‚acyjny z trzema polami skalarnymi, ktïrych ewolucja pozwala na powstanie otwartego wszechówiata wewnátrz pojedynczego bábla in‚acyjnego. Óciólej rzecz biorác model, ktïry tu opiszemy [11, 20, 22, 21] prowadzi do powstania nieskoîczenie wielu otwartych wszechówiatïw z wszystkimi moòliwymi wartoóciami parametru ˙ z przedziaìu od 1 do 0.

Model ten nosi nazwå in‚acji hybrydowej, gdyò jest to w istocie hybryda kilku modeli in‚acyjnych. Najwaòniejszy jest tu okres powolnej ewolucji jednego z pïl zachodzácy juò wewnátrz uformowanego bábla. Pole to w literaturze zwane jest in‚atonem [19], a mechanizm zajócia tej fazy in‚acji jest identyczny jak w przypadku chaotycznej in‚acji opisanej w rozdziale 1.5.5.

Dziaìanie w tym modelu jest naståpujáce:

S = ∫ { − M^2_{P L} 16π R + 1 2 g^{μν} (∂_μϕ∂_νϕ + ∂_μσ∂_νσ + ∂_μψ∂_νψ) + V (ϕ, σ, ψ) } √ −gd^4x, (19) gdzie R to skalar krzywizny, g wyznacznik tensora metrycznego, M_{P L} masa Plancka, ϕ, σ, ϕ -pola skalarne wyståpujáce w modelu, a potencjaì V (ϕ, σ, ψ) ma postaã:

V (ϕ, σ, ψ) = g^2 2 ϕ^2σ^2 +

M^2σ^2 2 − αMσ^3 + α^2σ^4 4 + V_0 + h^2 2 ϕ^2ψ^2 + 1 4β^2 ( M^2_2 − β^2σ^2

)_2 , (20)

gdzie g, M, α, V_0, h, β, M_2 to staìe de˛njujáce model.

Globalne minimum tego potencjaìu znajduje siå w punkcie :

ϕ_m = 0, σ_m = 3 + √ 5 2 M α , ψ_m =

M_2 β . (21)

Staìa V_0 zostaìa tak dobrana, by wartoóã potencjaìu w tym punkcie byìa rïwna zero:

V (ϕ_m, σ_m, ψ_m) = 0, (22)

dostajemy stád:

V_0 ≡

11 + 5 √ 5 8 M^4 α^2 ≈ 2.77 M^4 α^2

. (23)

Pozostaìe wyrazy wyståpujáce we wzorze na potencjaì (20) bådá omawiane w dalszej czåóci pracy.

3.1 Pierwszy etap

Dziåki oddziaìywaniu pola ϕ z dwoma pozostaìymi polami wartoóã in‚atonu ϕ wpìywa na stany prïòni zarïwno pola σ jak i pola ψ. Dla duòych wartoóci pola ϕ stan σ = 0 jest jedynym minimum potencjaìu w kierunku pola σ i podobnie stan ψ = 0 jest jedynym minimum w kierunku ψ. Ewolucjå pïl w naszym modelu zaczynamy wìaónie ze stanu σ = ϕ = 0.

Stany σ = ψ = 0 przestajá byã stanami prïòni dla odpowiednich wartoóci pola ϕ:

• dla ϕ >^M_g , drugie minimum w kierunku σ, ktïre pojawiìo siå przy trochå wiåkszych wartoóciach ϕ (dokìadniej o tym napiszemy w dalszej czåóci pracy), staje siå gìåbsze niò minimum w σ = 0 (rys.1.a),

• dla ϕ >^{M2}_h , punkt ψ = 0 staje siå lokalnym maksimum a minimum pojawia siå w innym miejscu ψ ≠ 0 (rys.1.b).

W tym modelu nowa prïònia w kierunku σ powinna pojawiã siå dla wiåkszych wartoóci pola ϕ niò prïònia w kierunku ψ. Òádanie to narzuca warunek na parametry teorii, mianowicie: M g > M_2 h . (24)

Rys 1.a. Przekrïj potencjaìu V (ϕ, σ, ψ) Rys 1.b. Przekrïj potencjaìu V (ϕ, σ, ψ)

wzdìuò pola σ dla rïònych wzdìuò pola ψ dla rïònych wartoóci pola ϕ. wartoóci pola ϕ.

Do momentu, gdy wartoóã pola ϕ jest mniejsza od M_2/h, czyli do momentu, gdy stan ψ = 0 jest ciágle stanem prawdziwej prïòni i pole ψ znajduje siå w nim nie zmieniajác swojej wartoóci, moòemy na chwilå zapomnieã o istnieniu pola ψ. Tak wiåc na tym etapie rozwaòaî mamy do czynienia z uproszczonym modelem, w ktïrym wyståpujá dwa pola skalarne ϕ i σ z potencjaìem, ktïry dla ψ = 0 przybiera postaã:

V (ϕ, σ, ψ = 0) ≡ V (ϕ, σ) = g^2 2 ϕ^2σ^2 +

M^2 2 σ^2 − αMσ^3 + α^2 4 σ^4 + V_0 +

M^4_2 4β^2

. (25)

Pierwszy czìon w potencjale (25) jest czìonem opisujácym odziaìywanie miådzy polami σ i ϕ, kolejny to czìon masowy pola σ, dwa naståpne opisujá samooddziaìywanie pola σ. Jak widaã pole ϕ jest bezmasowe. Wyraz V_0 zostaì tak dobrany (23) by wartoóã potencjaìu (25) w globalnym minimum byìa rïwna zeru. Ostatni czìon jest zwiázany z wartoóciá prïòniowá pola ψ.

Przyjrzyjmy siå dokìadniej wìaóciwoóciom tego potencjaìu. Dziåki bezmasowoóci pola ϕ widzimy, òe dla stanïw znajdujácych siå w minimum potencjaìu z σ = 0, kierunek na powierzchni V (ϕ, σ) wzdìuò pola ϕ jest pìaski (rys.2). Innymi sìowy wartoóã energii potencjalnej jest niezaleòna od wartoóci pola ϕ. Jest to bardzo waòne spostrzeòenie, gdyò mïwi nam, òe obszary we wszechówiecie, gdzie σ = 0, mogá byã podzielone na mniejsze obszary, wewnátrz ktïrych pole ϕ ma rïòne wartoóci.

Rys.2 Potencjaì V (ϕ, σ). Widoczny jest pìaski kierunek wzdìuò pola ϕ (x ȷ ϕ^g_M ) dla

wartoóci pola σ ȷ y^M_α = 0. Wartoóã potencjaìu wyraòona jest w jednostkach^{M4}_{α2} z pominiåciem wyrazu staìego V_0 +^{M42}_{4β2} .

Od tego momentu mïwiác o minimum potencjaìu V (ϕ, σ) mamy na myóli minimum wzdìuò σ, czyli minimum V (ϕ, σ) przy ustalonym ϕ. Dla wartoóci ϕ wiåkszych niò ϕ_p =^{√5M}_{2g} , minimum w σ = 0 jest jedynym minimum V (ϕ, σ) (rys.1.a). Dla wartoóci ϕ mniejszych od ϕ_p pojawia siå drugie minimum, ktïre wraz z coraz mniejszymi wartoóciami ϕ staje siå coraz gìåbsze, by przy wartoóci ϕ = ϕ_k =^M_g zrïwnaã siå z minimum przy σ = 0 (rys.1.a). Ostatecznie widzimy, o czym wspominaliómy juò wczeóniej, òe dla ϕ < ϕ_k nowe minimum jest gìåbsze niò to z σ = 0 (rys.1.a), tak wiåc w tym przypadku prïòniá staje siå minimum z σ ≠ 0. Zatem w obszarach we wszechówiecie, gdzie σ = 0, oraz pole ϕ < ϕ_k bådá siå pojawiaìy báble fazy z σ ≠ 0, poniewaò, dziåki kwantowemu zjawisku tunelowania powstaje moòliwoóã pojawienia siå pola σ w stanie prawdziwej prïòni [22, 21, 20]. Dziåki temu, òe wewnátrz tak powstaìego bábla fazy σ ≠ 0 bådzie trwaìa in- ‚acyjna ekspansja nie pojawia siå tutaj problem perkolacji bábli, jaki mieliómy w modelu starej in‚acji, poniewaò caìy wszechówiat znajduje siå wewnátrz pojedynczego bábla. Dla wartoóci krytycznej pola ϕ = ϕ_k =^M_g drugie minimum pojawia siå przy σ = σ_k =^{2M}_α .

3.2 Drugi etap

Drugi etap in‚acji zaczyna siå juò wewnátrz bábla. Dziåki niezerowej wartoóci pola σ moòemy powiedzieã (patrz 25), òe pole ϕ efektywnie otrzymaìo maså rïwná m_ϕ = gσ. Z warunkïw dyskutowanych powyòej widzimy, òe jest ona ograniczona od doìu, mianowicie: m_ϕ ≥ gσ_k =^{2gM}_α . W caìym drugim etapie in‚acji ewolucjá wszechówiata wewnátrz bábla kieruje pole ϕ, ktïre podobnie jak w przypadku in‚acji chaotycznej stacza siå swobodnie w kierunku globalnego minimum potencjaìu (25), ktïre znajduje siå w punkcie (ϕ_{min} = 0, σ_{min} =^{3+√5}_2^M_α ). Wraz z ewolucjá pola ϕ w kierunku wartoóci ϕ = 0 masa m_ϕ powoli roónie, co jest spowodowane nieznacznym przesuwaniem siå minimum potencjaìu w kierunku wiåkszych wartoóci pola σ (odchylenie "rynienki" na rys.2). Zobaczmy w jakim stopniu masa pola ϕ zmieni siå w ciágu caìej ewolucji na drodze od ϕ = ϕ_k do ϕ = 0. Jest to zarazem maksymalna moòliwa zmiana wartoóci masy pola ϕ. Na samym poczátku masa wynosi, jak juò wczeóniej wspominaliómy m_ϕ =^{2gM}_α , natomiast na koîcu drogi m_ϕ = gσ_m =^{3+√5}_2^M_α . Stosunek tych dwïch wielkoóci wynosi:

m_ϕ(koniec) m_ϕ(poczatek) = 3 + √ 5 4 ≈ 1.3. (26)

Jak widzimy z (26) zaleònie od poczátkowej wartoóci pola ϕ, masa pola m_ϕ w ciágu caìego drugiego etapu in‚acji wzroónie o wartoóã mieszczácá siå w przedziale od 0% do 30% wartoóci poczátkowej. Na tym etapie ewolucja pola σ jest ócióle zwiázana z ewolucjá pola ϕ, zwiázkiem:

σ = M 3 + √ 5 − 4^{ϕ2g2}_{M 2} 2α , (27) jest to bowiem taka wartoóã pola σ, ktïra przy ustalonym ϕ > M/g minimalizuje potencjaì (25). W momencie, gdy pole ϕ osiágnie wartoóã ϕ_{end} =^{M2}_h , ‚uktuacje pola ψ nie znajdujácego siå juò wtedy w stanie stabilnej rïwnowagi (rys.1b), zainicjujá przejócie fazowe zwiázane z ìamaniem symetrii GUT, ktïre to koîczy drugi, ostatni etap in‚acji. Podczas owego przejócia fazowego, pola ϕ i σ bardzo szybko osiágajá swoje minimum (ϕ_{min} = 0, σ_{min} =^{M (3+} √ 5) 2α ), a takòe pole ψ, dotychczas statyczne przechodzi do stanu nowej prawdziwej prïòni ψ =^{M2}_β . Czas zajócia tego przejócia fazowego zaleòy od krzywizny potencjaìu w kierunku ψ oraz tempa ekspansji wszechówiata w trakcie drugiej fazy in‚acyjnej^{11}. Jeòeli H ≪ M, (28) wtedy odbywa siå to niemal natychmiastowo. W naszym modelu, w ktïrym bardzo waòna jest wielkoóã przyrostu czynnika skali w czasie in‚acji (ze wzglådu na zapewnienie otwartoóci wszechówiata), taki dodatkowy wzrost wszechówiata podczas wolno zachodzácego przejócia fazowego nie jest korzystny, tak wiåc bådziemy chcieli by parametry modelu speìniaìy warunek (28).

Po tym dosyã dìugim opisie jakoóciowym, moòemy przystápiã do konkretnych wyliczeî. Zde˛niujmy wspïìczynnik^{12} okreólajácy przyrost czynnika skali podczas trwania epoki in‚acyjnej rïwnaniem: N ≡ ∫_{tk} tp H(t)dt, (29) gdzie t_p i t_k to odpowiednio czas rozpoczåcia i zakoîczenia epoki in‚acyjnej. Rozmiary bábla podczas in‚acji wzrosìy wiåc o czynnik e^N , moòemy zatem napisaã:

l(t_k) = e^N l(t_p), (30)

gdzie l(t_p) i l(t_k) sá rozmiarami bábla przed i po okresie in‚acyjnej ekspansji.

W momencie utworzenia siå bábla pole ϕ w jego wnåtrzu ma wartoóã ϕ(t_p) ≡ ϕ_0 ≤ M/g, natomiast w momencie zakoîczenia siå in‚acji jego wartoóã wynosi ϕ(t_k) ≡ ϕ_1 = M_2/h. Tak wiåc wartoóã wspïìczynnika N zmienia siå wraz z wartoóciá poczátkowá ϕ_0 i zaleònie od tej wartoóci, wewnátrz bábla powstanie wszechówiat z ˙ ∈ (0, 1). Dyskusja dotyczáca prawdopodobieîstwa nukleacji bábli przy odpowiednich wartoóciach poczátkowych pola ϕ, czyli bábli produkujácych wszechówiaty z odpowiednim parametrem gåstoóci ˙, przeprowadzona zostaìa w pracach [22, 21, 20]. Nie wnikajác gìåbiej w to zagadnienie okazuje siå, òe dla wartoóci ϕ > M/g báble w ogïle nie powstajá, gdyò minimum w σ ≠ 0 jest pìytsze niò to w σ = 0 albo w ogïle go nie ma (rys.1.a.), natomiast im to minimum jest gìåbsze tym bardziej roónie prawdopodobieîstwo nukleacji. Najistotniejszy jest jednak

11Krzywiznå w kierunku ψ okreóla wartoóã wspïìczynnika M , natomiast tempo ekspansji zdeterminowane jest wartoóciá staìej Hubble’a w danym okresie.

12Ang. "number of e-folds".

fakt, iò model ten dopuszcza powstanie wszechówiata, ktïry w kilkanaócie miliardïw lat po zakoîczeniu in‚acji ma parametr gåstoóci ˙ mniejszy od 1 [22, 21, 20].

W trakcie in‚acyjnej ekspansji wewnátrz bábla potencjaì modelu (20) przybiera postaã: V (ϕ, σ, ψ = 0) = m^2(σ) 2 ϕ^2 +

M^2 2 σ^2 − αMσ^3 + α^2 4 σ^4 + V_0 +

M^4_2 4β^2

, (31)

gdzie m^2(σ) ≡ σ^2g^2 oraz σ wiáòe siå z wartoóciá pola ϕ wzorem (27). Niezerowa wartoóã pola σ nadaìa bezmasowemu polu ϕ maså, ktïra jak wczeóniej pokazywaliómy (26) nieznacznie roónie w trakcie ewolucji bábla.

Rïwnania ruchu dla pïl ϕiσ oraz rïwnanie ewolucji czynnika skali wewnátrz bábla wygládajá naståpujáco:

-ϕ + 3H _ϕ = −m^2(σ)ϕ, (32)

-σ + 3H _σ = −M^2σ + 3αMσ^2 − ασ^3, (33)

H^2 = 8π 3M^2_{P L} ( 1 2 _ϕ^2 + 1 2 _σ^2 + V (ϕ, σ) ) + 1 a^2

, (34)

pamiåtajác o zaleònoóci (27), moòemy bez straty ogïlnoóci rozwaòaî ograniczyã ukìad rïwnaî tylko do dwïch skrajnych rïwnaî (32,34).

Dla wolno ewoluujácego pola ϕ: _ϕ^2 ≪ V (ϕ, σ), -ϕ ≪ ∂V (ϕ, σ) ∂ϕ , (35)

tak jak to mieliómy w przypadku modelu in‚acji chaotycznej (patrz rozdz.1.5.5), rïwnania (32 i 34) redukujá siå do postaci:

3H _ϕ = −m^2(σ)ϕ, (36)

H^2 − 1 a^2 = 8π 3M^2_{P L} V (ϕ, σ). (37) Jeòeli parametry modelu speìniajá ograniczenia:

M^4_2 β^2 ≫ 8M^4 α^2

, (38)

to wartoóã potencjaìu (31) jest zdominowana przez wartoóã prïòniowá pola ψ (czìon^{M 42}_{4β2} ). Ponadto czìon 1/a^2 w rïwnaniu (37) moòna pomináã, gdyò dziåki ekspansji bábla (_a > 0) i duòej wartoóci potencjaìu V (ϕ, σ) w trakcie tej ewolucji rozwiázania rïwnaî (36,37) bardzo szybko dáòá do swojej asymptotycznej granicy kwaziwykìadniczej ekspansji [19]. Staìa Hubble’a w tym okresie zdominowania jest wiåc przez wartoóã prïòniowá pola ψ:

H^2 =

2πM^4_2 3β^2M^2_{P L}

. (39)

Ostatecznie moòemy wiåc powiedzieã, òe czynnik skali w trakcie in‚acji, czyli w okresie, gdy pole ϕ ewoluowaìo od wartoóci poczátkowej ψ(t_p) ≤ M/g do wartoóci koîczácej okres powolngo staczania ψ(t_k) = M_2/h, rïsì zgodnie z prawem:

a(t) = a(t_p)e^{Ht}, (40) gdzie oczywiócie H jest okreólone wzorem (39). Dokìadne rozwiázanie, uwzglådniajáce czìon krzywiznowy podane jest w dodatku (A.2).

3.3 Wartoóã parametru gåstoóci˙

Policzmy teraz zde˛niowany wczeóniej (29) wspïìczynnik N. By otrzymaã wszechówiat otwarty, ktïry miliardy lat po zakoîczeniu epoki in‚acji ma parametr ˙ ∼ 0.3, to wspïìczynnik N powinien mieã wartoóã w granicach 55 − 65. Zgodnie z de˛nicjá: N = ∫_{tk} tp H(t)dt. (41) Wygodnie bådzie zamieniã caìkowanie wzglådem t na caìkowanie wzglådem pola ϕ, gdyò znamy jego wartoóci kraîcowe (wartoóã poczátkowa ograniczona od gïry moòe sìuòyã do kontrolowania wartoóci wspïìczynnika N). Mamy zatem: N = ∫_{tk} tp Hdt = ∫_{ϕ(tk)} ϕ(tp) H dt dϕ dϕ = ∫_{M2/h} ϕp H _ϕ dϕ = ∫_{M2/h} ϕp H^2 H _ϕ dϕ. (42) Teraz korzystajác z rïwnaî (36,37) moòemy napisaã: N = −3 ∫_{M2/h} ϕ_0

2πM 42 3β2M 2_{P L} m^2ϕ dϕ, (43) pamiåtamy ponadto, òe masa m^2 jest funkcjá σ poprzez rïwnoóã m^2 = g^2σ^2, natomiast σ wiáòe siå z ϕ zaleònoóciá (27). Wprowadzajác bezwymiarowá zmienná x ≡ g M ϕ, (44)

dostajemy naståpujáce wyraòenie na N N = 8πM^4_2 α^2 M^2_{P L}M^2g^2β^2 ∫_{x0} x_1 dx x ( 3 + √ 5 − x^2

)_2 , (45) gdzie x_0 ≡^g_M ϕ_0, x_1 ≡^{M2g}_{Mh} . Obliczmy wartoóã wspïìczynnika N dla ϕ_0 = M/g (x_0 = 1) - jest to minimalna wartoóã ϕ_0, dla ktïrej moòe pojawiã siå bábel in‚acyjny. Otrzymana wartoóã bådzie zatem maksymalná osiágalná wartoóciá wspïìczynnika N dla danych parametrïw modelu. Wynik caìkowania w zaleònoóci od parametru x_1 przedstawiony jest na (rys.4). Na tym samym wykresie przedstawiamy takòe oszacowania od doìu i od gïry, ktïre otrzymaliómy podstawiajác w miejsce zmiennej masy m(ϕ) jej wartoóci:

• na poczátku drugiego etapu in‚acji (ϕ = M/g)

• oraz w stanie prawdziwej prïòni (ϕ = 0).

Rys.3 Na pionowej osi mamy wynik caìkowania oraz oszacowania od gïry i od doìu, na osi

poziomej wartoóã parametru x_1.

Bìád wzglådny przy takich oszacowaniach nie przekracza 5 %. Dziåki temu moòemy podaã jawná postaã wspïìczynnika N w niezbyt skomplikowanej postaci: N = 8πM^4_2 α^2 M^2_{P L}M^2g^2β^2 1 b ln ( Mh M_2g ) , (46)

gdzie b to bezwymiarowy wspïìczynnik, ktïrego wartoóã mieóci siå w granicach

25 < b < (3 + √ 5)^2 ≈ 27.4. (47)

Jeòeli chcemy otrzymaã wszechówiat, ktïry obecnie jest otwarty i posiada parametr gåstoóci rzådu ˙ ∼ 0.3, to ze zwiázku (4) widzimy, òe pod koniec epoki in‚acji = poczátek ery zdominowanej przez promieniowanie (z ∼ T_{GUT} /2.7K ∼ 3.7×10^{28}) parametr ˙ speìnia zaleònoóã: 1 − ˙(t_k) ˙(t_k) = 7 3 1 (1 + 10^{28})^2

∼ 10^{−57} =⇒ 1 − ˙(t_k) ∼ 10^{−57}. (48)

Czyli w momencie zakoîczenia ery in‚acji gåstoóã wszechówiata powinna byã zbliòona do gåstoóci krytycznej z dokìadnoóciá rzådu ∼ 10^{−57}. Z rïwnaî Friedmana dostajemy:

1 − ˙(t) = 1 (H(t)a(t))^2

. (49)

Jeòeli na koîcu epoki in‚acyjnej (1 − ˙) ma byã rzådu ∼ 10^{−57}, to na poczátku tej epoki, czyli w naszym modelu warunki poczátkowe dotyczáce gåstoóci wszechwiata wygládajá naståpujáco:

1 − ˙(t_p) = 1 (Ha(t_p))^2 = 1 (Ha(t_k)e^{−N} )^2 = 1 (Ha(t_k)) e^{2N} ∼ 10^{−57}e^{2N} . (50)

Òeby otrzymaã otwarty wszechówiat to parametr ˙ na poczátku in‚acyjnej ekspansji musi oczywiócie speìniaã:

1 − ˙(t_p) < 1. (51) Ìáczác warunki (50 i 51) dostajemy ograniczenie od gïry na wartoóã wspïìczynnika N:

10^{−57}e^{2N} < 1 =⇒ N < 1 2 ln ( 10^{57} ) ∼ 65.6. (52)

Liczba ta nie moòe teò byã zbyt maìa, poniewaò problem pìaskoóci pozostaìby wïwczas nierozwiázany. Tak wiåc by rozwaòany tu model byì poprawnym modelem kosmologicznym musimy otrzymaã naståpujácá wartoóã wspïìczynnika N:

N = 60 ± 5. (53)

Musimy jeszcze okreóliã parametry teorii, ktïre speìniajá warunki (24,28,38,53). Jeòeli wybierzemy:

M M_2 g h α^2 β^2 3 × 10^{−4}M_{P L} 2M 10^{−3} 0.2 0.1 0.01

to wszystkie warunki bådá speìnione. Maksymalna liczba e-cykli dla takich parametrïw wynosi:

N_{max} ≈ 61, 4. (54)

Na rysunku 4. przedstawiona jest liczba e-cykli N w zaleònoóci od momentu nukleacji bábla. Widzimy, òe dla szerokiego zakresu wartoóci ϕ_0 otrzymamy wewnátrz bábla wszechówiat z parametrem gåstoóci ˙ ∼ 0.3.

Rys.4 Pionowa oó - liczba e-cykli N, pozioma oó - wartoóã pola σ w momencie nukleacji

bábla, w jednostkach^M_α .

4 Fale grawitacyjne

Falami grawitacyjnymi nazywamy takie zaburzenia metryki, ktïre nie wywoìujá zmian rozkìadu gåstoóci materii ani ruchu czástek [7]. W modelach kosmologicznych reprezentowane sá one za pomocá maìych zaburzeî metryki Robertsona - Walkera. W przypadku modelu otwartego wszechówiata - jak pokazaliómy w dodatku A.3 - przybierajá one postaã:

ds^2 = dt^2 − [ a^2(t)γ_{αβ} − h_{αβ} ] dx^αdx^β, (55) gdzie γ_{αβ} to metryka w przestrzeni ˚^{13} okreólona rïwnaniem (168). Wspïìrzådne przestrzenne x^α to oczywiócie bezwymiarowe wspïìrzådne sferyczne (r, θ, ϕ) zde˛niowane w dodatku A.1. Tensor h_{αβ} jest ponadto bezóladowy: h_α^α = 0, oraz ma znikajácá dywergencjå: ∇_αh_β^α = h_β^α_{;α} = 0.

Powyòsze warunki sprawiajá, iò pozostajá jedynie dwie niezaleòne skìadowe h_{αβ} - odpowiadajá one dwïm moòliwym stanom polaryzacji fal grawitacyjnych.

Rïwnanie falowe, ktïre w przypadku modelu otwartego wszechówiata otrzymaliómy w dodatku (A.3) moòna zapisaã w postaci:

-h_α^β + 3 _a a _h_α^β − 2 a^2 h_α^β − 1 a^2

Σ´h_α^β = 0, (56)

gdzie^Σ´ jest operatorem Laplace’a w przestrzeni ˚. W powyòszym rïwnaniu moòemy rozseparowaã czas od wspïìrzådnych przestrzennych: h_α^β(t, α, θ, ϕ) ≡ h(t)¯_α^β(α, θ, ψ) ≡ μ(t) a(t) ¯_α^β(α, θ, ψ), (57) gdzie nowa wspïìrzådna α zde˛niowana jest rïwnaniem r ≡ sinh α (patrz dodatek A.4), funkcja μ(t) nazywana jest amplitudá fali a funkcje ¯_α^β to zde˛niowane w dodatku A.4 tensorowe, hiperboliczne funkcje harmoniczne numerowane czterema "liczbami kwantowymi": p > 0, l = 2, 3, 4, . . . , m = −l, −l + 1, . . . , l − 1, l, oraz liczbá okreólajácá stan polaryzacji fali:

K = K_+, K_×.

Peìná klasy˛kacjå hiperbolicznych, tensorowych funkcji harmonicznych moòna znaleúã w pracy [37].

13Patrz dodatek (A.3).

Ogïlne rozwiázanie rïwnania (56) moòna zapisaã w naståpujácej postaci: h_α^β(η, α, θ, ϕ) = K×∑ K=K_+ ∫_∞ 0 dp ∞∑ l=2 l∑ m=−l [ A(K, p, l, m) μ^p(η) a(η) ¯^{Kplm}_α^β(α, θ, ϕ) + h.c ] , (58)

gdzie A(K, p, l, m) to dowolne staìe zespolone, ktïre po skwantowaniu stajá siå operatorami kreacji i anihilacji [25] oraz μ^p to amplituda fourierowskiego modu fali odpowiadajáca liczbie kwantowej p.

4.1 Kwantowanie fal grawitacyjnych

Parker i Ford w pracy [9] zauwaòyli, òe rïwnanie fal grawitacyjnych we wszechówiecie Robertsona - Walkera jest analogiczne z rïwnaniem ruchu bezmasowego pola skalarnego zapisanego w tej samej czasoprzestrzeni. Opierajác siå na tym spostrzeòeniu podali sposïb kwantowania fal grawitacyjnych, ktïry nie prowadzi do niekonsystencji z warunkiem cechowania narzuconym na zaburzenia metryki. Do zupeìnej analogii z przypadkiem skalarnym potrzeba dwïch bezmasowych pïl skalarnych - fale grawitacyjne majá bowiem dwa niezaleòne stopnie swobody odpowiadajáce dwïm moòliwym stanom polaryzacji fali. Nie bådziemy wchodzili w szczegïìy tej procedury odsyìajác jednoczeónie czytelnika do literatury [9]; ograniczymy siå jedynie do podania kilku faktïw, ktïre bådá potrzebne w naszych dalszych rozwaòaniach.

Uogïlniajác notacjå stosowaná przez Lyth’a i Steward’a w przypadku pìaskiego modelu [36], na przypadek czasoprzestrzeni z ujemná krzywizná, moòemy zapisaã ogïlne rozwiázanie rïwnania (56) w nieco odmiennej postaci niò (58), mianowicie: ^h_α^β(η, α, θ, ϕ) = K×∑ K=K_+ ∫_∞ 0 dp ∞∑ l=2 l∑ m=−l ^μ^{K,p,l,m}(η) a(η) ¯^{plmK}_α^β(α, θ, ϕ). (59) Odpowiednioóã zapisu (58) z zapisem (59) ìatwo jest dostrzec zauwaòajác naståpujácá rïwnoóã: ¯^{K,p,l,m}_α^β = ( ¯^{K,p,l,−m}_α^β )_† . Daszek we wzorze (59) oznacza operator kwantowo - mechaniczny, natomiast ^μ^{K,p,l,m} zde˛niowane jest naståpujáco:^{14} ^μ^{K,p,l,m}(η) ≡ μ^p(η) ^A(K, p, l, m) + —μ^p(η) ^A^†(K, p, l, −m), (60) gdzie μ^p(η) jest dowolnym rozwiázaniem rïwnania (69), ktïre normalizujemy w naståpujácy sposïb [9, 36]: μ^p d —μ^p dη − dμ^p dη —μ^p = i. (61)

14Oczywiócie ^h^{Kplm} =^{μ̂Kplm}_a .

powyòszy warunek normalizacyjny moòemy takòe przepisaã dla funkcji h^p =^{μp}_a (57): h^p(η) d—h^p(η) dη − —h^p(η) dh^p(η) dη = i a^2(η)

. (62)

Operatory anihilacji i kreacji ^A(K, p, m, l), ^A^†(K, p, l, m) speìniajá kanoniczne relacje komutacyjne [ ^A(K, p, l, m), ^A^†(K^′, p^′, l^′, m^′) ] = δ(p − p^′)δ_{KK}′ δ_{ll}′ δ_{mm}′ , (63) [ ^A(K, p, lm), ^A(K^′, p^′, l^′, m^′) ] = [ ^A^†(K, p, l, m), ^A^†(K^′, p^′, l^′, m^′) ] = 0. (64)

Stan prïòni naszej przestrzeni Fock’a, |0⟩ jest, jak zwykle, zde˛niowany rïwnoóciá: ^A(K, p, l, m) |0⟩ = 0. (65) Do kompletnego zde˛niowana przestrzeni Fock’a musimy siå jeszcze zdecydowaã na wybïr rozwiázania dla modïw Fourierowskich μ^p(η), zde˛niowanych rïwnaniem (60). Podobnie jak autorzy pracy [24] przyjmiemy tzw. konforemny warunek brzegowy dla stanu prïòni pola opisujácego grawitony (fale grawitacyjne), ktïry mïwi, òe w poczátkowym okresie ewolucji zaleònoóã od czasu konforemnego η modïw Fourierowskich μ^p dana jest przez czìon: μ^p(η) ; e^{−ipη}. (66) Widzimy tutaj analogiå z czìonem e^{−iωt}, ktïry w przestrzeni Minkowskiego reprezentuje dodatnio-energetyczne rozwiázanie rïwnaî teorii pola.

4.2 Analogia rïwnania na amplitudå fali z rïwnaniem klasycznego oscylatora harmonicznego

Wstawiajác (57) do rïwnania (56) i wykorzystujác (211) otrzymujemy rïwnanie na amplitudå fali μ(t):

-μ(t) + _a(t) a(t) _μ(t) + ( p^2 + 1 a^2(t) − _a^2(t) a^2(t) − -a(t) a(t) ) μ(t) = 0. (67)

Zapisujác to rïwnanie przy uòyciu czasu konforemnego η ( patrz rïwnanie 124) otrzymujemy: μ^{′′} (η) + ( p^2 + 1 − a^{′′} (η) a(η) ) μ(η) = 0, (68)

jak widaã rïwnanie to ma postaã rïwnania oscylatora harmonicznego z czåstoóciá zaleòná od czasu: -x + ω^2(t)x = 0.

Wykorzystujác jawná postaã czynnika skali obliczoná w dodatku (A.2) (rïwnanie 161) dostajemy: 1 − a^{′′} (η) a(η) = 1 − β β 1 sinh^2 χ(η) , gdzie zmienna χ zde˛niowana jest w dodatku (A.2) rïwnaniem (160).

Rïwnanie (68) wygláda wtedy naståpujáco:

μ^{′′} (η) + ( p^2 + 1 − β β 1 sinh^2 χ(η) ) μ(η) = 0. (69)

Dalszá analizå tego rïwnania przeprowadzimy osobno dla kaòdej z epok.

4.3 Epoka in‚acyjna

Ogïlne rozwiázanie na amplitudå fali w epoce in‚acyjnej otrzymamy najìatwiej zapisujác rïwnanie (56) w jåzyku funkcji h(t) = μ(t)/a(t) (patrz. rïwnanie 57). Otrzymujemy wïwczas: -h(t) + 3 _a(t) a(t) _h(t) + p^2 + 1 a^2(t) h(t) = 0. (70)

Przepisujác to rïwnanie przy uòyciu czasu konforemnego η:

h^{′′} (η) + 2 a^′ (η) a(η) h^′ (η) + ( p^2 + 1 ) h(η) = 0, (71)

oraz wykorzystujác jawná postaã czynnika skali w epoce in‚acyjnej (patrz dodatek A.2 rïwnanie 161): a^′ (η) a(η) = − coth(χ),

otrzymujemy:

h^{′′} (η) − 2 coth χ(η)h^′ (η) + ( p^2 + 1 ) h(η) = 0, (72) gdzie χ = η + ϕ jest zmienná zde˛niowaná rïwnaniem (160). Z uwagi na to, òe d/dη = d/dχ prim w rïwnaniu (72) rïwnie dobrze moòe oznaczaã pochodná po zmiennej χ.

Podstawiajác:

h(χ) ≡ U(χ) sinh^{3/2} χ, (73) otrzymujemy: 1 sinh χ d dχ ( sinh χ dU dχ ) + ( p^2 + 1 4 − 9 4 sinh^2 χ ) U = 0. (74)

Otrzymane rïwnanie jest identyczne z rïwnaniem na radialná czåóã skalarnej funkcji harmonicznej z orbitalnym momentem kátowym l = 1 (199). Tak wiåc rïwnanie to ma dwa liniowo niezaleòne rozwiázania w postaci funkcji Lagrange’a pierwszego rodzaju:

U(χ) = A_1P^{−3/2}_{−1/2+ip}(cosh χ) + A_2P^{3/2}_{−1/2+ip}(cosh χ), (75)

gdzie A_1, A_2 to dowolne staìe zespolone. Obydwie funkcje Lagrange’a moòna w prosty sposïb wyraziã przez funkcje elementarne (trygonometryczne i hiperboliczne).

Pierwszá z funkcji Lagrange’a z dokìadnoóciá do staìego czynnika multiplikatywnego moòemy otrzymaã bezpoórednio ze wzoru (203): P^{−3/2}_{−1/2+ip}(cosh χ) = const. × ( coth χ sin pχ √ sinh χ − p cos pχ √ sinh χ ) . (76)

Drugá z funkcji Lagrange’a, P^{3/2}_{−1/2+ip}, obliczymy wykorzystujác naståpujácá zaleònoóã rekurencyjná [4]:

P^{μ+2}_ν (z) + 2(μ + 1)z(z^2 − 1)^{−1/2}P^{μ+1}_ν (z) = (ν − μ)(ν + μ + 1)P^μ_ν (z), (77)

oraz:

P^{1/2}_ν = 1 √ 2π ( z^2 − 1 )_{−1/4} [( z + √ z^2 − 1 )_{ν+1/2} + ( z + √ z^2 − 1 )_{−ν−1/2}] , (78)

P^{−1/2}_ν = √ 2 π (z^2 − 1)^{−1/4}

2ν + 1 [( z + √ z^2 − 1 )_{ν+1/2} − ( z + √ z^2 − 1 )_{−ν−1/2}] , (79)

Wstawiajác do zaleònoóci rekurencyjnej (77) μ = − 1 2 , ν = − 1 2 + ip oraz z = cosh χ,

otrzymujemy:

P^{3/2}_{−1/2+ip}(cosh χ) + coth χP^{1/2}_{−1/2+ip}(cosh χ) = −p^2P^{−1/2}_{−1/2+ip}(cosh χ). (80)

Bezpoórednio ze wzorïw (78,79) otrzymujemy:

P^{1/2}_{−1/2+ip}(cosh χ) = √ 2 π cos pχ √ sinh χ

, (81)

P^{−1/2}_{−1/2+ip}(cosh χ) = √ 2 π sin pχ p √ sinh χ

. (82)

Po wstawieniu do (80) otrzymujemy szukaná funkcjå Lagrange’a:

P^{3/2}_{−1/2+ip}(cosh χ) = − √ 2 π [ p sin pχ √ sinh χ + coth χ cos pχ √ sinh χ ] . (83)

Tak wiåc ogïlne rozwiázanie na funkcjå h(χ) moòemy zapisaã w postaci (73,75,76,83):

h(χ) = C_1 (cosh χ sin pχ − p cos pχ sinh χ) + C_2 (p sinh χ sin pχ + cosh χ cos pχ) . (84) W tym momencie na rozwiázanie ˛zyczne narzucamy òádanie by ‚uktuacje, z ktïrych powstaìy zaburzenia speìniaìy zaìoòenia "konforemnoóci" prïòni (66). Z warunku tego moòemy wyznaczyã jedná ze staìych C_1, C_2.

Zauwaòmy, òe wybïr staìej C_2 w postaci: C_2(p) = iC_1(p), sprowadza rozwiázanie (84) do postaci:

h(χ) = C_1(p) [i cosh χ − p sinh χ] e^{−ipχ}. (85) Jest to zatem ˛zyczne rozwiázanie rïwnania (72) odpowiadajáce naszym òádaniom co do postaci rozwiázania w stanie prïòni.

Drugá staìá obliczymy z warunku normalizacyjnego (62):

h(χ)—h^′ (χ) − —h(χ)h^′(χ) = i a^2(χ) . Po podstawieniu rozwiázania (85) do powyòszego rïwnania otrzymujemy:

C_1 = e^{iξ} 2a_0 sinh χ_0 √ p(1 + p^2)

, (86)

gdzie rzeczywiste ξ jest nieistotná fazá, ktïrá moòemy poìoòyã rïwná zeru.

Tak wiåc ostatecznie unormowane rozwiázanie na amplitudå fali w epoce in‚acji przybiera postaã:

h_p(χ) = 1 2a_0 sinh χ_0 √ p(1 + p^2)

[i cosh χ − p sinh χ] e^{−ipχ}, (87)

gdzie indeksem p oznaczyliómy jawnie rozwiázania numerowane liczbá kwantowá p, natomiast staìe a_0 i χ_0 sá okreólone w dodatku (A.2).

Teraz musimy znaleúã amplitudå jaká miaìy odpowiednie mody w momencie wychodzenia poza promieî Hubble’a^{15}. Fizyczna dìugoóã fali grawitacyjnej λ_{fiz} wiáòe siå z liczbá kwantowá p zwiázkiem: λ_{fiz}(χ(η)) ≡ 2πa(χ(η)) p , (88)

15W dalszej czåóci pracy bådziemy uòywaã wymiennie zwrotïw promieî Hubble’a oraz horyzont, z peìná ówiadomoóciá, òe nie sá to wielkoóci identyczne, a jedynie zachodzi miådzy nimi proporcjonalnoóã.

gdzie p to znana juò liczba kwantowa, zwana liczbá falowá oraz a to oczywiócie czynnik skali. Warunek na to by co najmniej jeden caìy okres fali mieóciì siå wewnátrz kuli o promieniu rïwnym promieniowi Hubble’a r_H = 1/H wygláda naståpujáco (rys.5): 2πr_H = λ_{fiz} ⇒ 2π H = 2πa p . Moòna go zapisaã w bardziej konwencjonalnej formie: Ha p = 1. (89)

Rys.5 Na obwodzie sfery Hubble’a 2πrH musi siå zmieóciã conajmniej jedna dìugoóã fali λ.

Obliczmy teraz wartoóã wyraòenia Ha w epoce in‚acyjnej. W dodatku A.2 pokazaliómy, òe: a(χ(η)) = a_0 sinh χ_0 sinh χ(η) , mamy zatem: Ha ≡ da dt a a = 1 a da dη = 1 a(χ) da(χ) dχ = − coth χ.

Jak wiadomo, | coth x| > 1, tak wiåc widzimy, òe jedynie mody dla ktïrych p^2 > 1 znajdowaìy siå podczas epoki in‚acyjnej wewnátrz horyzontu. Mody z p < 1 od samego poczátku epoki in‚acyjnej rozciágaìy siå daleko poza promieî Hubble’a. W okresie kiedy zaburzenia sá wiåksze od rozmiarïw horyzontu, procesy zachodzáce w mikroówiecie nie sá w stanie zmieniã amplitudy zaburzenia [7], - dlatego teò widmo zaburzeî modïw z p < 1 w momencie wejócia pod horyzont - gdzieó w epoce zdominowanej oprzez materiå - jest rïwne pierwotnemu widmu kwantowych ‚uktuacji.

Warunek (89) moòemy zapisaã w postaci:

p^2 = coth^2 χ; (90)

rïwnanie to okreóla czas (χ(η(t))), w ktïrym dany mod opuóciì sferå Hubble’a.

Moòemy juò obliczyã amplitudå modïw (p^2 > 1) w momencie przekraczania horyzontu: |h_p| = 1 |a_0 sinh χ_0| √ p(1 + p^2) √ cosh^2 χ + p^2 sinh^2 χ,

wykorzystujác (90) oraz: H = a^′ a^2 = − cosh χ a_0 sinh χ_0 , dostajemy ostatecznie: |h_p| = H √ 2p(1 + p^2) |_{Ha/p=1}. (91) Pierwotná amplitudå kwantowych zaburzeî dla modïw rozciágniåtych poza sferá Hubble’a okreólimy kìadác w wyraòeniu (87):

coth^2 χ_0 ≫ p^2,

gdzie χ_0 jest momentem tuò po nukleacji bábla in‚acyjnego, dla ktïrego mamy Ha(χ_0) ≫ p^2, staìa Hubble’a -w przybliòeniu - okreólona jest rïwnaniem (39). Dostajemy wïwczas: |h_p| = H √ 2p(1 + p^2)

, (92)

gdzie w odrïònieniu od amplitudy (91) staìa Hubble’a jest niezaleòna od liczby falowej p.

Widmo mocy fal grawitacynych, P_Ψ, de˛niujemy w naståpujácy sposïb:

• klasycznie: ⟨ f^{Kplm}f^{K′p′l′m′} ⟩ ≡ 2π^2 p(1 + p^2) P_Ψ(p)δ(p − p^′)δ_{KK}′ δ_{ll}′ δ_{mm}′ , (93) gdzie oznaczyliómy f^{Kplm}(η) ≡ A(K, p, l, m)h^p(η) + —A(K, p, l, −m)—h^p(η).

• kwantowo: ⟨ 0 | | |^h^{Kplm}^h^{K′p′l′m′} | | | 0 ⟩ ≡ 2π^2 p(1 + p^2) P_Ψ(p)δ(p − p^′)δ_{KK}′ δ_{ll}′δ_{mm}′ , (94) W jåzyku amplitudy fali powyòszá de˛nicjå moòna zapisaã naståpujáco:

|h_p(χ)|^2 =

2π^2 p(1 + p^2)

P_Ψ(p). (95)

Wykorzystujác (92) moòemy policzyã widmo tych fal, ktïre wyszìy poza horyzont w epoce in‚acyjnej i zachowujác jego ksztaìt, weszìy z powrotem pod horyzont dopiero w epoce zdominowanej przez materiå: P^{1/2}_Ψ (p) = H 2π |_{Ha/p=1}. (96) I analogicznie widmo dla modïw p > 1:

P^{1/2}_Ψ (p) = H 2π . (97)

Drugi etap epoki in‚acyjnej trwaì stosunkowo krïtko, moòemy wiåc w przybliòeniu przyjáã, òe staìa Hubble’a w powyòszych widmach jest taka sama dla wszystkich modïw i okreólona zaleònoóciá (39).

4.4 Epoka dominacji promieniowania

Ewolucja fal grawitacyjnych w epoce zdominowanej przez promieniowanie nie ma wpìywu na szerokokátowá perturbacjå promieniowania reliktowego, gdyò mody, ktïre dajá wkìad do tych perturbacji w epoce promieniowania rozciágajá siå daleko poza horyzont i lokalnie, w obråbie horyzontu, mody te byìy niewidoczne i nie podlegaìy ewolucji tak jak mody, ktïre byìy wewnátrz horyzontu.

Mimo to podamy rozwiázanie rïwnania na amplitudå fali dla modïw znajdujácych siå wewnátrz horyzontu, gdyò w epoce promieniowania rïwnanie na amplidudå fali (69) staje siå bardzo proste:

μ^{′′} (η) + p^2μ(η) = 0, (98)

gdzie prim oznacza pochodná po czasie konforemnym η. Ogïlne rozwiázanie tego rïwnania wygláda naståpujáco:

μ(η) = C_1e^{ipη} + C_2e^{−ipη}. (99)

Zgodnie z naszym wyborem rozwiázania na amplitudå fali (66) widzimy, òe staìá C_1 musimy poìoòyã rïwná zeru. Wartoóã drugiej staìej uzyskamy z warunku normalizacyjnego (61): μ(η)—μ^′ (η) − —μ(η)μ^′ (η) = i.

Tak, òe ostatecznie rozwiázanie przyjmuje postaã:

μ_p(η) = 1 √ 2p e^{−ipη}. (100) Jak widaã w epoce zdominowanej przez promieniowanie fale grawitacyjne rozchodzá siå swobodnie.

4.5 Epoka dominacji materii

W epoce materii zmienna χ zwiázana jest z czasem konforemnym zaleònoóciá: χ = η 2 + ϕ, gdzie staìa ϕ jest okreólona w dodatku (A.2). Mamy zatem d dη = 1 2 d dχ , d^2 dη^2 = 1 4 d^2 dχ^2 . Oznaczajác primem pochodná po χ:^′ ≡ d/dχ, rïwnanie na amplitudå fali (71) moòemy zapisaã w naståpujácy sposïb: 1 4 h^{′′} (χ) + coth χh^′ (χ) + (p^2 + 1)h(χ) = 0, (101)

gdzie wykorzystaliómy ponadto (dodatek A.2): d ln a(η) dη = da/dη a = coth χ(η).

Podstawiajác h(χ) ≡ U(χ) sinh^{3/2} χ

, (102)

otrzymujemy: 1 sinh χ d dχ ( sinh χ dU dχ ) + ( 4p^2 + 1 4 − 9 4 sinh^2 χ ) U = 0. (103)

Jest to rïwnanie identyczne z tym, ktïre uzyskaliómy w przypadku epoki in‚acyjnej (74), z niewielká zamianá p → 2p. Tak wiåc ogïlne rozwiázanie na funkcjå U(χ) wygláda naståpujáco:

U(χ) = A_1P^{−3/2}_{−1/2+2ip}(cosh χ) + A_2P^{3/2}_{−1/2+2ip}(cosh χ), (104) gdzie A_1, A_2 to jak zwykle dowolne staìe zespolone.

Wykorzystujác (76,83,102) moòemy napisaã ogïlne rozwiázanie na funkcjå h(χ) w postaci:

h(χ) = C_1 [ 2p sin 2pχ sinh χ + cosh χ cos 2pχ sinh^3 χ ] + C_2 [ cosh χ sin 2pχ − 2p sinh χ cos 2pχ sinh^3 χ ] . (105) Do obliczenia szerokokátowej perturbacji temperatury promieniowania reliktowego bådziemy musieli znaã rozwiázanie na amplitudå tych modïw z widma fal grawitacyjnych, ktïre powracajá pod horyzont (promieî Hubble’a) dopiero w epoce zdominowanej przez promieniowanie. W czasie, gdy fale te rozciágaìy siå aò poza horyzont, amplituda tych modïw nie zmieniaìa siå. Obszar, ktïry w momencie rekombinacji pokrywaì siå z horyzontem ma obecnie rozmiary kátowe θ_H rzådu [7, 8]:

θ_H ≈ 0.83^o √ ˙_0.

Tìumaczy to dlaczego jesteómy zainteresowani modami, ktïre pojawiajá siå pod horyzontem dopiero w epoce materii. Mody, ktïre w momencie rekombinacji byìy juò pod horyzontem wpìywajá na perturbacje w duòo mniejszych skalach.

Z powyòych powodïw bådziemy szukaã takiego rozwiázania na funkcjå h(χ), ktïre w granicy χ → 0 dáòy do wartoóci staìej [30] - w literaturze rozwiázanie takie nazywane jest: growing mode solution. Òádanie takie oznacza miådzy innymi to, òe wybraliómy χ = 0 w momencie, gdy wszystkie interesujáce nas mody byìy poza horyzontem np. w momencie rekombinacji. Analizujác zachowanie graniczne wyraòenia (105) widzimy, òe staìa C_1 ma byã rïwna zeru, gdyò wyraòenie w nawiasie kwadratowym jest rozbieòne w granicy χ → 0.

Tak wiåc z dokìadnoóciá do staìej nasze rozwiázanie przyjmuje postaã:

h_p(χ) = C_1 [ cosh χ sin 2pχ − 2p sinh χ cos 2pχ sinh^3 χ ] . (106)

Staìá C_1 dobieramy tak, by h(χ = 0) = h_p, gdzie h_p okreólone jest zaleònoóciá (92). Dostajemy wïwczas: lim_{χ→0} h_p(χ) = C_1

2p (1 + 4p^2) 3 , tak wiåc staìa C_1 wynosi:

C_1 = 3H 2p (1 + 4p^2) √ 2p(1 + p^2)

. (107)

Dla uproszczenia zapisu wprowadúmy funkcjå G_p(χ): h_p(χ) ≡ h_pG_p(χ), gdzie: G_p =

3 (cosh χ sin 2pχ − 2p sinh χ cos 2pχ) 2p(1 + 4p^2) sinh^3 χ

. (108)

mamy ponadto G_p(χ = 0) = 1.

5 Wkìad fal grawitacyjnych do szerokokátowej anizotropii temperatury promieniowania reliktowego

5.1 Polaryzacja fal grawitacyjnych a anizotropia temperatury promieniowania reliktowego

Fale grawitacyjne propagujác siå na jednorodnym i izotropowym tle zaburzajá tor fotonïw - wywoìujác tym samym anizotropiå w obserwowanym obecnie mikrofalowym promieniowaniu tìa. Owa anizotropia widziana w duòej skali - kilka stopni miary ìukowej - pochodzi od tych fal grawitacyjnych, ktïre weszìy pod horyzont dopiero w epoce dominacji materii. Bowiem rozmiary sfery Hubble’a w momencie rekombinacji -poczátek epoki materii- osiágajá obecnie na sferze niebieskiej rozmiar kátowy rzådu 0.5^o. Mechanizmem odpowiedzialnym za tá szerokokátowá anizotropiå temperatury jest tzw. efekt Sachsa Wolfe’a.

W dodatku A.5 wyprowadziliómy jawná postaã wyraòenia na anizotropiå temperatury wywoìaná przez fale grawitacyjne: ( δT T ) 0 (θ, ϕ) = 1 2 ∫_{ηO−ηE} 0 ∂h_1^1(η(y), α(y), θ, ϕ) ∂η dy, (109) gdzie η(y) = y, α(y) = −y + η_O opisujá tor ruchu fotonu. Natomiast η_O − η_E ≈ 2.34^{16}.

Jak widaã z powyòszego wzoru anizotropia temperatury promieniowania reliktowego zaleòy jedynie od skìadowej radialno - radialnej tensora opisujácego fale grawitacyjne. Biorác takòe pod uwagå, òe skìadowa radialno - radialna tensorowych funkcji harmonicznych ma tylko jeden polaryzacyjny stopieî swobody (patrz dodatek A.4) dochodzimy do wniosku, òe wpìyw na anizotropiå temperatury promieniowania reliktowego majá jedynie fale o ustalonej polaryzacji - my wybraliómy dla niej oznaczenie K_+. Fale o polaryzacji K_× nie zaburzajá toru ruchu fotonu i nie wywoìujá anizotropii temperatury mikrofalowego promieniowania tìa.

5.2 Funkcja korelacyjna

Standardowo anizotropiå temperatury promieniowania reliktowego opisuje siå za pomocá momentïw multipolowych kátowej funkcji korelacyjnej C(γ) zde˛niowanej naståpujáco: C(γ) ≡ ⟨ δT T (θ, ϕ) δT T (θ^′, ϕ^′) ⟩ , (110)

gdzie γ jest kátem pomiådzy dwoma punktami (θ, ϕ), (θ^′, ϕ^′) na sferze niebieskiej:

cos γ = cos θ cos θ^′ + sin θ sin θ^′ cos(ϕ − ϕ^′), (111)

16Patrz dodatek A.2 rïwnanie (165).

natomiast braket oznacza wartoóã oczekiwaná zmiennej stochastycznej, ktïra jest caìkowicie okreólona przez zadanie widma mocy fal grawitacyjnych w dowolnym momencie. W rozdziale 4 otrzymaliómy takie widmo jako wartoóã oczekiwaná w stanie prïòni. Naståpnie zakìadaliómy, òe mody wchodzáce pod horyzont w epoce dominacji materii majá, w momencie pojawienia siå pod horyzontem, takie samo widmo jak w chwili opuszczania sfery Hubble’a w epoce in‚acyjnej. Dalsza ewolucja widma w epoce materii zdeterminowana jest przez ewolucjå amplitud odpowiednich modïw:

P_Ψ ∼ |h^p(η)|^2 .

Skìadowá radialno - radialná tensora fal grawitacyjnych w epoce materii moòemy zapisaã wykorzystujác wyniki z rozdziaìu 4 (rïwnanie 108) oraz dodatku A.4: h_1^1(η, α, θ, ϕ) = ∫_∞ 0 dp ∞∑ l=2 l∑ m=−l f^{K+plm}(η)¯^{K+plm}_1^1(α, θ, ϕ), (112) gdzie - przypomnijmy: f^{K,p,l,m}(η) = A(K, p, l, m)h^p(η) + A(K, p, l, −m)h^p(η). Momenty multipolowe C_l okreólajá rozkìad funkcji korelacyjnej na multipole: C(γ) = 1 4π ∑ l (2l + 1)C_lP_l(cos γ). (113)

Wstawiajác (112) do (109) oraz wykorzystujác de˛nicjå funkcji korelacyjnej (110) otrzymujemy: C(γ) = 1 4 ∫_{ηO−ηE} 0 dy ∫_{ηO−ηE} 0 dy^′ ∫_∞ 0 dp ∫_∞ 0 dp^′ ∑ lm ∑ l^′m^′ ⟨ ∂f^{K+plm}(η) ∂η ∂f^{K+p′l′m′} (η) ∂η ⟩ ×

×¯^{K+plm}_1^1(α(y), θ, ϕ)¯^{K+p′l′m′}_1^1(α(y^′), θ^′, ϕ^′). Korzystajác z (93,94,95) dostajemy: ⟨ ∂f^{K+plm}(η) ∂η ∂f^{K+p′l′m′} (η) ∂η ⟩ = dG_p(η) dη dG_p′ (η) dη |h^p|^2 δ(p − p^′)δ_{ll}′δ_{mm}′ , mamy zatem: C(γ) = 1 4 ∫_∞ 0 dp |h^p|^2 ∫_{ηO−ηE} 0 dy ∫_{ηO−ηE} 0 dy^′ dG_p(η(y)) dη dG_p(η(y^′)) dη ×

× ∑ lm ¯^{K+plm}_1^1(α(y), θ, ϕ)¯^{K+plm}_1^1(α(y^′), θ^′, ϕ^′). Jawna postaã radialno - radialnej skìadowej hiperbolicznej, tensorowej funkcji harmonicznej jest naståpujáca (208,205,203): ¯^{K+plm}_1^1(α, θ, ϕ) = √ (l − 1)l(l + 1)(l + 2)

2p^2(1 + p^2) | | | | `(ip + l + 1) `(ip) | | | | P^{−l−1/2} −1/2+ip(cosh α) sinh^{5/2} α Y_{lm}(θ, ϕ), (114) gdzie P^{−l−1/2}

−1/2+ip, to stowarzyszona funkcja Lagrange’a pierwszego rodzaju:

P^{−l−1/2} −1/2+ip(cosh α) = √ 2 π | | | | `(ip) `(ip + l + 1) | | | | 2 (−1)^{l+1} sinh^{l+1/2}α d^{l+1} cos pα d(cosh α)^{l+1}

. (115)

Sumå po m we wzorze na funkcjå korelacyjná moòna wykonaã dziåki naståpujácej wìasnoóci harmonik sferycznych : l∑ m=−l Y_{lm}(θ, ϕ)Y_{lm}(θ^′, ϕ^′) = 2l + 1 4π P_l(cos γ),

gdzie kát γ okreólony jest rïwnaniem (111). Dopiero ta rïwnoóã uwidacznia nam - zakìadany z gïry fakt, òe funkcja korelacyjna zaleòy rzeczywiócie tylko od odlegìoóci kátowej miådzy punktami na sferze niebieskiej γ - czyli, òe zaburzenia powodujáce anizotropiå sá jednorodne.

Dostajemy wïwczas: C(γ)= ∑ l 2l + 1 4π P_l(cos γ)

(l − 1)l(l + 1)(l + 2) 8 ∫_∞ 0 dp |h^p|^2 1 + p^2 | | | | `(ip + l + 1) `(ip + 1) | | | | 2 ×

× [∫_{ηO−ηE} 0 dy dG_p(η(y) dη P^{−1/2−l} −1/2+ip(cosh α(y)) sinh^{5/2} α(y) ]2 . Naleòy zwrïciã uwagå, òe wyraòenie w nawiasie kwadratowym jest rzeczywiste.

Porïwnujác powyòsze rïwnanie z de˛nicjá wspïìczynnikïw multipolowych (113) otrzymujemy:

C_l =

(l − 1)l(l + 1)(l + 2) 8 ∫_∞ 0 dp |h^p|^2 1 + p^2 | | | `(ip +l +1) `(ip + 1) | | | 2 ×

× [∫_{ηO−ηE} 0 dy dG_p(η(y)) dη P^{−1/2−l} −1/2+ip(cosh α(y)) sinh^{5/2} α(y) ]2 . (116)

W powyòszym wyraòeniu caìka po p jest rozbieòna w ultra˛olecie (p → 0).^{17} Rozbieònoóã ta bierze siå z rozbieònoóci samego widma, na ktïrá po raz pierwszy zwrïcili uwagå Allen i Caldwell w swojej nieopublikowanej, aczkolwiek cytowanej w literaturze pracy. Z problemem tym moòna poradziã sobie na rïòne sposoby. Najprostszy z nich to po prostu obciåcie widma na jakiejó skoîczonej dìugoóci fali. Widaã tutaj pewne podobieîstwo metody obciåcia ze stosowanym w teorii czástek sposobem renormalizacji zwanym wìaónie obciåciem (ang. cut o¸). Argumenty mogáce przemawiaã za sìusznoóciá tej metody to przede wszystkim skoîczone rozmiary bábla in‚acyjnego - co przemawia z kolei za tym, òe realistyczne modele kosmologiczne powinny przewidywaã istnienie wszechówiata wewnátrz pojedynczego bábla in‚acyjnego. Takie teò modele cieszá siå obecnie najwiåkszá popularnoóciá. Model opisany przez nas w rozdziale 3 jest wìaónie jednym z takich modeli. Wziåcie pod uwagå pewnych efektïw zwiázanych ze óciankami takiego bábla - skoîczona gruboóã itp.- moòe takòe doprowadziã do rozwiázania problemu rozbieònoóci podczerwonej widma fal grawitacyjnych. W ostatnich 2-3 latach pojawiìy siå prïby uwzglådnienia tych efektïw, ktïre jak siå okazuje powodujá znikniåcie rozbieònoóci w widmie fal grawitacyjnych [5, 37]. Jeóli |h^p|^2 jest widmem uzyskanym przy zaniedbaniu efektïw zwiázanych z báblem to widmo uwzglådniajáce te efekty bådzie postaci:

|h^p|^2 (1 + δ(p)) ,

gdzie δ(p) jest wìaónie poprawká, ktïra odgrywa istotná rolå w granicy p → 0, natomiast dla duòych p jest zaniedbywalnie maìa.

Jak juò wczeóniej przypominaliómy^{18} przypadek p = 0 jest jednym z dyskretnych modïw pochodzácych od ‚uktuacji w óciankach bábla, ktïre teò dajá wkìad do anizotropii promieniowania reliktowego. Jak siå okazuje [30], przy uwzglådnieniu efektïw zwiázanych ze óciankami, mod ten jest automatycznie wìáczany do ciágìego widma fal grawitacyjnych, z ktïrego moòna go w odpowiedni sposïb wydzieliã. Odpowiadajáce temu podziaìowi rozseparowanie momentïw multipolowych na czåóci pochodzáce od ócianek i od fal grawitacyjnych wygláda naståpujáco [37]:

C_l = ∫_∞ 0 dp|h^p|^2C^S_l + C^F_l , (117)

gdzie C^S to efekt ócianek a C^F to efekt fal.

W naszych rozwaòaniach widmo |h^p|^2 jest rozbieòne, wiåc wkìad od ócianek - ktïrych nie uwzglådnialiómy - nie moòe byã okreólony poprawnie. Jednak pokaòemy, òe nawet w naszym przypadku czåóã pochodzáca od fal grawitacyjnych C^F okaòe siå byã skoîczona.

Wspïìczynnik C^S moòna obliczyã biorác we wzorze (116) - poza wyrazem |h^p|^2 - granicå p → 0: 17Z falowego punktu widzenia poprawniejsza byìaby nazwa rozbieònoóã w podczerwieni, gdyò maìe p odpowiada dìugim falom.

18Patrz dodatek A.4

C^S_l =

(l − 1)l(l + 1)(l + 2) 8 l! [∫_{ηO−ηE} 0 dyG^′_0(η(y)) P^{−1/2−l} −1/2 (cosh α(y))

sinh^{5/2} α(y) ]2 , (118)

gdzie oznaczyliómy:

G^′_0(η) ≡ lim_{p→0} dG_p(χ(η)) dη = 3(−4χ − 2χ cosh 2χ + 3 sinh 2χ) 8 sinh^4 χ . Momenty multipolowe zwiázane z falami grawitacyjnymi moòna obliczyã z zaleònoóci:

C^F_l = C_l − ∫_∞ 0 dp|h^p|^2C^S_l , (119)

gdzie C_l okreólone jest rïwnoóciá (113) a C^S_l rïwnoóciá (118). Jak ìatwo zauwaòyã, mamy tu doczynienia ze spotykanym czåsto we wspïìczesnej ˛zyce - i nie tylko - procederem odejmowania nieskoîczonoóãi od nieskoîczonoóci w celu uzyskania skoîczonego wyniku. Zobaczmy jak zachowuje siå wyraòenie podcaìkowe w granicy maìych p, czyli czy udaìo siå nam usunáã ultra˛oletowá rozbieònoóã. Z rïwnaî (119,118,113) widzimy, òe wyraòenie podcaìkowe zachowuje siå w granicy p → 0 naståpujáco: const. × |h^p|^2 ( 1 1 + p^2 − 1 ) = const. × |h^p|^2 ( −p^2 1 + p ) ∼ 1 p p^2 ∼ p → 0. Jak widaã udaìo siå nam usunáã rozbieònoóã w wyraòeniu na momenty multipolowe utworzone przez fale grawitacyjne stosujác - nazwijmy to - odjåcie w zerze.

Zerowanie siå momentïw: monopolowego (l = 0) i dipolowego (l = 1) wynika bezpoórednio ze wzoru (116) - proporcjonalnoóã do l(l −1). Zgadza siå to z czástkowá interpretacjá fal grawitacyjnych - grawiton jest czástká o spinie 2.

Oczywiócie nie tylko fale grawitacyjne majá wpìyw na anizotropiå temperatury promieniowania reliktowego. Skìadajá siå na to jeszcze - miådzy innymi - skalarne zaburzenia gåstoóci, zwiázane z ‚uktuacjami kwantowymi in‚atonu. Do niedawna byì to jedyny rodzaj zaburzeî dyskutowany w zwiázku z anizotropiá temperatury promieniowania reliktowego. Fale grawitacyjne i dyskretne mody zaburzeî generowanych w óciankach bábla, dopiero od niedawna zaczåìy byã brane pod uwagå. Okazaìo siå, òe majá one porïwnywalny do zaburzeî skalarnych wkìad do anizotropii. Tak wiåc nie moòna o nich zapomnieã, gdy porïwnuje siå przewidywania teorii z danymi obserwacyjnymi.

6 Podsumowanie

Na zakoîczenie podsumujmy najwaòniejsze wnioski, do ktïrych doszliómy podczas rozwaòaî prowadzonych w niniejszej pracy.

Po pierwsze bardzo waòne jest stwierdzenie, òe in‚acyjne modele kosmologiczne pozwalajá nam na wyprodukowanie otwartego wszechówiata. Przedstawiony przez nas w rozdziale 2 model jest na to przykìadem. Jeszcze kilka lat temu uwaòano, òe najwaòniejszym przewidywaniem in‚acyjnych modeli kosmologicznych jest pìaskoóã wszechówiata. Nie moòna byìo wïwczas pogodziã ze sobá: danych obserwacyjnych - wskazujácych na to, òe parametr gåstoóci ˙ < 1, z przewidywaniami modelu in‚acyjnego, ktïry jako jedyny rozwiázywaì problemy standardowego modelu kosmologicznego i przewidywaì, òe ˙ = 1. Dzisiaj wiemy, òe moòna ze sobá pogodziã te dwie - wydawaìoby siå - rozìáczne sytuacje.

Drugim waònym elementem, ktïry takòe przemawia na korzyóã in‚acyjnego modelu kosmologicznego, jest moòliwoóã wyjaónienia mechanizmu powstawania zaburzeî gåstoóci a takòe fal grawitacyjnych. Standardowy model kosmologiczny nie radziì sobie z tym problemem, natomiast model in‚acyjny nie tylko wyjaónia, ale takòe przewiduje widmo poczátkowe takich zaburzeî. W rozdziale 3 otrzymaliómy odpowiednie widmo dla zaburzeî reprezentujácych fale grawitacyjne.

Zaburzenia, w tym takòe fale grawitacyjne, wpìywajá na ruch fotonïw wywoìujác tym samym anizotropiå w rozkìadzie temperatury promieniowania reliktowego. Potra˛my przewidzieã wielkoóã tej anizotropii, co daje moòliwoóã porïwnania przewidywaî teorii z danymi obserwacyjnymi. Dziåki satelicie COBE udaìo siå taká anizotropiå zmierzyã. Pomiary te dajá silne ograniczenia na parametry in‚acyjnego modelu kosmologicznego. W przyszìoóci planowane sá kolejne eksperymenty, majáce na celu wykorzystanie nowej generacji detektorïw do pomiarïw anizotropii promieniowania reliktowego. Sá to eksperymeny: PLANCK - europejski, oraz MAP - amerykaîski [39, 40]. Jak wspominaliómy w rozdziale 2 przewiduje siå, òe dane uzyskane w tych eksperymentach pozwolá odpowiedzieã na najbardziej chyba nurtujáce kosmologïw - i nie tylko - pytanie: "czy wszechówiat jest otwarty, czy moòe jednak pìaski?"

Bardzo ciekawy jest takòe fakt, òe tylko fale o okreólonej polaryzacji zaburzajá tor ruchu fotonïw. Fale o przeciwnej polaryzacji nie majá òadnego wpìywu na wytworzenie anizotropii promieniowania reliktowego. Interpretacja czástkowa tego faktu mïwi nam, òe - nazwijmy je - "lewe" grawitony nie oddziaìywujá z fotonami.

Podziåkowania

Pragnå serdecznie podziåkowaã prof. Markowi Demiaîskiemu za ogromná pomoc, duòo wyrozumiaìoóci i cierpliwoóci oraz za bezcenne uwagi i komentarze, ktïre w duòym stopniu uìatwiìy mi napisanie niniejszej pracy.

Chciaìbym takòe podziåkowaã wszystkim nie wymienionym osobom, ktïre choãby w najmniejszym stopniu przyczyniìy siå do powstania pracy w jej obecnym ksztaìcie.

A Dodatki

A.1 Notacja

Wskaúniki i konwencja sumacyjna Einsteina • Wspïìrzådne w czterowymiarowej czasoprzestrzeni oznaczamy maìymi literami ze órodka alfabetu ìaciîskiego (i, j, k, ...): ( x^i, i = 0, 1, 2, 3 ) = ( x^0, x^1, x^2, x^3 ) , (120)

• wspïìrzådne przestrzene oznaczamy maìymi literami alfabetu greckiego (α, β, γ...):

(x^α, α = 1, 2, 3) = ( x^1, x^2, x^3 ) , (121)

• pochodne czástkowe oznaczamy przecinkiem: A_{i,j} = ∂A_i ∂x^j , • stosujemy konwencjå sumacyjná Einsteina - sumowanie po powtarzajácych siå indeksach gïrnym i dolnym: A_iB^i ≡ 3∑ i=0 A_iB^i = A_0B^0 + A_1B^1 + A_2B^2 + A_3B^3,

Tensor metryczny • Jednorodny i izotropowy wszechówiat opisujemy metryká Robertsona - Walkera [16, 34, 10]:

ds^2 ≡ g_{ij}dx^idx^j = c^2dt^2 − ~a^2(t) [ d~r^2 1 − k~r^2

+ ~r^2 ( dθ^2 + sin^2 θdϕ^2 ) ] , (122)

gdzie:

{ x^0 ≡ t, x^1 ≡ ~r, x^2 ≡ θ, x^3 ≡ ϕ, { c - prådkoóã ówiatìa w prïòni, ktïrá w naszym ukìadzie jednostek kìadziemy rïwná c ≡ 1, { (~r, θ, ϕ) - tradycyjne wspïìrzådne sferyczne w trïjwymiarowej przestrzeni euklidesowej,

{ ~a(t) - tzw. czynnik skali, ktïry jest wielkoóciá bezwymiarowá, { k - wspïìczynnik zwiázany z krzywizná przestrzeni o wymiarze [k] =^1_{[j.d l∼]2} ,

• we wszechówiecie otwartym (k < 0) metryka (122) przyjmuje postaã:

ds^2 ≡ g_{ij} dx^idx^j = dt^2 − a^2(t) [ dr^2 1 + r^2

+ r^2 ( dθ^2 + sin^2 θdϕ^2 ) ] , (123)

gdzie przede˛niowaliómy pewne wielkoóci w naståpujácy sposïb:

{ w trïjwymiarowych podprzestrzeniach staìego t dìugoóciá trïjwektora poìoòenia we wspïìrzådnych sferycznych jest wielkoóã ~a(t)~r, majáca wymiar dìugoóci; nowe wielkoóci a(t) i r wiáòá siå ze starymi w naståpujácy sposïb: ∗ a(t) ≡ ~a(t) · (−k)^{−1/2} ∗ r ≡ ~r · (−k)^{1/2} tak, òe teraz nowy czynnik skali ma wymiar dìugoóci, a r jest wielkoóciá bezwymiarowá; iloczyn nowych wielkoóci jest rïwny iloczynowi starych wielkoóci, a(t)r = ~a(t)~r, i zachowuje swojá interpretacjå dìugoóci w trïjwymiarowych podprzestrzeniach staìego czasu, { jak widaã jedynie znak wspïìczynnika k okazaì siå istotny, • wprowadzajác czas konforemny η: dη ≡ dt a(t) =⇒ η − η_0 = ∫_t t_0 dξ a(ξ) , (124)

otrzymujemy:

ds^2 = a^2(η)dη^2 − a^2(η) [ dr^2 1 + r^2

+ r^2 ( dθ^2 + sin^2 θdϕ^2 ) ] , (125)

gdzie a(η) ≡ a (t (η)).

Wspïìczynniki koneksji metrycznej (symbole Christo¸ela) `^i_{jk} ≡ 1 2 g^{il} (g_{lj,k} + g_{lk,j} − g_{jk,l}) , (126) `_{ijk} = g_{il}`^l_{jk} ≡ 1 2 (g_{ij,k} + g_{ik,j} − g_{jk,i}) , (127) • symbole Christo¸ela, `^i_{jk}, sá symetryczne w dolnych wskaúnikach:

`^i_{jk} = `^i_{kj},

• pochodna kowariantna:

{ kowariantnego pola wektorowego: A_{i;j} ≡ A_{i,j} − `^k_{ij}A_k, (128) { kontrawariantnego pola wektorowego:

B^i_{;j} ≡ B^i_{,j} + `^i_{kj} B^k, (129) { tensora o walencji (0,2): T_{ij;k} ≡ T_{ij,k} − `^l_{ik}T_{lj} − `^l_{jk}T_{il}, (130) { tensora o walencji (2,0):

T^{ij}_{;k} ≡ T^{ij}_{,k} + `^i_{lk}T^{lj} + `^j_{lk}T^{il}, (131) { tensora o walencji (1,1):

T^i_{j;k} ≡ T^i_{j,k} + `^i_{lk}T^l_j − `^l_{jk}T^i_l, (132) Tensor krzywizny (Riemanna) R^i_{jkl} ≡ `^i_{jl,k} − `^i_{jk,l} + `^m_{jl}`^i_{mk} − `^m_{jk}`^i_{ml}, (133)

R_{ijkl} = g_{im}R^m_{jkl} = 1 2 (g_{jk,il} + g_{il,jk} − g_{jl,ik} − g_{ik,jl}) + g_{mn} (`^m_{il}`^n_{jk} − `^m_{ik}`^n_{jl}) , (134) • tensor krzywizny speìnia naståpujáce warunki symetrii: R_{ijkl} = −R_{jikl}, (135) R_{ijkl} = −R_{ijlk}, (136) R_{ijkl} = R_{klij}, (137) • z warunkïw tych wynika dodatkowo: R^i_{ikl} = 0 (138) oraz:

R_{i[jkl]} = 0, (139)

• tensor krzywizny speìnia teò tak zwaná toòsamoóã Bianchiego: R^i_{jkl;m} + R^i_{jlm;k} + R^i_{jmk;l} = 0. (140) Tensor Ricciego i tensor Einsteina • Zwåòajác tensor Riemanna R^i_{jkl} otrzymujemy tensor o walencji (0,2), z tym òe zwåòenie postaci (138) daje tensor toòsamoóciowo rïwny zeru, natomiast zwåòenia postaci: R^i_{jil}, R^i_{jki}, w ogïlnoóci nie sá rïwne zeru, a miådzy sobá rïòniá siå tylko znakiem. Jeden z tych tensorïw nazywamy tensorem Ricciego i oznaczamy R_{ij} , w literaturze spotyka siå obydwie konwencje (co do znaku), przyjmiemy, òe: R_{ij} ≡ R^k_{ijk}, (141) • zatem: R_{ij} ≡ R^k_{ijk} = `^k_{ik,j} − `^k_{ij,k} + `^m_{ik}`^k_{mj} − `^m_{ij} `^k_{mk}, (142) • z wìasnoóci (135,136,137) wynika, òe tensor Ricciego jest symetryczny: R_{ij} = R_{ji}, (143) • zwåòajác z kolei tensor Ricciego otrzymujemy skalar zwany skalarem krzywizny: R ≡ g^{ij} R_{ij} = R^k_k, (144) • tensor Einsteina de˛njujemy w naståpujácy sposïb: G_{ij} ≡ R_{ij} − 1 2 g_{ij} R, (145) • jest on symetryczny i ma znikajácá dywergencjå: G_{ij} = G_{ji}, G^i_{j;i} = 0, (146) Tensor energii - pådu pìynu doskonaìego

T^{ij} = (ρ + p)u^iu^j − pg^{ij}, (147) • gdzie ρ - gåstoóã energii, p - ciónienie, u^i - czteroprådkoóã, ktïra we wspïìporuszjácym siå ukìadzie ma postaã u^i = δ^i_0, [14].

• mamy ponadto:

T^{ij}_{;j} = 0. (148)

Rïwnania Einsteina G_{ij} = R_{ij} − 1 2 g_{ij} R = κT_{ij}, (149) • gdzie wspïìczynnik κ otrzymujemy z porïwnania rïwnaî Einsteina w przybliòeniu sìabego pola grawitacyjnego do rïwnania Poissona na potencjaì grawitacyjny. Otrzymujemy κ = −8πG, moòemy zatem napisaã: R_{ij} − 1 2 R = −8πGT_{ij}. (150) • Obliczajác ólad obu stron rïwnania (150) otrzymujemy: R = 8πGT, gdzie T ≡ T^k_k. Korzystajác z tej zaleònoóci moòemy rïwnania Einsteina zapisaã w innej, wygodniejszej formie: R^i_j = −8πG ( T^i_j − 1 2 δ^i_j T ) . (151)

A.2 Rozwiázania modelu Friedmana - Robertsona - Walkera

Zapisujác rïwnania Einsteina (151) w przypadku wszechówiata otwartego opisywanego elementem liniowym Robertsona - Walkera, otrzymujemy rïwnania Friedmana: 8πG 3 ρ = _a^2 a^2 − 1 a^2

, (152)

8πGp = −2 -a a − _a^2 a^2 + 1 a^2

, (153)

Rïwnania te trzeba jeszcze uzupeìniã rïwnaniem stanu, ktïre pozwoli nam na znalezienie rozwiázaî zarïwno na czynnik skali a(t) jak i na gåstoóã energii ρ(t)^{19}. W trakcie ewolucji wszechówiata moòemy wyrïòniã trzy epoki, w ktïrych obowiázujá naståpujáce rïwnania stanu:

• epoka in‚acyjna p(t) = −ρ(t), • epoka dominacji promieniowania p(t) = 1 3 ρ(t), • epoka dominacji materii p(t) = 0. Wszystkie te rïwnania moòna zapisaã w jednolitej formie:

p(t) = (γ − 1)ρ(t), (154)

gdzie γ = 0 odpowiada epoce in‚acyjnej, γ = 4/3 odpowiada epoce promieniowania oraz γ = 1 odpowiada epoce materii.

Dalsze obliczenia bådziemy prowadziã uòywajác rïwnania stanu w postaci (154), tak by uwzglådniaã jednoczeónie trzy przypadki.

Uòywajác (154) moòemy rïwnania Friedmana zapisaã w naståpujácej postaci: _ρ + 3γρ _a a = 0, (155)

2-aa + (3γ − 2)[_a^2 − 1] = 0. (156) Rïwnanie (155) moòna otrzymaã bezpoórednio z warunku bezdywergencyjnoóci tensora energii - pådu: T^{ij}_{;j}.

19Dziåki rïwnaniu stanu takòe na ciónienie p(t).

Rozwiázanie pierwszego z tych rïwnan moòna podaã od razu:

ρ(t) = ρ_0 ( a(t) a_0 )_{−3γ} , (157)

gdzie zadaliómy warunki poczátkowe a(t_0) ≡ a_0 oraz ρ(t_0) ≡ ρ_0.

Rozwiázanie rïwnania (156) ìatwiej znaleúã zapisujác je za pomocá czasu konforemnego η (patrz rïwnanie 124), otrzymujemy wtedy rïwnanie: 2 a^{′′} (η) a(η) − (3γ − 4) a^{′ 2}(η) a^2(η)

+ (3γ − 2) = 0,

gdzie primem oznaczyliómy pochodná po czasie konforemnym:^′ ≡ d/dη.

Podstawiajác:

a(η) ≡ y^β(η), (158) gdzie wspïìczynnikiem β oznaczyliómy wyraòenie: β ≡ 2 3γ − 2 , (159)

otrzymujemy proste^{20} rïwnanie na funkcjå y(η): y^{′′}(η) − 1 β^2

(η) = 0.

Rozwiázanie tego rïwnania moòemy przedstawiã w postaci:

y(η) = A sinh ( η |β| + ϕ ) , gdzie A i ϕ to dwie dowolne staìe. Zatem rozwiázanie na czynnik skali wygláda naståpujáco:

a(η) = B sinh^β( η |β| + ϕ), Zadajác warunki poczátkowe w postaci:

a(η_0) ≡ a_0

oraz a^′(η_0) ≡ a^′_0 ≡ H_0a^2_0,

20W przypadku gdy czìon kosmologiczny jest niezerowy ~ 6= 0 otrzymalibyómy bardzo skomplikowane rïwnanie nieliniowe.

gdzie H_0 to wartoóã staìej Hubble’a w czasie η_0, otrzymujemy:

ϕ = artanh ( β |β|H_0a_0 ) − η_0 |β| ,

B = a_0 sinh^β (_{η0} |β| + ϕ ). De˛niujác nowá zmienná: χ ≡ η |β| + ϕ, (160)

czynnik skali moòemy zapisaã w postaci:

a(χ) = a_0 sinh^β χ sinh^β χ_0

, (161)

gdzie β = −1 odpowiada epoce in‚acyjnej, β = 1 epoce promieniowania oraz β = 2 epoce materii.

Zajmijmy siå dokìadniej warunkami poczátkowymi w epoce materii. Przyjmiemy, òe η_0, a_0 oraz H_0 odpowiadajá obecnym wartoóciom tych parametrïw.

Czåóciej warunki poczátkowe okreóla siå za pomocá staìej Hubble’a oraz parametru gåstoóci ˙. Z rïwnaî Friedmanna otrzymujemy:

1 − ˙_0 = 1 (H_0a_0)^2

, (162)

pozwala nam to wyraziã obecná wartoóã czynnika skali a_0 przez parametr gåstoóãi ˙_0.

Czas konforemny η zwiázany jest z czasem kosmologicznym t z dokìadnoóciá do staìej addytywnej, ktïra nie ma znaczenia, gdy potrzebna nam jest rïònica miådzy dwoma zdarzeniami w tej samej epoce. W rozdziale 5. bådzie nam potrzebna odlegìoóã czasowa do momentu rekombinacji:

η_0 − η_{rek} =?. (163) Zakìadajác, òe przesuniåcie ku czerwieni momentu rekombinacji z_{rek} ≈ 1500, moòemy wyraziã szukaná odlegìoóã (163) przez standartowe parametry jakimi sá:

• przesuniåcie ku czerwieni z_{rek} ≈ 1500

• obecna wartoóã parametru gåstoóci ˙_0 ≈ 0.3.

Korzystajác z de˛nicji przesuniácia ku czerwieni oraz rozwiázania (161) dostajemy:

z_{rek} + 1 = a(η_0) a(η_{rek}) = sinh^2 χ_0 sinh^2 χ_{rek} .

Wykorzystujác z kolei de˛nicjå zmiennej χ (160) oraz rïwnanie (162), moòemy napisaã:

η_{rek} − η_0 = −2artanh √ 1 − ˙_0 + 2arsinh ( 1 √ z_{rek} + 1 sinh ( artanh √ 1 − ˙_0 )) . (164)

Dla dodatnich argumentïw (x > 0) funkcje cyklometryczne majá naståpujáce wìasnoóci:

artanhx = arsinh x √ 1 − x^2

= arcosh 1 √ 1 − x^2 , arsinhx = arcosh √ 1 + x^2.

Powyòsze wìasnoóci pozwalajá na znaczne uproszczenie wyraòenia (164):

η_0 − η_{rek} = 2arcosh √ ˙^{−1}_0 − 2arcosh √ 1 + ˙^{−1}_0 − 1 1 + z_{rek} ≈ 2.34. (165)

A.3 Rïwnanie fal grawitacyjnych i niezmienniki transformacji cechowania

Juò w 1946 roku E.M Lifszyc [17] wyprowadziì ogïlná postaã liniowych rïwnaî na maìe zaburzenia grawitacyjne w przestrzennie jednorodych i izotropowych modelach kosmologicznych. Zaburzenia takie zapisujemy w postaci:

g_{ij} = g^{(0)}_{ij} + h_{ij} , (166)

gdzie h_{ij} - maìe zaburzenia (h_{ij} ≪ g^{(0)}_{ij} ), g^{(0)}_{ij} - metryka niezaburzona (tìo na ktïrym ewoluujá zaburzenia).

W naszych rozwaòaniach tìo, na ktïrym powstajá i ewoluujá zaburzenia stanowiã bådzie czasoprzestrzeî opisywana elementem liniowym Robertsona - Walkera. Z metryki tìa wyodråbniamy czåóã przestrzenná niezaleòná od czasu:

ds^2 = dt^2 − a^2(t)dσ^2, (167) daná przez: dσ^2 = γ_{αβ}dx^αdx^β = dr^2 1 + r^2

+ r^2dθ^2 + r^2 sin^2 ϕdϕ^2, (168)

jest to bardzo waòna podprzestrzeî, ktïrá za autorami pracy [15] bådziemy nazywaã przestrzeniá niezmienniczá ˚. Tensor krzywizny, tensor Ricciego i skalar krzywizny na˚ wygládajá naståpujáco [15]: R_{αβγδ} = γ_{αδ}γ_{βγ} − γ_{αγ}γ_{βδ}, (169) R_{αβ} = γ_{αβ}, (170) R = −6. (171)

Zaburzenia metryki, h_{ij}, z geometrycznego punktu widzenia moòemy podzieliã na trzy kategorie [26, 15]: skalarne, wektorowe i tensorowe. Podziaìu tego dokonujemy ze wzglådu na wìaóciwoóci transformacyjne obiektïw, z ktïrych skìada siå zaburzenie h_{ij} podczas zmiany ukìadu wspïìrzådnych w przestrzeni ˚. Pierwsza kategoria obejmuje obiekty transformujáce siå jak skalar, druga obejmuje obiekty transformujáce siå jak wektor z wyìáczeniem czåóci transformujácej siå jak skalar. Wektor moòemy bowiem rozìoòyã na:

A_α = A^{(w)}_α + A^{(s)}_{|α} ,

gdzie A^{(s)} i A^{(w)}α okreólone sá rïwnaniami: A^{(s)|α}_{|α} = A_α^{|α}, A^{(w)|α}_α = 0, natomiast | oznacza pochodná kowariantná w przestrzeni niezmienniczej ˚, i oczywiócie A^{(s)} transformuje siå jak skalar. W koîcu trzecia kategoria obejmuje obiekty transformujáce siå jak tensory drugiego rzådu A_{αβ}, lecz z wyìáczeniem czåóci transformujácej siå jak wektory i skalary, czyli innymi sìowy bezóladowe tensory drugiego rzådu ze znikajácá dywergencjá:

A_α^α = 0, A_{αβ}^{|β} = 0.

Naleòy zauwaòyã, òe ten sposïb klasy˛kacji wyczerpuje wszystkie moòliwoóci co do postaci h_{ij}, gdyò wszystkie skìadniki h_{ij} moòna wyraziã poprzez obiekty naleòáce do wyòej wymienionych trzech kategorii. Co do czåóci przestrzennej h_{αβ} nie mamy wátpliwoóci, wyraz h_{00} moòemy utworzyã z obiektu, ktïry jest na hiperpowierzchni ˚ funkcjá skalarná, h_{00} = ψ, czåóã h_{0α} to po prostu dowolny wektor, ktïry moòemy rozìoòyã na czåóã transformujácá siå jak skalar i na czåóã czysto wektorowá: h_{0α} = A^{(s)}_{|α} + A^{(w)}α . Liczba dowolnych funkcji, z ktïrych moòemy zìoòyã h_{ij} wynosi odpowiednio 4 - dla zaburzeî skalarnych, 4 - dla zaburzeî wektorowych i 2 - dla zaburzeî tensorowych, czyli ìáczna liczba skìadowych 10 zgadza siå z liczbá niezaleònych skìadowych symetrycznej metryki zaburzajácej h_{ij} .

Z ˛zycznego punktu widzenia podziaì ten ma takòe duòe znaczenie, gdyò zaburzenia poszczegïlnych typïw ewoluujá niezaleònie od siebie i dlatego mogá byã rozpatrywane osobno [3, 26].

Zaburzenia poszczegïlnych typïw mogá byã rozìoòone w bazie odpowiednio skalarnych, wektorowych i tensorowych funkcji harmonicznych na podprzestrzeni niezmienniczej ˚, ktïre opisujemy w osobnym dodatku.

Zauwaòmy, òe - z matematycznego punktu widzenia - w naszych rozwaòaniach moòemy wyrïòniã dwie czasoprzestrzenie: pierwszá - ˛kcyjná - czasoprzestrzeî niezaburzoná (tìo), ktïrá w naszym przypadku jest otwarta czasoprzestrzeî Friedmanna - Robertsona - Walkera, oraz drugá - ˛zyczná - czasoprzestrzeî zaburzoná. Wzajemnie jednoznaczny zwiázek pomiådzy punktami w czasoprzestrzeni tìa a punktami w ˛zycznej czasoprzestrzeni nazywamy wyborem cechowania [3]. Zmiana tego zwiázku, nie zmieniajáca jednak wspïìrzådych w czasoprzestrzeni tìa, zwana jest transformacjá cechowania. Trzeba tutaj odrïòniaã transformacjå cechowania od zwykìej transformacji wspïìrzådnych, ktïra zmienia oznaczenia punktïw w obydwu czasoprzestrzeniach przy niezmienionej odpowiednioóci pomiådzy punktami na obu czasoprzestrzeniach.

Perturbacjå pewnej wielkoóci rozumie siå jako rïònicå w jej wartoóci w punkcie czasoprzestrzeni ˛zycznej i w odpowiadajácemu temu punktowi punkcie czasoprzestrzeni tìa. Transformacja cechowania wywoìuje transformacjå wspïìrzådnych w czasoprzestrzeni ˛- zycznej i co najwaòniejsze, zmienia punkty w czasoprzestrzeni tìa odpowiadajáce danym punktom w czasoprzestrzeni ˛zycznej. Mamy bowiem:

t −→ t + ξ^0, x^α −→ x^α + ξ^α, (172) gdzie ξ^i jest czterowektorem. W przypadku liniowej teorii zaburzeî moòemy jedynie rozwaòaã in˛nitezymalne transformacje cechowania [15]. Powyòsza swoboda wyboru cechowania moòe pozostawiã ólady w rozwiázaniach rïwnaî na zaburzenia poszczegïlnych typïw, otrzymujemy wtedy tak zwane faìszywe mody cechowania, ktïre mogá byã usuniåte przez transformacjå cechowania i nie majá òadnego ˛zycznego znaczenia [3]. By ustrzec siå tego niepotrzebnego skomplikowania rozwaòaî zapisuje siå poszczegïlne rïwnania w jåzyku wielkoóci, ktïre sá niezmiennicze ze wzglådu na transformacje cechowania. Dla konkretnego typu zaburzeî, moòliwe transformacje cechowania to sá takie transformacje postaci (172), ktïre moòemy utworzyã z obiektïw tego samego typu co zaburzenie.

Perturbacje skalarne metryki sprzågajá siå z perturbacjami gåstoóci δρ oraz z perturbacjami pola skalarnego (in‚atonu) δϕ, ktïre oczywiócie takòe majá charakter skalarny i dopiero odpowiednia kombinacja tych wszystkich zaburzeî tworzy wielkoóã niezmienniczá ze wzglådu na transformacje cechowania zachowujáce skalarny charakter zaburzeî.

Z kolei zaburzenia wektorowe sprzågajá siå z zaburzeniami prådkoóci δv^α - innymi sìowy zaburzajá prådkoóã ruchu czástek. Zaburzenia tensorowe nie sprzågajá siå z òadnymi innymi zaburzeniami. Takie zaburzenia - zwane falami grawitacyjnymi - dziåki swoim wìasnoóciom transformacyjnym sá niezmiennikami transformacji cechowania. Nie moòna bowiem z obiektïw transformujácych siå jak bezóladowe i bezdywergencyjne tensory drugiego rzådu utworzyã skalara, ani wektora - co uniemoòliwia transformacjå typu (172). Co oznacza, òe w rïwnaniach na tensorowe zaburzenia metryki nie ma ukrytych nie˛zycznych modïw zwiázanych z wyborem warunkïw cechowania.

Zaburzenia takie reprezentujá swobodne fale grawitacyjne i w najogïlniejszej postaci moòemy je zapisaã:

g_{ij} = g^{(0)}_{ij} + h_{ij} , (173)

gdzie h_{ij} speìnia dodatkowo:

h_{00} = h_{0i} = h_{i0} = 0, h_α^α = 0, h_{αβ}^{|β} = 0. (174)

Naleòy zauwaòyã, òe powyòsze warunki zapewniajá zachowanie synchronicznoóci w czasoprzestrzeni zaburzonej.

W przypadku takich zaburzeî zakìadajác dodatkowo, òe:

δρ = δϕ = δv^i = 0, (175)

dostajemy: δT^i_j = δ [ (ρ + p)u^ku^i ] g^{(0)}_{ki} + (ρ + p)u^ku^ih_{kj} − δ^i_jδp = (176)

= (ρ + p)δ^k_0δ^i_0h_{kj} = (ρ + p)δ^i_0h_{0j} = 0,

w podobny sposïb otrzymujemy:

δT = δ(ρ − 3p) = 0. (177)

Zatem korzystajác z (151) otrzymujemy rïwnanie na zaburzenie rïwnaî Einsteina: δR^i_j = −8πG ( δT^i_j − 1 2 δ^i_j δT ) = 0, (178) gdzie δR^i_j to zaburzenie tensora Ricciego.

Zajmniemy siå teraz rïwnaniem opisujácym fale grawitacyjne, czyli rïwnaniem na tensorowe zaburzenia metryki. Obliczenia bådziemy prowadziã z dokìadnoóciá do wyrazïw pierwszego rzådu.

Z warunku: g_{ij} g^{kj} = ( g^0_{ij} + δg_{ij} ) ( g^{(0)kj} + δg^{kj} ) = δ^k_i (179) otrzymujemy z dokìadnoóciá do wyrazïw pierwszego rzådu w h_{ij} δg_{ij} = h_{ij} =⇒ δg^{ij} = −h^{ij}, (180) gdzie indeksy podnosimy za pomocá niezaburzonej metryki g^{(0)}_{ij} . Z (126) otrzymujemy:

δ`^i_{jk} = 1 2 g^{(0)im}(h_{jm,k} + h_{km,j} − h_{jk,m}) − h^i_m`^m_{jk}, (181) korzystajác naståpnie z de˛nicji pochodnej kowariantnej (130-132) moòemy zapisaã zaburzenie wspïìczynnikïw koneksji w postaci zwanej nieraz rïwnaniem Lifszyca:

δ`^i_{jk} = 1 2 g^{(0)im} (h_{jm;k} + h_{km;j} − h_{jk;m}) . (182)

Naståpnie warto zauwaòyã, òe:

δ`^k_{jk} = 1 2 h^l_{;k} = 1 2 h_{;k} = 0. (183)

Ze wzoru (142) dostajemy tzw. rïwnanie Palatiniego na zaburzenie tensora Ricciego [14]:

δR_{ij} = δ`^m_{jm;i} − δ`^m_{ij;m}, (184) co w naszym przypadku dziåki (183) redukuje siå do: δR_{ij} = −δ`^m_{ij;m}. (185) Ostatecznie korzystajác z rïwnania Lifszyca (182) dostajemy: δR_{ij} = − 1 2 [ g^{(0)mn} (h_{in;j} + h_{jn;i} − h_{ij;n}) ] ;m = − 1 2 (h^m_{i;j} + h^m_{j;i} − h_{ij}^{;m})_{;m} . (186)

Zaburzenie tensora Ricciego z podniesionym wskaúnikiem R^i_j wygláda naståpujáco: δR^i_j = δ ( g^{ik}R_{kj} ) = g^{(0)ik}δR_{kj} − h^{ik}R^{(0)}_{kj} . (187)

Rïwnanie (178) przybiera postaã:

− g^{(0)ik} (h^m_{k;j;m} + h^m_{j;k;m}) + h^i_{j;m}^{;m} − 2h^{ik}R^{(0)}_{kj} = 0. (188)

Nietrywialne rïwnanie dostajemy jedynie dla wskaúnikïw przestrzennych i = α, j = β: − g^{(0)αδ} (h^γ_{δ;β;γ} + h^γ_{β;δ;γ}) + h^α_{β;γ}^{;γ} + h^α_{β;0}^{;0} − 2h^{αγ} R^{(0)}_{γβ} = 0, (189) Naståpnie korzystajác z toòsamoóci: h_{ik;j;m} − h_{ik;m;j} = h_{pk}R^p_{ijm} + h_{iq}R^q_{kjm} oraz: h^{pm}R_{pijm} = h^{pm}R_{pjim}, rozpisujemy czìony w nawiasie okrágìym otrzymujác: h_{αβ;γ}^{;γ} + h_{αβ;0}^{;0} − 2h^{γδ}R^{(0)}_{γαβδ} = 0. (190) Rozpisujác konsekwentnie wszystkie czìony otrzymujemy ostatecznie: -h^α_β + 3 _a a _h^α_β − 2

a^2 h^α_β − g^{(0)γδ} a^2 h^α_{β|γ|δ} = 0, (191) gdzie kropka oznacza pochodná po czasie.

A.4 Funkcje harmoniczne w trïjwymiarowej przestrzeni z ujemná krzywizná

W przestrzeni ˚ z elementem liniowym: dσ^2 = γ_{αβ}dx^αdx^β = dr^2 1 + r^2

+ r^2 ( dθ^2 + sin^2 θdϕ^2 ) , operator Laplace’a w dziaìaniu na funkcjå skalarná ¯ przyjmuje postaã:

´¯ = γ^{αβ}∇_α∇_β¯ = 1 √ γ ∂ ∂x^α ( √ γγ^{αβ} ∂¯ ∂x^β ) , (192)

gdzie γ to wyznacznik metryki γ_{αβ}, natomiast ∇_α to pochodna kowariantna w przestrzeni ˚: ∇_α¯ ≡ ¯_{;α}.

Rïwnanie na funkcje i wartoóci wìasne operatora Laplace’a moòna zapisaã w postaci:

´¯ + k^2¯ = 0, (193)

gdzie widmo wartoóci wìasnych −k^2 nie jest jeszcze znane. Funkcje wìasne odpowiadajáce wartoóciom wìasnym mniejszym od −1 nazywamy modami podkrzywiznowymi.^{21} Wiadomo ponadto [23, 12], òe mody podkrzywiznowe (k^2 > 1) tworzá w przestrzeni˚ kompletná ortogonalná (ortonormalná) bazå funkcji caìkowalnych z kwadratem (L^2), dlatego teò w naszych rozwaòaniach ograniczymy siå do modïw podkrzywiznowych, ktïre pozwolá na konstrukcjå odpowiednich zaburzeî powstaìych z pierwotnych kwantowych ‚uktuacji prïòni. Jednak naleòy przynajmniej wspomnieã, òe z matematycznego punktu widzenia do konstrukcji najbardziej ogïlnego, jednorodnego, gaussowskiego pola skalarnego potrzebne sá jeszcze tak zwane mody nadkrzywiznowe^{22} z 0 < k^2 < 1, ktïrych kosmologiczne implikacje dyskutowane sá min. w pracach[12, 23, 37]. Sá one oczywiócie nienormowalne oraz w ograniczonym obszarze stajá siå liniowo zaleòne od modïw podkrzywiznowych.

Zaburzenia tensorowe konstruujemy przez odpowiednie kowariantne rïòniczkowanie pïl skalarnych, przy czym waòne jest to, òe rïòniczkowanie jednorodnych pïl skalarnych zawsze prowadzi do powstania jednorodnych pïl tensorowych, lecz nie wyczerpuje to wszystkich moòliwych przypadkïw tworzenia jednorodnych pïl tensorowych, poniewaò zrïòniczkowanie niejednorodnych modïw skalarnych odpowiadajácych wartoóciom wìasnym k^2 = 1 − n^2, gdzie n jest liczbá caìkowitá, teò prowadzi [12] do powstania jednorodnych modïw tensorowych. Fizycznym przykìadem takich modïw sá przypadki k^2 = 0 oraz k^2 = −3 odpowiadajáce za ‚uktuacje powstaìe w óciankach bábla in‚acyjnego^{23}.

21Ang. sub-curvature modes. 22Ang. super-curvature modes. 23Ang. bubble-wall modes.

Od tej chwili mïwiác o falach grawitacyjnych bådziemy mieli na myóli zaburzenia powstaìe z superpozycji modïw podkrzywiznowych. W takim przypadku wygodnie jest przeskalowaã widmo fal grawitacyjnych w naståpujácy sposïb:

k^2 = p^2 + 1, (194)

gdzie p^2 > 0, jak siå okaòe, tworzy ciágìe widmo fal grawitacyjnych.

Po tym wståpie moòemy wrïciã do szukania funkcji wìasnych operatora Laplace’a. Rïwnanie (193) pozwala na rozseparowanie zmiennych ¯(r, θ, ϕ) = R(r)Y_{lm}(θ, ϕ), gdzie funkcje Y_{lm}(θ, ϕ) okaòá siå byã zwykìymi harmonikami sferycznymi z trïjwymiarowej przestrzeni Euklidesowej^{24}. Otrzymujemy bowiem:

´¯ = √ 1 + r^2 r^2 Y_{lm} [ ∂ ∂r ( r^2 √ 1 + r^2 ∂R ∂r )] + R r^2 [ 1 sin θ ∂ ∂θ ( sin θ ∂Y_{lm} ∂θ ) + 1 sin^2 θ ∂^2Y_{lm} ∂^2ϕ ] . Moòemy teraz wykorzystaã rïwnanie de˛niujáce harmoniki sferyczne: [ 1 sin θ ∂ ∂θ ( sin θ ∂Y_{lm} ∂θ ) + 1 sin^2 θ ∂^2Y_{lm} ∂^2ϕ ] + l(l + 1)Y_{lm} = 0,

gdzie l = 0, 1, 2, ..., wïwczas otrzymamy:

´¯ = √ 1 + r^2 r^2 Y_{lm} [ ∂ ∂r ( r^2 √ 1 + r^2 ∂R ∂r )] + 1 r^2 l(l + 1)RY_{lm}. (195)

Z rïwnaî (193,195) dostajemy rïwnanie na ostatniá nieznaná funkcjå R(r): √ 1 + r^2 r^2 [ d dr ( r^2 √ 1 + r^2 dR dr )] + [ l(l + 1)

r^2

+ k^2 ] R = 0. (196)

Naståpnie wprowadzajác nowá zmienná α:

r ≡ sinh α, (197)

oraz nowá funkcjå˝ ˝(α) ≡ R(sinh α) √ sinh α, (198) otrzymujemy rïwnanie na funkcje ˝: 1 sinh α d dα ( sinh α d˝ dα ) + [ k^2 − 3 4 − ( l +^1_2

)_2

sinh^2 α ] ˝ = 0. (199) . 24Dlatego teò od razu uòyliómy odpowiednich oznaczeî.

Korzystajác z naståpujácych wìasnoóci funkcji hiperbolicznych:

sinh(iz) = i sin z, cosh(iz) = cos z,

i wprowadzjác zmienná ξ = iα, widzimy, òe rïwnanie (199) ma rozwiázanie w postaci stowarzyszonych funkcji Legendre’a pierwszego rodzaju [14]:

˝(α) = P_λ^{−l−1/2}(cosh α), (200) gdzie λ jest dowolnym pierwiastkiem rïwnania:

λ(λ + 1) = 3 4 − k^2 = − 1 4 − p^2, wybieramy jedno rozwiázanie: λ = − 1 2 + √ 1 − k^2 = − 1 2 + ip. (201)

Podane wyòej rozwiázanie jest jednym z dwïch liniowo niezaleònych rozwiázaî rïwnania (199), drugie rozwiázanie odrzuciliómy, poniewaò nie jest ono regularne dla α → 0 [14]. Korzystajác z de˛nicjii funkcji hipergeometrycznej: F (α, β; γ; z) ≡ 1 + ∞∑ n=1 α(α + 1) · · · (α + n − 1)β(β + 1) · · · (β + n − 1) γ(γ + 1) · · · (γ + n − 1) z^n n! , oraz jej zwiáku ze stowarzyszonymi funkcjami Legendre’a [14]: P_{−1/2+ip}^{−l−1/2}(cosh α) = (coth^α_2 )^{−l−1/2}

`(3/2 + l) F ( 1 2 − ip, 1 2 + ip; 3 2 + l; − sinh^2 α 2 ), (202)

widaã, òe funkcja radialna ˝ (200) jest funkcjá rzeczywistá, mimo wyståpowania zespolonego indeksu w funkcji Lagrange’a. Dla caìkowitych wartoóci l, a z takimi mamy doczynienia, wyraòenie na funkcjå R (198) znacznie siå upraszcza [14, 23, 12]:

R(α) = R_{pl}(α) = √ 2 π (−1)^{l+1} sinh^l α √ p^2(p^2 + 1) · · · (p^2 + l^2) d^{l+1}(cos pα) d(cosh α)^{l+1}

, (203)

gdzie uwzglådniliómy takòe czynnik normalizacyjny zgodnie z òádaniem: ∫_∞ 0 R_{pl}(α)R_p′_l′ (α) sinh^2 αdα = δ_{ll}′δ(p − p^′). (204)

Skalarne funkcje harmoniczne ¯_{plm}(α, θ, ϕ) = R_{pl}(α)Y_{lm}(θ, ψ), (205) tworzá ortonormalná bazå funkcji z przestrzeni L^2(˚ → ˚). Speìniajá zatem: ∫ ¯_{plm} —¯_p′_l′_m′ sinh^2α sin θ dα dθ dϕ = δ_{mm}′ δ_{ll}′ δ(p − p^′), (206)

gdzie kreska nad funkcjá oznacza sprzåòenie zespolone.

Majác skalarne funkcje harmoniczne moòemy skonstruowaã tensorowe funkcje harmoniczne ¯_α^β,^{25} ktïre speìniajá warunki:

¯_α^α = 0, ¯_α^β_{;β} = 0. (207)

Niezaleònych skìadowych symetrycznego tensora 3×3 jest 6, rïwnania (207) narzucajá dodatkowo 4 warunki - pozostajá zatem jeszcze dwie niezaleòne skìadowe. Te dodatkowe stopnie swobody^{26} numerujemy liczbá K:

K = K_+, K_×,

ktïrá - w nawiázaniu do fal grawitacyjny - nazywamy polaryzacjá.

Juò Lifszyc w pracy [17] podaì sposïb konstrukcji tensorowych funkcji harmonicznych zarïwno w przypadku powierzchni o staìej ujemnej jak i dodatniej krzywiúnie. Moòna podaã takòe jawne wyraòenia na funkcje ¯_α^β, poniòej podamy wyraòenie na skìadowá ¯_1^1, gdzie oczywiócie x^1 = α. Skìadowa ta bådzie nam potrzebna do obliczenia wkìadu fal grawitacyjnych do anizotropii temperatury promieniowania reliktowego. Jawna postaã pozostaìych skìadowych tensorowych funkcji harmonicznych nie bådzie nam potrzebna i nie bådziemy ich w tej pracy zamieszczaã - moòna já znaleúã w literaturze np. [37, 38].

¯^{K+plm}_1^1(α, θϕ) = √ (l − 1)l(l + 1)(l + 2) 2p^2(1 + p^2) ¯^{plm}(α, θ, ϕ) sinh^2 α

, (208)

¯^{K×plm}_1^1(α, θ, ϕ) = 0, (209)

gdzie indeksy numerujáce mody umieóciliómy na gïrze. Jak widaã powyòsza skìadowa ma tylko jeden moòliwy stan polaryzacji - K_+.

W odrïònieniu od widma skalarnych funkcji harmonicznych, widmo tensorowych funkcji harmonicznych −k^2 przybiera naståpujácá postaã:

k^2 = p^2 + 3, (210)

gdzie jak zwykle p^2 > 0. A co za tym idzie tensorowe funkcje harmoniczne speìniajá rïwnanie: ´¯_α^β + ( p^2 + 3 ) ¯_α^β = 0. (211)

25Nie naleòy tutaj myliã indeksïw lorenzowskich z indeksami numerujácymi funkcje wìasne. 26W porïwnaniu ze skalarnymi funkcjami harmonicznymi.

Naleòy teò zwrïciã uwagå, òe nie istniejá funkcje harmoniczne z l = 0 (monopole) oraz z l = 1 (dipole) - ˛zycznie oznacza to, òe grawiton jest czástká o spinie 2.

Ortonormalnoóã tensorowych funkcji harmonicznych o polaryzacji K_+: ∫ ¯^{K+plm}_μ^ν(α, θ, ϕ)¯^{K+p′l′m′}_ν^μ(α, θ, ϕ) sinh^2α sin θ dα dθ dϕ = δ_{mm}′ δ_{ll}′δ(p − p^′). (212)

A.5 Efekt Sachsa - Wolfe’a

Anizotropia temperatury mikrofalowego promieniowania tìa moòe byã wywoìana miådzy innymi dziåki oddziaìywaniu fotonïw reliktowych ze zmiennym polem grawitacyjnym. Fotony dziåki temu tracá albo zyskujá energiå - innymi sìowy mïwiác - ulegajá przesuniåciu ku czerwieni lub ku ˛oletowi. W ten sposïb temperatura promieniowania reliktowego dochodzácego z rïònych miejsc na sferze niebieskiej zaleòy od wielkoóci tego poczerwienienia, czyli od rozkìadu i ewolucji czasowej zaburzeî pola grawitacyjnego. W roku 1967 Sachs i Wolfe jako pierwsi podali iloóciowy opis tego zjawiska wyprowadzajác wyraòenie na anizotropiå temperatury promieniowania reliktowego w pìaskim modelu Friedmana - Robertsona - Walkera [31]. W roku 1976 Anile i Motta uogïlnili rozwaòania Sachsa i Wolfe’a na przypadek modeli hiperbolicznych i eliptycznych (otwarty i zamkniåty wszechówiat) [2].

Metryka tìa w naszym modelu (125) po wprowadzeniu nowej wpïìrzådnej α: r ≡ sinh α, przybiera postaã:

ds^2 = g_{ij}dx^idx^j = a^2(η) [ dη^2 − dα^2 − sinh^2 α ( dθ^2 + sin^2 θdϕ^2 )] . (213)

Fotony poruszajá siå po geodezyjnych zerowych:

k^i_{;j}k^j = k^i_{,j}k^j + `^i_{jk}k^j k^k = 0, (214)

gdzie: k^i ≡ dx^i du , jest wektorem zerowym: k^ik_i = 0,

a u jest parametrem a˛nicznym parametryzujácym geodezyjná po ktïrej porusza siå foton.

Bådzie nam potrzebne rozwiázanie, rïwnania (214) zapisanego w metryce niezaburzonej (213), odpowiadajáce ruchowi radialnemu fotonïw, gdyò zmiana wspïìrzådnych θ i ϕ wzdìuò geodezyjnej przeczyìaby przestrzennej izotropowoóci wszechówiata - zatem byìaby niezgodna ze sìabá zasadá kosmologiczná. Rozwiázanie takie jest dobrze znane[38]:

k^i = ( 1 a^2(η) , − 1 a^2(η) , 0, 0 ) . (215)

Niech K^i = k^i + δk^i, (216)

oznacza wektor falowy w zaburzonej czasoprzestrzeni:

ds^2 = (g_{ij} + h_{ij}) dx^idx^j, (217) gdzie g_{ij} opisane jest rïwnaniem (213) a zaburzenia h_{ij} reprezentujá fale grawitacyjne, ktïre speìniajá warunki (174). Rïwnanie geodezyjnej z dokìadnoóciá do wyrazïw pierwszego rzådu w δk^i oraz h_{ij} wygláda naståpujáco: ( δk^i_{,j} + `^i_{jk}δk^k + δ`^i_{jk}k^k ) k^j + ( k^i_{,j} + `^i_{jk}k^k ) δk^j = 0, (218)

gdzie `^i_{jk} to wspïìczynniki koneksji w przestrzeni niezaburzonej (213), natomiast δ`^i_{jk} to poprawki pierwszego rzådu do wspïìczynnikïw Christo¸ela, ktïre opisane sá tzw. rïwnaniem Lifszyca (182):

δ`^i_{jk} = 1 2 g^{im} (h_{jm;k} + h_{km;j} − h_{jk;m}) . (219) Do dalszych rozwaòaî bådzie na potrzebne wyraòenie na δk^0, przyjmujác w rïwnaniu (218) i = 0 oraz wyliczajác:

δ`^0_{jk}k^kk^j = − 1 2a^4 ∂ ∂η ( h_{11} a^2 ) ,

δk^0_{,j}k^j + 2`^0_{0k}δk^kk^0 + 2`^0_{1k}δk^kk^1 + k^0_{,0}δk^0 = 1 a^2 d du ( a^2δk^0 ) , otrzymujemy: d du (δk_0) = 1 2a^2 ∂ ∂η ( h_{11} a^2 ) . (220)

Zmiana δk_0 wzdìuò geodezyjnej, od punktu emisji fotonu (E) do momentu zarejestrowania go w punkcie obserwacji (O), wynosi zatem:

δk_0(O) − δk_0(E) = 1 2 ∫_{uO} u_E ∂ ∂η ( h_{11} a^2 ) du a^2

. (221)

Jak pokazaliómy w rozdziale 1.3 temperatuta promieniowania reliktowego od momentu rekombinacji do obecnej chwili obniòa siå w sposïb adiabatyczny, zgodnie z prawem (2):

T (t) = T_0 a_0 a(t) = T_0(1 + z), (222)

gdzie indeks zero odnosi siå do chwili obecnej, natomiast poczerwienienie z daje siå wyraziã naståpujáco [31, 2, 38]: 1 + z =

(u^ik_i) (E) (u^ik_i) (O)

, (223)

gdzie u^i sá to czteroprådkoóci wspïìpruszajácych siå z materiá, odpowiednio: emitera i obserwatora oraz k_i to czterowektor falowy fotonu w momencie emisji (E) i rejestracji (O).

W przestrzeni zaburzonej przez fale grawitacyjne wektor falowy fotonu to oczywiócie wektor K^i okreólony rïwnaniem (216), natomiast czteroprådkoóã przenosi siå bez zmian z przestrzeni niezaburzonej (u^i = 1/aδ^i_0), gdyò fale grawitacyjne nie powodujá zaburzeî prådkoóci.

Ze wzoru (223) dostajemy - z dokìadnoóciá do wyrazïw liniowych w δk^i - wyraòenie na poczerwienienie:

1 + z + δz = a(O) a(E) (1 + δk_0(E) − δk_0(O)) . (224)

Obliczymy teraz zaburzenie temperatury promieniowania reliktowego. Niech T_∗ bådzie temperaturá promieniowania reliktowego tuò po rekombinacji , ktïra -zakìadamy- jest staìa na caìej powierzchni ostatniego rozpraszania, natomiast T_0 temperaturá zerowego rzådu rejestrowaná obecnie przez obserwatora, oraz T = T_0 + δT_0, gdzie δT_0 oznacza liniowe zaburzenie temperatury rejestrowanej przez obserwatora.

Z zaleònoóci (222) moòemy wyznaczyã zwiázki miådzy tymi temperaturami:

T_0 = T_∗ a(E) a(O) , (225)

T = T_0 + δT_0 =

T_0 1 + z + δz

, (226)

ktïre prowadzá do: δT_0 T_0 = 1 1 + z + δz a(O) a(E) − 1. (227)

Wykorzystujác rïwnania (224) i (221) otrzymujemy ostatecznie: δT_0 T_0 = 1 2 ∫_{yO} y_E ∂ ∂η ( h_{11} a^2 ) dy, (228) gdzie wprowadziliómy nowá zmienná caìkowania: dy ≡ dv a^2

. (229)

Rozwiázanie (215) mïwi nam jak zmieniajá siå wspïìrzådne wzdìuò geodezyjnej wraz z parametrem y: η = y + η(y = 0), α = −y + α(y = 0), θ = const, ϕ = const. Przyjmujác y_E = 0 oraz α_O = 0^{27}, otrzymujemy:

η(y) = y + η_E, (230)

27Oznacza to, òe obserwator znajduje siå w órodku przestrzennego ukìadu wspïìrzådnych.

α(y) = −y + η_O − η_E. (231) Wypisujác jawná zaleònoóã wspïìrzådnych od parametru y dostajemy: δT_0 T_0 (θ, ϕ) = 1 2 ∫_{ηO−ηE} 0 ∂ ∂η ( h_{11}(η(y), α(y), θ, ϕ) a^2(η(y)) ) dy, (232) lub rïwnowaònie: δT_0 T_0 (θ, ϕ) = 1 2 ∫_{ηO−ηE} 0 ∂ h_1^1(η(y), α(y), θ, ϕ) ∂η dy. (233)

Literatura

[1] L.F Abbott, M.B. Wise, Nucl. Phys. B244 (1984) [2] A.M.Anile, S.Motta, Astrophys. J. 207, 685 (1976) [3] J.M.Bardeen, Phys.Rev D22, 1882 (1980) [4] H.Bateman, A.Erd„elyi, Higher tradscendental functions (tìum. ros.) (Nauka, Moskwa 1965) [5] M.Bucher, J.D.Cohn, Phys. Rev. D55, 7461 (1997) [6] P.Coles, G.Ellis, Nature, 370, 609 (1994) [7] M.Demiaîski, Astro˛zyka relatywistyczna (PWN, Warszawa, 1991) [8] M.Demiaîski, prywatna konsultacja [9] L.H.Ford, L.Parker, Phys. Rev. D16, 1601 (1977) [10] J.Foster, J.D.Nightingale Ogïlna teoria wzglådnoóci (PWN, Warszawa, 1985) [11] J.Garcia-Bellido, A.Linde, Open Hybrid In‚ation, astro-ph/9701173 (1997) [12] J.Garcia-Bellido, A.R.Liddle, D.H.Lyth, D.Wands, Phys. Rev. D55, 4596 (1997) [13] A.H.Guth, Phys. Rev. D23, 347 (1981) [14] E.R. Harrison, Rev.Mod.Phys. 39, 862 (1967) [15] H.Kodama, M.Sasaki, Prog. Theor. Phys. Suppl. 78, (1984) [16] L.D.Landau, E.M.Lifszyc, Teoria Pola (PWN, Warszawa, 1977) [17] E.M Lifshitz, J. Phys. USSR 10, 116 (1946) [18] A.D.Linde, Phys. Lett B129, 177 (1983) [19] A.D.Linde, Particle Physics and In‚ationary Cosmology (Harwood, Chur, Switzerland, 1990).

[20] A.D.Linde, In‚ation with Variable ˙, hep-th/9503097 (1995) [21] A.D.Linde, Recent Progress in In‚ationary Cosmology, astro-ph/9601004 (1996) [22] A.D.Linde, A.Mezhlumian, Phys. Rev. D52, 6789 (1995)

[23] D.H.Lyth, A.Woszczyna, Large scale perturbations in the open universe,

astro-ph/9501044 (1995)

[24] D.H.Lyth, E.D.Stewart, Phys. Lett B252, 336 (1990) [25] M.R. de Garcia Maia, J.A.S Lima, Phys. Rev. D54, 6111 (1996), gr-qc/9606032 [26] V.F.Mukhanov, H.A.Feldman, R.H.Branderberger, Phys.Rep. 215, 203 (1992) [27] I.Novikov, Cosmology then and now, referat wygìoszony podczas The Infeld Centennial Meeting (23 June 1998) [28] P.J.E. Peebles, Principles of Physical Cosmology (Princeton Univ. Press, New Jersey, 1993) [29] P.J.E. Peebles, B.Ratra, Phys. Rev. D52, 1837 (1995) [30] M.Sasaki, T.Tanaka, Y.Yakushige Phys. Rev D56, 616 (1997) [31] R.K.Sachs, A.M.Wolfe, Astrophys. J. 147, 73 (1967) [32] D.N.Schram, Sky & Telescope, 10, 28 (1994) [33] E.Schr-odinger, Expanding universes, (Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1956) [34] B.F.Schutz Wståp do Ogïlnej Teorii Wzglådnoóci (PWN, Warszawa, 1995) [35] D.W.Sciama Modern Cosmology (Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1971) [36] E.D.Stewart, D.H.Lyth, Phys. Lett B302, 171 (1993) [37] T.Tanaka, M.Sasaki, Prog. Theor. Phys. 97, 243 (1997), astro-ph/9701053 (1997) [38] K.Tomita, K.Tanabe, Prog. Theor. Phys. 69, 828 (1982)

[39] PLANCK, strona internetowa: http://astro.estec.esa.nl/SA-general/
   Projects/Planck/

[40] MAP, strona internetowa: http://map.gsfc.nasa.gov/