Modele epidemii

1 Modele SIR

Schemat modelu:
S—1—R (1)

S osobniki podatne
I osobniki chorujace i roznoszace infekcje
R osobniki ozdrowiate

modyfikacjami tego modelu sa ST - bez uwzgledniania osobnikéw ozdro-
wiatych oraz SEIR - E osobniki z choroba w fazie utajonej.

Zatozenia dotyczace rozprzestrzeniania sie i okresu inkubacji wchodzg w
parametry modelu.

Przyjmijmy nastepujace zatozenia:

1. przyrost w grupie osobnikéw zainfekowanych jest proporcjonalny do
iloéci osobnikéw zainfekowanych i do ilosci podatnych — rI.S

2. przyrost osobnikéw ozdrowialych jest wprost proporcjonalny do ilosci
aktualnie chorych — al, gdzie a > 0.

3. okres inkubacji jest na tyle krotki, ze mozna go zaniedba¢— osobnik
podatny, ktory sie zarazit zaczyna chorowac natychmiast.

4. populacja jest doktadnie wymieszana — kazdy typ osobnika ma jedna-
kowe prawdopodobienstwo spotaknia osobnika innego typu.

Przy tych zatozeniach dostajemy rownania (Kermacka-McKendricka (1972)):

S = —rSI
j = rSI—al (2)
R = al



Zauwazmy, ze model ten ma wbudowane zatozenie o statej liczebnosci:
S+I1+R=0
Sensowne dane poczatkowe dla modelu epidemiologicznego to:
S(0)=Sp>0,I(0)=1>0,R(0)=0

W przypadku gdy choroba nie trwa krétko, powinno sie do modelu doto-
zy¢ czynniki zwigzane z rozrodczo$cig i naturalng Smiertelnoscia. W uktadach
takich moga pojawié¢ sie oscylacje obserwowane jako fale czasowe epidemii.
Jesli uwzgledni¢ rozprzestrzenianie sie geograficzne to moga doj$c¢ jeszcze fale
przestrzenne.

W przypadku modelu infekcji najciekawsze jest to, jakie sg warunki na
parametry aby infekcja zgasta, a przy jakich si¢ rozwinie, oraz po jakim czasie
ewentualnie si¢ zakonczy.

dl >0 . .
dtt_O—IO(TSO—a)—{ <0 JeshSO{

Z @) S<0toS < Sy Mamy zatem dwie mozliwosci:

>p=alr
<p=alr

(3)

So < a/r wtedy I <0 inie ma epidemii

So > a/r wtedy I > 0 w poczatkowej fazie, czyli mamy epidemie

Parametr krytyczny p = a/r nazywamy wzglednym wspolczynnikiem
zdrowienia i jest on odwrotnoscia wspotezynnika kontaktow o = r/a. Zwia-
zany z nim jest tzw. bazowy wspotczynnik reprodukcji dla danej infekcji:
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a
Opisuje on ilo$¢ osobnikéw nowo zarazonych przez jednego aktualnie zara-
zonego. Jesli Rg > 1 to choroba rozprzestrzenia sie. Jednym ze sposobow
zmniejszenia Rp jest zmniejszenie Sy czyli ilosci osobnikow podatnych. Ba-
zowy wspotezynnik reprodukcji jest kluczowym parametrem kontrolowanym

np. przez szczepienia.

1.1 Maksymalna ilo$s¢ zachorowan

Dzielgc réwnania (2) mamy:

dl (rS—a)l p
— = =14 = 4
as 51 TS )
Roéwnania te mozna scatkowaéd i uwzgledni¢ warunek poczatkowy:
I+S—pInS =-const=1,+ Sy — pln S (5)



Polecenie: Obejrze¢ wykres I(95) ‘
Co wiecej Sy + Ip = N . Maksymalna liczba zarazonych jest dla I = 0
czyli:

r
Zatem maksymalna liczba zarazonych wynosi:
]maz:N—plnSo—p+plnp:N—p+p1nS£ (6)
0

1.2 Dlaczego epidemia wygasa?

Z wykresu I(S) widzimy, ze I — 0 dla t — oo (innymi stowy epidemia
wygasa). Z rownania (2) wynika, ze S maleje bo % <0dlaS#0, I#0.
Natomiast dzielac stronami (2) mamy:
ds S
= Do 9 =S > GNP >0 0< S(c0) KN (T)
dR p
Znowu przyjrzyjmy sie wykresowi I(S). Widzimy, ze 0 < S(c0) < p.
Poniewaz I(o0) = 0 to R(c0) = N — S(00) . Podstawiajac do ([T):

77R(oo) 7N*S(tx>)
S(o0) =spe” — » =S50 *

czyli Sy jest dodatnim pierwiastkiem réwnania:

Poniewaz I(co) — 0 za$ S(c0) — S(00) > 0 wigc w modelu SIR epidemia
wygasa z braku osobnikéw zainfekowanych a nie z braku oséb podatnych.

1.3 Dopasowanie modelu do danych epidemiologicz-
nych
Najczesciej znang wielkoScig jest statystyka wyzdrowien. Przeksztatcamy row-
nanie (2):
dR
E:alza(N—R—S):a(N—R—Soe_R/p) (8)

Dla nieduzych R/p < 1 epidemii stosowane jest rozwiazanie przyblizonego

réwnania (8]):
dR So SoR?
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co po scatkowaniu daje zaleznos¢ R(t):

—S0R 45
t= —ztanh_1 £ A £ (10)
gdzie
2
A= a\l 7SO<N2_ So) + (SO — 1)
p p

a ta z kolei po zrozniczkowaniu wzgledem ¢ datje:

dR  aa?p? o (auat
- h? | — — 11
dt 250 v ( 2 ¢) (11)

gdzie

a= \/(So/p 1y 2 =) UX; %)

o= 1 tanh™* (SO — 1)
o p

1.4 Przyklady dopasowania modelu SIR do danch
1.4.1 Bombajska epidemia dzumy 1905-1906
Kermack i McKendrick (1027):

|DDRt = 890sech? (0.2t — 3.4)

RYS. .10.2

1.4.2 Epidemia grypy w internacie 1978

512/763 chorych W tym przypadku nie mozna zastosowaé przyblizenia matej
epidemii. Natomiast znane sa liczby zachorowan I(t).
RYS. 10.3

1.5 Opobznienia

W modelu SIR mozna uwzgledni¢ faze utajong choroby albo za pomocg op6z-
nienia albo za pomoca dodatkowej grupy osobnikéw E(t) pomedzy grupa
podatng a zainfekowang. Obecnos$¢ opdznien prowadzi do powstawania oscy-
alcji.



2 Modelowanie choréb wenerycznych - mo-
dele krzyzowe

Co odréznia te choroby od innych?

1. sa ograniczone do spotecznosci aktywnej seksualnie - nie sprawdza si¢
zatozenie o jednostajnym rozktadzie w catej populacji

2. nosiciel zwykle nie wykazuje objawéw az do pdznego stadium choroby
3. choroby te zwykle nie prowadzg do nabycia odpornosci
4. w przypadku dopasowywania modeli do danych trzeba uwazac na efekt

wzrostu wykrywalnosci niektérych nowych chorob

2.1 Wyprowadzenie prostego modelu rzezaczki
Zaktozenia:

1. rozwazana populacja jest jednostajnie wymieszana

2. rozwazamy tylko kontakty hetero

3. populacja sktada sie z dwoch odziatujacych na siebie grup: mezczyzn i

kobiet

4. 7z dwoch powyzszych wynika, ze infekcja przekazywana jest z cztonkow
jednej grupy do drugiej

Zastosujemy koncepcje modeli typu SIR. Wydzielamy w kazdej z grup frakcje
podatna S, zainfekowana [ oraz ozdrowiata R (dla rozr6znienia grup kobie-
tom dodamy *). Schemat interakcji:

S——I—R
S* > J* > R*

uwzgledniajac to, ze ozdrowiency nie uzyskujg odpornodci:



lub jeszcze prosciej:

T *
S*—=1
a*

Jest to model krzyzowy typu SI.

Zatozmy dodatkowo, ze:

1. catkowita ilo$¢ mezczyzn i kobiet nie zmienia sie:

St)+I(t)=N1iS*(t)+I"(t)=N" (12)

2. spadek liczebnosci podatnych mezczyzn jest proporcjonalny do ich ilosci
i do liczebnosci zainfekowanych kobiet.

3. spadek liczebnosci podatnych kobiet jest proporcjonalny do ich ilosci i
do liczebnosci zainfekowanych mezczyzn.

Polecenie Zapisa¢ uktad rownan odpowiadajacy schematowi i powyzszym

zalozeniom .

Dodajac do tego uktadu warunki poczatkowe

S(0) = So, 1(0) = Iy, S*(0) = S, I*(0) = I}

Uzyskujemy pelny model. Korzystajac z zatozenia (I2) mozna zredukowaé
uktad (I3) do dwoch réwnan np. w zmiennych (1, I*)

1
das

dt,
dr
d
ot
dt
dr
dt

—rSI* +al
= rSI*—al
— ST 4atl (13)
= r*S*I —a*I*
rI*(N —1I)—al (14)

P I(N* — I*) — a*I*



Polecenie Znalez¢ stany stacjonarne uktadu zredukowanego. Wypowie-
dzie¢ sie o ich Stabilnos'ci.ﬁ

Warunek progowy istnienia grupy osobnikéw zainfekowanych ma postaé
NN*/pp* = (rN/a)(r*N*/a*) > 1. Mozna go zinterpretowaé nastepujaco:
Jedli kazdy mezczyzna jest podatny to rN/a (maksymalny wspdlczynnik
kontaktu) opisuje $rednig liczbe mezczyzn kontaktujacych sie z zainfekowana
kobieta w czasie trwania jej choroby, analogicznie dla r*N*/a*. Np. w roku
1973 w USA oszacowano N/p ~ 0.98 i N*/p* ~ 1.15

2.2 Model epidemiologiczny HIV

Rozwazmy model rozwoju epidemii w populacji homoseksualnej (model za-
proponowany w 1986 przez Andersona). Zakladamy, ze do populacji o liczeb-
nosci N (t) naptywaja z predkoscia B podatni mezczyzni. Schemat przeptywu
choroby:
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(I,I17) = (0,0),
o _  (NN*—pp® NN*—pp*

(1) = (M, M (19
p = afr,p* =a*/r*

czyli dodatni niezerowy stan stacjonarny istnieje dla NN* > pp*. Wrtosci wlasne dla (0, 0)

—a—A rN B . N 2 . [ NN*
PN —a* — A ’O:>2)\(a+a):|:\/(a+a) + 4aa (pp* 1) (16)

Dla drugiego stanu stacjonarnego:

—a—rl*—\ rN —rl
r*N* —r*[* —a* =" — A
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gdzie symbole majg nastepujacg interpretacje: B naptyw osobnikow po-
datnych, p wspotczynnik naturalnej $miertelnosci, A prawdopodobienstwo
zarazenia sie od losowo wybranego partnetra (A = 3 %, 0 - prawdopodobien-
stwo transmisji), ¢ - $rednia liczba partneréw, d - wsolczynnik Smiertelnosci
w wyniku AIDS, p - frakcja osobnikéw HIV pozytywnych ktérzy roznosza
chorobe, v wspoétczynnik konwersji z grupy zainfekowanych do grupy cho-
rych na AIDS (D = 1/v - $redni czas inkubacji choroby). W odréznieniu od
dotychczas rozwazanych modeli epidemiologicznych liczebno$¢ populacji nie
jest tu stata. (sprawdzi¢ dN/dt)

Polecenie Napisa¢ rownania odpowiadajace temu schematowi[]

Przypomnijmy jeszcze raz pojecie bazowego wspotczynnika reprodukeji
Rp: jest to liczba infekeji wtornych pojawiajacych sie w wyniku infekcji pier-
wotnej. Epidemia wybucha gdy R > 1. Rozwazmy chwile t = 0. Wowczas
N(t) = X (t). W poczatkowym okresiec mamy wigc

dy N Bc
dtw(ﬁc v ,u)Y~v<U 1>Y (19)
4
X = B—puX —cAX
& X —(v4p)Y
By (dtpa (1s)
F = (1-poY —pZ
N(t) = X()+Y(t)+ Z(t) + A(t)

w
e

naturalna
$miertelnosé

naturalna
Smiertelnosé

naturalna
$Smiertelnosé



Gdyz v >> p ($rednia dlugo$é zycia 1/u jest znacznie dtuzsza niz czas
inkubacji 1/v). Mozna stad oszacowa¢ warunek progowy na wybuch epidemii
Rp = % > 1. Z réwnania (I9) mozna tez wyprowadzi¢ uzyteczna miare jak
okres podwojenia epidemii. Catkujac rownanie (I9) mamy:

Y (t) = Y(0)e"Be=Dt = y()e" (20)

Y (0) to poczatkowa liczba zainfekowanych wprowadzona do populacji osob-
nikow podatnych. Stad czas podwojenia sie epidemii czyli Y (t4) = 2Y(0):

In2
tg=1/rln2 = ——— 21
d /7’ t (Y (RB — 1) ( )
Jedli wstawimy (I9) do réwnania na ilo$é¢ pacjentéw z AIDS to otrzymamy:
dA
= = puY (0)e™ — (d+ p) A (22)

Poniewaz na poczatku nie ma zadnych pacjentéw z AIDS A(0) = 0 wiec:
ert — 67(d+,u)t

A(t) = pvY (0) rrdt

(23)

Na podstawie danych z kliniki w San Francisco z lat 1978-1985 oszacowano
r = 0.881/rok, Rg € (3,4), d+ p ~ d € (1,1.33) 1/rok p € (10,30)%,
v~ 0.22 1/rok, ¢ € (2,6) 1/miesigc.

Kiedy epidemia juz sie rozpocznie to uktad ewoluuje w strone punktu
stacjonarnego, wyrazajacego sie przez parametry uktadu i oscyluje wokot
tego punktu. Dla typowych watrosci parametrow okres wybuchu epidemii
wynosi 30-40 lat.

Polecenie Zbada¢ numerycznie ewolucje epidemii dla wymienionych po-
wyzej parametréw i N(0) = 100000 p = 1/32.

2.3 Model terapii HIV

2.3.1 Sukcesy modelowania matematycznego: model Ho 1995

Model jest trywialny. Zaktada, ze dynamika wirusow podlega liniowemu réw-
naniu:

av
— =P—-cV 24
o ¢ (24)
Przy 100% skutecznym leku P = 0 co prowadzi do
d
d‘t/ =—cV=V(t)=Ve ™ (25)



Roéwnanie to pozwala na oszacowanie z danych wspotezynnika c. Dodat-
kowo zaktadajac, ze przed leczeniem liczba wiruséw byta w stanie quasi
stacjonarnym to daje tempo produkcji wiruséw na poziomie P = ¢V (po
podstawieniu danych wychodzi rzedu biliona czastek na dzien !). Co prze-
czy koncepcji wiruséw pozostajacych w stanie uspienia przez wicksza czesé
trwania infekcji.

RYS. 10.4
2.3.2 Model czterogatunkowy
Tytutowe cztery gatunki to:
T niezainfekowane limfocyty T
T* produktywnie zainfekowane limfocyty
Vi wirusy zakazne
VN1 wirusy niezakazne
Jesli nie ma infekcji to dynamika limfocytéw opisuje state tempo produkceji

s, efekt wysycenia (np. logistyczny) i state tempo rozpadu dy:

dT
azs—l—pT(l—T/Tmax)—dT

przy infekcji mamy dodatkowo rozpad limfocytow po spotkaniu z wirusem
zakaznym, jesli zatozymy przypadkowos¢ spotkan to mamy:

dT
o s+pT (1 —=T/Tar) — dr — EVIT
Zainfekowane limfocyty przy braku leczenia:
ar
= kV,T —6T"
dt !

po podaniu inhibitora odwrotnej transkryptazy spada wytwarzanie 7. Opi-
szemy to czynnikiem n,, € (0,1):
ar*
dt
W normalnych warunkach z rozpadajacych sie zakazonych limfocytéw T
powstaja wirusy zakazne ($rednio z 1 limfocytu powstaje N wirionéw) i ging
sobie z predkoscia c:

= k(1= ny) VT — 6T"

dv,
dTI = N&6T* — ¢V
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Zastosowanie inhibitoréw proteazy zmniejsza skutecznosé mnozenia sie wi-
rusoOw:

dVr

dt
Produkcja wirusow niezakaznych zalezy tylko od skutecznosci dziatania in-
hibitora proteazy:

= (1—n,) NOT* — ¢V,

Na podstawie literatury mozna przyja¢ nastepujace dane poczatkowe i para-
metry tego modelu: T~ 180 komoérek/mm?, T* =~ 2%T, V; ~ 134000 wirio-
néw,/ml, Vy;r = 0 k ~ 3.43 - 107 wirionéw/ml § ~ 0.5/dzien, ¢ ~ 3/dzien,
s ~ 1 — —10komérek /mm? /dzien, oraz dr ~ 0.03/dzien.
Rozwazmy pely uktad:

% = s+ pT' (1 =T/Thas) — dpr — EV,T
i = k(1 —n.)V,T—6T"
y (1 —n,) NOT* —cV;

dt
dVnr *
o npN(ST - CVN[

(26)

ma on dwa stany stacjonarne:

(Ts1,0,0,0) odpowiada zdrowemu organizmowi:

Tmaw 2 4Sp
T = —d d
s1= ) ((p T) + \/(p—i— T)" + Tmm>

linearyzujac uktad (26) wokol tego punktu mozna doliczy¢ sie wartosci wta-
snych:

Moo= p(1- 25 —dr
Aoz = 3

(—(6—1—5) + \/(c—|—§)2 —4c6 +40NkTs (1 —nc)) (27)
)\4 = —C
ne =1—(1 —n.) (1 —ny,) - skutecznosé terapii taczonej. Stan Ty jest stabil-

ny jesli te wszystkie A sa ujemne. Aby A\; < 0 trzeba Ts; > % (p — dr) Thnax
natomiast Ay < 0 gdy:

¢+ 8> \/(c+8)2 —4cd + 40NKTs: (1 — n,)

stad warunek na stabilnos¢ punktu stacjonarnego odpowiadajacego zdrowe-
mu organizmowi:

Warunek ten opisuje terapie idealna prowadzaca do wyleczenia.
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Zalety terapii laczonej Przy zatozeniu ze przed leczeniem mamy stan
stacjonarny i 7' =T to ¢ = NkTy. Wytaczmy jedna z terapii np: n,; = 0 to
warunek stabilnosci przyjmuje postac:

U zdrowych T = 1000/mm?. Przyjmijmy wigc Ts; = 1000. Jesli przed le-
czeniem poziom limfocytéw u pacjenta wynosit T, = 200 to do wyleczenia
potrzeba n, > 0.8 Jesliby leczenie rozpoczaé wczesniej np dla 7y = 500
n, > 0.5. Przy terapii taczonej warunek skutecznosci:

Ty
1— 1—np) <1——
(1= (1= ng) < 1= 7L
przy Ty = 200 wystarczy np. n, =~ n,, > 0.55
Drugi stan stacjonarny
TSQ = Nl:nc_
T* — cVr
ON(1—nyp)
[/ _ s 1 T (28)
V= mgt (p(1-72%) —dr)
Vi = %Xl
Stan ten ma sens biologiczny dla V; > 0 czyli
s T
4+ p—dr —p="=>0

TS 2 Tmax

co w przypadku réwnosci daje Ts,. Zauwazmy, ze dla malejaceg Tso lewa stro-
na nieréwnosci rognie. Zatem 0 < Tgy < Ts1. (Chory ma mniej limfocytéw)
. Macierz Jacobiego dla tego stanu ma postac :

p(1- ) —dr —kV; 0 —kT 0
0 ON (1 —n,) —c 0
0 ONn, 0 —c
z réwnania charakterystycznego \y = —c < 0. Pozostate trzy wartosci

wlasne spehliajg roéwnanie:

<p (1 . Tf) dp— kT — /\> (c+ A6+ A) — kTSN (1 — 1)) —kVikTON (1 — ) =0
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korzystajac z postaci T mozna je uproécié¢ do postaci:

(p(l—T2T>—dT—kV[—)\> (A2+(5+c)A)—kc5171:0

max

mozna je sprowadzi¢ do postaci:

N4+ AN+ BAN+C =0

gdzie i B
A = d+c+2pp——(p—dr)+kV;
B = (5+0¢) (25 — (p—dr) + kV)) (30)
C = cokV;

Mozna pokazaé, ze jesli stan stacjonarny istniejeto A > 0iC > 0i AB—-C >

0, wiec na mocy kryterium Routha-Hurwitza wiemy, ze warto$ci wtasne tego

réwnania maja ujemne czesci rzeczywiste i stan ten jest stabilny.
Podsumowujac przy przejsciu przez warto$¢ krytyczna

Too=Tg1 = c= Nk’T51<1 — TLC)

pojawia sie stabilny stan odpowiadajacy chorobie. Warunek ten mozna
przeksztatci¢ otrzymujac warunek na krytyczna skutecznosé terapii:
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