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1 Tydzien I: Funkcje i wykresy

ZADANIE 1.1
Naszkicowaé wykresy nastepujacych funkcji w zaznaczonych przedziatach:

1.y=2a% dla -1.5 <z <1,
2. y=z(l—z),dla -1 <z <2
3. y=lr—1|,dla =3 <z <3,
4. y=lz|+ |z -3+ |r+2[,dla -3 <z <4
ZADANIE 1.2
Wyznaczy¢ proste przechodzace przez pary nastepujacych punktow:
1. (1,1)i(—1,5),
2. (0,1)1(2,1),
3. (2,1)i(—1,-1).

Naszkicowaé trojkat utworzony przez te trzy proste i wyznaczy¢ dtugosci kazdego z jego bokdw.

ZADANIE 1.3
Wyznaczy¢ punkty przeciecia nastepujacych okregéw i linii prostych:

L. 22 +y*=8ix=2,

2. 22+ —2w+2y—4=0iy=2z+1,

3. 22+ =1liz+y=2
ZADANIE 1.4 U
Wyznaczy¢ wszystkie wymierne wartosci x, dla ktérych y = Va2 4+ x + 3 réwniez jest liczba

wymierna. W tym celu skorzystaé¢ z faktu, ze dla wymiernych = i y liczba ¢ = y — = réwniez
jest wymierna i wyznaczy¢ x i y poprzez q. Czy wszystkie wymierne g sa dopuszczalne?

ZADANIE 1.5
Rozwiaz nastepujace nieréwnosci:

1. |2z — 3| < 1,
2. (x —2)% >4,

3. 224+ 2x—8<0.
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ZADANIE 1.6
Wyznaczy¢ x, dla ktorego y = 322 + 5z — 1 osigga minimalng wartos$é. Skorzysta¢ z metody
uzupetniania do pelnego kwadratu.

ZADANIE 1.7
Czym jest prostokat o zadanym obwodzie 2p, ktorego pole jest maksymalne. Skorzysta¢ z me-
tody uzupetniania do pelnego kwadratu.

ZADANIE 1.8 U
Pokazac, ze dla kazdego x funkcja f(z) = 23+ 3z +5 jest funkcja rosnaca. W tym celu wykazac,
ze jesli z; < xq, to f(x1) < f(xq). Skorzysta¢ z tozsamosci a® — b = (a — b)(a® + ab + b?).

ZADANIE 1.9 U
Przy zadanych n liczbach ay, as, ..., a, wyznaczy¢ wartosé¢ z, dla ktorego funkcja

n

fl@) =3 (v —a)*

i=1

osiaga minimum. Skorzysta¢ z metody uzupetniania do pelnego kwadratu.

ZADANIE 1.10
Wyznaczy¢ najwicksza wartosé funkeji

ZADANIE 1.11
Na plaszczyznie (x,t) naszkicowaé¢ wykresy nastepujacych funkeji:

Lz(t)=0(t+1)—0(t—1),dla -2 <t <2,
2. z(t) =t0(t —1),dla 0 <t < 2,
3. x(t) = (12 — 1)[sgn(t + 1) +sgn(l — t)], dla -2 <t < 2,

gdzie tzw. funkcja skoku 0(t) i funkcja znaku sgn(t) sa zdefiniowane nastepujaco:

0 dla £ <0 -1 dla ¢t <0
a
0(t) = oraz sgn(t) =<0 dla t=0
1 dla t>0

1 dla t>0

ZADANIE 1.12

Wykazac, ze
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1
Zos:v — = —sin(2x)
ctgg —tgs 4
2.
1 — cos(2x)
tgr = | ——
1 + cos(2z)
3.

I

i okresli¢ zbior wartosci x, dla ktérych ta réwnos$é zachodzi.

1
5— = —1 —ctgw
x

ZADANIE 1.13
Ktore z ponizszych funkcji sg parzyste, a ktore nieparzyste:

f(z) =4 —22* +sin*z;
fl@)=V1i+z+2>—V1—x+a%

3. f(z) = u+wﬂmrwwx

4. f(z) =sinx + cosz;

5. f(z) = ¢u—xﬁ+su+xﬂ

6. f(x) =a” - |l;

7. flz) = zsin?z — 2;

8. flz) = (1+2°)%/2.

ZADANIE 1.14
Niech

(@) :m(““”).

1+2
Wykazac, ze dla dowolnych x1, 25 € (—1,1) spetniona jest tozsamosé funkcyjna

flan) + flan) = f (22,

14 T1T9

ZADANIE 1.15

Niech
377 —1, dla 1<x<0,
f(x) = {tg(z/2), dla 0<z<m,
z/(z?—=2), dla 7<z<6.
Wyznaczyé f<_1)7 f(ﬂ-/2)7 f(27T/3), f(4>7 f(6)
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ZADANIE 1.16
Niech p(z) = 2% i ¥(x) = 2%. Okredli¢ @[ (z)] 1 Y[p(x)].

ZADANIE 1.17
Wyznaczyé okresy funkcji tg(2x), ctg(z/2), sin(27z), | cos(z)| i sin? z + cos* .

ZADANIE 1.18
Udowodnié, ze jesli f(x) jest funkcja okresowa o okresie T', to f(ax + 1), a > 0, jest rowniez
funkcja okresowa. Wyznaczy¢ jej okres.

ZADANIE 1.19

Udowodni¢, ze funkcja f(z) = cos z?

nie jest funkcja okresowa.

ZADANIE 1.20

Wyprowadzi¢ zaleznosci arcsinx + arccosx = 7/2, arctg(1/x) = arcctgr i arctgz + arcctgr =
7 /2. Postuzyé sie rysunkami.

ZADANIE 1.21
Wielkosci A > 0, w i ¢ wystepujace w funkcji f(t) = Asin(wt + ¢) nazywamy odpowiednio
amplituda, czestoscia i faza. Wyznaczy¢ je dla funkcji f(¢) = 3sin(t/2) + 4 cos(t/2).

ZADANIE 1.22
Naszkicowaé funkcje f(x) = v/sinz, g(x) = (x+3)/(x+1) i h(z) = /™. Uwaga na dziedziny!

ZADANIE 1.23
Niech A, ¢, tg i T beda dowolnymi statymi. Zdefiniujmy funkcje f(t) = Ae”. Wykazaé, ze ciag

f(to),f(t0+T),f(t0—|—2T),,f(to—{—nT),

jest ciagiem geometrycznym.

ZADANIE 1.24
Wyznaczy¢ sumy nastepujacych szeregéw geometrycznych:

1 1 2 4 8
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2 Tydzien II: Logika, zbiory i indukcja matematyczna

ZADANIE 2.1
Wykazaé, ze ponizsze zdania sg tautologiami:

1. p =~~~ D (prawo podwdjnego przeczenia)
2. pV ~p (prawo wylaczonego srodka)

3. ~ (p\ ~ p) (prawo sprzecznosci)

4. ~(pAq) < (~pV~q) (prawo de Morgana)

5. ~ (pVq) < (~pA~Qq) (prawo de Morgana)

6. (p=q) & (~qg=~Dp) (prawo transpozycji)

7. (p=q =p=p (prawo Pierce’a)

8. (~p=p) =p (prawo Claviusa)

9. ~p=(p=4q) (prawo Dunsa-Scotusa)

ZADANIE 2.2

Zdaniu p przyporzadkujmy jego wartos¢ logiczna O lub 1, ktora réwniez oznaczmy symbolem
p, zatem zawsze zachodzi réwnoéé p? = p. Sprawdzi¢ nastepujaca korespondencje pomiedzy
zdaniami a operacjami algebraicznymi:

1. ~p 1—0p

2. PAq Pq

3. pVq P+4q—rpq

4. p=yq L —p+pq

5. pEq 1—p—qg+2pq

ZADANIE 2.3
Metoda algebraiczna z zadania 2.2 jest wygodna, gdy sprawdzamy warto$é logiczng zdan zto-
zonych z wielu zdan prostych. Sprawdzi¢ ta metoda tautologie z zadania 2.1 oraz sprawdzié,
czy ponizsze zdania takze sa tautologiami,
L prg=r)ep=(g=7)
[PV (gvr)l<(pVae Vr]
[(p= A ~q=~p
p=[(~p)Vd
[(pvag)=r]=[p=7)V(g=r1)

CUk

ZADANIE 2.4

Podaé¢ elementy nastepujacych zbioréw:
1. {zeN:22<T7}

{reN:z>-8r+1<0}

{reN:|3—2z <3}

{zr eR:2? <3}

{reR:2*+1>0}

AN
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ZADANIE 2.5
Udowodni¢ rownosci zbioréw postugujac sie rachunkiem zdan (sugeruje sie skorzystac¢ z metody
algebraicznej z zadania 2.2):

1. AN(BUC)=(ANB)U(ANB)

2. A—(B-C)=(A-B)U(ANC)
3. [AUB) = AN B’ (prawo de Morgana)
4. [ANB]'= A" U B’ (prawo de Morgana)
5. AU(B-C)=[(AUuB)—-ClU(ANC)
ZADANIE 2.6 U

Dowies¢ indukcyjnie, ze

AtUAyU.JUA, = (A1 — A))U(As— A3) U U(Ap1 — A,) U (A, — A U(A1N AN .NA,)

ZADANIE 2.7
Niech |A| oznacza ilog¢ elementéw zbioru skoriczonego. Wykazaé indukeyjnie, ze

|A; UAyU.. . UA,| < A+ A2+ ...+ A

ZADANIE 2.8 U
(Zadanie Lewisa Carrolla) W pewnej bitwie co najmniej 80% walczacych stracito reke, co naj-
mniej 85% noge, co najmniej 70% oko i co najmniej 75% ucho. Oszacowaé liczbe tych uczestni-
kow bitwy, ktorzy odniesli wszystkie cztery obrazenia, jesli w bitwie wzieto udzial 300 wojow-
nikow. Skorzysta¢ z wyniku poprzedniego zadania i praw de Morgana. [OdpowiedZ: nie mniej
niz 30|

ZADANIE 2.9
Udowodnié¢ indukcyjnie réwnosci:
L. 14+2+4...+n="00
2 2 2 _ n(n+1)(2n+1)
124224 42 = nntbentl),

2.
2
3. P42+ 4nd= (M)
2 n _ 1—q"t!
5. (a+b)" =1, ﬁikﬂakbn_k. (trudniejsze).
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3 Tydzien III: Funkcje odwrotne i granica ciggu

ZADANIE 3.1
Zdefiniujmy funkcje f(x) = (x4 1)/(z — 1). Wyznaczy¢ funkcje f‘l(a:), g(z) = f(z?) i h(z) =
f(f(x)) oraz ich dziedziny.

ZADANIE 3.2
Wyznaczy¢ funkcje odwrotne do funkcji hiperbolicznych

) e’ —e” e’ +e7 " e’ —e™*
sinhr = —5 coshzr = —3 tghr = ———

ZADANIE 3.3
Odwrocié¢ funkcje y = log, (z++va?2 + 1), a > 1, a # 1, 1 wyrazi¢ ja poprzez sinus hiperboliczny.

ZADANIE 3.4 U

Pokazac, ze funkcje
1 3
fry=2>—x+1 i go(az)zi—i—\/x—z

sa funkcjami wzajemnie do siebie odwrotnymi, tj. ze zachodza réwnosci

flo@) =2 i ¢(f@) ==
Sprawdzi¢ dziedziny! Wykorzystujac ten fakt znalezé¢ rozwigzania rownania

3

2
_ 1 = _Z
T T+ +i/x 1

1
2

najlepiej nie rozwiazujac go, ale zastepujac go prostszym!

ZADANIE 3.5
Wykazaé, ze

1.
cos(arcsinz) = V1 — 22

2.
cos(2arcsinz) = 1 — 227

3.
sin(arctgz) = L
V14 a?
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arcsin x = arctg

—
5.
1+
2arccos = arccosr
i okresli¢ zbior wartosci z, dla ktoérych ta réwnosé zachodzi.
ZADANIE 3.6 U
Rozwiaza¢ rownanie
s
arctgy/x(z + 1) + arcsinva? +x + 1 = —.

2
Whrew pozorom jest to prosty problem, jesli zaczniemy od wyznaczenia dziedziny.

ZADANIE 3.7
Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do funkeji

1. y=5"n"
2. y =21
3.y=(1—-2)/(1+x)

ZADANIE 3.8

Korzystajac z definicji granicy ciagu wykazac, ze
1 lim z, =1dlaxz, = (2n-1)/(2n +1)
2. lim z, = 1/3 dla 2, = (3n = 5)/(9n + 4)
3. lim x, = 3/5 dla z, = (3n? +1)/(5n* — 1)

4. lim z, =1dlaz, =(3"+1)/(3"+4)

n—oo

ZADANIE 3.9
Wyznaczy¢ granice ciaggow:

: 3n24+5n+4 : An?2—4n+3
a) lim =20 b) lim 207304

: 142434...4n : 3n2+n
) Jim L d) Jim ($52)

e) lim (v2n+3—+vn—1) f) lim (Vn? —n? +n)
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ZADANIE 3.10 0
Korzystajac z twierdzenia o trzech ciggach znalezé granice ciagu

“ 1 1 1 1

Ty = - + o ——
k;l\/rﬂ—kk Vn24+1 Vn2+2 vnZ4+n

ZADANIE 3.11 0
Korzystajac z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa o ciagu monotonicznym i ograniczonym wyka-
zac¢, ze dla a > 0 ciag

r1=+a, Ty=\a++a,...,xn=~/a+ Tp_1,...

ma granice 1 wynosi ona (v/4a + 1+ 1)/2.

ZADANIE 3.12 U
Wykaza¢, ze ciag
n’m
Tp = COS
n+ 2
nie ma granicy.
ZADANIE 3.13
Wykazaé, ze 0 jest granica ciaggow:
no" 1
an = 5727 bn =
2n3n—|—1 n TL'
W tym celu wykaza¢, ze granicami
hm |a’n+1| 1 : |bn+1|
n—o0 |an| n—00 |bn|

sa liczby nieujemne miniejsze od 1, a nastepnie skorzystaé¢ z twierdzenia o trzech ciagach.

ZADANIE 3.14 U
Zdefiniujmy dwa ciggi dla dodatnich liczb a i b:

T + Yn
2

ri=a, Y1=0, Tni1=\TulUn, Yni1=

Wykazaé, ze z, <y, oraz, ze ciag x, jest ciagiem monotonicznie rosnacym, a ciag y,, monoto-
nicznie malejacym. Zatem ciagi te maja granice. Wykazaé, ze ich granica jest ta sama liczba.
Jest to tzw. Srednia arytmetyczno-geometryczna, wykorzystywana w analizie numerycznej do
wyznaczania niektorych funkeji specjalnych, np. funkcji eliptycznych.
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4 Tydzien IV: Granica i ciagglosé funkcji, asymptoty

ZADANIE 4.1
Wyznaczy¢ granice funkcji:

s 42549247 s zh—1

a) }cl_{q e b) il_)n% o dlan,m €N
. V9+5x+4x2—3 s —x?—x+1

C) }32% x d> iLH% x3—3z+2

e) lim x(va? +1-x) £) lim (1+1/a)™

r—00

ZADANIE 4.2
Wyznaczy¢ granice funkcji:

lim
=0 3r+9" @

T—00

S5r + 1 I ; ( ) ! ( x3 x? >
im arctg(x im — .
St AT, 32— 4 3r+2

ZADANIE 4.3
Wyznaczy¢ granice funkcji:

1 1 1
m < >, lim (r — Va2 +a?), lim z(z — Va2 + a?),

im = —
=0 \x + 3 3 T—00 T—00

dla dowolnych rzeczywistych a.

ZADANIE 4.4
Wyznaczy¢ granice funkcji korzystajac z podstawien:

- 222 — .3
1. };1_{% o603 26 +x = 2°.

2. lim L;’H, 1+x=2".

3. lim sin(z—m/6)

w6 V3—2cosz’ z—m/6=z

ZADANIE 4.5
Funkcje

flz) = w, flz) = ﬂ, f(z) = xzctgr, f(z) = 2? sinl

x x? x
sa nieokreslone dla x = 0. Okresli¢ f(0) tak, aby funkcje te byly ciagle dla x = 0.

ZADANIE 4.6
Dodefiniowaé¢ funkcje w punkcie x = 0 tak, aby otrzymac¢ funkcje ciagta:

1 f(x) =8,
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9. f(l') — 5127395;

x

3. fla) = Y=L,

xT )

2

4. f(ill') = 1S—i1(1:osxx'

ZADANIE 4.7
Dookresli¢ funkcje w wybranych punktach tak, aby byly one w tych punktach funkcjami cia-
gltymi. Czy zawsze mozna tak zrobi¢?

x?—4

_ =itz ) —0: __ 7% q _ _o.
f(.f)ﬁ') T ) axr ) f(ﬂ?) arctg(:v + 2)7 ax )
= 24l dlaz=—1; = sin @ dla z = 0;
o) = s dhn o = =15 f10) = e e =0
22 sin? z
f(x): T_cosz’ dla z = 0; f(x):m, dla x = m;
f(z) = V1+sinz, dla z = 0; f(x):m,dlaggzl;
:C J—
ZADANIE 4.8
Okresli¢ dziedzine funkeji f(z) i pokazaé, ze jest ona tam funkcja ciagta
1
fr) =2 -1 f@)= i @)=t f@)=la

ZADANIE 4.9
Czy funkcja f(x) = 2/4 — sin(7z) + 3 przyjmuje warto$¢ 7/3 na odcinku [—2, 2]?

ZADANIE 4.10
Korzystajac z ciagtosci funkeji f(z) = 2*—1/x na odcinku [1/4, 1] wykaza¢, ze rownanie x 2% = 1
ma przynajmniej jedno rozwigzanie mniejsze od 1.

ZADANIE 4.11
Wyznaczy¢ state a i b z warunku:

1. lim <x2+1 —axr — b) =0;

z—oo \ z+1
2. :}Lr{}o(\/x2—x+1—ax—b) = 0.
J. Z. Kaminski & J. Krupski 12 Rachunek rézniczkowy i catkowy 2011/2012

KAPITAt LUDZKI FUNDUSZ SPOLECZNY



ZADANIE 4.12
Wyznaczy¢ asymptoty nastepujacych funkeji:

y=325 Y=ot Y=oy y=vVIita 4
x2—62+3

y =200 y=get, y="0%  y=garctgr
y = marcetgr, y=In(4-2?), y=Va'-627 y=z+3"%
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5 Tydzien V: Pochodna funkcji. Styczna i normalna do
krzywej plaskiej.

ZADANIE 5.1
Korzystajac z definicji pochodnej jako granicy ilorazu réznicowego wyznaczy¢ pochodne funkcji
cos(ar) i br? — 2z.

ZADANIE 5.2
Wykazaé¢, postugujac sie definicja pochodnej, ze dla funkeji V3 i 3|z| + 1 nie istnieja pochodne
w punkcie z = 0.

ZADANIE 5.3
Wyznaczy¢ pochodne funkcji:

1. 3cosz + 2sinx;

2 sinx+cosx .
* sinz—cosx’

3. (2% + 1)arctgr;

4. x3arcsinz;

51— Va2 +16/x;

6. Vo —+1/y/x+0.12'

7. cos p+sinp .,
: l—cosp

8 2z 441,
Cox?—ztl0

9. 2¢" + Inx;

10. e®(sinz + cos x);

11. In(tgz);

12. In[sin(z® + 1)];

13. In®[tg(3z)];

14. arcsin(y/x2 — 1);

15. arctg(Inz) + In(arctgz);

16. In*[arctg(z/3)];

17. \Jx +y/z + Vz;
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2x
241"

18. arcsin

ZADANIE 5.4
Korzystajac z tzw. pochodnej logarytmicznej,

/P

(l7)) = 7

wyznaczy¢ pochodne funkcji

ZADANIE 5.5
Wyznaczyé pochodne funkcji y = f(sin’x) + f(cosz), y = f(e®)ef® y = log () ¥ (), dla
o(x) > 01i(x) > 0.

ZADANIE 5.6
Wiedzac, ze dla z # 1,
1 — xn—i—l
l+z+22+.. 42" ="—"—
11—z
wyznaczyC sumy
142z +322+ ... +na" !

14+ 222+ 3222+ ...+ n2g" !

ZADANIE 5.7
Wykazaé¢ indukcyjnie, ze dla x # kw, k = 0,+1, 42, ... zachodzi réownosé

sin 2nx

cosT + cos3z + ...+ cos(2n — 1)z = —,
2sinx

a nastepnie wyznaczy¢ sume

sinz +3sin3x + ...+ (2n — 1)sin(2n — 1)z
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ZADANIE 5.8
Napisa¢ rownanie stycznej do krzywej y = f(x) we wskazanym punkcie xq jesli

22 —3r+2ixy=2;

()

flz) =22 —2+51iz9=—0.5;
f(x) =2 +32° =16 1 19 = +2;
(z) =

4. f(x) =sin’xixg = 7/6.

ZADANIE 5.9
Znalez¢ punkty na krzywej y = 23 — 3x + 5, w ktoérych styczna:

1. jest rownolegta do linii y = —2x;
2. jest prostopadta do linii y = —x/9;

3. tworzy kat 30° z dodatnia osia x.

ZADANIE 5.10
Znalez¢ zwiazek taczacy punkt przeciecia stycznej do hiperboli y = ¢/, ¢ > 0, z osia z, jesli
punkt stycznosci ma wspotrzedna x.

ZADANIE 5.11
Niech f(z) = 3z% — 5. Wyznaczy¢ & z przedzialu a < £ < b, spelniajace formule Lagrange’a
f0) = fla)=f(§)(b—a) jeslia=—21b=0.

To samo, gdy a =01 b = 6.

ZADANIE 5.12
Na krzywej y = 2% znalez¢ punkt, w ktérym styczna jest rownolegla do siecznej laczacej punkty

(=1L, -1)i(28).

ZADANIE 5.13

Testem zgodno$ci funkcji nazywamy stwierdzenie méwiace, ze jesli dla wszystkich punktow
z pewnego odcinka (a,b) pochodna f’(z) = 0, to na tym odcinku funkcja f(z) jest stala.
Korzystajac z testu zgodnosci wykazaé rownosci:

1. arcsinx + arccosx = 7/2 dla x € [—1, 1];

2. sin?x = (1 — cos(2z))/2 dla v € R;

3. arccosizZ; = 2arctgr dla 0 < = < oco. Jak ta rownosé powinna wygladaé¢ dla z < 0?

1+2

J. Z. Kaminski & J. Krupski 16 Rachunek rézniczkowy i catkowy 2011/2012

KAPITAt LUDZKI FUNDUSZ SPOLECZAY



Podobnie,

5 T — 2arctgx r2=1

) x

arcsing——; = 2arctgr -1<z<1
—7 — 2arctgx r<—1

ZADANIE 5.14
Wyznaczy¢ parametry a, b i ¢ paraboli y = az? + bx + ¢ tak, aby w punkcie z = 1 byla ona
styczna do prostej y = x i przechodzita przez punkt (—1,0).

ZADANIE 5.15
Niech funkcja f(z) jest funkcja rozniczkowalng i dodatnia. Pokazac, ze wykresy funkeji y; =
f(x) 1y = f(z)sin(az) sa styczne do siebie w kazdym wspolnym punkcie.

ZADANIE 5.16 O
Funkcja

f(x) = {xzsin(l/x) x#0

0 z=0

jest funkcja ciagla (sprawdzi¢ to). Obliczy¢ jej pochodna i sprawdzi¢, czy jest ona funkcja ciagta.

ZADANIE 5.17 U
Wykazaé, ze dla > 01 0 < p < 1 funkcja f(z) = 1 + 2P — (1 4+ x)? jest funkcja rosnaca.
Pokaza¢, ze z tego faktu wynika nierownosé (1 + x)? < 14 2P dla x > 0. Wyprowadzi¢ stad
nierownosé (a + b)P < a? + bP stuszng dla a,b > 010 < p < 1. W szezegblnosei otrzymujemy

Va+b< a+ Vb,

dlaa,b>0in=1,2,3,....

ZADANIE 5.18 U
Wykazaé, ze dla t > 0 funkcja

fe) = (F + 1)

jest funkcja malejaca dla z > 0. Wykorzystac¢ ten fakt przy dowodzie nieréwnosci
(2% +yM)* > (@7 +y")?

shusznej dlaz >0,y > 010 < a < f.

ZADANIE 5.19 U
Poda¢ rownanie wyznaczajace punkty stycznosci prostych przechodzacych przez punkt (X,Y)
i stycznych do wykresu funkcji y = f(x) (rysunek). Obliczy¢ punkty stycznosci, gdy f(x) = 22,
a punkt (X,Y’) ma wspohrzedne a) (1,-3), b) (1, 3).
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ZADANIE 5.20 4
Poda¢ réwnania wyznaczajace punkty stycznosci prostych stycznych do wykresow funkcji y =
f(z) iy = g(x) (rysunek). Okresli¢ te styczne, gdy f(z) = 2? —2x + 21 g(x) = —2* — 22 — 2.

y=f(x)

(Xg:¥g)

ZADANIE 5.21 U
Zadanie ilustruje metode Newtona przyblizonego wyznaczania miejsc zerowych funkcji f(x)
wykorzystujaca styczne do wykresu. Niech zy bedzie miejscem zerowym funkcji, f(zo) = 0.
Wybierzmy jakikolwiek punkt x; blisko lezacy xy. Wyznaczy¢ styczna do wykresu w punkcie
(x1, f(x1)), a nastepnie miejsce przeciecia tej stycznej z osia x. Oznaczmy odcieta tego punktu
jako x9 1 powtdérzmy powyzsza procedure dla punktu x,. Otrzymujemy w ten sposob ciag liczb
X1, Lo, ..., Ty, ... Wykazaé, ze cigg ten zadany jest rekurencja

$n+1 - l‘n - f/($ )
n

i ze jego granica jest miejsce zerowe funkeji f(x). Jakie sa ograniczenia tej metody?

ZADANIE 5.22

Zastosowa¢ metode z zadania 5.21 do wyznaczenia v/2. W tym celu wybieramy f(z) = 22 — 2
i wyznaczamy rekurencje. Niech poczatkowym punktem bedzie 1 = 1. Wyznaczy¢ xs, x3, 74
i sprawdzi¢ jak dobrze liczby te przyblizaja v/2. Co otrzymamy jesli za punkt poczatkowy
wybierzemy z; = —17 Powtorzy¢ rachunki dla zy = 10.
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6 Tydzien VI: Reguta de L’Hospitala. Ekstrema i badanie
funkcji.

ZADANIE 6.1
Korzystajac z regut L’Hospitala wyznaczy¢ granice:

—2ax

: e’ —e .
1. lim St

. Y1+20+1.
2. lim 5=

. T _ o~ % __
3. hmw;

r—0 T-sinz

4. lim 20+2%)

. sin(3z2) |
9, iﬂ% Incos(2z2—x)’

6 1 el/x2_1

: xl_{go 2arctg(z?)—m "

ZADANIE 6.2
Wyznaczy¢ ekstrema i punkty przegiecia funkceji:

1 f(z) =322 — 2 — 922 4+ 7,

2. f(z) =2 — 83 + 2222 — 24z + 12;
3. f(z) =z(z+1)3(x — 3)%

4 flo) = St

ZADANIE 6.3
Przez zbadanie funkcji rozumie sie na ogét wykonanie nastepujacych czynnosci:

e Okreslenie dziedziny.

Sprawdzenie, czy funkcja jest parzysta, nieparzysta lub okresowa.

Wyznaczenie asymptot wykresu tej funkcji.

Wyznaczenie punktow ekstremalnych.

e Wyznaczenie punktow przegiecia.

Naszkicowanie wykresu.
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Zbada¢ funkcje:

W) f@) = B f(o) =2* =30t 4307 =5 ) f(o) =
d) f(x) —x(l—i—i)x e) f(z) —arcsin(xff_l) f) f(x) =2+ 1In(a* — 1)
9) f(x) = 2%e/® h) f(z) = (14 2)Y® i) f(x) = ;sin(2x) + cosx

ZADANIE 6.4
Zbada¢ funkcje i naszkicowaé jej wykres, jesli:

1. y=a%—32* + 322 - 9;

2. y=Jr—x+1,

_ 223 |
3' Yy = x2—4"
_ 1-a3,
4‘ y_ x2

5.y =z +In(z? — 1);

1—x2 .
14227

6. y = arcsin

7.y =exp(Vaz?+1— Va2 —1);
8. y=[1+af?/ .
ZADANIE 6.5 O

Pokaza¢, ze istnieje funkcja y = y(z) zdefiniowana réwnaniem y* + 3y = x i wyznaczy¢ jej
pochodna ¢/ (z).

ZADANIE 6.6
Niech y = 22% — z*. Okresli¢ obszary, na ktoérych funkcja ta jest funkcja monotoniczng i wy-
znaczy¢ dla nich funkcje odwrotna x = x(y) a nastepnie obliczy¢ jej pochodng 2'(y).

ZADANIE 6.7

Niech 114
u(v) = = In v
2 1—vw

Okresli¢ obszary monotonicznosci i wyznaczy¢ funkcje odwrotna v(u). Sprawdzié¢ relacje

du dv
/ / e Sk
' (v)v'(u) = o du
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ZADANIE 6.8 0
Niech funkcja f(z) jest okreslona na odcinku [a, b]. Wybierzmy jakiekolwiek dwa punkty z tego
odcinka x1 < x9. Funkcje f(z) nazywamy funkcja wklesta na odcinku [a, b] jesli wykres prostej
przechodzacej przez punkty (x1, f(x1)) 1 (xq, f(x2)) nie lezy na odcinku [z, 22| powyzej wykresu
funkeji f(x). Wykazaé, ze t¢ wlasciwosé mozna zapisa¢ nieré6wnoscia

flaz; + (1 —a)zs) 2 af(x)) + (1 —a)f(z2), 0<a<l

Jak w podobny sposob zdefiniowaé funkcje wypukla? Definicje te sa ogodlniejsze od tych wyko-
rzystujacych drugie pochodne funkcji, gdyz nie zaktadaja rézniczkowalnoscei funkcji.

Wiemy, ze funkcja Inz jest funkcja wklesta dla dodatnich = (tj. w calej swojej dziedzinie).
Wykazaé, ze implikuje to nieréwnosé

ar; + (1 —a)zy > 25257, 21,25 >0, 0<a<l,

ktorej konsekwencja jest nieréwnosé

n a1+a2+-.-+an+ (i1 >(a1+a2+...+an)#1 L

n—+1 n n+17~ n Int1)

dla naturalnych n i dodatnich a;. Wykorzysta¢ ten wynik, aby pokaza¢ indukcyjnie, ze $rednia
arystmetyczna liczb dodatnich jest nie mniejsza od ich Sredniej geometrycznej, tj.

1
a+ax+...+a, > <a1a2..-an)”.
n
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7 Tydzien VII: Wzér Taylora

ZADANIE 7.1
Korzystajac ze wzoru Lagrange’a dla funkcji f(z) = Inz dla odcinka [b,al, b > 0, wykazac
nieréwnosci

CL_b<lng<a_b
a b b

ZADANIE 7.2
Korzystajac ze wzoru Lagrange’a dla funkeji f(x) = 2P (p > 1) dla odcinka [b, a], b > 0, wykazac
nieréwnosci

p Ha—b) < a’ — b < pa’(a—b)

Czy nieré6wnosé ta zostanie zmodyfikowana, gdy p < 17
ZADANIE 7.3
Udowodnié, ze jesli funkcje f(z) 1 g(x) sa rozniczkowalne i pierwsze pochodne sg ciagle, f(xg) =

g(xo) i dla x > zg zachodzi nier6wnosé¢ f'(x) > ¢'(x), to f(x) > g(z) dla x > z,. Skorzystac ze
wzoru Lagrange’a.

ZADANIE 7.4

Udowodnié¢, ze jesli funkcje f(x) i g(x) sa rozniczkowalne n-krotnie i pochodne sa ciagte,
fE(xo) = ¢gF(mo) dla k = 0,1,...,n — 1 i dla x > x zachodzi nieréwnosé¢ f"(z) > g¢"(x),
to f(x) > g(z) dla z > xo. Skorzystac¢ ze wzoru Lagrange’a.

ZADANIE 7.5
Wykorzystujac zadanie 7.4 udowodnié¢ nieréwnosci:

e*>1+2 dla x#0

2
x—%<1n(1+m)<x dla >0

(L’S

x—€<sinx<x dla >0

3
tgx>x—|—:% dla O<x<g

Poda¢ geometryczna ilustracje tych nieréwnosci.

ZADANIE 7.6
Poda¢ pie¢ pierwszych wyrazoéw z rozwiniecia w szereg Taylora wokéw punktu x = 0 funkcji

Vi+z, (1+4+2)% In(l+4+=x), arcsinz, arctge
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ZADANIE 7.7
Postugujac sie wzorem Taylora wykazaé, ze

ti (o )t - Vi) = |

ZADANIE 7.8
Postugujac sie wzorem Taylora wykazaé, ze

lim [:v — 22 ln(l + l)} = %

T—00 T

ZADANIE 7.9
Postugujac sie wzorem Taylora wykazaé, ze

1
lim 2 °[sin(sinz) — av/1 — 22| = 9—3
ZADANIE 7.10
Postugujac sie wzorem Taylora wykazaé, ze
Co1/1 1
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8 Tydzien VIII: Calki nieoznaczone

ZADANIE 8.1
Wyznaczy¢ funkcje pierwotne (catki nieoznaczone):

1 1 sinx + cos
dz v/1 — 3z, /d ———rt /d —_ /d
/ . v 362—31’2 x\/2—3a:2 smx—cosx
1 1
de ——, /d:pi, /dx 1+ 22732 /dx
/ v+ 1 oVt —1 ( ) 1—|—x
1 1 1 1
dr —, /d _ /d —_— /d ,
/ v z(1 — ) T fee x\/l—i—eh xxlnx-ln(lna:)

/ d T / d sin x d sinh / d sin x cos x
r—-, x r——, x .
4 + g4 Vcos 2z v/ cosh 2x Va2sin? z + b2 cos? x

ZADANIE 8.2 U
Wyznaczy¢ catke

/ v 1 — sin 2zdx

tak, aby funkcja pierwotna byta funkcja ciagla dla wszystkich z.

ZADANIE 8.3
Roztozy¢ na funkcje podcatkowe utamki proste i wyznaczyé catki:

firaty o i

r————— T _—

x2+x—2’ (@2 + 1) (22 +2) Tt 1322+ 2
x x+1

d /d VP YCREEE /d SO

/x 2 2x—1 T 221 "o+l
1 x

de— " /d - /d .

/%6—:53—2 @ 1 2) @t D@+ 2)(x+3)

ZADANIE 8.4
Catkujac przez czesci wyznaczy¢ calki:

/dx z? arccos , /d:z: arcsmx} /d:z: arctg(y/x),
In( V1 2
/dx (arcsin x)?, /dx$ nr+ vIte ), /dxe\/l—l—xQ,

V1+ a2
t In(si
/d:z: sin(ln x), /dx%, /dx H(L;lm)
e’ sm” x
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ZADANIE 8.5 U

Niech 1
I, = /d:c B
(1+22)n

Zmalez¢ liniowa rekurencje wyrazajaca [, poprzez I, 1, a nastepnie wyznaczy¢ catke

/dx x? +x
(14 22)3

ZADANIE 8.6
Wyznaczy¢ calki z funkeji trygonometrycznych:

/dx sin z, /dx ctg’z, /dx tg’z,

1 cos® x 1
/ dy —mM8M—— T / dx / do ——.
sin x cos? x sinz sin* x

ZADANIE 8.7
Wykazaé, ze jezeli y = az? +br +cia # 0, todlaa >0

dx 1 Y
2wt ya) o
Vi o Va G 7)

adlaa<0

/_x—L —y,_|_c
VY  V—a Vb? — dac

Najprosciej jest zrozniczkowaé prawg strone. Zachecamy jednak do wybrania "drogi pod prad".

arcsin

ZADANIE 8.8
Wyznaczy¢ catke

1
dz
/ r+vVri+ax+1

korzystajac z dwoch podstawien va?+x+1 =2+ u lub Va2 + 2+ 1 = zv + 1 i poréwnac
wyniki.
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9 Tydzien IX: Calki oznaczone i ich zastosowania

ZADANIE 9.1
Korzystajac z definicji calki Riemanna wykazaé, ze

1
1
JLralOSn:/dxw:§
0
gdzie
13k

S,-1%

n,3n

ZADANIE 9.2
Korzystajac z definicji calki Riemanna wykazaé, ze

s 1+

1
limSn:/dx ! =1In2
0
gdzie
|
S, = .
Zn—l—k

k=1

ZADANIE 9.3
Korzystajac z definicji catki Riemanna wykazaé, ze

1
1 T
lim S, — /d _T
fim 0= [drg s =
gdzie

n n

S, = _.
Z n2 + k2

k=1

ZADANIE 9.4 U
Wykazaé, ze dla bardzo duzych x funkcja f(z) okreslona calka

flz) = /Idtet2
0

zachowuje sie jak
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W tym celu zbadaé¢ granice

Jin 22
2x

i wykazaé, ze jest ona réwna 1.

ZADANIE 9.5
Wykazaé, ze dla a > 0

a 1 a2
de2®f(2*) = = [ doaf(x).
[4rere=a]

ZADANIE 9.6 U
Wykazac, ze caltka

w/2

1, = /dx sin” x
0

spetnia zwiazek rekurencyjny
n—1

I, = I, 5.
Wykazaé, ze
(2k — )l w
Ly =~
(2K)!11 2
lub
I (2R
T2k + DN
gdzie

| 1-3-5...n, dlanieparzystychn
n!l =
2-4-6...n, dlaparzystychn

Powtorzy¢ rachunki dla catki

dx cos™ x.

Jp =

o\%

ZADANIE 9.7 O
Niech

w/4

I, = /dmtg%x.
0

Wykazaé rekurencje
1

= — I, .
om—1 !
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ZADANIE 9.8
Korzystajac z wynikow zadania 9.7 obliczy¢ catki

1 1 n

/dx (1—2?)", O/d:c \/%

0

ZADANIE 9.9 O
Niech

w/2
J(2m,2n) = / dz sin®™ x cos™ .
0

Udowodnié¢ rekurencje

2n — 1
J(2m, 2n) = 2:; 77 (@m 2,20~ 2)
a nastepnie, korzystajac z zadania 9.7 wykazaé, ze
B 7(2n)!(2m)!
J(2m, 2n) = 22m+2ntimInl(m + n)!
ZADANIE 9.10 U

Niech dla naturalnych n i m
1
B(m,n) = /dx 2" (1 — )"t
0

Wykazaé¢ rekurencje

—1
B(m,n):n B(m+1,n—1)
m
a nastepnie rownosé
— 1! — 1!
(n+m—1)!

Funkcja B(p, q) dla dodatnich argumentéw nazywana jest funkcja Eulera drugiego rodzaju.
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ZADANIE 9.11
Stosujac zamiane zmiennych (czasami réwniez zamiane granic) wyznaczy¢ calki

V3
drv4 — 22, x=2sint

2 —4 2
/dxf, r=—
T cost
w/2

CoS T .
dx . ——, t=-sinx
6 — 5sinx + sin“ x

57 /4
sin 2x
/ de ————, t=tgx
cost z + sin*
w/2
1
/ de ——, x = 2arctgt
J 2+ cosx

ZADANIE 9.12
Wyznaczy¢ pole ograniczone krzywymi

y=2% y=2z—a’
oraz prostymi z =01z = 2.

ZADANIE 9.13
Wyznaczy¢ pole ograniczone krzywymi

ZADANIE 9.14
Wyznaczy¢ pole ograniczone krzywymi

y=—Va(@x—-1), y=valx-1)

ZADANIE 9.15
W jakim stosunku parabola y? = 2z dzieli powierzchnie kota 22 4 ? = 8?

ZADANIE 9.16
Obliczy¢ dhugosé gornej czesci okregu o rownaniu y = v/a? — x2.
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ZADANIE 9.17
Wyznaczy¢ dtugosé linii dla b < z < a jesli

1. y=cln(c?/(c* —2%)),b=0,a < c.
2. y=Incosz,b=0,a < /2.

3. y:alnﬁi“j*ﬂ—\/cﬂ—x?,0<b<a.

ZADANIE 9.18
Wyznaczy¢ objetos¢ figury powstatej w wyniku obrotu krzywej y = aarcsin(z/a), 0 < z < a
wokot osi x.

ZADANIE 9.19
Wyznaczy¢ objetosé figury powstatej w wyniku obrotu krzywej y = acosh(z/a), 0 < x < b
wokot osi x.

ZADANIE 9.20
Wyznaczy¢ objetosé elipsoidy osiowo-symetrycznej powstatej w wyniku obrotu krzywej y =
ay/1— (x/b)?, =b < x < b wokot osi x.

ZADANIE 9.21
Wyznaczy¢ pole powierzchni bocznej powstatej w wyniku obrotu krzywej y = zy/x/a, 0 < x < a
wokot osi z.

ZADANIE 9.22
Wyznaczy¢ pole powierzchni bocznej powstalej w wyniku obrotu krzywej y = acos(mx/2b),
0 < x <bwokoét osi z.

ZADANIE 9.23
Wyznaczy¢ pole powierzchni bocznej powstatej w wyniku obrotu krzywej y = tgz, 0 < x < 7/4
wokot osi .

ZADANIE 9.24
Wyznaczy¢ pole powierzchni bocznej powstalej w wyniku obrotu krzywej y = acosh(z/a),
—b < x < b wokot osi x lub osi .

ZADANIE 9.25
Wyznaczyé pole powierzchni bocznej powstatej w wyniku obrotu krzywej y?/3 + 2%/% = o?/3,
—a <z < a wokol osi x.

ZADANIE 9.26
Wyznaczy¢ catke

/\/1 T 24t
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stosujac np. podstawienie v/1 + t? = t + u, gdzie u jest nowa zmienna.
Korzystajac z powyzszego wyniku wyznaczy¢ pole powierzchni bocznej powstatej w wyniku
obrotu krzywej y = sinz, 0 < x < m wokot osi z.

ZADANIE 9.27
Obliczy¢ calki niewlasciwe

by 1 7 1 ¥ 1
de ——, /d —_— /d ———

/ T r—2 x(x2+x+1)2 T

2 —00 0
00 1 0

1
[artiih Jargtm Jar
—

J s x J zvV1+x° +x

/2

rlnx T arctgr
O/dl’ m, O/dl’ m, /dﬂf In sin x.

ZADANIE 9.28
Wykazaé dla a,b > 0 rownosé

Zda:f(aa: + Z) = ide f(Vx? 4 4ab).

ZADANIE 9.29 O
Wyznaczy¢ granice:

[dtv1+t
cost .
hmx/dt , lim ——————,

[dtt lo—t

gdzie a > 0 a f(t) jest funkcja c1qglad na odcinku [0, 1].

ZADANIE 9.30
Zbada¢ zbieznos¢ calek niewtasciwych:

|

7 x? ¥ 1
de ——————, /d Y — /d ,
0/ xx4—x2—i—1 / Im?/x?-kl / Tz

/dx arctgx’ / sin? /d:c Inx |
x 1 — a2
0 0
J. Z. Kaminski & J. Krupski 31 Rachunek rézniczkowy i catkowy 2011/2012

) KAPI TALLU DZ KI FUNDUSZ Eﬁgffﬁéi‘i'



/da:xp 1 /dxw”lnql /dw L )
J 1+ an

J. Z. Kaminski & J. Krupski 32 Rachunek rézniczkowy i catkowy 2011,/2012
KAPITAL LUDZKI .

NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI * o K



10 Tydzien X: Dalsze zastosowania calek oznaczonych.
Szeregi liczbowe i potegowe

ZADANIE 10.1
Wyznaczy¢ pole powierzchni ograniczonej elipsa

2 2
T Yy
PER

Uzy¢ parametryzacji z(t) = acost, y(t) = bsint.

ZADANIE 10.2
Wyznaczy¢ pole powierzchni ograniczonej asteroida

2B = 2B >0
Uzy¢é parametryzacji o(t) = acos®t, y(t) = asin®t.

ZADANIE 10.3 U
Wyznaczy¢ pole powierzchni ograniczonej krzywsa zadana parametrycznie

x(t) =asint, y(t) =bsin2t

ZADANIE 10.4
Wyznaczy¢ pole powierzchni ograniczonej petla liscia Kartezjusza

23+ 9® =3ary, a>0
Uzy¢ parametryzacji z(t) = p(t) cost, y(t) = p(t)sint i wyznaczy¢ zaleznosé p(t).

ZADANIE 10.5
Wyznaczyé¢ dhugoéé linii zadanej parametrycznie

T
r=cos't, y=sin't, 0<t< D)
ZADANIE 10.6

Wyznaczy¢ dhugosé linii zadanej parametrycznie

r=a(t—sint), y=a(l—cost), 0<t< 27
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ZADANIE 10.7
Wyznaczy¢ dtugosé linii zadanej parametrycznie

r=cosh®t, y=sinh®t, 0<t<T

ZADANIE 10.8
Wyznaczy¢ objetosé figury powstatej w wyniku obrotu krzywej zadanej parametrycznie

r=asin®t, y=>bcos’t, 0<t<2r
wokot osi z lub osi y.

ZADANIE 10.9
Wyznaczy¢ objetos¢ figury powstatej w wyniku obrotu krzywej zadanej parametrycznie

r=2t—1* y=4t—t* 0<t<2
wokot osi z lub osi y.

ZADANIE 10.10
Wyznaczy¢ objeto$é figury powstatej w wyniku obrotu wokét osi x obszaru ptaskiego ograni-
czonego krzywymi

ZADANIE 10.11
Wyznaczy¢ pole powierzchni bocznej figury powstatej w wyniku obrotu wokoét osi x cykloidy
zadanej parametrycznie

r=a(t —sint), y=a(l —cost), 0<t< 2w

ZADANIE 10.12
Wyznaczy¢ pole powierzchni bocznej figury powstatej w wyniku obrotu wokoét osi « kardioidy
zadanej parametrycznie

r=a(2cost —cos2t), y=a(2sint—sin2t), 0<t<7

ZADANIE 10.13
Wykazaé, ze jezeli wyraz szeregu a,, da sie przedstawi¢ w postaci a,, = x,, — 2,11, gdzie x,, jest
n-tym wyrazem ciggu zbieznego do g, to

Z ap =21 — 49
n=1
Uogolni¢ ten wynik, gdy a, = z, — p4k, gdzie k£ > 1 jest pewng liczba naturalna.
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ZADANIE 10.14
Wykorzysta¢ wyniki z zadania 10.13 i wyznaczy¢ wartosci szeregow:

1 1 1
gn(njtl)’ ; (2n—1)(2n+1)’ n; 3n—2)(3n+1)’
; n(n+3)’ n; (n+1)(n+2)’ Z:: (2n —1)2(2n + 1)%’
i 2n+1 i n? > 1
antn+ 1) mn+ Dn+2)(n+3)(n+4) S (at+n)(a+n+1)
ZADANIE 10.15 U
Wykazaé, ze dla o r6znych od zera i ujemnych liczb catkowitych
s 1
“(a+n)(a+n+1) «
ZADANIE 10.16 U
Wykaza¢, ze dla o r6znych od zera i ujemnych liczb catkowitych
> 1 1

>

—(a+n)(a+n+1)(a+n+2) - 20(a+ 1)

Jak dobra¢ a aby otrzymaé réwnosé
1 1 1

1.4-7+4.7.10+”'_24

ZADANIE 10.17
Stosujac kryterium d’Alamberta zbadaé¢ zbieznosé szeregow:

S S s
—nl’ = (2n)
i (n!)? i n® > (2n)!
n=1 2n* Z2m 3T o (nl)er

ZADANIE 10.18
Stosujac kryterium Cauchy’ego zbadaé¢ zbieznosé szeregdw:

0o 9] 2 00 n+1/n

n n
(arctg(n2 + 1))71’ I\ [B)
7;1 7;1 (2 + %) T; (271%)
> no\r ey non? & (nh)”
Z(2n+1> ’ ;(n+1> 2% nz::l nn?
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ZADANIE 10.19
Stosujac kryteria d’Alamberta lub Cauchy’ego zbadaé zbieznos¢ szeregu

P Gl
n=1

ZADANIE 10.20
Stosujac kryterium catkowe zbadaé¢ zbieznosé szeregow:

~ In(=—= il
;n+1ln(n+1)’ ;\/ﬁ”(n_l), ;3”

ZADANIE 10.21
Zbadaé zbieznos¢ szeregu naprzemiennego (kryterium Leibnitza)

S

n=1

L2n+100ne X In'%n . 2n+D)n &
(3n+1)’ PR e Pl

n=1 n=1

=
%.—

ZADANIE 10.22
Zbadaé zbieznos¢ szeregu potegowego (jego promien zbieznosci i zbieznosé szeregu liczbowego

na brzegu)
>

2
n=1 n

oraz szeregu utworzonego z pochodnych jego wyrazow.

ZADANIE 10.23
Zmnalez¢ promien zbieznosci szeregu potegowego

OOn n
2 5"

ZADANIE 10.24
Obliczy¢ promien zbieznosci szeregu:

’VL

1 o
xn’ n
nzln.5n nz:%)n—i_1

o0 1 o0
L X
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o0 2 e8] | [e§) 23n 1 3
n—xn’ Z \/Filjn, Z n n,
3n - 4ntl 10n -5
n=1 n=0 n= 2
* (n?+n)- 2% >, (2n)! > (n!)
Z ( ) $n, Z ( : 2%”, Z ' n
n=1 n=0 (TL) n=0 (37’L)
ZADANIE 10.25 U
Wykazaé, ze rozwiniecie Taylora prowadzi do nastepujacego szeregu potegowego
1 1 1-3 1-3-5 1-3-5-7 2n—1)
—1-= 2 3 - v Y0 4 -1 A=Y ) n
N o' o Tt T T +Z lon "
Okresli¢ jego promieri zbieznosci a nastepnie, korzystajac z catki
e
arcsinr =
TSR 1 —¢2
podaé rozwiniecie w szereg potegowy funkeji arcsin z.
ZADANIE 10.26
Korzystajac z catki
roo
tgr = [ at
arctgx P
0
poda¢ rozwiniecie w szereg potegowy funkcji arctge.
ZADANIE 10.27
Rozwinaé¢ w szereg potegowy funkcje
3+ 2x
fw) =
i okresli¢ jego promien zbieznosci.
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11 Tydzien XI: Ro6wnania rézniczkowe zwyczajne

ZADANIE 11.1
Rozwigzaé¢ rownanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu (typ: o rozdzielonych zmiennych):

d d d d
2952%:3/, x2£+y—a:0, xy:(a+x)(b+y)d—i, x(1+ey)—ey£,
:17\/1+y2—|—y\/1+x2% x%—i—lza:g—% (x2+1)y3+(1—y2)x3%:0.

de’ ~dx da’ da

ZADANIE 11.2
Rozwiazaé réwnanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu (typ: jednorodne wzgledem x i
y):

dy dy dy

r—=x+4+y, r—=yln=.

2 dy
dz’ dx dx x

=22 tay+y?, 2yt =2y
dx

ZADANIE 11.3
Rozwiaza¢ rownanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu (typ: liniowe jednorodne pierw-
szego rzedu):

dy gy dy 2z-1 dy

dy .
dr 2 de . 2 ¥ @Zytgx’ ﬁzy(a:smx—cosx).

ZADANIE 11.4
Rozwigzaé¢ rownanie rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu (typ: liniowe niejednorodne pierw-
szego rzedu):

dy d dy dy 3 5

f:xy%—xeﬁ, d—isinx:—ycosm—ksian, r—= =y + 227, 2x*2y+§x.

dx dx dx

ZADANIE 11.5
Rozwiaza¢ rownanie rozniczkowe zwyczajne drugiego rzedu (typ: F(y,v/,y") = 0):

20" =3¢, y' =’y =1, 2% =(y—1)y", Y'(1+y)=y1+y?), QA+ =y

ZADANIE 11.6
Rozwigzaé¢ rownanie rozniczkowe zwyczajne drugiego rzedu (typ: liniowe jednorodne):

1
Yy =00 Y2y 5y =00yt =9y Y 2y =0
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ZADANIE 11.7
Rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe zwyczajne drugiego rzedu (typ: liniowe niejednorodne):

y'+4y =sin(mz), y' —y=2xcosr+e*, y' +y=tgr, Yy —4y+4dy=¢"+e".
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12 Tydzien XII: Uklady réwnan rézniczkowych zwyczaj-

nych.

ZADANIE 12.1

Rozwiazac¢ uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych jednorodnych z zadanymi warunkami po-

czatkowymi:

ZADANIE 12.2

d
dt
d
dt
d
dt

E )=(1)0) G0
b)) 6 G

(546

z
)
z
)
T
Y

Rozwiaza¢ uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych jednorodnych z zadanymi warunkami po-

czatkowymi:

ZADANIE 12.3

N

ININSI

INIIS S

2 0 1 x z(0) 1
=|1-13 —-1||y], y(0) [ =10
330 (e8)-0)
01 1\ [z z(0) 0
MK
110/ \» 2(0) 0
-2 1 2\ [z z(0) 2
(496 66
—2 2 2] \z 2(0) 1

Rozwiaza¢ uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych niejednorodnych:
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ZADANIE 12.4
Rozwiaza¢ uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych niejednorodnych:

q (* 5 —2 4 x 0
wlv]= 1 1 1 yl+ €
z —4 3 -3 z 0
q (* -2 3 1 T t
T yl=[-2 -1 2| |y]|+|e?
z -1 3 0 z 0

ZADANIE 12.5
Uktad réwnan opisujacy schemat kinetyczny przemian chemicznych

ko

ASB B,

k1

ma postac

dA
— = —kiA+ kB
dt 1 + 20,
dB
— =kiA— (ks + k3)B
1 1 (kg + k3) B,
dC
— = k3B.
a — ?

Rozwiazaé¢ ten uktad rownan dla ky = k3 = 2 1 ks = 1 z warunkiem poczatkowym A(0) = Ay,
B(0) = C(0) =0.
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13 Tydzien XIII: Cigglos¢ funkcji wielu zmiennych. Po-
chodne czastkowe i ekstrema.

ZADANIE 13.1 U
Korzystajac z definicji otoczeniowej Cauchy’ego wykazaé, ze granica funkcji

sin(zyz)
r,Yy,z) =
Hew2) = o

w poczatku uktadu wspotrzednych jest liczba 0. Wykorzysta¢ fakt, ze srednia arytmetyczna
trzech liczb dodatnich jest nie mniejsza niz ich srednia geometryczna.

ZADANIE 13.2
Wykazaé, ze funkcja

2xy
f(z,y) = m
nie ma granicy w zerze.
ZADANIE 13.3
Wykazaé, ze cho¢ dla funkcji
222
f(z,y)

= 2.2 2
w?y? + (z —y)
granice iterowane sg réwne

iy (i ,)) = lim(1im f (2, )) = 0

z—0 y—0

to mimo tego funkcja nie ma granicy w zerze.

ZADANIE 13.4

Wykazaé, ze dla funkcji
.11
flz,y) = (z+y) sin — smg

granice iterowane nie istnieja, ale mimo to funkcja ma granice w zerze.

ZADANIE 13.5
Wyznaczy¢ granice iterowane

lim(lim f(z,y)), oraz lim(lim f(x,y))

Tr—a y_>b y_,b T—a
jesli
1. ) )
r°+y )
f(x’y):x2+y4’ a = 00, b:OO,
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f(x,y):sinzxﬁf_y, =00, b=o0;
3. L

fe)= 1o, a=-too, b=40;
4. R

f(%y):@tglex?/ a=0, b=o0;
D.

f(a,y) = log,(x +y), a=1, b=0.

ZADANIE 13.6
Wyznaczy¢ granice podwojna

r+y
ml—{go 2 _ 2
Yoo LT XY Y
dowodzac nieréwnosci
o<| 2t gt L
Cla?—ay 2t o]yl
ZADANIE 13.7
Wyznaczy¢ granice podwojng
2 + y?
:1:1—>oo 1-4 + y4
Yy—00
dowodzac nieréwnosci
iyt a2 2
ZADANIE 13.8
Wyznaczy¢ granice podwojng
. xy N2
lim (———
i)
dowodzac nieréwnosci
Ty \e? 1\ =2
ZADANIE 13.9 U

Wykazaé, ze dla dostatecznie wiele razy rozniczkowalnych funkcji zachodzi
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0%*u 0%u 1" !
- Th e w=fly )~ el )
5 N , 0% 0?
°z - - = 1 =
T TV gy T Wy, =0 dla u=afy/o)

ZADANIE 13.10
Wyznaczy¢ punkty krytyczne funkcji

flz,y,2) = 22 —2x — y> + 3y + 522
i okregli¢ ich charakter.

ZADANIE 13.11
Wyznaczy¢ punkty krytyczne funkcji

flzy) =a* +y* — 2 — 20y — o
1 okresli¢ ich charakter.

ZADANIE 13.12
Wyznaczy¢ punkty krytyczne funkcji

fla,y) = 22" +y* —a® — 2y
i okresli¢ ich charakter.

ZADANIE 13.13
Wyznaczy¢ ekstremum funkcji

flay) =1 a2+ y?

ZADANIE 13.14
Wyznaczy¢ najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji

flr,y) =2° +y* =30 -2y — 1
na trojkacie (razem z jego brzegiem), ktorego wierzchotkami sa punkty (0,0), (0,3) i (3,0).

ZADANIE 13.15
Wyznaczy¢ punkty krytyczne i okresli¢ ich charakter dla funkcji
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flay) =2 (6 —z—vy)

2.
flz,y) =2 +y° = 3ay
5 50 20
4.
22 g2
flz,y) =2y 1—¥—§
> + by +
ar + by + ¢
f(l',y)zm, a2—|—b2—i—027é0
6.
flz,y) =x+y+4sinzsiny
7.
flz, oy, 2) = 2® +9* + 2% + 22 + 4y — 62
8.

flz,y, 2) = 2® + 9%+ 2° + 120y + 22

ZADANIE 13.16
Znalez¢ wszystkie punkty krytyczne funkcji f(x,y) = zy*(3z + 6y — 2) oraz g(x,y) = z* +y* —
2(z — y)? i okresli¢ ich charakter.

ZADANIE 13.17
Znalez¢ wszystkie punkty krytyczne funkcji f(z,y) = 2° — 42? — zy — y? oraz g(z,y) = (y —
2?)(2 — x — y) i okregli¢ ich charakter.
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14 Tydzien XIV: Ekstrema z wiezami

ZADANIE 14.1

Stosujac metode czynnikéw Lagrange’a znalezé punkt na plaszczyznie x + y + 2z = 1 lezacy
najblizej poczatku ukladu wspoétrzednych. W tym celu okresli¢ punkty stacjonarne funkcji
flz,y,2) = 2% + y?® + 2? z warunkiem wiazacym zadanym przez réwnanie plaszczyzny. Jak
sformutowaé¢ ten problem (a nastepnie rozwiaza¢ go), gdy szukamy punktu na plaszczyznie
najblizszego punktowi (2,1, 1)?

ZADANIE 14.2
Wyznaczy¢ ekstrema funkcji f(z,y) = x + y 1 okresli¢ ich charakter z warunkiem wiazacym

1 1 1
xQ? a?

Zadanie rozwiaza¢ metoda Lagrange’a i metoda eliminacji warunku wigzacego, wprowadzajac

jego parametryzacje
a a
T = , y=—, 0< ¢ <27
COS sin @

ZADANIE 14.3
Metoda Lagrange’a wyznaczy¢ ekstrema funkcji f(x,y,2) = x + z — 2 z warunkiem wiazacym
x +y? — 22 = 1. Okresli¢ charakter tych ekstremoéw.

ZADANIE 14.4 |
Udowodnié nieré6wnosé

2 7 2 ’

W tym celu wyznaczy¢ minimum funkcji

ajTL + yn

fx,y) =

z warunkiem wiazacym x + y = s.

ZADANIE 14.5
Wisrod trojkatow o obwodzie ¢ znalezé ten o maksymalnym polu. W tym celu skorzystaé¢ ze
wzoru Herona na pole trojkata o bokach a, b i c,

P = \fs(s —a)(s = b)(s — o),

gdzie s = (a+b+c)/2. Tym trojkatem jest oczywiscie trojkat rownoboczny. Zastosowaé metode
czynnikow Lagrange’a.
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ZADANIE 14.6
Na sferze 22 +y%+2% = 1 wyznaczy¢ punkty najblizszy i najdalszy punktowi (1, 3, 4). Zastosowaé
metode czynnikow Lagrange’a.

ZADANIE 14.7

Powierzchnia zadana jest réwnaniem x® + yz — 2zy2? = 0. Wykazaé¢, ze rownanie plaszczyzny
stycznej do niej w punkcie (1,1,1) ma posta¢ z —y — 3z = —3, a jej odleglosé od poczatku
uktadu wspotrzednych wynosi 3/v/11. Wykazaé, ze punkt (—3/11,3/11,9/11) jest punktem
plaszczyzny stycznej najblizszym poczatkowi uktadu wspotrzednych. W tym celu, postugujac
sie metoda czynnikéw Lagrange’a, wyznaczy¢ minimum funkcji f(x,y,2) = 2% + y> + 22 z
warunkiem wigzacym zadanym przez rownanie plaszczyzny stycznej.

ZADANIE 14.8
Wykazaé, ze

rT+y—+z
PAVEE S ()

W tym celu wyznaczy¢ maksimum funkeji f(z,y, z) = zyz z warunkiem wiazacym z+y+2z = s.

ZADANIE 14.9 O
Udowodnié nieréwnosé Holdera

1 1
T1Y1 + T2Y2 < (‘/LJl) + xg)l/p(yil + yg)l/qy TiyYi > 07 p,q > 1’ ]; + 5 =1

Jest ona uogodlnieniem nieréwnosci Schwartza dla p = ¢ = 2.
W tym celu, przy zadanych y; rozwazyé funkcje dwoch zmiennych

flar,m5) = (2} + 25) P (yf + )/
z warunkiem wigzacym x1y; + 2y = s 1 wykazaé, ze osiagga ona minimum dla
?/lxg_l = Z/lef_l

czyli, ze zachodzi

flzy,29) > f<x1a9€1<2;2)"11>

1
co sprowadza si¢ do szukanej nieréwnosci.
Uogolnié¢ te nieréwnosé na przypadek n par liczb dodatnich,
n n 1 n 1
inyi < (fo)p(Z?Jg)q
i=1 i=1 i=1

postepujac analogicznie jak powyzej.
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ZADANIE 14.10

Wyznaczyé ekstrema funkcji f(z,y) = 2% + (y — 1)? z warunkiem wiazacym z? — y? = 1.
Podac¢ interpretacje geometryczng tego zagadnienia zauwazajac, ze warunek wigzacy jest dany
rownaniem hiperboli a funkcje f(x,y) mozna interpretowaé jako kwadrat odleglosci dwoch
punktow.

2

ZADANIE 14.11
Rozklad kanoniczny: Znalezé ekstremum funkcji

N!

Ni,Ny)=In———
f( 1 2) an!Ng!

z wiezami N1+ Ny = N i EyN1+ E3 Ny = E, gdzie N, Ey, Fy i E sa zadane. Problem rozwiazaé
w sytuacji, gdy dodatnie liczby N i N, sa znacznie wieksze od jednosci, zatem mozna skorzystaé
z przyblizonego wzoru (wzér Stirlinga)

InN!'=NInN — N.

ZADANIE 14.12
Prawo odbicia:

A Kolarz jedzie ze stalg predkoscia v z punktu A do
B punktu B w ogromnym upale. Musi zatem w miedzy-
czasie znalez¢ sie w jakimkolwiek punkcie znajdujacym
0|06 . . . .
o} L sie na odcinku OL, gdzie gesto rozmieszczone sa sto-

iska z napojami. W ktérym miejscu musi to zrobi¢, aby
jak najszybciej dotrze¢ do celu?
W jakiej relacji sa katy padania 6 i odbicia 67

RYSUNEK 1: llustracja do zadania 14.12

ZADANIE 14.13
Prawo zalamania:

A Kolarz jedzie z punktu A do punktu B, zmieniajac
na odcinku OL nawierzchni¢ asfaltowa na pustynna.
Po nawierzchni asfaltowej moze jecha¢ z predkoscia nie
wieksza niz vy, a po piaszczystej z predkoscia nie wiek-
Sz niz vy, v1 > ve. W ktérym punkcie musi przejechac
0’ przez odcinek OL, aby jak najszybciej dotrzeé¢ do celu.

B W jakiej relacji sa katy padania 6 i zatamania 6’7

asfalt 0

RYSUNEK 2: llustracja do zadania 14.13
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15 Tydzien XV: Calki wielokrotne

ZADANIE 15.1

Prostopadtoscian, ktorego dolna podstawa jest prostokat D potozony w plaszczyznie OXY i
ograniczony prostymi x = 1, y = 2, x = —1 iy = —2, zostal Sciety od goéry powierzchnig
2z =6 — 22 — 3%, Obliczy¢ objetosé powstalej bryly.

ZADANIE 15.2
Znalezé objetosé bryly ograniczonej paraboloida 2az = 22 + y? i sferg 22 + 3% + 22 = 3a%
Bierzemy pod uwage te cze$¢ bryly, ktora lezy wewnatrz paraboloidy.

ZADANIE 15.3
Obliczy¢ catke

/ drdydz
(x+y+z+1)3

po obszarze zawartym pomiedzy plaszczyznami wspotrzednych i ptaszezyzna ¢ +y + 2 = 1.

ZADANIE 15.4
Obliczy¢ catke potrojna

/\/xQ + y?2drdy dz

po obszarze ograniczonym powierzchniami 2% + y? = 2% i z = 1.
ZADANIE 15.5
Wykazaé, ze
136
/(2x+y+ Ddrdy = =2

D
gdzie D jest trojkatem o wierzchotkach A(1,1), B(5,3) i C'(5,5). Obliczy¢ te catke wykonujac
obie calki iteracyjne.

ZADANIE 15.6
Wykazaé, ze

dz dy 4
—————==9In3 — - (17 - 8v2
JVF Ty 3 v2)
gdzie D jest obszarem pod wykresem funkcji y = 2 ograniczonym prostymi y = 0, x = —1 i

r = 3.

ZADANIE 15.7
Udowodni¢ tzw. formute Dirichleta

e [Cay ) = [Ty [ e pay)
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ZADANIE 15.8
Wyznaczy¢ obszar D w catce

/da:dyf(:c,y) = /:dﬂl? /Zmdyf(a:,y)
D

—x
a nastepnie zamieni¢ kolejnosé catkowania.

ZADANIE 15.9
Wyznaczy¢ obszar D w calce

dzd a7
x x,Y) = x x,
! yfay) = ["de [~ dyfiey)
a nastepnie zamieni¢ kolejnosé catkowania.
ZADANIE 15.10
Wyznaczy¢ obszar D w calce
e Inx
[dvay fay) = [ de [ dy sy
D

a nastepnie zamieni¢ kolejnosé catkowania.

ZADANIE 15.11
W calce

[ vy f(a.y)

przej$¢ do wspotrzednych biegunowych, jesli

<a’}

1. D={(z,y) € R?: 22 4 ¢?

(z,y)
2. D={(z,y) e R? : 2® + y* < ax}
3. D={(z,y) €R*: (v —a)® +y* <b°}
4. D={(z,y) eR*:0<2<1,0<y<1—x}
ZADANIE 15.12
Wykazaé, ze
2
drdy/22 4+ 92 = gﬂas
22 4y2<a?
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ZADANIE 15.13
Wykazaé, ze

dx dy sin /22 + y2 = —67°

2 <12+y2 <(2ﬂ-)2

ZADANIE 15.14
W calce
I= / flax +by +c)dzdy; a®+b*#0,
z24+92<1

dokonaé¢ zamiany zmiennych

B au _ bv B bu n av
TVeir veirr VT VerR Vaip

X

i wykazaé, ze

I:2/11\/1—u2f(\/a2+b2u—|—c)du.

ZADANIE 15.15

Obliczy¢ catke
/ rydz dy
D

gdzie obszar D ograniczony jest dwoma hiperbolami xy = 1 i xy = 4, oraz dwiema prostymi
y=ziy=4z dlaz,y > 0. W tym celu dokona¢ zamiany zmiennych xy = u i y = vz.

ZADANIE 15.16 U
Wykazaé, ze

(2% + y*)dedy = ;5

r44y4<1

przechodzac do wspotrzednych biegunowych.
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