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1 Ogoblne informacje o kwadraturach

1.1 Definicje i oznaczenia

Funkcjonal liniowy, ktérym jest calka, oznaczamy przez I(f):

b
mn:/pwﬂmm, (1)

gdzie p(x) jest tzw. funkcjg wagowq (i okresla ogdlne zachowanie funkeji, np.
osobliwos$ci funkcji podcatkowej lub szybko$é malenia w nieskonczonoéciach gdy
przedzial catkowania jest nieograniczony). Funkcja wagowa jest nieujemna na
przedziale catkowania (odcinku [a, b]), zeruje sie na nim najwyzej w skonczonej
iloéci punktéw i jest catkowalna, tzn. ffp(x) dr < oco.

Przyblizone obliczanie catek mozna traktowaé jako aproksymacje funkcjona-
hu I jakimi$ prostszymi do obliczania funkcjonatami. W rachunku numerycznym
musimy mie¢ mozliwo$¢ obliczania ich warto$ci za pomoca skonczonej liczby
dzialan arytmetycznych. Funkcjonatem tego typu jest funkcjonaly @, tzw. kwa-
dratury liniowe, postaci:

QU =D Aiof(@io) + Y Airf (win) +-+ > AipfF(@in)  (2)
1=0 1=0 =0

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do kwadratur korzystajacych tylko
z wartosci funkcji f, tzn. postaci:

N

Q) =D Aif(wi), (3)

i=0
gdzie x; nazywamy wezlami kwadratury, a A; — wspétczynnikami kwadratury

Definicja 1 Reszte kwadratury definiujemy jako blad przyblizenia calki kwa-
draturg (blgd metody):

R(f) = 1,(f) = Q(f) - (4)



Definicja 2 Mowimy, ze kwadratura Q jest rzedu n jesli:

1) jest ona dokladna dla wszystkich wielomiandw stopnia mniejszego od n,
I(w) = Q(w) dla w € W,_1,

2) istnieje wielomian w,, stopnia n, dla ktérego Ip(wy) # Q(wy,).

Kwadrature, ktora jest suma kwadratur na podprzedziatach nazywamy kwa-
dratura ztozona (lub rozszerzona).

1.2 Warunki zbieznosci kwadratur

Niech dany bedzie ciag kwadratur
n

Qu(f) =Y A f (), (5)
i=0

Woéwezas zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1 Cigg kwadratur postaci jest zbiezny do catki dla dowolnych
funkcji f € C([a,b]) cigglych na odcinku [a,b] (przedziale calkowania)

nlingo Qn(f) = Ip(f)
T

n b
lim Z Agn)f(;vgn)) = / p(z) f(z)dz
=0 a

n—oo

wtedy 1 tylko wtedy, gdy:
1) cigg kwadratur Q,, jest zbiezny dla dowolnego wielomianu,
2) istnieje taka stala K niezalezna od n, taka Ze

B, =Y |A"| <K, dlan=0,1,...
i=0

Jesli wszystkie wspolezynniki (wagi) Agn) ciagu kwadratur (5) sa nieujemne,
to warunek 2) moze by¢ opuszczony, tzn. warunkiem koniecznym i dostatecznym
zbieznosci tego ciagu dla dowolnej funkeji f € C([a, b)) jest jego zbieznosé dla
dowolnych wielomianow.

1.3 Kwadratury interpolacyjne

Jedna z metod otrzymywania kwadratur postaci jest calkowanie wie-
lomianu lub funkcji sklejanej interpolujacej funkcje podcatkowa (na zadanych
punktach xgn), bedacych zadanymi weztami kwadratury). Dokladniej przez kwa-
dratury interpolacyjne rozumie sie kwadratury otrzymane przez catkowanie
wielomianéw interpolacyjnych Hermite’a funkeji f (w szczegdlnosci Lagrange’a
by uzyskaé¢ kwadrature zalezna tylko od wartosci funkcji f).

Dla duzych N (duzego stopnia kwadratury) kwadratura interpolacyjna jest
malo odporna na niedoktadnosci obliczen.

Kwadratury interpolacyjne otrzymane przez catkowanie wielomianu interpo-
lacyjnego Lagrange’a funkcji f opartego na réwnoodlegtych weztach

ro=a,r1=a+h,...,.vtp,=a+Nh=D, (6)



nazywamy kwadraturami (,,zamknietymi”) Newtona—Cotesa. Kwadratu-
ry Newtona—Cotesa oparte na N +1 wezlach sa kwadraturami rzedu 2| N/2] +2.

2 Catkowanie za pomocg kwadratur Gaussa

Kwadratury Gaussa sa to kwadratury maksymalnego rzedu oparte na
ustalonej liczbie wezléw. Kwadratury Gaussa uzyskujemy dobierajac zaréwno
wspOlezynniki (wagi), jak i wezly kwadratury.

Niech ciag wielomianéw,

(Pn($))EP0($),P1($)7,PN(.’L‘), (7)
gdzie stopien wielomianu P, (x) jest réwny n, bedzie ciagiem wielomianéw or-

togonalnych na przedziale [a, b] z waga p(x), tzn.

b
(PP, = / p(z) Po(@)Ps(z)de =0 dlar £ (8)

Twierdzenie 2 Wielomiany ortogonalne z ciggu majq tylko pierwiastki rze-
czywiste jednokrotne, lezgce wewnqgtrz przedziatu [a, b].

Twierdzenie 3 Kwadraturg postaci o N + 1 wezlach xg,...,zNn 0 maksy-
malnym rzedzie (réwnym 2(N + 1)) jest kwadratura interpolacyjna, ktérej we-
zlami sq pierwiastki (n + 1)-go wielomianu ortogonalnego Py 41 z ciggu .

Kwadratury takie nazywamy kwadraturami Gaussa. Dla kwadratur tego rodzaju

mamy z; € (a,b), A; > 0.
Dla kwadratur interpolacyjnych wspélczynniki (wagi) kwadratury mozna

wyznaczy¢ ze wzoru
A4/bp<x>|| . ©)
¢ a . T; — Ty

Dla kwadratur Gaussa

2

Zi:(ﬁk(xi)f

k=0

A = Ap41
" an Py (2i)Po()

gdzie ay, jest wspolczynnikiem przy najwyzszej potedze k-tego wielomianu or-
togonalnego, za$ Pj, sa wielomianami ortogonalnymi.

2.1 Kwadratury Gaussa—Legendre’a

Kwadrature dla przedzialu [—1, 1] z waga p(x) nazywamy kwadraturg Gaussa—
Legendre’a:

1= [ fays, (1)

gdzie odpowiednimi wielomianami ortogonalnymi sg wielomiany Legendre’a.
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Tabela 1: Analityczne wartosci wezléw i wag kwadratur Gaussa—Legendre’a

Kwadratury te stosujemy przy catkowaniu funkcji regularnej na przedziale
zamknietym za pomoca liniowej zamiany zmiennych. Kwadratury te sg tez sto-
sowane do przedzialéw niewlasciwych za pomoca odpowiedniej zamiany zmien-
nych.

Tabela [l z analitycznymi warto$ciami wezléw i wag (wspdlezynnikéw) kwa-
dratury Gaussa—Legendre’a zostala wzigta z Eric W. Weisstein “Gaussian Qu-
adrature”, ze strony MathWorld-A Wolfram Web Resource.

URL: http://mathworld.wolfram.com/GaussianQuadrature.html

Numeryczne wartosci wezléw i wag (wspélczynnikéw) kwadratur Gaussa—
Legendre’a w tabeli |2 zostaly wziete z ksiazki Charles C. Dyer i Peter S. S. Ip,
“An Elementary Introduction to Scientific Computing”| z rozdziatu |“Gaussian
Quadrature”, dostepnej on-line.

Wagi i wezly dla brakujacych stopni zostaly wzigte z formularza “Abscissas
and Weights of Gauss-Legendre Integration”| na stronie http://www.efunda.
com. Wspomniana strona pozwala na wyliczanie wag i wezléw dla kwadratury
Gaussa—Legendre’a dowolnego stopnia.

Kwadratur wysokiego rzedu uzywa sie rzadko. W praktyce stosuje sie kwa-
dratury zlozone ze wzorami niskiego rzedu na kazdym podprzedziale.
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n [acz IAi

2 | 0.57735027 | 1.0

310.0 0.88888889
0.77459667 | 0.55555555
4 | 0.33998104 | 0.65214515
0.86113631 | 0.34785485
51 0.0 0.56888889
0.53846931 | 0.47862867
0.90617985 | 0.23692689
6 | 0.23861918 | 0.46791393
0.66120939 | 0.36076157
0.93246951 | 0.17132449
71 0.0 0.41795918
0.40584515 | 0.38183005
0.74153119 | 0.27970539
0.94910791 | 0.12948497
8 | 0.18343464 | 0.36268378
0.52553241 | 0.31370665
0.79666648 | 0.22238103
0.96028986 | 0.10122854
91 0.0 0.33023936
0.32425342 | 0.31234708
0.61337143 | 0.26061070
0.83603111 | 0.18064816
0.96816024 | 0.08127439
10 | 0.14887434 | 0.29552422
0.43339539 | 0.26926672
0.67940957 | 0.21908636
0.86506337 | 0.14945135
0.97390653 | 0.06667134

Tabela 2: Numeryczne wielkosci wezléw i wag kwadratur Gaussa—Legendre’a



2.2 Inne kwadratury Gaussa

Ponizej wypisane zostaly nazwy kwadratur Gaussa dla innych funkcji wago-
wych:

1
/_1 f(z) \/% Gaussa—Czebyszewa (12a)

1
/ f(z) (1 —2)*(1 4 2)” Gaussa-Jacobiego dla a, f > —1 (12b)

—1
/ f(z)e™®dx Gaussa-Laguerre’a (12¢)

0

/ f(x) e~ dr Gaussa Hermite’a (12d)

Dla symetrycznych funkcji wagowych wezty sa roztozone symetrycznie wzgledem
$rodka przedziatlu i maja odpowiednio te same wagi.

Dla kwadratur Gaussa—Czebyszewa (ktére sa szczegdlnym przypadkiem kwa-
dratury Gaussa—Jacobiego dla o = 8 = —1/2) wspélezynniki i wezly tych kwa-
dratur sa dane nastepujacymi wzorami:

™ 2k+ )7
TN+ TR TON T2

Odpowiednim wielomianem ortogonalnym jest wielomian Czebyszewa pierwsze-
go rodzaju T,,(z) = cos(n arccos x).

Ay, (13)

N Kwadratury Gaussa-Laguerre’a | Kwadratury Gaussa—Hermite’a
k | Wezly xy, Wagi Ay k| Wezly zy Wagi Ay
1 0| 0.585786 0.853553 | 0; 1 | £0.707107 0.886227
1| 3.414214 0.146447
0| 0415775 0.711093 | 0; 2 | F1.224745 0.295409
2 | 1| 2.294280 0.278518 1 0 1.181636
2 | 6.289945 0.010389
0| 0.322548 0.603154 | 0; 3 | F1.650680 0.081313
3 1 1.745761 0.357419 | 1; 2 | F0.534648 0.804914
2 | 4.536620 0.038888
31 2.395071 0.000539
0| 0.263560 0.521756 | 0; 4 | F2.020183 0.019953
1| 1.413403 0.398667 | 1; 3 | F0.958572 0.393619
4 1 2| 3.596426 0.075942 2 0 0.945309
3| 7.085810 0.003612
4 | 12.640801 0.000032

Tabela 3: Numeryczne wielkodci wag i wspotezynnikow dla kwadratur dla prze-
dzialu nieskonczonego

Do obliczania catek na przedziale nieskonczonym stosujemy czesto kwadratu-
ry Gaussa—Laguerre’a lub Gaussa—Hermite’a. W tablicy 3] podano wezly i wspél-
czynniki tych kwadratur dla N = 1,2, 3, 4.



A Informacje dodatkowe

A.1 Zamiany zmiennych catkowania

Przy catkowaniu numerycznym warto czesto sprowadzi¢ catke do wygod-
niejszej postaci, czy to za pomoca calkowania przez czesci, czy tez za pomocy
zamiany zmiennych catkowania.

Zamiana zmiennych z catkowania po przedziale [a, b] na catkowanie po prze-

dziale [—1,1]:
/bf(a:)da:— 1 f(b_“ “”’) dt (14)
a B . 2 2

Zamiana zmiennych z calkowania po przedziale nieograniczonym [0, co] na
calkowanie po przedziale [0, 1]:

/OOO @) da = /Olf (1t_t> ti?dt (15)
/OOO (o) da = /Olf(—ln(t))l at (16)

/Ooof(x)dx:/olf(\/ In(t )215\/T

Zamiana zmiennych z calkowania po przedziale obustronnie nieograniczonym
[—00, 00] na catkowanie po przedziale [—1,1]. Moze by¢ takze uzyta do zamiany
calkowania po [0, oo] na calkowanie po [0, 1]:

(17)

/OO f(a:)dx:/l f(lztﬂ) (fl—kt;) at (18)
/ f(z da:—/ £ (tan(t/2)) 08%1/2) dt (19)
[ fla)de = [ 1 f(arctanh(t))mdt (20)

A.2 Przykladowe funkcje do testowania

1
1
*Jog(1 -
/0 x%log(1/z) dx 7o
oo
/ exp(—z — 2%) dz = /Texp(1/4)
/ log(x) Qe — — log(10)
o L1+ 10022 20

Przygotowal: Jakub Narebski
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