ROZDZIAL 1

Rownania rozniczkowe zwyczajne

1.1 Roéwnania pierwszego rzedu

1.1.1 Rownania o rozdzielonych zmiennych lub do takich sie sprowa-
dzajace
ZADANIE 1.1.1
Wiedzac, ze
[T etar = Sy,
0 2
wykazaé, ze
f(y):/O exp(—x —F)dx 25\/776 . dla y>0.

W tym celu pokazac, ze funkcja f(y) spelnia rownanie rézniczkowe f/'(y) = —2f(y). H

ZADANIE 1.1.2
Znalez¢ rozwiazanie og6lne rownania:

a)y =cos’z, b)y =sindz, c)y =2%" d)y =v1-22
)y =24, Hy=hz+l gy Y

Czy istnieja rozwigzania osobliwe? tl

ZADANIE 1.1.3
Znalez¢ rozwiazanie og6lne rownania:

a)y' =ev, b)y =ylny, c) y =siny, d) ¥ = cos”y,
ey =2yl, iy =z+y+1, gy =(@+y)? h)y =tV -1
Czy istnieja rozwiazania osobliwe? tl

ZADANIE 1.1.4
Znalez¢ rozwiazanie ogolne rownania:

) B+ L =0, b) Ay =0, o)y -L5=0 d)y=,/~

\/5 \/ﬂ V1—2x2 /17y2 r+1
2 .
o)y =k, )y =% g) ¥ =—ysinz, h)y =2y
Czy istnieja rozwigzania osobliwe? t



2 ROZDZIAL 1. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

ZADANIE 1.1.5
Znalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania:

a) (1+y?)der + (1+2%)dy =0, b)dr —v1—22dy =0, c)y =e¥/m,

d) y =4zy—1, e)y = y/Vr, f) 2/1 — y?2dz +yv1—22dy =0,
g)y =av1+y? h) y' =y —T/z, i)y =vV1-y?/y.
Czy istnieja rozwiazania osobliwe? tl

ZADANIE 1.1.6
Zmnalez¢ ogolne rozwigzanie rownania rézniczkowego pierwszego rzedu o rozdzielonych zminnych:

d d d
)rgy+y+lxy3y eB -0, b1+ /T2 =0,
_ +
C) dg %’14_;7 ]
) y—agt =1+, e) a(l+e¥) — eV =0, £ 2% =y +y.

1.1.2 Roéwnania jednorodne

ZADANIE 1.1.7
Zmnalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania:

a) z(z + 2y)dz + (z* —y?)dy =0, b) («? —y?)de + 2zydy =0, c)y = e/ 1,
d d
d) vdy —ydz = ydy, e)%:%, f)%:QFg,
g) y = 2, —qu)dz — (pz+qy)dy =0, 1)y =42
Czy istnieja rozwiazania osobliwe? tl

ZADANIE 1.1.8
Zmalez¢ ogdlne rozwiazanie rownania rozniczkowego pierwszego rzedu, sprowadzajac je do rOwnania

jednorodnego:
a) Qe —y—E =z-2+1, b) 2y —z+ D)W = 20 4y —1,
d d
)Tty =24 (@ —y+4)g =0, 4z —3y+2+ @3z —y-2g =0, 0
)3y —Te+ 7+ (Ty—=3x+3)g =0, ) 2w -2+ 1)+ (Ge—y-4)g =

1.1.3 Roéwnania liniowe

ZADANIE 1.1.9

Zmnalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania:
a)y —ysinz =sinzcosz, b)y +ay=em", c) (1+22)y — 22y = (1 + 22)2,
d) zy’ = ax + by, e)y —y/x =z, )y —2y/z = 23, [
g) Y + 2zy = 2207, h)y +ay=a2+1, i)y +y=2e"

ZADANIE 1.1.10
Zmnalez¢ ogodlne rozwiazanie rownania rézniczkowego liniowego niejednorodnego pierwszego rzedu:

a) g dy —|—2xy—xe*“2, b) & dy —|—ycosx: %sin(Qm), c) % - x2—+yl = (x+1)3, 0
d) _|_ — 1 ) 4 — _1 f) 4 — 2z
1—|—z2 z(1+22)’ 1+ac2 142> 1— z2 1—22"

1.1.4 Roéwnania Bernoullie’go

ZADANIE 1.1.11
Znalez¢ rozwiazanie ogolne rownania:

a)y —y/z=1/(2y), b)y —y=ay?, o) zy+y=y*Inz, d) 3y +y*+2=0,
e) y + 2wy =227 fay —y=vy> @ ay+y+azy’,  h)ydr+(z—a2Py/2)dy =0.
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1.1.5 Rownania Riccati’ego

ZADANIE 1.1.12
Znalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania znajac jego rozwiazanie szczegolne yo:

a)y =y?/2+1/(22%), yo = —1/x, b)y =y?—ay—z,y0=1z+1,
)ry =y — 2z + Dy +a2+2z,yo=2, d)y +y*>=-1/(42?), yo =1/(22), O
e) 2%y = 2%y +ay+ 1, yo = —1/x, f) 2%y + (zy — 2)2 =0, yo = 1/x.

1.1.6 Roéwnania zupelne i czynnik calkujacy

ZADANIE 1.1.13
Znalez¢ rozwiazanie ogélne rownania:
a) vdz +ydy =0, b)dy/z—ydr/2?2=0, c¢) 2z —y+1)dz + (2y —x — 1)dy =0,

d) ydngr;dy =0, e) dr /y —xdy /y? =0, f)xdz +ydy + yd€+§dy =0. .
ZADANIE 1.1.14
Zmalez¢ ogodlne rozwiazanie rownania rézniczkowego zupelnego pierwszego rzedu:
a) 2 4 LB Y b) z((22 +1%) — 4) +y((2® +12) + HL =0,
c) zy? + (23 + 3y? — 8y + 2%y — 9)% =0, d) 313—1-290(7;2—i—(2352y—|—396yz)§11 =0, H
e) 322 + 6xy? + (62%y + 4y )dy =0, f) 22 — doy — 2y + (y? — 4oy — 27 )dy =0.

ZADANIE 1.1.15
Znalez¢ rozwiazanie ogblne réwnania wiedzac, ze czynnik catkujacy zalezy tylko od jednej ze zmiennych

x lub y:
a) (x/y+ 1)dx + (z/y — 1)dy =0, b) (2% +y)dz —zdy =0,

H
c) 2ry* —y)de + (y* + = +y)dy =0, d) (zy* +y)dz —azdy =0.

1.2 Liniowe réwnania wyzszych rzedéw

1.2.1 Roéwnania liniowe jednorodne

ZADANIE 1.2.1

Znalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania:
a)y' =6y +8y =0, b)y' —y -2 =0 )y -2'=0, d)y® -2y +2=0, -
e) y¥ +8y =0, ) y® —5y" +4y =0, g) y® +y=0, h)y® —13y —12y =0.

ZADANIE 1.2.2

Znalez¢ rozwiazanie ogolne rownania:

a) 22y" —3xy +3y =0, b)z*y'+xy —y=0, c)2*y +ay —y/d=0,

d) z 2" —3xy +4y =0, e)x2y"—|—xy +4y =0, f) 2%y +5xy +13y =0, O
g) 2”+y—0 h) zy” —y' =0 i) 2%y — 2 =0.

1.2.2 Roéwnania liniowe niejednorodne

ZADANIE 1.2.3
Znalez¢ rozwiazanie ogélne rownania:
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4 ROZDZIAL 1. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

a)y’ —y=a"—z+1, b)y' —dy =12+ 62 -4, )y’ +5y +6y=3,

d)y" +y =3, e)y”+y—4e f)y — y = 4e%,
2y =2/ +y=4e", h)y' -2 —3y=—4e" +3, i)y’ -3y +2y =3 + 227,
J) y(4) —y = 4e”, k) y/// y// = 3 +1, 1) y/// 4+ Gy” + 12y/ + 8y = 3e— 27,

Do réwnan drugiego rzedu zastosowaé metode uzmienniania statych, a dla wyzszego rzedu zgadnaé
szczegdlne rozwigzanie réwnania niejednorodnego. tl

ZADANIE 1.2.4
Zmnalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania:
a) 22y —xy +y =6zlnz, b) 2%y’ — = —x+3/x.
Y yTy y' —ay’

Zastosowac’ metode uzmienniania statych. tl

1.2.3 Roéwnania drugiego rzedu liniowe

ZADANIE 1.2.5
Wykazaé¢, ze dwie funkcje yy(z) i yo(x), dla ktorych Wronskian jest rozny od zera (tj. W(x) =
y1(x)yh(z) — yo(z)yi(x) # 0), tworza fundamentalny uktad rozwiazan réwnania liniowego drugiego
rzedu

y" +p(2)y +q(z)y =0,

gdzie
y2(2)yi (2) — y1(z)ys () _ Yi@yg(x) — ya(z)yi (2)
W(x) ’ '

p(x) =

ZADANIE 1.2.6
Znalez¢ posta¢ réwnania rozniczkowego liniowego drugiego rzedu, dla ktorego funkcje yi(z) 1 yo(z)
tworza fundamentalny uktad rozwiazan, gdy
a) yi(z) = 2% 1ya(z) = 95, b) yi(z) =2” i ya(a) =2, 0
e _ _ 1 _
¢) yi(z) =z iys(z) =z, d) yi(z) =3 iye(z) =2 .

ZADANIE 1.2.7
Zmalez¢ ogolne rozwiazanie rownania szczegoélnej postaci

y" +p(@)y +p'(2)y =0,
a nastepnie rozwiazaé szczegodlne przypadki

a) y' +2tgxy + Gy =0, b)y' — 2y + Zy=0, -
c)y" —2xy’ — 2y =0, d) sin? 2 " 4 sin(2z)y’ — 2y = 0.

ZADANIE 1.2.8
Zmnalez¢ ogolne rozwiazanie rownania

z(z— 1%y +a(z— 1)y —y =0,

jesli wiadomo, ze jego rozwiazaniem jest funkcja x/(x — 1). U
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1.3. UKEADY ROWNAN 5

ZADANIE 1.2.9
Znalez¢ ogdlne rozwiazanie rownania

w(x—1)y" +(x+1)y —y=0,

jesli wiadomo, zZe jego rozwiazaniem jest funkcja 1/(x — 1).

ZADANIE 1.2.10
Znalez¢ ogodlne rozwiazanie tzw. liniowego rownania Stokesa (a jest stata)

v*(x = 1)%y" +ay =0,

jesli wiadomo, ze jego rozwiazaniem jest funkcja z™(x — 1)™ o pewnych statych m i n. Wyznaczy¢ te
state. tl

ZADANIE 1.2.11
Znalez¢ rozwiazanie ogdlne liniowego réwnania rozniczkowego drugiego rzedu, jesli znane jest jego
rozwiazanie szczegolne y (x), gdy:

a) (cosx +sinz)y” — 2coszy’ + (cosx —sinz)y = 0 oraz yi(x) = cosx,

b) v + 2zy’ — 2y = 0 oraz yl( ) =z,

c) (smx —cosz)y” — 2sinzy’ + (cosx + sinx)y = 0 oraz y1(z) = €%,

d) y" + 2y /:c—l—y—()oraz yi1(x) =sinz/z,

e) (1 —22)y" — zy'y/4 =0 oraz y1(x) = V1 + =, -
f) (z -1y — (z+ 1)y +2y =0 oraz yy(z) = 2% + 1,
g) (% = 32)y" + (6 — 22)y’ + (32 — 6)y = 0 oraz y; (v) = 23,
h) 22(2Inz — 1)y” —x(2lnz + 1)y + 4y = 0 oraz y; () = 2%
1.3 Uklady réwnan
1.3.1 Uklady réwnan rézniczkowych
ZADANIE 1.3.1
Rozwiaza¢ uktady rownan
dy =2 2 dy r—Yy
d Yy, d € )
a) {d_i _ 2—x b) {d_i _ 2z
de = =z de = 2z—2%>
d 2 d
c) {%: Tl d) {xd§=y+\/y2—x2,
E=—i+y+s £=52
g_y = 2, xiy =y+ 2z,
e) di _ 22 f) dzz_
dz = Ty ﬁ——5y—5z.
O
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6 ROZDZIAL 1. ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE

1.3.2 Uklady liniowe réwnan rézniczkowych
ZADANIE 1.3.2

Rozwiaza¢ uklady réwnan metoda wyznaczania wartosci i wektoréw wtasnych

d d
a) @ =ytz b) dg_?’y_z’
dz = 2y + 4z, = 10y — 4z,

d
d_:lt/:y_z)

T = 4y +4z,

_2y+za
= —6y — 3z,

d

) T =2y — 3z, a%—y—2z,
L =3y + 2, F=-10y-2
{$3x+12y4z, {d

=T 3y+z
T = —v— 12y + 62,

=2r—y—2z,
=12z — 4y — 12z,
= —4x +y + 5z.
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ROZDZIAY, 2

Uktady wspotrzednych 1 catki wielokrotne

2.1 Uklady wspoélrzednych krzywoliniowych

2.1.1 Krzywa w tréjwymiarowej przestrzeni

ZADANIE 2.1.1
Niech A i B sg stalymi wektorami do siebie prostopadtymi. Okresli¢, jakie krzywe zadanie sg rowna-

niami
a) r(u) = Acosu + Bsinu, b)r(u)= Au?+ Bu, c)r(u)= Acoshu+ Bsinhu. N
ZADANIE 2.1.2
Wykazaé, ze
a r-r"
ds -1 (r’-r’)Qr
gdzie prim oznacza rézniczkowanie po dowolnym parametrze wu. 0

ZADANIE 2.1.3
Opierajac sie na wyniku zadania (2.1.2) i rownaniach Serreta-Freneta pokazaé, ze

=gl )
1 (’I" % ,,,//)2
AT
b—p ' xr’
()

ZADANIE 2.1.4
Nierelatywistyczne réwnanie Newtona dla czastki o tadunku ¢ poruszajacej sie w polu elektrycznym o
natezeniu E i magnetycznym o indukeji B ma postaé

mi = q(E +7 x B),

7
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(a) (b)

RYSUNEK 2.1: Wykresy krzywych ptaskich: (a) cykloidy x(t) = R(t —sint) i y(t) = R(1 — cost) dla
0 <t<2riR=1oraz (b) kardioidy z(t) = R(1 — cost)cost i y(t) = R(1 — cost)sint réwniez dla
0<t<2m.

gdzie wektor 7 jest wektorem polozenia czastki w chwili ¢ a 7 = dr/dt. Napisa¢ te rownania w uktadzie
kartezjanskim.

Rozpatrzy¢ przypadek, gdy £ = E i, B=1B j i przyja¢, ze w chwili poczatkowej t = 0 czastka
znajdowala sie w poczatku uktadu wspotrzednych i miata predkosé vy = vg k. Wykazaé, ze jesli vg =
E/B, to ruch jest jednostajny prostoliniowy. Sprawdzi¢ przez podstawienie do réwnan ruchu, ze gdy

vg = 0, to

mkE mE

ZC:B—Qq(l—COSf),y:O, Z:B—Qq(g_Sing)a

gdzie parametr £ jest proporcjonalny do czasu t. Naszkicowaé te trajektorie w plaszczyznie (z,z)
(porownaé z zadaniem 2.1.5). Okresli¢ wspolezynnik proporcjonalnosci i pokazaé, ze droga przebyta
przez czastke po czasie t dla powyzszej trajektorii wynosi

%/Ot‘sin%‘dr

ZADANIE 2.1.5
Zmalezé¢ krzywizny krzywych ptaskich:
cykloidy (rysunek 2.1(a)) zadanej rownaniami

z(t) = R(t —sint) i y(t) = R(1 —cost), dla 0<t<2m,
i kardioidy (rysunek 2.1(b)) zadanej rownaniami
x(t) = R(1 —cost)cost 1 y(t)=R(1—cost)sint, dla 0<t<2m.

Wyznaczyé unormowane wektory styczny i normalny oraz dlugos$é tuku krzywej dla 0 <t < tp < 27.

N

ZADANIE 2.1.6
Wykazaé, ze dwie krzywe zamkniete powstate z przeciecia walca (z—1)%+y? = 1 ze stozkiem 22 +y? = 22
(rysunek 2.2(a)) mozna parametrycznie opisa¢ rownaniami

x(u) =14 cos(2u), y(u) =sin(2u), z(u)=+2cosu.
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2.1. UKLADY WSPOLRZEDNYCH KRZYWOLINIOWYCH 9

RYSUNEK 2.2: (a) Przeciecie walca (x — R)? +14? = R? ze stozkiem 22 +14? = 2% (zaznaczono tylko gérna
cze$¢ przeciecia). (b) Przeciecie kuli 22 4 y? + 22 = R? z ptaszczyzna = +y + z = 0.

Jaka interpretacje geometryczna ma parametr v i w jakich granicach sie zmienia. 0

ZADANIE 2.1.7
Jaka postaé¢ ma parametryzacja krzywych powstatych z przeciecia walca (x — R)?+y? = R? ze stozkiem
a?(z? + y?) = 227 U

ZADANIE 2.1.8
Wyznaczy¢ dtugosé krzywych z zadania 2.1.6 i ich krzywizne. Czy skrecenie jest rézne od zera? [

ZADANIE 2.1.9
Wykazaé, ze okrag powstaly z przeciecia powierzchni kuli 22 +12 + 22 = R? z plaszczyzng x+y+2 =0
(rysunek 2.2(b)) mozna parametrycznie opisa¢ rownaniami

() = Rcosu (u) = Rsinu (u) = —R cosu + sinu
T V2rsmew) T 2remee) T A rsmu)

W jakich granicach zmienia si¢ parametr u i jaka jest jego geometryczna interpretacja. Wyznaczyé dtu-
gos¢ tego okregu, a nastepnie jego promien. Sprawdzi¢ poprawnosé wyniku obliczajac jego krzywizne.
Wykazac, ze wektor binormalny b, z dokladnoscia do znaku, wynosi (i—i— i+ l;)\/g, czyli rzeczywiscie
jest prostopadly do plaszczyzny. 0

ZADANIE 2.1.10
Dla 0 < z < h krzywa zdefiniowana jest rownaniem

V2h (772) . V2h (772) CL

r(z) = — Incos i+ ——Insin
T T

2h

Pokazaé, ze jej krzywizna i skrecenie wynosza

k(z) = % sin(%) oraz  T(2) = —k(2).
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10 ROZDZIAE 2. UKEADY WSPOLRZEDNYCH I CALKI WIELOKROTNE

N

ZADANIE 2.1.11
Znalezé wektory t, n, b, dlugosé tuku liczona od poczatku ukladu wspohrzednych oraz krzywizne i

skrecenie dla stozkowej linii §rubowej r(u) = Rucosu i+ Rusin uj + Huk. tl

ZADANIE 2.1.12

Punkt materialny porusza sie po elipsie 7(u) = Acosu + Bsinu, gdzie u = u(t) jest pewna funkcja
czasu. Jaka posta¢ ma ta funkcja, jesli wektor przyspieszenia w kazdej chwili czasu jest rownolegly do
wektora wodzacego? tl

ZADANIE 2.1.13
Wykazac, ze jesli dA /du =C x AidB /du = C x B, to d(A x B /du = C x (A x B). 0]

ZADANIE 2.1.14
Znalez¢ pierwsza i druga pochodna wzgledem u iloczynu wektorowego r x (dr /du). tl

ZADANIE 2.1.15
Napisa¢ rownanie stycznej i réwnanie ptaszczyzny normalnej do krzywej:

1. r:ui—l—u2j,dlau:0,
2. r=ui+vVu—ad?j, dlau=2a?
3. r:acosui—i—bsinui—i—cf{, dla u =0,

4. r=ui+ f(u)j, dlau=0.

ZADANIE 2.1.16

Przyjmujac, ze wektor wodzacy r jest nastepujaca funkcja dtugosci tuku r = ase + e x A(s), gdzie «
jest stala, a e jest stalym wektorem, wykazaé, ze styczna do krzywej tworzy staly kat z wektorem e,
za$ normalna jest do niego prostopadta. tl

ZADANIE 2.1.17
Jak dhugi jest tuk krzywej r = (2/t) i+ 6t j + 3t3 k zawarty miedzy plaszczyznami z =2 iz =1. [

ZADANIE 2.1.18
Czastka porusza si¢ po linii srubowej r(t) = acos(wt) i+ asin(wt) j + bt k ze stala w czasie wartoscia
predkosci v. Wyznaczyé jej przyspieszenie. tl

ZADANIE 2.1.19
Dla krzywej 7(t) = ti+ t? j + t3 k wyznaczy¢ wektory styczne i normalne oraz krzywizne. U

ZADANIE 2.1.20

Wykazaé, ze krzywa 7(t) = (1 + 3t + 2t2) i+ (2 — 2t + 5t2) j 4 (1 — t?) k jest plaska. Okresli¢ rownanie
plaszczyzny, w ktorej sie zawiera. t
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2.1. UKLADY WSPOLRZEDNYCH KRZYWOLINIOWYCH 11

ZADANIE 2.1.21
Linia tanicychowa nazywamy krzywa pltaska opisang funkcja

y(x) = acosh(z/a) = g(ez/“ + e_m/C‘), a > 0.

Wykazaé, ze dtugos¢ tuku liczona od punktu (0, a) do punktu (z,y) wynosi s = asinh(z/a), za$ promien
krzywizny w punkcie (x,%) rowna sie p = y?/a. U

ZADANIE 2.1.22

Linia wleczona lub traktrysa nazywamy taka krzywa na plaszczyznie, dla ktorej odlegtosé punktu (x,y)
do przeciecia z osia odcietych stycznej do tej krzywej w tym punkcie jest stala. Oznaczmy te staty
symbolem a > 0. Znalez¢ rownanie rozniczkowe pierwszego rzedu, ktore spetnia funkcja okreslajaca
ksztalt tej krzywej i pokazaé, ze jego ogdlnym rozwiazniem jest funkcja zadana w postaci uwikltane;j

N —)
aln &NV 7Y a2 2 =44,

Y

gdzie C jest stata catkowania. Wybierajac uktad wpotrzednych tak, aby C' = 0, naszkicowaé te krzywa
i pokazaé, ze dtugosé tuku liczona od punktu (0, a) do punktu (x,y) wynosi s = aln(a/y), za$ promien
krzywizny w punkcie (z,y) rowna sie p = actg(x/y). U

ZADANIE 2.1.23

Obliczy¢ dtugosé tuku krzywej ptaskiej r(u) = (Ru— asin u) + (R —acos u)_] dla 0 < u < 27. Krzywa
ta dla 0 < a < R nazywa si¢ cykloida skrocona, a dla a > R cykloida wydtuzona. Naszkicowaé te
krzywe. U

ZADANIE 2.1.24
Obliczy¢ dtugosci tuku krzywych ptaskich:

a) r(u) = ae"(cos u i+ sinuj) a>0 <=spirala logarytmiczna

b) 7(u) = au(cosu i+ sinu J) a>0 <=spirala Archimedesa

c) r(u)=(a cos u+b) (cos wi+ s1nu_]) a<b<2a <=slimak Pascala (ojca tego Pascala)
( )

d) 7(u) = asin? 3(cosu1+smu_]) a>0
dla 0 < u < ug. Naszkicowaé te krzywe i wyznaczy¢ ich promien krzywizny w funkeji parametru u. [

2.1.2 Powierzchnia w tr6jwymiarowej przestrzeni

ZADANIE 2.1.25
Na ptaszczyznie wprowadzmy uktad wspotrzednych tak jak na rysunku 2.3(a), gdzie parametrami sa
katy « i B liczone od osi odcietych. Pokazaé, ze

sin(a + ) sin acsin 3

sin(a — )’ v= asin(a - B)

Wyznaczy¢ infinitezymalny element powierzchni w tych wspotrzednych krzywoliniowych. Jak wygladaja
rownania elips i hiperbol, jesli punkty —a i a sa ich ogniskami? U
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(84

(x,y) (x,vy)

v u
o
B X X
-a a -a a

(@) (b)

RYSUNEK 2.3: (a) Krzywoliniowy ukfad wspétrzenuch do zadania 2.1.25. (b) Krzywoliniowy ukfad wspét-
rzenuch do zadania 2.1.26.

ZADANIE 2.1.26
Na ptaszczyznie wprowadzmy uktad wspotrzednych tak jak na rysunku 2.3(a), gdzie parametrami sa
dhugosci odcinkéw u i v. Pokazaé, ze

v? — UQa, y— i\/((u—i—v)z — 40,42)(4a2 —(u — 0)2).

Wyznaczy¢ infinitezymalny element powierzchni w tych wspotrzednych krzywoliniowych. Jak wygladaja

rownania elips i hiperbol, jesli punkty —a i a sa ich ogniskami? 0

ZADANIE 2.1.27
Powierzchnie boczng beczki, ktorych denka leza na plaszezyznach z = +¢, ¢ > 0 (beczka ma wowczas
wysokos¢ 2¢) z dobrym przyblizeniem mozna opisa¢ réwnaniem

2 b2
2 2, 47— 2 2
"ty + 2 z7 =a”,

gdzie a,b > 0. Jesli @ > b, to powierzchnia boczna beczki jest wypukta. W przciwnym przypadku jest
ona w $rodku zwezona, a dla a = b jest to powierzchnia boczna walca. Naszkicowaé te powierzchnie.
Powierzchnie te mozemy sparametryzowaé¢ na dwa sposoby:

1. Jedlia > b, to
x(u,v) = acosucosv,
y(u,v) = acosusinv,
2(u,v) = acsinu/va2? — b2,
agdy a <b, to
x(u,v) = acoshucoswv,

u
y(u,v) = acoshusinwv,
u

2(u,v) = acsinhu/vVb? — a?.
2. W obu przypadkach, takze woéwczas, gdy a = b,

x(u,v) = acosucosv + bsinusin v,
y(u,v) = acosusinv — bsin u cos v,

z(u,v) = csinu.
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2.1. UKLADY WSPOLRZEDNYCH KRZYWOLINIOWYCH 13

Podaé zakres zmiennosci parametréw w i v w obu przypadkach. Ktory z tych uktadow wspotrzednych
krzywoliniowych jest ortogonalny? U

ZADANIE 2.1.28

Powierzchnia zadana jest parametrycznie réwnaniem r = wucosv i+ usinvj+ cvk, gdzie u > 0,
0 < v < 27, za$ ¢ jest stalg liczba. Okresli¢ ksztalt tej powierzchni i wyznaczys$ krzywe parametryczne.
Czy uklad wspotrzednych (u,v) jest ortogonalny? Wyznaczy¢ infinitezymalny element powierzchni
oraz unormowany wektor normalny. Okresli¢ réwnanie ptaszczyzny stycznej i jej odlegto$é od poczatku
ukladu wspotrzednych. 0

ZADANIE 2.1.29
Dla powierzchni obrotowej 7 = u cos vi+u sin vj+ f (u)k wyznaczy¢ infinitezymalny element powierzchni
i unormowany wektor normalny. U

ZADANIE 2.1.30

Okresli¢ rownanie powierzchni powstalej przez obrot linii tanicuchowej y = acosh(z/a) dookola osi
x. Wyznaczy¢ krzywe parametryczne, infinitezymalny element powierzchni i unormowany wektor nor-
malny. U

ZADANIE 2.1.31
Podaé parametryzacja powierzchni zawartej miedzy walcem (z—R)?+5? = R? a stozkiem a?(2?+y?) =
22 (zadanie 2.1.7). Wyznaczy¢ infinitezymalny element powierzchni i unormowany wektor normalny.

O

ZADANIE 2.1.32
Poda¢ parametryzacje kota powstatego z przeciecia kuli 22 + y? + 22 = R? z plaszczyzng z +y+ 2 = 0
(zadanie 2.1.9). Wyznaczy¢ infinitezymalny element powierzchni i unormowany wektor normalny. [

ZADANIE 2.1.33
Sparametryzujmy powierzchnie réwnaniem:

a) r(u) =asinucosvi+ bsinusinvj+ ccosuk a,b,c >0 <= elipsoida
b) r(u)=uitvj+vVuZ+o?k <stozek

¢) r(u) =aucosvi+businvj+uk a,b>0 <stozek

d) 7(u) =acosvi+bsinvj+uk a,b>0 <walec

e) 7(u)=aucosvi+businvj+u?k a,b>0 <paraboloida

f) r(u) =acoshucosvi+bcoshusinvj+sinhuk a,b>0 < hiperboloida
Wyznaczy¢ €,, €,, unormowany wektor normalny 7 i infinitezymalny element powierzchni. Kiedy

parametry w i v tworza uktad wspotrzednych ortogonalnych? U

2.1.3 Krzywoliniowe uktady wspéirzednych

ZADANIE 2.1.34
Wyznaczy¢ wektor potozenia przez wspolrzedne krzywoliniowe u, v i w wyznaczone przez nastepujace
powierzchnie: y? — 22 =u, y?’+22=vxr, y+2z=w. Czy jest to uktad wspotrzednych ortogonalnych?

Wyznaczy¢ infinitezymalny element objetosci. t
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ZADANIE 2.1.35
Wyznaczy¢ wektor potozenia przez wspolrzedne krzywoliniowe u, v i w wyznaczone przez nastepujace
powierzchnie: 22 + 32 + (z —u)? = w?, 2z = v, x = ytgw. Czy jest to uklad wspotrzednych

ortogonalnych? Wyznaczy¢ infinitezymalny element objetosci. tl

ZADANIE 2.1.36
Wyznaczy¢ wektor potozenia przez wspodtrzedne krzywoliniowe u, v i w wyznaczone przez nastepujace
powierzchnie: 22 + y? = u?, y=wtgv, y = xtg(z —w). Czy jest to uktad wspotrzednych ortogo-

nalnych? Wyznaczy¢ infinitezymalny element objetosci. U

ZADANIE 2.1.37
Wyznaczyé wektor potozenia przez wspoélrzedne krzywoliniowe u, v i w wyznaczone przez nastepujace
powierzchnie: 22 + 3% = v222, y = 2u, y = xtg(z —w). Czy jest to uktad wspotrzednych ortogo-

nalnych? Wyznaczy¢ infinitezymalny element objetosci. U

2.1.4 Gradient, dywergencja, rotacja i laplasjan
ZADANIE 2.1.38

Obliczy¢
a) V(lnr), b) V(A.r), c) V(A xr|), d)V(m),
¢) V(zyz), f) V(z—arctg(y/z)), g V(A-r/r"), h) V(r-(Axr)),
gdzie A jest wektorem stalym. U

ZADANIE 2.1.39
Znalez¢ rownanie plaszezyzny stycznej i normalna do powierzchni ®(r) = C, gdy funkcja ®(r) ma
postac
2 2 2 2 2
a) G+, b+t —0, g —aytyz, 4’y -y O

[

ZADANIE 2.1.40
Wykazac, ze jesli @1(r) = fi(z +y) i Pa(r) = fa(x +y), to VP x VPy = 0. 0]

ZADANIE 2.1.41
Wykazac, ze jesli ®1(r) = fi(z,y), P2(r) = fa(z,y) 1 P3(r) = f3(x,y), to VP; - (VPy x VP3) = 0.
0
ZADANIE 2.1.42
Obliczy¢
a)V-(Bxr), b)V-(rB), ¢ V-(r-A)B), d)V:-(A-(Bxr)),
e) Vx (Bxr), f)Vx(rB), g)Vx((r-A)B), h)Vx(A-(Bxr)),
gdzie A i B sa wektorami stalymi. U

ZADANIE 2.1.43
Znalez¢ dywergencje i rotacje pola wektorowego A(r) postaci

a) (¢ +yz2) i+ (P +20)j+ (P +ay) k. b) (@it+y))/(@®+y?),
c)ri+yj+zk, d) (z/r)i+ (y/r)j+ (z/r)k,
e) o(r)r, A D) (exr)/rm, A A
g) (xy/r®) i+ (yz/r®)j+ (22/r? +1/r)k, h) (x/(y2)) i+ (y/(22)) ]+ (2/(xy)) k
gdzie e jest wektorem stalym. 0
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2.2. CALKI WIELOKROTNE 15

ZADANIE 2.1.44
Niech A(r) jest polem wektorowym o stalym kierunku. Udowodnié, Ze rotacja z tego pola jest prosto-

padta do niego, tj. A-(V x A) = 0. U

ZADANIE 2.1.45
Sprawdzi¢ ortogonalnosé uktadu wspotrzednych krzywoliniowych:

a) r, 01, gdzie
x =arsinfcosy, y=brsinfsinyp, z=crcosb,

za$ a,b,c > 0 sa ré6znymi od siebie stalymi,
b) «, 3, z, gdzie

xr =coshacos(3, y=sinhasing, z=z,

c) & 1, ¢, gdzie

$=\/(52—1)(1—772)008s0, y=\/(£2—1)(1—n2)singo, z =&,

d) r, 0, ¢, gdzie
r=rsinf, y=rcosfcosyp, z=rsinfsingp,

Dla uktadéw ortogonalnych wyznaczyé wspoétezynniki skalujace i laplasjan. tl

ZADANIE 2.1.46
Wykazaé¢, ze pole wektorowe A(r) = f(r)r jest polem bezzrodlowym (tj. takim, dla ktorego dywer-
gencja znika), gdy funkcja f(r) spelnia rownanie

df(r)
dr

+3f(r)=0.

r

Wyznaczy¢ najogolniejsza postaé funkeji f(r). tl

2.2 Calki wielokrotne

2.2.1 Calki wielokrotne we wspétrzednych kartezjanskich

ZADANIE 2.2.1
Obliczy¢ catki wielokrotne:

a)

2

X
= _dzdy,
/sl+y2 Y

gdzie S jest kwadratem o wierzchotkach w (0,0), (0,1), (1,1), (1,0).

/ V1 —22 —y2dady,
S

gdzie S jest czescia kola o srodku w (0,0) i promieniu 1 z pierwszej ¢wiartki.

b)
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N

ZADANIE 2.2.2
Wyznaczy¢ na ptaszezyznie obszar catkowania i zamienié¢ kolejno$é w calce iteracyjnej. Obliczy¢ pole
tego obszaru korzystajac z obu calek iteracyjnych.

a)
2 2—y
J /y s )

/21 dy /;Jr2 dz f(z,vy).

3 2z
/1 dr [ dy f(z.y).

/3
tl
ZADANIE 2.2.3
Zapisaé jako calki iteracyjne:
a)
/ [l y)dzdy,
S
gdzie S jest trojkatem o wierzchotkach (0,0), (2,0), (2,1).
b)
/ [z, y)dzdy,
S
gdzie S jest kotem 2 4 y? < .
tl
ZADANIE 2.2.4
Wykazaé, ze
2m sin x 1 mT—arcsiny 0 2m+arcsiny
/ dw/ dyf(w,y)Z/ dy/ , dwf(fﬂ,y)—/ dy/ - dz f(w,y)
0 0 0 arcsiny -1 mT—arcsiny
i narysowaé obszar calkowania. U

ZADANIE 2.2.5
Obliczajac calki iteracyjne dla calki podwojnej po trojkacie o wierzchotkach w punkatach (0,0), (2,1)
i(—2,1) wykazac¢ rownoscé

1 2y 0 1 2 1
/0 dy _Zydwf(x,y)Z/_de /_I/Qdyf(w,yH/o dx /gc/2dyf(:v,y)~
]
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ZADANIE 2.2.6
Obliczajac calki iteracyjne dla catki podwojnej po obszarze otoczonym okregiem z2 + 3% = y wykazaé

2 Vi
/Oldy /_\/def(x,y) = /_11//22 dz / dy f(z,y).

réwnoscé

ZADANIE 2.2.7
Rozpatrzmy catke dwuwymiarowa z funkcji f(z,y) po trojkacie o wierzchotkach w punktach (0,0),

(1,0) i (1,1). Wykazac, ze
1 x 1 1
| e [Cayrey = | dy/y da f(z,y).

tl
ZADANIE 2.2.8
Wykazaé, ze
T 1 T
/ dzy / dxy f(z2) :/ (x —t)f(t)dt,
a nastepnie, korzystajac z indukcji matematycznej udowodnié¢, ze
Tdo [ T L e ma
[ e [ e [T @) = g [0,
tl

ZADANIE 2.2.9
Znalez¢ objetosé brytu ograniczona powierzchniami z =1+x+y, 2 =0,y=0,2=0,z+y=1. [J

ZADANIE 2.2.10
Znalezé objetosé bryly ograniczong plaszczyznami uktadu wspotrzednych i powierzchniami z = 422 +
22 +1iz+y—3=0. O

ZADANIE 2.2.11
Znalezé objetogé bryly ograniczong powierzchniami z = a? — 2%, y =2z, 2 +y =a, 2 =0iy = 0,
gdzie a > 0. U

2

ZADANIE 2.2.12
Znalezé objetosé bryly ograniczona powierzchniami y = 22, z = 22 + 9%, y =112 = 0. U
ZADANIE 2.2.13

Znalezé objetosé bryly ograniczong powierzchniami z2

=xy,zr+y=4ix+y=6. l
ZADANIE 2.2.14

Obliczy¢ pole powierzchni ograniczonej osia Oz oraz pierwszym ltukiem cykloidy x = R(t — sint),
y=R(1 —cost) dla0 <t < 2. [
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2.2.2 Calki wielokrotne we wspétrzednych krzywoliniowych
ZADANIE 2.2.15
Obliczy¢ catki podwojne:
a)
/em/ydxdy,
s

gdzie S jest obszarem ograniczonym parabola y = \/z 1 prostymi x = 0 oraz y = 1.
Uwaga: jedng z calek iteracyjnych liczy sie tatwo, druga jest trudna. Wybraé¢ metode tatwa.
b)

.’IJ2 y2

gdzie S jest wnetrzem elipsy (z/a)? + (y/b)? < 1. Wykorzystaé¢ zamiang zmiennych = = ar cos ¢

iy = brsinp.
tl
ZADANIE 2.2.16
Obliczy¢
/(w2 +y?)dzdy,
S
gdzie S jest obszarem z* 4+ y* < 1. Skorzysta¢ z symetrii i calkowaé tylko po pierwszej ¢wiartce.
Rachunki wykona¢ korzystajac z ortogonalnych wspoétrzednych
T=Trcosp,y=rsiny
oraz nieortogonalnych wspotrzednych
T =,/rcosy,y=/rsinp.
W obu przypadkach otrzymujemy 7 /+/2. 0
ZADANIE 2.2.17
Obliczy¢ powierzchnie ograniczona krzywymi
r=a(l+cosp) 1 r=acosp, a>0,
tl
ZADANIE 2.2.18
Obliczy¢ powierzchnie ograniczona krzywa
2 2.9 2 2
x x
Ty v
4 9 4 9
tl

ZADANIE 2.2.19
Znalez¢ pole ograniczone parabolami 2 = ay, 2> = by, y> = aziy? = fr, gdzie0 < a < bi0 < o < f.
Skorzysta¢ z zamiany zmiennych z? = uy i y? = vz. U

J. Z. Kaminski: Zadania z Matematyki 3L 2006/2007 www.fuw.edu.pl/~ jkam



2.2. CALKI WIELOKROTNE 19

ZADANIE 2.2.20
Znalezé pole czesci powierzchni paraboloidy 4% + 22 = 2ax znajdujacej sie pomiedzy powierzchnia
y? = ax a plaszczyzng = = a. tl

ZADANIE 2.2.21

Znalez¢ pole czeéci powierzchni walca x? + y? = 2ax znajdujacej sie pomiedzy stozkiem 22 + y? = 22

a plaszczyzng Oxy. 0
ZADANIE 2.2.22
Obliczy¢
/ 22dzdydz
v
gdzie V jest wspolng czescig kul 22 + y? + 22 < R? i 22 4+ y? + 22 < 2Rz, tl

ZADANIE 2.2.23
Macierz Jackobiego pomiedzy wspotrzednymi (x,y) a (u,v) definiujemy wzorem

oz Oy
5]
v Ov

Wrykazaé, ze z regul rézniczkowania funkeji ztozonych wynika

aC  ac ac  aC o
gdzie & = a(u,v), y = y(u,v), u = u(€, () i v = v(§,Q). 0

ZADANIE 2.2.24
Wykazaé, ze

®|®Qﬁ|§3
Sl
N~

/_O:o 4y 2M0m) —cosba) _ )

72

W tym cely skorzystaé ze wzorow

b
cos(ax) — cos(bx
/ dy sin(yz) = (az) (bz)
a x
oraz - )
sinu
/ du .
0 u 2
Ten ostatni wynik wyprowadzimy w czesci poswieconej analizie zmiennej zespolone;j. tl

ZADANIE 2.2.25
Rozpatrujac we wspolrzednych biegunowych catke podwoéjna po okregu

oy e

z funkeji f(z,y), wykazaé rownosé

/2 cos ) 1 arccos p )
/ d@/o dppf(pcow,pﬂn@):/o dp/ dp pf(pcosp, psinp).

—7/2 — arccos p

O
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ZADANIE 2.2.26
Rozpatrujac we wspotrzednych biegunowych catke podwojna po prawym listku lemniskaty Berno-
ulli’ego

(xz + y2)2 — 22— 2

z funkeji f(z,y), wykazaé rownosé

L arccos p?
/7r/4 /\ / cos(2¢) 2 g

1
de dppf(pcosso,psinw)z/o dp / dppf(pcose, psing).

—7/4
—é arccos p?

tl
ZADANIE 2.2.27
Znalezé objetosé bryly ograniczong plaszezyznami y = 0, x = r i y = x oraz walcem z? + 22 = 12
(r>0). 0
ZADANIE 2.2.28
Znalez¢ pole ograniczone elipsa (r — 2y + 3)? + (3z + 4y — 1)? = 100. tl

2.3 Calki krzywoliniowe i powierzchniowe

2.3.1 Calki krzywoliniowe

ZADANIE 2.3.1
Wykazaé, ze jesli obszar plaski otoczony jest krzywa zamknicta c zadang we wspotrzednych bieguno-
wych réwnaniem p = p(¢), to jego pole wyraza si¢ wzorem

Pokazaé, ze pole otoczone krzywa zwana kardioida (rysunek 2.1(b)) o réwnaniu p = R(1—cos ¢) wynosi
3TR?/2. 0

ZADANIE 2.3.2

Korzystajac z twierdzenia Green obliczy¢ catke krzywoliniowa z pola wektorowego A(r), jesli krzywa
zorientowana jest przeciwnie do ruchu wskazowek zegara i otacza obszar S, gdy:

a) A(r) = yi+4z], a S jest kwadratem 0 < z < a, 0 <y < a,

b) A(r) =zInyi+ye”j, a S jest prostokatem 0 < 2 < 3,1 <y < 2,

c) A(r) = 2z — y) i+ (x + 3y) j, a S jest ograniczony elipsa 22 + 4y% = 4. U

ZADANIE 2.3.3
Obliczy¢ catke krzywoliniowa

/m yide + 2%dy,
C

gdzie krzywa C jest gorna czescia elipsy x2/a? + y?/b? = 1 skierowang zgodnie z ruchem wskazowek
zegara. t
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ZADANIE 2.3.4

Obliczy¢
Yy
~———(ydz — xdy),
/C A y)
gdzie krzywa C jest prawym listkiem lemniskaty p? = a2 cos(2¢p). tl

ZADANIE 2.3.5
Obliczy¢

/m —z?ydx + zy’dy,
C

gdzie krzywa C jest okregiem 2 +y? = R? o orientacji przeciwnej do ruchu wskazowek zegara. Obliczy¢
ja jako calke konturowa i jako calke powierzchniowa po skorzystaniu z tw. Greena. tl

ZADANIE 2.3.6

Korzystajac z tw. Greena obliczy¢

/e“”[(l + cosy)dy + (y — siny)dx |

~

C

gdzie C jest krzywa zorientowana przeciwnie do ruchu wskazowek zegara i sktadajaca sie z odcinka
0<z<7iwykresu y =sinz. 0

ZADANIE 2.3.7
Obliczy¢ catke krzywoliniows plaska nieskierowana

/ (z +y)ds,
C
gdzie kontur C jest obwodem trojkata o wierzchotkach (0,0), (1,0), (0,1). 0]

ZADANIE 2.3.8
Obliczy¢ catke krzywoliniows plaska nieskierowana

/ (z° +y°)ds,
C
gdzie kontur C jest krzywa o rownaniach x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost), 0 <t < 27. [

ZADANIE 2.3.9
Obliczy¢ catke krzywoliniows plaska nieskierowana

/ z?yds ,
C

gdzie kontur C jest czescia elipsy (x/a)?+(y/b)? = 1 lezaca w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych.
l

ZADANIE 2.3.10
Obliczy¢ catke krzywoliniows plaska nieskierowana

/C(x + y)ds,

gdzie kontur C jest obwodem kwadratu |z| + |y| = a, a > 0. [
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ZADANIE 2.3.11
Obliczy¢ catke krzywoliniows plaska nieskierowana

/C(y —z)ds,

3 zawartym miedzy punktami (1,1) i (2,8). 0]

gdzie kontur C jest tukiem krzywej y = x

ZADANIE 2.3.12
Obliczy¢ catke krzywoliniows plaska nieskierowana

/ (x +y)ds,
C
gdzie kontur C jest pierwszym tukiem cykloidy x = a(t — sint), y = a(l — cost), a > 0. 0

ZADANIE 2.3.13
Obliczy¢ catke krzywoliniows

LGl + ly ) as

gdzie C jest krzywa zadang rownaniem |z|>/3 4 |y|?/3 = a?/3, a > 0. 0

2.3.2 Calki powierzchniowe w trojwymiarowej przestrzeni
ZADANIE 2.3.14

Obliczy¢
/m 22dy Adz +y?dz Adz + 22dz Ady,
S
m
gdzie S jest zewnetrzna czedcig potsfery z? +y? + 22 = a2, z > 0. U

ZADANIE 2.3.15
Obliczy¢ powierzchnie czesci walca 22 4+ y? = ax znajdujaca sie wewnatrz kuli 2 + y? + 22 = a?. 0

ZADANIE 2.3.16
Znalezé pole powierzchni odcietej przez walec 22 + 32 = 1 z kuli 22 4+ y? + 22 = 4. U

ZADANIE 2.3.17
Znalezé pole tej czesci powierzchni 2z = xy, ktora jest zawarta wewnatrz walca z2 + 2 = 4. U

ZADANIE 2.3.18

Znalez¢ pole tej czesci powierzchni z = /a2 — y2, ktora jest zawarta wewnatrz walca (22 + y?)? =
2 2

e — Y- 0

ZADANIE 2.3.19
Znalez¢ pole tej czesci powierzchni z = /22 + y2, ktora jest zawarta wewnatrz walca 22 +y? = 2z. [

ZADANIE 2.3.20
Znalezé pole tej czesci powierzchni 22 + y? = 2z, ktora jest zawarta wewnatrz walca (22 + y?)? = 2zy.

O
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ZADANIE 2.3.21
Znalezé pole powierzchni kuli 22 + 2 + 2% = 25, ktéra jest zawarta wewnatrz walca %:ﬁ + %yQ =1.

N

2.3.3 Twierdzenia Gaussa i Stokesa

ZADANIE 2.3.22
Sprawdzi¢ poprawno$é wzoru Gaussa na przykladzie pola wektorowego postaci

r
A(T) - —(’r2 + a2)3/27
wybierajac jako objetosé kule o érodku w poczatku uktadu wspotrzednych i o promieniu v/3 a. U

ZADANIE 2.3.23
Obliczy¢, korzystajac z zadania 2.1.9, catke krzywoliniowa

/ydx + zdy + zdz

C

gdzie C jest okregiem x2 + 12 + 22 = a2, x4+ y 4 2z = 0 zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara, jesli patrzymy z dodatnich wartosci x (rysunek 2.2(b)). Skorzysta¢ z twierdzenia Stokesa i
obliczy¢ te catke jako catke powierzchniowa po powierzchni kota. Poréwnaé¢ wyniki. U

ZADANIE 2.3.24
Korzystajac z tw. Stokesa obliczy¢ catke

/m ydr + zdy + zdz
C

m
gdzie C jest okregiem x? +y? + 22 = a?, x +y + z = 0 zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara jesli patrzymy z dodatnich wartosci x. tl

ZADANIE 2.3.25
Obliczy¢ catke

/m 22dy Adz 4+ y?dz Adx + 22dz Ady
S

%
gdzie 8 jest zewnetrzng czeScia stozka z = /22 + y? ograniczona plaszczyzna z = h (tj. 0 < z < h).
Wsk. Zamknaé¢ od gory te powierzchnie kotem i zastosowaé tw. Gaussa. Wktad od kota obliczy¢ osobno
i odjac. tl

ZADANIE 2.3.26
(Mozna pomina¢) Korzystajac z tw. Greena obliczy¢

/8 e’[(1 = cosy)dx + (y —siny)dy]

m
gdzie C jest konturem zorientowanym przeciwnie do ruchu wskazowek zegara sktadajacym sie z odcinka
0<z<7iwykresu y =sinz. 0
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ZADANIE 2.3.27
Obliczy¢ catke

/m 22dy Adz 4+ y?dz Adx + 22z Ady
S

m
gdzie 8 jest zewnetrzna czedcig szeScianu 0 < z < @, 0 < y < a, 0 < z < a, wykonujac catke
powierzchniows i korzystajac z tw. Gaussa. tl

ZADANIE 2.3.28
Obliczy¢ catke

/m 23dy Adz +y2dz Adz + 23dz Ady
S

m
gdzie S jest zewnetrzna czescia sfery 22 4 y? + 22 = a2, wykonujac catke powierzchniows i korzystajac
z tw. Gaussa. O

ZADANIE 2.3.29
Obliczy¢ catke

/mxdy ANdz +ydz Adx + zdz Ady
S

m
gdzie 8 jest zewnetrzna czescig sfery 22 4 y? + 22 = a?, wykonujac catke powierzchniows i korzystajac
z tw. Gaussa. tl
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Analiza zmiennej zespolone;

3.1 Funkcje i pochodne

3.1.1 Funkcje i odwzorowania

ZADANIE 3.1.1
Podaé réwnania okreslajace kontury bedace elipsa (z — x0)%/a? + (y — y0)?/b*> = 1 o przeciwnych
orientacjach. U

ZADANIE 3.1.2
Narysowaé¢ kontury okreslone rownaniami z4(¢) = t £1i(1 — |t]) dla —1 < ¢ < 1. Czy sa to kontury
zamkniete i gtadkie? tl

ZADANIE 3.1.3
Okresli¢ obrazy prostych = C lub y = C dla przeksztalcenia w = z2. Osobno rozpatrzeé¢ przypadek
C = 0. Naszkicowaé te krzywe na plaszczyznie zepolonego w. U

ZADANIE 3.1.4
Znalez¢ obraz prostokata —m < x,m, 1/2 < y < 1 przy przeksztalceniu funkcja sin z. tl

ZADANIE 3.1.5
Liczbe zespolona a + ib mozemy reprezentowaé macierza,

. a b
a+ib — <—b a)'

Wykazaé¢ poprawnosé takiego przedstawienia dla dodawania i mnozenia liczb zespolonych. Znalezé
reprezentacje macierzowa liczby 1/(a + ib). U

ZADANIE 3.1.6
Wyznaczy¢ zbiory okreslone réwnaniami: Im% = %, |z| = Rez + 1. l

25
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ZADANIE 3.1.7
Znalez¢ na plaszezyznie zespolonej obraz linii y = x po przeksztalceniu funkcja 1/z, wytaczajac punkt

(0,0). O

ZADANIE 3.1.8
ZnaleZ¢ na plaszezyznie zespolonej obraz linii |z| = R, R # 1, po przeksztalceniu funkcja z +1/2z. U

3.1.2 Pochodne
ZADANIE 3.1.9

Czy istnieja pochodne funkcji f1(z) = 3z + 2yi i fo(z) = 2® — 3wy? + (322y — y3)i? tl
ZADANIE 3.1.10

Wykazaé, ze funkcja f(z) = |2|?> = zz* jest rozniczkowalna tylko w punkcie z = 0, zatem nie jest
analityczna. U

ZADANIE 3.1.11

Wykazaé, ze funkcje e i

e# 53 analityczne na calej plaszczyznie zespolonej. tl

ZADANIE 3.1.12
Sprawdzi¢, czy istnieja funkcje analityczne f(z) = u(x,y) + iv(z,y), dla ktorych

22 _y2

a) u(m,y)zm, b) v(z,y) :3+x2—y2—m, ¢) u(z,y) = sinz coshy
d) u(z,y) = exp(y/z), ) v(z,y) =(a? +y°) —2® +y°  f) v(z,y) = e” cos(2y).
Jedli tak, to wyznaczyé je z doktadnoscia do statej. tl

ZADANIE 3.1.13
Znalez¢ funkcje analityczna f(z) = u + iv, spelniajaca warunki v = 1—2+Ly2, f(2)=0. U

ZADANIE 3.1.14

Znalez¢ funkcje analityczna f(z) = u + iv, spetniajaca warunki v = 22 — % + 2y, f(0) = 0. tl

3.2 Calki konturowe i wzory Cauchy’ego

3.2.1 Calki konturowe

ZADANIE 3.2.1
Obliczy¢ catki konturowe z funkcji f(z) po konturze taczacym punkty z; i zo, gdy

a) f(z) =22, 21 =01 29 = 1 +1, b) f(z) =cosz, z1 = —im 1 29 = i,
¢) f(z) =e*? 21 =8+imiz=8—3ir, d) f(2)=1/2,21=—1iz =1
W przypadku d) kontur nie przecina ujemnej osi rzeczywiste;j. U

ZADANIE 3.2.2
Obliczy¢ catke konturows

[ 1)z
C
jesli

N
a) f(z) = 1/y/z, a kontur C jest dolng polowka polokregu |z| = 4 skierowanym od punktu z; = —4 do
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m
b) f(z) =1+1i—22* a kontur C jest odcinkiem prostej od punktu z; =0 do 2o = 1 + 1,
o
¢) f(z) =1+1i—22% akontur C jest tukiem paraboli y = 22 od punktu z; = 0 do 25 = 1 +1,

m
d) f(z) =i—|2|%, a kontur C jest odcinkiem prostej od punktu z; = 2 do 23 = i,

m
e) f(z) =i—|2]%, akontur C jest lukiem paraboli z = 3? od punktu z; = 1 +1 do 29 = 4 + 2i,
m
f) f(z) = |z]z*, a kontur C jest gornym poétokregiem 2 + y? = 1 skierowanym od punktu z; = —1 do
zo =1,

1. U

3.2.2 Wzory Cauchy’ego

ZADANIE 3.2.3
Obliczy¢ catke

Pz,

~

C

gdzie c jest pewnym konturem na plaszczyznie zespolonej, a funkcja g(z) rowna sie

)5 D) SR, o W d) SE o) p) S

Rozwazy¢ rozne ksztalty konturu. U

ZADANIE 3.2.4
Obliczy¢ catki

cos z sin z sinh? z
a) | §4 (z—1)(2+3) dz, b) ‘ §3 22—72+10 dz, C) | §1 23 dz,
e z+1 cos z
d) | |§2 8 dz, e) | §2 72(2_1;5(2_3) dz, f) ‘ §3 GI1)2(=—2) dz,
zdz dz : (z=1)dz
g) fﬁ (z+1)(22+1)° h) § z(z2+4)° 1) § 22+422-3"
x2+(y+1)2=1 x24y2=9 |z|=2

ZADANIE 3.2.5
Obliczy¢ caltki:

sin zdz sin zdz e*dz
j{c 2z — 1’ 7{c~(2z—w)2’7€~z—ln2’
cosh zdz sin2zdz cosh zdz
f{c 2ln2 -z ’j{C (6z — )3~ j{c (2In2 — 2)%”’
gdzie kontur C' jest okregiem |z| = 1 lub |z| = 2 lub |z| = 3 lub |z — 7| = 7 lub kwadratem o
wierzcholtkach 41, 4. H

ZADANIE 3.2.6
Obliczy¢ catki metoda rezidudw,

9§ 1— 22 % 9§ 22dz
1422 27 (22 +1)(22+9)’
|z|=2

|2[=5

a nastepnie poréwna¢ wynik otrzymany metoda liczenia reziduum w nieskoriczonosci. t

jkam@fuw.edu.pl J. Z. Kaminski: Zadania z Matematyki 3L 2006,/2007



28 ROZDZIAL 3. ANALIZA ZMIENNEJ ZESPOLONEJ]
3.3 Szeregi Taylora i Laurenta, residua

3.3.1 Szereg Taylora

ZADANIE 3.3.1

Zmnalez¢ rozwiniecie w szereg Taylora wokol punktu zg = 0 i okreslié jego promient zbieznosci dla
nastepujacych funkeji:
a) sin? z, b) cos? 2, c) sin* z + cos? z,
d) cos? z + cosh? z, e) e“sinz, f) cos z cosh z, O
1 1— . 1422
g) ln(1+§) h) ==1In(1 - 22), i) ln(ligz).

ZADANIE 3.3.2
Znalez¢ pierwsze trzy wyrazy rozwiniecia funkeji z/sin z w szereg Taylora, gdy zg = 0 lub zg = 7/2.
Jakie sa promienie zbieznosci tych szeregow? U

3.3.2 Szereg Laurenta

ZADANIE 3.3.3
Znalez¢ rozwiniecia w szereg Taylora lub szereg Laurenta funkeji f(z) wokot punktu zg i okresli¢ obszar

zbieznosci, jesli:
2

a) f(2) = 723, 20 =0, b) f(z) = zz>zo 1, ¢ f(2) =152, 20 =0,
d) f(z) =%, 20 =1, e) f(z2) =3, 20=1, f) f(z) = Zh)z,zo 1,
g)f(z)zzir;er)ZO:_ﬂ-/Q) )f(z):(ZQS)ZQv O—iv )f(z)_ii %) zo = 0.
tl
3.3.3 Residua
ZADANIE 3.3.4
Wykazaé, ze
2m de 2
0 A+tikcosyp N VA2 + k27
gdzie A i k sa liczbami rzeczywistymi. Stosujac rézniczkowanie po parametrze pokazaé, ze
/2” de B 2\
0 (A+ikcosp)? (A2 4 Kk2)3/2°
Sprawdzi¢ poprawnosé tej rownosci wykonujac catke stojacg po lewej stronie. tl

ZADANIE 3.3.5
Obliczajac catke konturowa z funkcji (e
rzedu) wykazac, ze

%z 1)/2? (zauwazyé, ze dla z = 0 jest to biegun pierwszego

22
0 sin“x
/ de = .

oo X2

O
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ZADANIE 3.3.6
Obliczajac catke konturowa z funkcji (e3? — 3e'* 4 2)/23 (zauwazy¢, ze dla z = 0 jest to biegun

pierwszego rzedu) wykazaé, ze
/OO sin® z 3
de = -m.

o @3 4

ZADANIE 3.3.7
Wykazaé, ze dla funkcji f(z) analitycznej na obszarze zawierajacym w sobie koto |z| < 1 spelniony jest

1 7 1—1r?
(z) = 2 /_ﬂ 1 —2rcos(p )+r2f( )t

gdzie 7 < 11 z = rel?. Wzor ten okresla tzw. transformate Poissona. tl

tzw. wzoér Poissona

ZADANIE 3.3.8
Zmalezé bieguny i obliczy¢ odpowiednie residua dla funkcji:

#4+22—24+2 1 1 1 7>
) ) ) ) ’tanh Z’
23 —1 1—28"2423"2(1—22)" (1+2)3
z e?*  coshz —1 el? 221 e*-32—1 1—cosz
1—24"14e" 27 7 (224427 22 7 24 T (r—2)3
U
ZADANIE 3.3.9
Wyznaczy¢:
1 1 1- z
Res ,Res ,Res ,Res sin Z,Res — % Reser Res 67, Res (2% sin 7T)
2=0 2(2 +3)"2=0 22(2 — 1) 2=0 sinz’ 2=0 22 '2=0 1 —cosz z=00 'z=1 (z —1)2 2=00 z
U
ZADANIE 3.3.10
Obliczy¢ metoda residudow calki:
/OO dz /00 dx o gsinx /OO COS QX a -0
—_— ——— dla a,a
oo (T+22)3 oo 2 + 17 oo 1+ 227 J oo (a? + 22)? ’ ’
/OO d dx /27T dx /2” dx
oo @+ 22+ 17 J oo (22 +25)(922 +1)" Jo  (3+2cosx)?’ Jo (a+bcos?z)
U
ZADANIE 3.3.11
Wykazaé, ze:
/ / cosx We_a’/ (x+1)(z+2) =
(ac2 +1)3 8" 24+d®> 2a oo (22 +1)(22 + 2)
U
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y 2mi
T
X
-R 0 R
RYSUNEK 3.1: Kontur catkowania
ZADANIE 3.3.12
Obliczy¢ catki:
/2” cos 20 dé © gz /°° x2dx
0o H+4dcost’ Jo 42?417 J o (22 +4)(2249)
/°° cos 2zdz > rsinzdx > cos 2zdx
o 922447 Jo zt+422+57 Jo (422 49)?

/OO dx /OO x2dx /OO cos xdz
oo X244 +5"Jo 244167 Jo xt+422+5

/Ooxsinxdx > cosmrdx /OO cos xdx
o 922447 Jo a*+22+17 )y (922 +1)%

ZADANIE 3.3.13
Wykazaé, ze

o0 P T
/ doe = —
o 1t e? sinp

dla 0 < p < 1. Calkowa¢ po konturze z Rysunku 3.1, a nastepnie przej$é¢ z R do nieskoriczonosci. [l

ZADANIE 3.3.14
Obliczy¢

[e.] epfl‘
/ dx
o 1l —e?
dla 0 < p < 1. Uzy¢ podobnego konturu catkowania do tego z Rysunku 3.1 zauwazajac, ze osobliwosci

znajduja sie na konturze. U

ZADANIE 3.3.15

Obliczy¢

0o g2mz/3

/ dx

_oo COsh
Uzy¢ podobnego konturu catkowania do tego z Rysunku 3.1. tl
ZADANIE 3.3.16
Obliczy¢

/ ©  dx
—oo Sinhz

Uzy¢ podobnego konturu catkowania do tego z Rysunku 3.1. t
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ZADANIE 3.3.17
Korzystajac z lematu Jordana obliczy¢ catki:

o0 T COS T 00 rsinz o0 T COS T
/ 7@,/ 7@,/ __TCOST 4
oo T2 =22+ 10 oo T2 =22+ 10 oo T2+ 4z +20

o0 rsinx > cosx smx
7dx, d
oo T2+ 42 4+ 20 (x +im)? (x —im)?

tl
ZADANIE 3.3.18
Korzystajac z lematu Jordana obliczy¢ warto$é gléwna nastepujacych catek:
/00 2:ccos:c dx7/°° ! sin x dx,/oo cgos:c dx,/oo c4osx de.
o0 2 —Bx 46 —o (22 4+ 1)(x —1) —oo 29+ 1 —oxt—1
tl

ZADANIE 3.3.19
Obliczy¢ catke

o eaac
de, 0<a<?2,
/_oo (e +1)(e” +2)

wybierajac jako kontur catkowania prostokat o wierzchotkach £R i =R + 2xi i przechodzac nastepnie
do granicy R — oc. tl

ZADANIE 3.3.20
Stosujac podobna metode jak w poprzednim zadaniu obliczyé calki:

o0 @ o0
/ sgn(aac) dx,/ cos(ax)dx’
o sinhx o coshx
w ktorych a jest dowolng liczba rzeczywistg. Uwaga! Punkty 0 i 271 nalezy obej$é matym tukiem, tak
jak przy obliczaniu wartosci gtowne;j. U
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