7ZADANIA NA CWICZENIA Z MATEMATYKI II L
SERIA 4

DZIEDZINA 1 POZIOMICE FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH RZECZYWISTYCH
1. Okresli¢ dziedzine i naszkicowaé poziomice funkcji

2x

a) f(x,y) = 1 +2z+9%)?2 b) flz,y) = PN

GRANICA FUNKCJI W PUNKCIE, GRANICE ITEROWANE, CIAGLOSC FUNKCJI

1. Obliczy¢ granice iterowane oraz zbada¢ zbieznosé i obliczyé granice funkcji w punkcie:

i 1. i x sin(zy) i 5 oy . ( 1 )
a lim —sin(2? + |zy|), b lim , C lim x4+ sin| — |,
) (2,9)—(0,0) T ( lzul), ) (@y)—(0,0) z*+y? ) (z,yw(o,m( v) zy
d) im sinz, e) lim % sin .
(z,9)—(0,0) T — ¥y (z,9)—(0,0) T + Y

2. Dana jest funkcja f: R2 — R
) _{ [2 + (y — 1)* cos § cos .27 gdy  (z,y) # (0,1),
’ 0 gdy (z,9) =(0,1).
Zbada¢ istnienie granicy podwdjnej w punkeie (0,1) oraz granic iterowanych. Sprawdzi¢ czy f jest ciagla.

3. Dana jest funkcja f: R? — R

] o . dla (z,y) = (0,0),
f(x,y)—{ Fs dla (z,y) # (0,0).

Pokazaé, ze:

a) f jest funkcja ograniczona na R2
b) f jest nieciggta w punkcie (0, 0),
¢)* flz, gdzie L jest dowolng prosta na R?, jest ciagta na L.

POCHODNE CZASTKOWE, POCHODNE KIERUNKOWE, ROZNICZKOWALNOSC (W SEN-
SIE FRECHETA), PLASZCZYZNA STYCZNA DO POWIERZCHNI

1. Obliczy¢ pochodne czastkowe 0,2 i 9yz tam gdzie istnieja:

a) z(z,y) = esm(«%), b) z2(z,y) = In <x\—/|—§y> , ¢ z(x,y) = %—l—yz’
Ve

d) z(z,y) = (zy)* 1Y, e) z(z,y) = / arth(t) dt.
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2. Wykazaé, ze funkcja okreslona wzorem

1 dla zyz=0,
f(af,yw):{ v

0 dla zyz#0,
ma pochodne czastkowe! f!, > [ w punkcie P = (0,0,0), ale nie jest ciagta w P.

3. Dana jest funkcja okreslona wzorem

I2 y2 ) )
fay) =4 W da 24yt >0,
0 dla z=y=0.

Wykazac, 7e £/, (0,0) # f2..(0,0).

4. Dana jest funkcja f : R? — R okreslona wzorem

[N
—~
=

[e=)
N

fag) =) Fady (@)
’ 0 gdy (z,9)

a) Pokazac, ze f, oraz f, istnieja na R2.
b) Zbada¢ ciagltos¢ funkeji f, oraz f;. W szczegdlnosci sprawdzi¢ ich ciagtos¢ w (0,0).
c) Policzy¢ f,!, oraz f,. Wykazaé, ze f,,(0,0) # f,.(0,0).

5. Dana jest funkcja f(x,y) = +/|zy|. Wykazac, ze:

a) fi, oraz f} istnieja na Dy = R?.
b) Funkcje f; i f; nie sa ciagle w P = (0,0).
6. Obliczy¢ pochodne kierunkowe funkcji
a) f(x,y) =x* 4+ y* + 22y + 1 w punkcie P = (1,2) w kierunku wektora v = (3, —1),
b) u(x,y) = zy? + 23 — xyz w punkcie B = (1,1,2) w kierunku wektora u = (1,2,1).

7. Obliczy¢ pochodna kierunkows funkcji z(z,y) = 72 w dowolnym punkcie na elipsie £ = {(z,y) € R? : 222 + y* = ¢?}
wzdtuz wektora prostopadtego do elipsy w tym punkcie.

8. Zbada¢ istnienie pochodnych kierunkowych (w tym i czastkowych) w punkcie (0,0) oraz rézniczkowalno$é (w sensie

Frécheta) funkcji:
a) f(z,y) = y/|z|siny,

b) f(x,w:{ (ﬁ 3}: gg#(o,ox
#(0,0),
= (0,0).

¢) fla,y) = (@ + )1 dla (o)
)f( ?y) { 1 dla (x,y) ( ) )

9. * Niech V bedzie przestrzenia unitarna nad R. Pokazac¢, ze pochodna staba (Gateaux) funkcji §
V xV 3 (v1,v2) = F(v1,v2) = (v1]v2) €R

zadana jest wzorem
V3w Vu,§(v1,v2) = (v1 + va]w) .

10. Znalez¢é rownanie plaszezyzny stycznej w punkcie (zg, 4o, 20) do powierzchni:

aw@w=VwW+w+wamm=§»wmﬂwhﬁf=W—f+ﬂ.

Przedyskutowaé¢ punkty osobliwe.
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LOznaczenia: §L = 0. f = fi, Ao = Ouy f = 00Oy f = £,



4 WZOR TAYLORA

1. Podaé rozwiniecie Taylora do trzeciego rzedu funkcji f(z,y) wokot punktu P:

a) f(x,y)=1n(1+xsiny),P:(0,0) b) f(x,y)zei,P:(O,l), c)f(x7y):arth\/m2+y27P:(072).



