ZADANIA DOMOWE Z MATEMATYKI II L
SERIA 3

PRZESTRZENIE UNITARNE

1 -1
. Dane sa dwa wektoryv=| 4 |iw= 0 w przestrzeni unitarnej R? z iloczynem skalarnym (z|y) = Z?:1 TiYi,s
3 2
Z1 U1
gdziex = | =2 |,y=| 2
T3 Y3

a) Rozlozy¢ wektor v na sktadowa rownolegla i prostopadta do w.

b) Rozlozyé¢ wektor w na sktadowa rownolegla i prostopadta do v.
. Czy w sensie iloczynu skalarnego (f|g) = fol f(x)g(z)dz w przestrzeni wektorowej funkeji ciagtych na odcinku [0, 1]

a) funkcje sin 27wz i cos 2wz sa ortogonalne?
b) funkcje sin 2rmx i sin 27rnx sy ortogonalne?

¢) Znalez¢ wielomian stopnia 2 ortogonalny do 11i z.

. *L Niech a i 8 # 0 beda ustalonymi wektorami w przestrzeni unitarnej R? z iloczynem skalarnym jak w zadaniu
1. Znalezé najkrotszy wektor postaci a 4+ t0, gdzie t € R. Czy jest on ortogonalny do (. Zinterpretowaé¢ wynik
geometrycznie.

ODWZOROWANIA LINIOWE

. Poda¢ macierz odwzorowania liniowego M : R* — R3 w bazie kanonicznej polegajacego na odbiciu lustrzanym
punktow wzgledem plaszczyzny x + 2y — z = 0.

. Wyrazi¢ operator rozniczkowania % w bazie p = (2,2 — 32,2 — 3z + 822) w przestrzeni wektorowej Ky[z]. Znalezé
Ker %. Jak wyglada macierz operatora % w bazie ¢ = (1, x,2?).

. Dane jest odwzorowanie liniowe T : R* — R3

41 -2 3 1

21 1 —4 2=y,

6 0 -9 9 3 s
T4

Wyznaczyé Ker T, Im T, dim Ker T oraz dimIm7T'.

. Zmalez¢ macierz przeksztalcenia liniowego F, ktore wektory vy, va, v3 przeprowadza odpowiednio w wektory v}, v}, v4,
gdzie

-1 1 0 1 0 1
v = 2 , o vu=| =1 ], wg=| 0], vi=1 0|, vh=[ 1], vh=|1
1 2 1 1 1 0

1Zadania oznaczone

* nie sa obowiazkowe.



5. W przestrzeni wektorowej wielomianéw stopnia < 3 znalezé postaé operatora % w bazie kanonicznej (potegowej)
¢ = (1,z,2%23), w bazie wielomianéw Legendre’a | = (1,z,3(32% — 1), 1(52° — 32)) oraz w bazie wielomianéw
Hermite’a h = (1,2x, 42 — 2,823 — 12). Znalez¢ jadro i obraz tego operatora.

6. Przeksztalcenie liniowe zadane w bazach kanonicznych macierza

jest odbiciem lustrzanym wzgledem pewnej plaszczyzny. Znalezé wektory rozpinajace ta ptaszczyzne oraz rownanie tej

ptaszczyzny.

7. Przeksztalcenie liniowe ma w bazach kanonicznych nastepujaca macierz:

1,28 2 V3 _ 1

5 5 5 5 V5

— 2_ V3 4., V3 1
M 5-% 51710 3
L S

V5 2v5 2

a) Pokazaé, 7e jest to obrot w R3, czyli Ze jest to przeksztalcenie ortogonalne? o wyznaczniku 1.
b) Znalezé prosta wokot ktorej wykonywany jest obrot.
c¢) Znalez¢ kat obrotu.

8. W przestrzeni wielomianéw trygonometrycznych dane jest odwzorowanie liniowe T'¢p(x) = ¢ (x + g) Zmnalezé macierz

tego odwzorowania w bazie
b = (1, cos x,sin x, cos 2x, sin 2, . . . , COS Nx, sin nx).

9. Dane jest odwzorowanie liniowe F : R? — R2, takie ze

T
- Tr1 — 3352 + 41’3 _ 3
FU_(—2$1+5£L’2—£L’3>’ o 2 € R%.
T3
Znalez¢ macierz odwzorowania F':
a) w bazach kanonicznych w R? oraz R2,
b) w bazie kanonicznej w R? i bazie f = (f1, fa) w R?,
c) w bazie e = (e, ez, e3) w R? i bazie kanonicznej w R?,
d) w bazie e w R? i w bazie f w R?,
1 -1 2 3 5
gdZi661: 2 , €2 = 2 y €3 = 25 7.f1<1>7f2(2)

-1 2 3
10. Dane jest odwzorowanie F przestrzeni Ry[x] wielomianéw stopnia < 2 w R3 zadane wzorem:

—1)

w'(0) w(—=1
F:w(x)— w' (1) +3 w(0) ,
w'(-1) w(1)
gdzie w(a) oraz w’(a) oznacza warto$¢ wielomianu i jego pochodnej w punkcie a = —1,0,1. Sprawdzi¢ czy jest to
odwzorowanie liniowe. Jesli tak, to poda¢ macierz odwzorowania w bazie f = (fi, f2, f3), gdzie fip(z) = 2>7%F w

przestrzeni Ry[x] oraz w bazie kanonicznej w R3, a nastepnie wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni Ker F oraz Im F.

2Przeksztalcenie jest ortogonalne gdy jego macierz w bazach kanonicznych jest macierza ortogonalna.



11. Dane jest odwzorowanie liniowe F' przestrzeni Ko[z] w przestrzen macierzy Matayo(K), takie ze Fw = w(S), gdzie S
3 1
0 2

bazie f = (f1, fa, f3, f4) W Matayo(K), gdzie

1 0 2 0 0
fl(o 2>7 f2<0 3)7 f1<2

12. *3 Sprawdzi¢, ze operator P, rzutu prostopadlego na v jest hermitowski

. Znalez¢ macierz tego odwzorowania w bazie kanonicznej (1, z,2?) w Ko[z] i w

) a-(3)

jest ustalona macierza S =

O =

Pw = .
) [[v][?

Znalezé wektory i wartosci wlasne tego operatora.

13. * Znalez¢ wartosci wlasne i wektory wlasne operatora % dziatajacego na zbiorze funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych
na [0, 1] znikajacych na krancach przedziatu.

3Zadania oznaczone * nie sa obowiazkowe.



