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Javier de Lucas

Forme rézniczkowe: Cofniecie, zamiana zmiennych, pochodna i iloczyn zewnetrzny

Zadanie 1. Napisz nastepujace formy rézniczkowe we wspotrzednych biegunowych

_ydx —zdy s 3 5
W.—W, W=\ +ydl‘/\dy

Napisz nastepujace formy rézniczkowe we wspotrzednych sferycznych

w = xdy + ydz + zdx, w = xdy Ndz +ydz A dx + zdx A dy,
w=rldy Adz + y*dz A do 4+ 22dx A dy.

Zadanie 2. Obliczy¢ pochodng zewnetrzng nastepujacych form rézniczkowych
n
2 i
w=1e*Y d, Wo 1= Zx?dacl NS T, A s Al
i=1

Zadanie 3. Niech
a:=zdr —ydy, p[:=zdxANdy+zxdyANdz, ~:=zdy
beda formami rézniczkowymi na R3. Obliczy¢

e aN(, aNB A,

o da,dp,dy.
Zadanie 4. Niech ¢ : R™ — R" i m < n. Pokaz, 7e jezeli w € QF(R") i k > m to
o*w = 0.
Zadanie 5. Niech ¢ : (z1,...,2,) ER" = (y1,...,yn) € R" iniech w :=dy; A ... Ady,.
Pokaz, ze
¢*w = det[T'Pldzy A ... A dx,,

gdzie

oyr Oy Oy
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Zadanie 6. Niech ¢ : (71, 22) € R? — (2329, log(z; + 12)) € R? i niech w := dy; A dys.
Obliczy¢ o*w.

\\
P\

Zadanie 7. Niech w :=dx A dy A dz. Obliczy¢ ¢*w dla:

¢ : (r,0,0) € Ryx]0,27[*— (rcos ¢sinf,rsin ¢sin b, cosd) € R®.

inh in & sinh :
¢:(1,¢,0) € Ry x]0, 27[*— (asm TCOs¢ asingsinht asino ) Fips

cosh7 — cosa’ coshT — coso’ coshT — coso

Zadanie 8. Niech (21,1, ..., %, yn) beda wspOlrzednymi na R*" i niech w := Y " | da; A
dy;. Obliczy¢ w A ... Aw (n-razy).

Zadanie 9. Niech (21,91, ..;%n, Yn, 2) beda wspolrzednymi na R?" ™! i niech w := dz +
2?21 x;dy;. Obliczyé

n—razy

i e
aNdaN...Nda .

Zadanie 10. Zdefinujmy dwu-forme Faradaya jako
F = —dtA (Eydr+ E,dy + E,dz) — Bydy A dz — Bydz Nde — B,dz A dy.

Pokaz, ze dF' = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

0 0 0 0 0 0
F=F,—+E,—+FE,—, B=B,—+ B,— + B,—,
ox o Yoy B, 0z ox d Yoy u 0z

spetniaja prawo Gaussa i Faradaya-Maxwella.
Gradient, rotacja i dywergencja

Zadanie 11. Podac¢ postac¢ gradientu, rotacji i dywergencji w nastepujacych wspotrzed-
nych
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Spherical polar coordinates ¢ = rsinfcos¢ hy =1
_ = rsinfsin g hy =7
r,0,¢) € [0,00) % [0,7] % [0,2r y=rsmn ' e
(r:6,¢) € [0, 00) x [0,] x [0, 2m) z=rcosl hy = rsin@
Cylindrical polar coordinates -T:i PC?S@ By = by = 1
(r,6:2) € [0,00) x [0,27) x (~00,00) | YT TEE hy=r
=z
Parabolic cylindrical coordinates T = 1(u2 — %)
. 2 hy = hy = Vi 1 02
(u,v,2) € (—00,00) % [0,00) % (—o0,00) | ¥y =uv hy =1
z=1z

) _ T = Ut Cos d
Parabolic coordinates 4

Yy = uvsin g hy = hy = u® + 07
(u,v,¢) € [0,00) x [0,00) x [0,2x) 1,5 o hy = uv
= E{u — )
Paraboloidal coordinates z2 . 2 .-
— &z T4 . — —
(A p,v) g; — a’ g — b ' h; = i (qj g )(a = ai)

1

Y e
, , M (a2 — o V(B2 — o
A<t <p<al<v where (g1, g2, ¢3) = (A, i, v) \’ (a? — )(6* - @)

Calkowanie form oraz Twierdzenie Stokesa

Zadanie 12. Niech

% 73
Wi (Sinm — 3) dx + (Cosy + 3) dy + xyzdz

Ci:= {gzy e Rz 2t 2 vl =)

/ wz/dw.
ac c

w = zdx + xdy + 2ydz

Sprawdzi¢, ze
Zadanie 13. Niech

OC = (z,4, ) R® : T=12" £’z =z}

/ w—/dw.
ac c

Sprawdzi¢, ze

dla odpowiednie wybranego C.
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Zadanie 14. Niech
w = —3x2%dy Ndz + 2dx A dy

C:={(z,y,2) eR®: 2 <a?+ 4> 0< 2z <4}

/ w:/dw.
ac c

Zadanie 15. Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa dla

Sprawdzi¢, ze

w = r3eVdy A dz — 3xe¥dz A d, € = {(z,4,2) R 2° +3° + 2° = 1}.

Zadanie 16. Niech
y? x3
W= (Sinx = §> dx + <COS?J + g) dy + ryzdz,
O = {(a,y,2) €R®: 22 > 4% by 2 = 1)

/ w:/dw.
ac c

Zadanie 17. Niech w := xdz + xdy + 2ydz oraz 0C := {(v,y,2) e R3: 1 =2? +¢% 2z =

x}. Sprawdzi¢, ze
/ Wi= / dw.
aC @

Sprawdzi¢, ze

dla odpowiednie wybranego C.
Zadanie 18. Niech

w = —3x2%dy A dz + 2°dz A dy, C:={(r,y,2) eER*: 2 < 2* +9%,0 < 2z < 4}.

/ w:/dw.
ac c

Zadanie 19. Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa dla

Sprawdzi¢, ze

w = 3e¥dy A dz — 3z%e¥dz A dx, C:={(z,y,2) eR*: 22 +¢y* + 22 = 1}.
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Dlugo$é krzywych, pole powierzchni i objestosci brylych

Zadanie 20. Oblicz dtugosé¢ kardioidy r(p) := a(1 — cos ) i pole powierzchni ograni-
czonej taky krzywa.

Zadanie 21. Oblicz objeto$¢ i powierzchnie boczna nastepujacego stozka:

Zadanie 22. Chlopiec spaceruje wdtuz osi OX w kierunku +X z jego psem. Odleglos¢
miedzy chtopcem i psem wynosi maksimalnie 1 (dtugosé smyczy). Pies schowal kosé
w punkcie (0,1) i stara sie zostaé¢ blisko tego punktu. Trajektoria psa podczas spaceru
wyglada nastepujaco

Obliczy¢ dtugosé traktrysy, tj. krzywej opisujacej ruch psa spacerujacego z wlascicielem,
jako funkcje 0. We wspotrzednach kartesjarniskich trajektoria psa ma postaé

(cos @ + Inftan(6/2)],sin 6), w2 <O-<um.

Zadanie 23. Oblicz pole powierzchni hiperboloidy jednopowotokowej opisanej réwna-
niem 22 + y? — 2?2 = 1 zawartej wewnatrz kuli 22 + y? + 22 < 2.
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Zadanie 24. Oblicz pole powierzchni oraz objeto$¢ torusa, ktérego powierzchnia jest

zadana réwnaniem
(Vo2 +12 - R)? +22=r? R>r>0.

Zadanie 25. Oblicz pole powierzchni i objetoéé pseudosfery, tj. regionu w R? postaci

ograniczonego powierzchnig
[—00, 00] x [0,27] 3 (¢,¢) + (t — tht,cospsecht,sinpsecht) € R
Lemat Poincarégo, formy zamkniete i zupelne
Zadanie 26. Pokaz, ze jezeli a i [ sg formami zamknietymi, to a A 3 jest zamknieta.
Zadanie 27. Pokaz, 7e forma w = ¢* ¥’ (sinh(2zy)dx + cosh(2zy)dy) jest zamknieta.
Zadanie 28. Znajdz forme © € Q!(O) taka, ze d© = w dla

1
w = —(zdy Ndz + ydz Ndx + zdz A dy) € 0*(0),
z

gdzie O := {(z,y,2) : 2 > 0} oraz ¢ : O x [0,1] — O jest dane wzorami
(a) ¢(z,y, 2,t) = (tx,ty,1 —t +tz), (b) é(t,z,y, 2) == (tx, ty, 2").
Zadanie 29. Znajdz forme © € Q(O) taka, ze d© = w dla
w = (3y*—22)dyAdz+(1—32*)dz Adw+ (22 —1)dz Ady, w = 2(x+y+z)dzNdyNdz.
w = 2zydr + (22 + 2y + 2)dy + (y — 32%)dz,
w:=(SV'4+ 8%+ N)dS + (4V>S + V* + V2 + N)dV + (S + V)dN.



