
Analiza III

Praca domowa

Praca domowa I

Javier de Lucas

Forme ró»niczkowe: Cofni¦cie, zamiana zmiennych, pochodna i iloczyn zewn¦trzny

Zadanie 1. Napisz nast¦puj¡ce formy ró»niczkowe we wspóªrz¦dnych biegunowych

ω :=
ydx− xdy
x2 + y2

, ω :=
√
x2 + y2dx ∧ dy.

Napisz nast¦puj¡ce formy ró»niczkowe we wspóªrz¦dnych sferycznych

ω := xdy + ydz + zdx, ω := xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy,
ω := x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx+ z2dx ∧ dy.

Zadanie 2. Obliczy¢ pochodn¡ zewn¦trzn¡ nast¦puj¡cych form ró»niczkowych

ω1 := exy+z2dx, ω2 :=
n∑

i=1

x2i dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn.

Zadanie 3. Niech

α := xdx− ydy, β := zdx ∧ dy + xdy ∧ dz, γ := zdy

b¦d¡ formami ró»niczkowymi na R3. Obliczy¢

• α ∧ β, α ∧ β ∧ γ,

• dα, dβ, dγ.

Zadanie 4. Niech φ : Rm → Rn i m < n. Poka», »e je»eli ω ∈ Ωk(Rn) i k > m to
φ∗ω = 0.

Zadanie 5. Niech φ : (x1, . . . , xn) ∈ Rn 7→ (y1, . . . , yn) ∈ Rn i niech ω := dy1∧ . . .∧ dyn.
Poka», »e

φ∗ω = det[Tφ]dx1 ∧ . . . ∧ dxn,
gdzie

[Tφ] :=


∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

. . . ∂y1
∂xn

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

. . . ∂y2
∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂yn
∂x1

∂yn
∂x2

. . . ∂yn
∂xn

 .
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Zadanie 6. Niech φ : (x1, x2) ∈ R2 7→ (x31x2, log(x1 + x2)) ∈ R2 i niech ω := dy1 ∧ dy2.
Obliczy¢ φ∗ω.

Zadanie 7. Niech ω := dx ∧ dy ∧ dz. Obliczy¢ φ∗ω dla:

φ : (r, θ, φ) ∈ R+×]0, 2π[2 7→ (r cosφ sin θ, r sinφ sin θ, r cos θ) ∈ R3.

φ : (τ, φ, σ) ∈ R+×]0, 2π[2 7→
(
a sinh τ cosφ

cosh τ − cosσ
,
a sinφ sinh τ

cosh τ − cosσ
,

a sinσ

cosh τ − cosσ

)
∈ R3.

Zadanie 8. Niech (x1, y1, . . . , xn, yn) b¦d¡ wspóªrz¦dnymi na R2n i niech ω :=
∑n

i=1 dxi∧
dyi. Obliczy¢ ω ∧ . . . ∧ ω (n-razy).

Zadanie 9. Niech (x1, y1, . . . , xn, yn, z) b¦d¡ wspóªrz¦dnymi na R2n+1 i niech ω := dz+∑n
i=1 xidyi. Obliczy¢

α∧
n−razy︷ ︸︸ ︷

dα ∧ . . . ∧ dα .

Zadanie 10. Zde�nujmy dwu-form¦ Faradaya jako

F = −dt ∧ (Exdx+ Eydy + Ezdz)−Bxdy ∧ dz −Bydz ∧ dx−Bzdx ∧ dy.

Poka», »e dF = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

E = Ex
∂

∂x
+ Ey

∂

∂y
+ Ez

∂

∂z
, B = Bx

∂

∂x
+By

∂

∂y
+Bz

∂

∂z
,

speªniaj¡ prawo Gaussa i Faradaya�Maxwella.

Gradient, rotacja i dywergencja

Zadanie 11. Poda¢ posta¢ gradientu, rotacji i dywergencji w nast¦puj¡cych wspóªrz¦d-
nych
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Caªkowanie form oraz Twierdzenie Stokesa

Zadanie 12. Niech

ω :=

(
sinx− y3

3

)
dx+

(
cos y +

x3

3

)
dy + xyzdz

i
C := {(x, y, z) ∈ R3 : z2 ≥ x2 + y2, z = 1}

Sprawdzi¢, »e ∫
∂C

ω =

∫
C

dω.

Zadanie 13. Niech
ω := xdx+ xdy + 2ydz

i
∂C := {(x, y, z) ∈ R3 : 1 = x2 + y2, z = x}

Sprawdzi¢, »e ∫
∂C

ω =

∫
C

dω.

dla odpowiednie wybranego C.
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Zadanie 14. Niech
ω := −3xz2dy ∧ dz + z3dx ∧ dy

i
C := {(x, y, z) ∈ R3 : z ≤ x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 4}

Sprawdzi¢, »e ∫
∂C

ω =

∫
C

dω.

Zadanie 15. Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa dla

ω := x3eydy ∧ dz − 3x2eydz ∧ dx, C := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}.

Zadanie 16. Niech

ω :=

(
sinx− y3

3

)
dx+

(
cos y +

x3

3

)
dy + xyzdz,

C := {(x, y, z) ∈ R3 : z2 ≥ x2 + y2, z = 1}

Sprawdzi¢, »e ∫
∂C

ω =

∫
C

dω.

Zadanie 17. Niech ω := xdx+ xdy+ 2ydz oraz ∂C := {(x, y, z) ∈ R3 : 1 = x2 + y2, z =
x}. Sprawdzi¢, »e ∫

∂C

ω =

∫
C

dω.

dla odpowiednie wybranego C.

Zadanie 18. Niech

ω := −3xz2dy ∧ dz + z3dx ∧ dy, C := {(x, y, z) ∈ R3 : z ≤ x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 4}.

Sprawdzi¢, »e ∫
∂C

ω =

∫
C

dω.

Zadanie 19. Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa dla

ω := x3eydy ∧ dz − 3x2eydz ∧ dx, C := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}.
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Dªugo±¢ krzywych, pole powierzchni i obj¦sto±ci bryªych

Zadanie 20. Oblicz dªugo±¢ kardioidy r(ϕ) := a(1 − cosϕ) i pole powierzchni ograni-
czonej tak¡ krzyw¡.

Zadanie 21. Oblicz obj¦to±¢ i powierzchni¦ boczn¡ nast¦puj¡cego sto»ka:

Zadanie 22. Chªopiec spaceruje wdªu» osi OX w kierunku +X z jego psem. Odlegªo±¢
mi¦dzy chªopcem i psem wynosi maksimalnie 1 (dªugo±¢ smyczy). Pies schowaª ko±¢
w punkcie (0, 1) i stara si¦ zosta¢ blisko tego punktu. Trajektoria psa podczas spaceru
wygl¡da nast¦puj¡co

Obliczy¢ dªugo±¢ traktrysy, tj. krzywej opisuj¡cej ruch psa spaceruj¡cego z wªa±cicielem,
jako funkcj¦ θ. We wspóªrz¦dnach kartesja«skich trajektoria psa ma posta¢

(cos θ + ln[tan(θ/2)], sin θ), π/2 ≤ θ ≤ π.

Zadanie 23. Oblicz pole powierzchni hiperboloidy jednopowoªokowej opisanej równa-
niem x2 + y2 − z2 = 1 zawartej wewn¡trz kuli x2 + y2 + z2 ≤ 2.
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Zadanie 24. Oblicz pole powierzchni oraz obj¦to±¢ torusa, którego powierzchnia jest
zadana równaniem

(
√
x2 + y2 −R)2 + z2 = r2, R > r > 0.

Zadanie 25. Oblicz pole powierzchni i obj¦to±¢ pseudosfery, tj. regionu w R3 postaci

ograniczonego powierzchni¡

[−∞,∞]× [0, 2π] 3 (t, ϕ) 7→ (t− th t, cosϕ sech t, sinϕ sech t) ∈ R3.

Lemat Poincarégo, formy zamkni¦te i zupeªne

Zadanie 26. Poka», »e je»eli α i β s¡ formami zamkni¦tymi, to α ∧ β jest zamkni¦ta.

Zadanie 27. Poka», »e forma ω = ex
2+y2(sinh(2xy)dx+ cosh(2xy)dy) jest zamkni¦ta.

Zadanie 28. Znajd¹ form¦ Θ ∈ Ω1(O) tak¡, »e dΘ = ω dla

ω :=
1

z3
(xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy) ∈ Ω2(O),

gdzie O := {(x, y, z) : z > 0} oraz φ : O × [0, 1]→ O jest dane wzorami

(a) φ(x, y, z, t) = (tx, ty, 1− t+ tz), (b) φ(t, x, y, z) := (tx, ty, zt).

Zadanie 29. Znajd¹ form¦ Θ ∈ Ω(O) tak¡, »e dΘ = ω dla

ω := (3y2−2z)dy∧dz+(1−3x2)dz∧dx+(2x−1)dx∧dy, ω := 2(x+y+z)dx∧dy∧dz.
ω := 2xydx+ (x2 + 2y + z)dy + (y − 3z2)dz,

ω := (SV 4 + S3 +N)dS + (4V 3S + V 4 + V 2 +N)dV + (S + V )dN.
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