Geometria Rozniczkowa 11
zadania domowe

Zadanie 1 Tozsamosci Bianchi wynikaja, jak si¢ okazato z naszych rachunkéw, z tozsamosci
Jacobiego dla pdl wektorowych. Tozsamos$¢ ta zwiazana jest z faktem znikania drugiej roz-
niczki. Zadanie polega na wyprowadzeniu tozsamosci Bianchi z faktu d* = 0. Punkt startowy
rozwazan powinien by¢ nastepujacy: Wedtug jednego z podejs$¢ koneksja w wigzce wektorowej 7
definiowana jest poprzez wybdr dystrybucji horyzontalnej ‘H. Jak wiadomo, dystrybucje zadaé¢
mozna na przyktad przy pomocy uktadu form rézniczkowych znikajacych na tej dystrybucji.
Zamiast uktadu form mozna takze mowic¢ o jednej formie na E o wartosciach w E, tzn liniowym
odwzorowaniu TFE — E zachowujacym rzut na M, ktoérego jadrem jest dystrybucja horyzontal-
na. W rézniczce tej formy tkwi informacja o krzywiznie, a znikanie drugiej rézniczki powinno
prowadzi¢ do tozsamosci Bianchi.

Zadanie 2 Dla a > b > 0 definiujemy f : R? — R? wzorem
flp,0) = ((a+ bcos V) cos g, (a + bcos V) sin g, bsin ).
Obrazem f jest dwuwymiarowy torus T w R3. Na R3 rozwazamy kanoniczny tensor metryczny
g=dr®@dr +dy ®dy +dz ®dz
(1) Znalezé gr, (2) Wyznaczy¢ symbole Christoffela dla gjr, (3) Znalez¢ krzywizne skalarng (4)

Zapisa¢ réwnania geodezyjnych, (5) Obliczyé¢ [ Rw gdzie R jest krzywizng skalarna a w forma
objetosci na T.

Zadanie 3 Niech D = {(z,y): 0 < 2?+4? < 1}, oraz niech ¢ = —*5(dr @ dr + r’dp ® dp) we

1—7r2
wspolrzednych biegunowych. Na D dana jest koneksja taka, ze we wspolrzednych (7, ¢) mamy:
_ 1T _T1Tr _ r oo roo__ r _ _ 1
re = ngo = Fw = Fw =0,I7,. = _Fw = 13, Ffw = Fir =

1. Znalez¢ torsje tej koneks;i;
2. Obliczy¢ Vg;

3. Niech v bedzie geodezyjna na dowolnej rozmaitosci z koneksjg. Sprawdzi¢, ze jesli n =
v 0, gdzie ¢ jest reparametryzacja, tzn ¢ € CH(R) i ¢/(t) # 0, to n spetnia réwnanie

Van = fn

gdzie f jest funkcja parametru krzywej.



