Geometria Rozniczkowa 11
wyktad pierwszy

Dystrybucja gladka na rozmaitosci. Niech M bedzie rozmaitoscig gtadka. Dystrybucjg na M
nazywamy uktad podprzestrzeni wektorowych D, C T,M dla kazdego punktu x € M ustalonego
wymiaru k£ < n. Mowimy, ze dystrybucja jest rézniczkowalna jesli dla kazdego x € M istnieje otocze-
nie O C M oraz ukltad k nieznikajacych gtadkich, liniowo niezaleznych pol wektorowych okreslonych
na O takich, ze dlay € O

D, = (Xi(y), Xa(y). .., Xy).

Dystrybucje rézniczkowalna mozna okresli¢ takze przy pomocy n — k gtadkich, nieznikajacych i
liniowo niezaleznych form okreslonych w otoczeniu O. Dla y € O

Dy={veT,M: wiv)=0, i=1...n—k}.
Rozwaza sie takze dystrybucje uogdlnione, ktore nie sg ustalonego wymiaru.

Wigzka wektorowa. Przypomnimy teraz definicje wiazki wektorowej. Wigzkq wektorowg nazywamy
uktad
(Ea M> T, V> (Oa)aEAa 9001)

gdzie E jest rozmaitoscia wymiaru m + n, M jest rozmaitoscia wymiaru m, 7 : F — M jest gtadka,
surjektywng submersja, V jest przestrzenia wektorowa wymiaru n. Zadamy ponadto aby (O,) byto
pokryciem rozmaitosci M a ¢, dyfeomorfizmem

Yo T HO,) — Oy x V,
takim, ze jesli O, N Op # 0 to dla kazdego = € O, N Oy odwzorowanie
ppopg () V —V

jest liniowym izomorfizmem. Na razie mamy do dyspozycji niewiele przyktadow wiazek wektorowych.
Znamy wiazke styczna, wiazke kostyczna, wiazke trywialna M x V' — M. Wprowadzmy wspotrzedne
na rozmaitoéci E liniowe we wtdknach nad M. Niech O bedzie dziedzing uktadu wspotrzednych (z?)
na M. Wybierzemy uktad n lokalnych nieznikajacych cie¢ e, : O — E takich, ze w kazdym punkcie
x ich wartosci (e,(x)) tworza baze przestrzeni wektorowej F,. Wspotrzedne liniowe w E,, pochodzace
od tej bazy wraz ze wspotrzednymi na M tworzg uktad wspotrzednych (z¢,y*) okreslony na zbiorze
7 10).

Pomyélmy przez chwile nad wiazka styczng do wiazki wektorowej. Jest to oczywiscie wigzka
wektorowa nad F, 75 : TE — E. Wektor styczny do E zapiszemy jako

0 ) 0
ozt Y oy’

i'(v)

Uktad wspotrzednych w TE to zestaw funkcji (27, y®, #7,¢) okreslonych w obszarze 74 (77(O)).
Mamy ponadto drugie rzutowanie T7 : TE — TM. Jadro tego rzutowania jest dystrybucja wy-
miaru n sktadajaca sie z wektoréw stycznych do wiokiem wigzki 7. Wektory te nazywamy pionowymsi
ze wzgledu na rzutowanie 7. Dystrybucje pionowg oznaczamy VFE, a przestrzen wektoréw pionowych
zaczepionych w punkcie e — V. E. Ze wzgledu na to, ze wtékno wigzki 7 jest przestrzenia wektorowa,



wektory do niego styczne mogg by¢ utozsamione z elementami witokna, V.E ~ FE.), a cala dys-
trybucja pionowa ma strukture iloczynu kartezjanskiego VE ~ E x,; E. Odwzorowanie T7 dziata
nastepujaco

i 0 cas n O N,
Tr <x (U)ﬁxi +y (U)aya> = (v)%,

zatem wektor pionowy, to taki, ktérego wspotrzedne ! sg zerowe.

Struktura iloczynu kartezjanskiego w VE ~ E x); E umozliwia zdefiniowanie kanonicznego pola
wektorowego na F zwanego polem Fulera. Wartosci tego pola sa wektorami pionowymi. Uzywajac
utozszamienia wektoréw pionowych z elementami widkna napisaliby$my

0
oy’

Okazuje sie, ze pole to ma fundamentalne znaczenie dla struktury wiazki wektorowej. Mozna powie-
dzie¢, ze cala struktura wigzki wektorowej jest w nim zakodowana. Na ten temat powiemy wiecej
innym razem, gdyby jegnak kto$ musial wiedzie¢ natychmiast to polecam prace Higher vector bundles
and multi-graded symplectic manifolds, J. Grabowski, M. Rotkiewicz, JGP 59, (2009), 1285-1305.

Wréémy teraz do TE. Jako wigzka styczna jest to wigzka wektorowa nad E. Okazuje sie jednak, ze
takze TT jest wigzka wektorowsa. Mozna dodaé do siebie dwa wektory zaczepione w réznych punktach
ale majace ten sam rzut styczny. Niezbedny jest obrazek:

Vie(e) =e, we wspohrzednych zaé Vg(z',y") = y*

T7(v)=T7(w)

Jesli wektory v i w maja ten sam rzut styczny, to istnieja krzywe -, i v, reprezentujace te wektory
i majace jednakowe rzuty na M, tzn 7 o7, = 7 07,. Dla kazdej wartosci parametru ¢ punkty 7, (¢) i
Yw(t) sa w tym samym widknie wigzki 7, mozna wiec je dodaé, korzystajac z wektorowej struktury
wlokien, otrzymujac nowg krzywa
t— (t) + u(t).

Wektor styczny do tej nowej krzywej jest suma wektoréow stycznych do E wzgledem drugiej struktury
wigzki wektorowej. To ,drugie dodawanie” oznaczaé¢ bedziemy +. Obejrzyjmy oba dodawania we
wspotrzednych. W TE mamy wspétrzedne pochodzace od wspotrzednych w E: (2, y?, 27, 9°), czyli
wektor styczny napisa¢ mozemy jako

0 0

Op +y (”)a—m

v =1'(v)
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podobnie
0

oxt oy’
Jesli v i w zaczepione sg w tym samym punkcie to mozemy znalezé v + w w zwyklym sensie, co
mozna napisac

w = i'(w)=— + §*(w)

0w = (50 + 8w 5 + 7(0) + () s

Jesli zas v i w zaczepione sg w réznych punktach tego samego wtékna E; i majg ten sam rzut na
T,M, czyli i*(v) = &*(w), to mozna je doda¢ w drugim sensie otrzymujac wektor

vtw = (@' (v) 5= + (5 () + §*(w))

ox? oy®

zaczepiony w punkcie wtokna FE, bedacego suma punktéw zaczepienia wektorow v i w, czyli
y*(vtw) = y*(v) + y*(w).

Dodawanie zwykte odbywa si¢ w trzeciej i czwartej wspotrzednej, podczas gdy pierwsza i druga musza
by¢ réwne:

(@', ¥, @', %),
dodawanie w drugim sensie odbywa sie w drugiej i czwartej wspotrzednej, podczas kiedy pierwsza i
trzecia musza by¢ réwne: ' 4

(@', v, @', ).

Koneksja w wigzce wektorowej Koneksjg w wigzce wektorowej 7 nazywamy dystrybucje roz-
niczkowalng H wymiaru m na F taka, ze w kazdym punkcie podprzestrzen H, jest dopetiajaca do
podprzestrzeni V. E | tzn

T.=V.E®H,. (1)

Dystrybucje ‘H nazywamy takze dystrybucjg horyzontalng. Koneksje w wiazce 7 mozna reprezen-
towa¢ na rézne sposoby. Zamiast méwi¢ o dystrybucji horyzontalnej mozna podaé odwzorowanie
przyporzadkowujace wektorowi czes$é pionows i pozioma w rozkladzie wzgledem sumy prostej (1)

TE — VE xz H. (2)

Korzystajac ze struktury iloczynu kartezjanskiego w VFE oraz z faktu, ze H. jat dla kazdego e izo-
morficzna (odwzorowanie T7 obciete do H.) z T, M zapiszemy odwzorowanie

I[''TE — Exy ExyTM, T@)=(r(v),v,Tr(v)). (3)

Srodkowy skladnik to czes¢ pionowa wektora v w rozktadzie danym przez (1). Mozemy wiec inaczej
powiedzie¢, ze koneksja to odwzorowanie I' : TE — E X,y E X3y TM majace nastepujace wtasnosci
(a) T jest liniowym izomorfizmem wiazek 7z i pry nad identycznoscia w E, co w szczegdlnosci oznacza,
ze priol’ =75 (b) prso ' = Tr, (c) I jest identycznoscia na wektorach pionowych. Zapiszmy I' we
wspotrzednych:

D(z%,y* 37, 9") = (A=, y,2,7), B*(z,y,,9), C°(z,y,%,9), D (x,y,4,7)).
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Z warunku (a) wynika, ze A'(x,y,&,9) = 2', B*(z,y,%,vy) = y* natomiast
C(x,y,4,9) = Cj(w,y)a’ + Calw, y)j".

Warunek (c) daje D’(z,y,4,y) = 4/. Z warunku (b) wynika dodatkowo, ze C%(z,y) = 6°. Odwzoro-
wanie [' przyjmuje wiec postaé

L(z',y", a7, 9%) = (2, y*, Co(x,y)i? + 4", &7). (4)

Moéwimy, ze koneksja jest liniowa jesli spelniony jest dodatkowy warunek méwiagcy, ze I' jest liniowym
izomorfizmem wigzek wektorowych T7 i prs. Mowimy, ze jest to warunek zgodnosci koneksji ze
strukturg wigzki wektorowej 7. We wspotrzednych oznacza to, ze funkcje C;’ sg liniowe ze wzgledu
na y°, tzn sa postaci C%(z,y) = C% (x)y*. Z powodéw historycznych funkcje C?, oznacza sie raczej
F?a i nazywa symbolami Christoffela. Sa to funkcje catkowicie charakteryzujace koneksje liniowg I'.

D(x',y*, 7 9) = (2, y*, T (x)d?y® + 9, @7). (5)

WspomnieliSmy wczesniej, ze struktura wigzki wektorowej 7 zakodowana jest w polu Eulera V.
Jesli jest to prawda powinnidémy by¢ w stanie wyrazi¢ warunek liniowosci koneksji za pomoca tego
pola. Okazuje si¢, ze jest to mozliwe. Potok pola Vg zapisa¢ mozna wzorem

o () = exp(t)e,

tzn. wyraza si¢ o przez mnozenie wektoréw przez liczby. Warunek liniowosci koneksji mozna zapisaé
takze jako Koneksja T" jest lintowa, jesl odpowiadajgca jej dystrybucja horyzontalna jest zachowy-
wana przez potok pola Fulera. Warunkiem koniecznym wiec jest aby pochodna Liego lokalnych pol
horyzontalnych rozpinajacych te dystrybucje znikata. Wiadomo ponadto, ze dystrybucja horyzontal-
na na cieciu zerowym wigzki 7 jest roéwna przestrzeni wektoréw stycznych do ciecia zerowego. Ten
warunek wynika z badania granicy lim;_,_ Ty (v) dla wektoréw v € ‘H. Pora na zadanie domowe:

Zadanie 1 Korzystajac z rachunku na wspéhrzednych sprawdzi¢, ze koneksja w wiazce 7 postaci (4)
jest liniowa (tzn. jest postaci (5)) jesli
odpowiadajaca jej dystrybucja horyzontalna jest zachowywana przez potok pola Fulera. Uzy¢
warunku
Ly, X =0, jesli X jest polem horyzontalnym

oraz zbadaé¢
tlir_n Te(v) dla veH.

&

Pochodna kowariantna. W wigzce wektorowej 7 : F — M z powigzaniem liniowym I' zdefinio-
wana jest pochodna kowariantna cie¢ wigzki 7. Niech o : M — FE bedzie cigciem 7. Dla v € T,M
definiujemy

(Voo)(q) = pr2(L'(To(v)))

Wzor wyglada byé¢ moze sposdb skomplikowany, ale procedure wyznaczania wartosci pochodnej ciecia
w punkcie ¢ w kierunku wektora v wypowiedzie¢ mozna prosto: wektor v podnosimy do wektora
stycznego do E w punkcie o(q) przy pomocy odwzorowania To a nastepnie bierzemy jego czesé
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pionowa wzgledem powiazania. Czes¢ pionowa jako styczna do witdékna moze by¢ utozsamiona z
elementem wtdkna, tzn wartos¢ pochodnej kowariantnej cigcia w punkcie ¢ jest elementem F,. Majac
pole wektorowe X na M mozemy obliczy¢ pochodng ciecia o w kazdym punkcie otrzymujac nowe
ciecie

Vxo: M — FE.

Policzmy pochodng kowariantng uzywajac wspotrzednych. Niech o bedzie dane przez funkcje o, tzn

o(q) = o"(q)eaq
)
oxt
9 8ot .8
o0 "ot Wag

v =i'(v)

To(v) = ' (v)

1 w koncu

(V.o)0) = (G20 + T @)

Oto podstawowe wtasnosci pochodnej kowariantne;j:

Fakt 1 (1) Pochodna kowariantna jest liniowa ze wzgledu na v, tzn.
Vo = AV,0, Viwo = V0 + Vyo; (6)
(2) Pochodna kowariantna jest rézniczkowaniem, tzn, jesli f jest funkcjg na M a o cieciem, to
Vi(fo) = fVio+ (vf)o. (7)
Dziatanie pochodnej kowariantnej na funkcjach zada¢ mozemy wzorem
Vof =0vf (8)
i wtedy wzor (7) przyjmuje postaé
Vi(fo) = Vo + (Vo f)o.
Dowéd: Wzory (6) wynikaja wprost z definicji pochodnej kowariantne;:
Vioswo =pra(T(To(v +")) =
odwzorowanie styczne jest odwzorowaniem liniowym, wiec
= pry(T(To(v) + To(v')) =
I tez jest odwzorowaniem liniowym (uzywamy tu zwykltej liniowosci nad E)

= pro(T(To(v)) + T(To(v")) = prao(T(To(v))) + pro(T(To(v')) = Vyo + Vo



Wzoru dotyczacego pochodnej wzgledem Av dowodzimy podobnie. We wzorze (7) podnosimy wektor
do ciecia ¢ pomnozonego przez funkcje f. Potrzebujemy wiec informacji na temat odwzorowania

T(fo):

T(fo)(v) = f(@)To(v) + (vf)(g)o ()"
gdzie o(q)¥*" jest pionowym podniesieniem elementu o(g) do wektora stycznego do wiékna E, w
punkcie o(q). Ogélniej, jesli e € E, to e'*™ jest wektorem stycznym do krzywej t — e + te. Jeszcze
inacze] mozna powiedzieé¢, ze e€'*" jest wartoscig pola Eulera punkcie e. Teraz mozemy policzyé

Vv(fa)

vert

Vo(fo) = pra(D(T(fo)(v)))
= pra(T(f(q)To(v) + (vf)(q)a(q)""))
= f(Q)pr2(T(To(v)) + (vf)(@)pra2(T(o(q)""))

I' na wektorach pionowych jest identycznoscia, wiec

= [(@)pra(T(To(v)) + (vf)(@)o(q) = f()Ve + (vf)(@)a(q)

Jesli zalozymy, ze pochodna kowariantna spelnia regute Leibniza, mozemy rozszerzy¢ ja na ciecia
dowolnych wiazek tensorowych zwiazanych z E. W szczegdlno$ci na ciecia wiazki dualnej £* — M.
Wzér na pochodng kowariantng ciecia a wiazki dualnej wyprowadzimy uzywajac wspotrzednych.
Niech 5

' —,

ox?
gdzie €* to ciecia wiazki E* — M tworzace w kazdym punkcie baze dualna do (e,). Ewaluacja ciecia
a na cieciu o jest funkcja na M

o=oc%,, a = age?, v =

(o, 0) = a0,

Zgodnie z zasadami powinno wiec by¢:
v{a,0) = (Vea,0(q)) + (a(q), Vo).

Liczymy uzywajac wspotrzednych

via, o) = ail (0q0®) = i (%0“) + g <aa%> (9)
(Voa,0(q)) = (Voa), 0 (10)
(a(q), Vo) = aq <g—bx T % ) (11)

Dodajemy (10) do (11) i poréwnujemy z (9)

aOéb b ; ao-b _ b ao-b-i b ¢k
i <3x >+a: ( %> = (Vya), 0’ + o gy + 1.0 |,

wyznaczamy szukang wielkosé¢

(Vya), 0’ = i (ngab> — T} 0% oy,



i korzystamy z dowolnosci o

80[[, ;
X a .k
i [t ag

(Voa), =

Co i z czym powigzanie wigze? Badanie tego, jak zmienia si¢ pole tensorowe od punktu do
punktu na rozmaitiosci bez zadnej dodatkowej struktury, napotyka na problemy z poréwnywaniem
wartosci tych pol w réznych punktach. Wiékno ustalonej wiazki tensorowej nad punktem =z € M jest
oczywiscie izomorficzne z tym nad punktem vy, ale zaden z mnoéstwa izomorfizmow nie jest wyrdznio-
ny. Koneksja umozliwia rézniczkowanie, co oznacza, ze pozwala jakos poréwnywaé¢ wartosci pola w
réznych (przynajmniej wystarczajaco bliskich) punktach. Koneksja nie wyréznia jednak zazwyczaj
zadnego izomorfizmu miedzy wtdéknami, tzn nie powoduje, ze wiazka staje sie trywialna. Zastanowmy
sie co z czym i w jaki sposob jest zwigzane w wiazce wektorowej wyposazonej w koneksje liniowa.
Niech v : I — M bedzie krzywa gltadka w rozmaitosci M. I oznacza odcinek otwarty zawierajacy
[to, t1]. Oznaczmy takze xo = v(ty) i &1 = y(t1). Koneksja pozwala podnosi¢ horyzontalnie wektory
styczne do M do wektoréw stycznych do E. Wektory styczne do krzywej v w kazdym punkcie tej
krzywej mozna podniesé¢ horyzontalnie do punktéw rozmaitoéci £ we widknach nad obrazem ~. W
ten spos6b dostajemy co$ w rodzaju pola wektorowego na E. Co$ w rodzaju jedynie, poniewaz pole
to okreslone jest jedynie na zbiorze 7 1(v(I)). Postuzmy si¢ wspdtrzednymi (z*,y*) w E. Krzywa v
dana jest poprzez m funkcji
t— (2'(1)).

Wektor styczny do tej krzywej zaczepiony w punkcie odpowiadajacym wartosci parametru ¢ moze

by¢ zapisany jako
0

aZ’Z‘

a jego podniesienie horyzontalne do punktu o wspétrzednych (2%(t), y*) to wektor

@' (t)

F(O)5 ~ D) (O 5

Jak wygladajg krzywe w rozmaitoéci E lezace nad krzywa I' i takie, ze podniesione wektory sa do
nich styczne? Trzeba rozwiaza¢ uktad réwnan rozniczkowych zwyczajnych. Krzywa w E opisana jest
przez uktad funkcji

t— (2'(t),y"(1)),

gdzie x'(t) sa dane, bo pochodza od krzywej . Uklad réwnai na funkcje ¢ +— y*(t) przyjmuje postac

g = T ()i (t)y". (12)

Jest to uktad réwnan liniowych ze wspotczynnikami zaleznymi od czasu. Fakt, ze rownania sa linio-
we gwarantowany jest przez liniowosé¢ koneksji — liniowa jest zalezno$é¢ prawej strony od y®. Nawet
jesli nie zawsze potrafimy taki uktad réwnan szybko rozwigzac, to z cata pewnoscia duzo wiemy o
whasnosciach rozwiazan. Rozwigzanie réwnania (12) z warunkiem poczatkowym y§ w t = to nazywa-
my podniesieniem horyzontalnym krzywej v do punktu ey = (zf,ys). Rozwiazanie zalezy w sposdb
liniowy od warunkéw poczatkowych, zatem przyporzadkowanie elementom wiékna nad xg wartosci
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stosownego rozwiazania w t = t; we witdknie nad x; jest odwzorowaniem liniowym. Odwzorowa-
nie to oczywiscie zalezy od bazowej krzywej . Przy pomocy podniesien horyzontalnych potrafimy
wiec powigza¢ ze sobg wiokna w réznych punktach, jednak w sposob zalezny od krzywej po ktorej
poruszamy sie na bazie. Naturalne jest w tym przypadku postawienie nastepujacego pytania: Czy
jesli krzywa bazowa jest zamknieta, to jej podniesienie horyzontalne takze bedzie zamkniete? Na ten
temat (miedzy innymi) porozmawiamy za tydzien.



