Geometria Rozniczkowa 11
wyktad drugi

Krzywizna koneksji. W trakcie poprzedniego wyktadu pojawito sie pytanie czy krzywa
zamknieta w rozmaitosci bazowej M bedzie nadal zamknieta po podniesieniu horyzontalnym do
wiazki E. Sprébujemy teraz zastanowi¢ sie nad tym problemem. Bedziemy uzywaé¢ krzywych,
ktore kawatkami sg krzywymi catkowymi pél wektorowych. Niech wiec X i Y beda polami
wektorowymi na rozmaitosci M, niech takze ¢, i ¢y oznaczaja potoki tych p6l. W poprzednim
semestrze ustatliliSmy, ze przeszkoda do tego, aby krzywa sktadajgca sie z czterech odcinkow:
wzdhuz pola X od gy do ¢1 = ¢i(qo), dalej wzdtuz pola Y od ¢; do g2 = ¥(q1) a potem
znowu wzdhuz X o —t i wzdhuz Y o —t byla zamknieta jest nieznikajacy komutator pél [ X, Y].
Myslac wiec o problemie horyzontalnego podnoszenia zamknietych krzywych do wigzki E warto
przyjrze¢ sie komutatorowi podniesien horyzontalnych pél wektorowych. Zatézmy, ze X i Y
komutuja i sprawdzmy, jak wyglada [X", Y"]. Pracowaé¢ bedziemy we wspotrzednych

X = X’(a:)@l, Xh - Xl(x)az - ?b(x)ijbaa

Y - Yl(x)&, Yh - Yl(x)az - ?b(x)yjybaa

X, Y] = (X(@Y7) = Y (3:X7)) 9 = 0
Liczymy wiec

(XYM = (X' (2)0; — T9(2) X7y 00, Y (2)0; — T%(2)Y74"0,] =
X(0Y7)0; = XOT 4y Y70, — X'T9(0,Y7)y" 00 + T (2) X7 y'TE, Y 0 —
{YU(0,X7)0; = Y(OT3y" X710, — Y'T%,(8:X7 )"0, + T4 (x)Yy'T5, X0, | =

Fragmenty jednokolorowe upraszczaja sie ze wzgledu na znikanie komutatora [X,Y], reszta
przyjmuje postac

= —X"(0,T%y"Y70, + r;b(x)ijbrgaYiac —YYo,T%y" X709, — r;b(a;)wybrgaxiac =

J J

Porzadkujemy indeksy otrzymujac wyrazenie

= 015, — TG, + TIS, — T9,Te, | X'y 7yto, (1)

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym nie jest automatycznie réwne zero. Mamy wiec nietry-
wialny warunek zerowania sie nawiasu horyzontalnych podniesien komutujacych pol. Jesli wy-
jasciowe pola X i Y nie komutuja, sprawdzanie warunku [X" V"] = 0 nie ma sensu. Zauwazmy
jednak, ze [X" Y] rzutuje sie zawsze na [X,Y], oraz, ze kolorowe wyrazy, ktore znikly w
powyzszym rachunku ukltadajg sie w [X, Y]". Warto wiec badaé¢ roéznice

(X" YY" — (X, Y]

We wspolrzednych jest ona doktadnie réwna (1). Ponadto zauwazmy, ze warto$¢ tej réznicy
jest w kazdym punkcie wektorem pionowym, ktory, jak zawsze w wigzce wektorowej, moze
by¢ utozsamiony z elementem wiokna. Zapiszmy wiec odwzorowanie R, ktére dwém polom
wektorowym X 1Y oraz cieciu o wiazki 7 przyporzadkowuje ciecie wiazki 7 wedtug wzoru

(R(X,Y,0)(q))" = [X".Y"|(e(q) — [X,Y]"(o(q)).
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Podniesienie ¥ oznacza podniesienie pionowe do punktu o(q). Z wlasnosci koneksji wynika, ze
R zalezy w sposéb liniowy od o(q). Wyrazenie na wspolrzednych wskazuje takze, ze R zalezy
jedynie od wartosci pol X, Y oraz od wartodci ciecia ¢ w punkcie ¢, a nie od ich pochodnych.
Mozna to takze sprawdzi¢ nastepujacym rachunkiem: Dla funkcji f € C*°(M) mamy

(fX)" = (Hx"

oraz

YHr ) (e) =Y (f)(7(e)

~—

Liczymy wiec

R(fX,Y,0)(q) = (=" X", Y"(0(q)) = [fX, Y] (o(g)) =
T Fo(@)[ X" Y™ (0(q) = Y"(7* ))(0(0) X" (0(q)) — (fIX, Y] = V() X)" (o
F@X" Y"(0(a) = Y (£)(@) X" (0(9) = F(@)[X, V" + Y (£)(@)X"(0(q)) =
o) (X" Y"(a(g) = [X, Y] (0(q)))

Ostatecznie R okazuje sie by¢ wieloliniowym odwzorowaniem

<

N—

N—
Il

RZTMXMTMXMEHE,
ktére moze by¢ reprezentowane tensorem (oznaczanym ta sama litera)
Re Sec(T"M @y T"M @y E* @y E)

7 definicji wynika, ze tensor R jest antysymetryczny ze wzgledu na zamiane X i Y. We wspot-
rzednych R zapisujemy

R(X,Y,0) = Ry;,0"X'Y/
gdzie
pij = 015 — Oy, + Tl — TG,
Warunek antysymetrii oznacza, ze
Ryj = —Ryji.

Réznica dwoch koneksji jest tensorem. Czesto mowi sie, ze , koneksja nie jest tensorem, ale
roznica dwoch koneksji jest”, majac na mysli, ze wspotezynniki koneksji, jakkolwiek sa funkcja-
mi na rozmaitosci M, to nie sg wspotczynnikami tensora, bo inaczej sie transformuja. Z naszej
definicji koneksji widac¢ skad sie te funkcje biora i ze nie ma powodu, aby byty wspotczynnikami
tensora. Jednak kiedy mamy dwie koneksje I' i r mozemy poroéwnaé czesci pionowe tego same-
go wektora z TE wzgledem obu koneksji. Jesli v ma wspotrzedne (2i(v), y*(v), 27 (v), 5°(v)) to
czesci pionowe majg postac

(9% (v) + Tip* (0)y" ()80, 1 (§%(v) + T (v)y"(v)) D
i ich réznica

(Dg" (0)y" (v) = Th" (0)y"(v)) D
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zalezy jedynie od punktu zaczepienia wektora v (i.e. od %(v) i y°(v)) oraz od tego jaki jest rzut
tego wektora na baze #'(v). Zaleznosé¢ od punktu zaczepienia i od rzutu jest liniowa. Wartosci
tej réznicy lezag w VE, jednak wektory pionowe jak zwykle utozsamiany z elementami widkna.
W tej sytuacji réznica koneksji moze by¢ wyrazona przez dwuliniowe odwzorowanie

ExyTM — E

zachowujagce rzut na M, czyli ciecie wigzki tensorowej E* @y T"M Qy E — M.

Koneksja w wigzce stycznej. Niech teraz £ = TM. Koneksja jest wiec odwzorowaniem
D:TTM — TM X3 TM X3 TM
We wspoétrzednych
(2,627, 37 6i') — ((a:”@éxj), (a, 0 + T 00 i), (xi7x-j)) _

Poéwiczmy uzywanie koneksji na czyms$ konkretnym: W kontekscie wiazki stycznej podniesie-
nie horyzontalne nazywa sie raczej przesunieciem réwnolegtym wektora. Réwnanie rézniczkowe,
ktore ma spetniaé krzywa podniesiona jest rownaniem liniowym na krzywg w TM. Dane wyj-
Sciowe to krzywa 7 w rozmaitosci M oraz punkt we wioknie wiazki (tu — wiazki stycznej)
w ktorym podniesiona krzywa ma si¢ zaczyna¢. Mozemy wiec rozumieé¢ problem podniesienia
horyzontalnego w nastepujacy sposob: poszukujemy sposobu przesuwania wektora stycznego
zaczepionego w punkcie poczatkowym krzywej w M wzdtuz tej krzywej. Rozwigzmy konkretny
problem: niech M = R?, ~(t) = (£,0), v = 0y, a koneksja ma trzy niezerowe wspotczynniki
I'l, = 2!, T4, = 222, T'}, = 1. Zadanie polega na znalezieniu przesuniecia réwnolegtego wektora
v wzdtuz ['. Rachunki wpisze do notatek kiedy indziej...

Geodezyjna. Dla koneksji w wigzce stycznej mozemy wprowadzi¢ pojecie geodezyjnej: geode-
zyjna jest to krzywa, ktorej wektory styczne sa autorownolegte, tzn sg réwne swoim przesunie-
ciom réwnolegltym wzdtuz krzywej. Zapiszmy we wspotrzednych warunek na bycie geodezyjna.
Jedli y(t) = (z'(t)) jej podniesienie horyzontalne v"(t) = (x%(t), 627 (t)) spetniaé¢ powinno row-
nanie .
ox' = —F;kijéxk
Réwnoczesnie chcemy, aby podniesienie horyzontalne byto réwne stycznemu, czyli, zeby wzdtuz
caltej krzywej
' =ox'.

Réwnanie na we wspohrzednych 2! na krzywa w M jest wiec ostatecznie drugiego rzedu:

it = —Ta0 "
W ramach ¢wiczen znajdziemy geodezyjna dla koneksji z poprzedniego zadania zaczynajaca sie
w punkcie (0,0) i w kierunku 0. Rachunki wpisze do notatek kiedy indziej...

Torsja koneksji. Na wigzce stycznej wprowadzi¢ mozna, oprocz krzywizny koneksji, jeszcze
jedna wielkos¢, ktora te krzywizne charakteryzuje — torsje. W jezyku pochodnej kowariantnej
torsje definiujemy jako

T(X,)Y)=VxY —-VyX — [X,Y],
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gdzie X 1Y sa polami wektorowymi na M. Z samej definicji widaé, ze T(X,Y) = =T(Y, X).
Policzmy T'(fX,Y):

T(fX,Y)=VxY — VyfX — [fX,Y] =
fUXY = [y X Y ()X ~ fIX.Y] +Y ()X =
fVxY = VyX — [X,Y] = fT(X,Y)

7, powyzszego rachunku wynika, ze torsja zalezy jedynie od wartosci p6l w punkcie a nie od
pochodnych tych pol. Z definicji wynika ponadto, ze torsja jest odwzorowaniem liniowym ze
wzgledu na oba argumenty. Ostatecznie T' jest cieciem wigzki tensorowej T M @y T*M Rar
TM — M. Wyznaczymy wspotezynnki 7

Vi = (X0Y7 + TX'Y*) 0,
VY = (Y'aiX7 + TY'X") 0
X, Y] = (X'9,Y7 - YigX7) 0,

T(X,Y) = (X'0Y7 + T4 X'V*) 0 — (YO X7+ T4Y'X*) 0, — (X'0,Y7 - Y'0,X7) 9; =
= (I — IL)XY*0,

Kto wymy$li geometryczng interpretacje torsji w jezyku dystrybucji horyzontalnej? Beztorsyj-
nos¢ jest opisana w ktoéryms z przysztych wyktadow.



