Geometria Rozniczkowa 11
wyktad trzeci

Wyktad trzeci poswiecony bedzie koneksji metrycznej. Zanim jednak zdefiniujemy koneksje w
wigzce stycznej zwigzang z metryka udowodnimy nastepujacy pozyteczny fakt:

Fakt 1 Odwzorowanie V : TM x I'(1) — E spelniajgce warunki

1. 'V jest liniowe ze wzgledu na pierwszy argument, tzn Vx40 = AV 0 + 1V,0 oraz zachowuge
rzut na M, tzn Ty (v) = 7(V,0);

2. V jest rézniczkowaniem ze wzgledu na drugi argument, tzn Vy,fo = (vf)o(q) + V0o, (@ =

i (v));

3. jesli X jest gltadkim polem wektorowym na M, a o gladkim cieciem 7, to Vxo jest gladkim
cieciem T

jednoznacznie zadaje koneksje liniowg w wigzce T.

Dowéd: Do tej pory definiowaliSmy koneksje jako dystrybucje horyzontalng lub jako morfizm po-
dwojnych wiazek wektorowych. Uzywajac pochodnej kowariantnej definiujemy odwzorowanie

Fo.:T,M —T.E,  F(v)=To) - (Vo)

dla ustalonego ciecia o wiazki 7 w otoczeniu ¢ takiego, ze o(q) = e. Podniesienie pionowe (V,0)"
wykonujemy do punktu e. Odwzorowanie Fj . to jest liniowe, co tatwo wida¢ z definicji. Nietrudno
takze stwierdzi¢, ze F, .o Tt = id 1 n. pokazemy, ze Fy. nie zalezy od wyboru cigcia o. Postuzymy
sie baza pochodzaca od wspétrzednych. Niech o bedzie zadane przy pomocy funkcji 0%, tzn o(x) =
o%(z")e,. Wtedy

do®

To(0;) = 0; + =0,
0(0:) = 0 + -
Z wtasnosci pochodnej kowariantnej wynika, ze

a

5 € +0'0(Va,eq) e

Vg, (0%4) = v'Vp,(0%,) = v’

Wspdtezynniki (Vy,e,)? rozktadu Ve, w bazie nazwiemy D?, i wtedy (korzystajac z (e,)" = 0,)

: Nolopt ;007 , ; ; oy
(v) =To(v) = (Vo) =0°0; + Uli.ﬁa — v”i,,d(,, — Db vio®0, = v'0; — D’ v'c0),
ox’ ox’
Wynik nie zalezy juz od pochodnych ¢ a tylko od wartosci w punkcie ¢, czyli od wspétrzednych
punktu wiékna e. Definiujemy wiec H, = F, .(T,M). Sktadnik v'0; zapewnia odpowiedni wymiar H,
za$ gladko$é pochodnej kowariantnej daje gtadkosé dystrybucji H. U

F,

q7e

Niech teraz M bedzie rozmaitoécig wypasazong w tensor metryczny g : M — V2T*M niezdege-
nerowany. Zazwyczaj zaklada sie takze dodatnig okreslonos¢, ale nie jest to niezbedne — sygnatura
Lorenzowska tez jest dobra. Duzg litera G oznaczaé bedziemy izomorfizm wigzek G : TM — T*M
pochodzacy od metryki, tzn. G(v) = g(v,-). Wyrazy macierzowe macierzy g oznacza¢ bedziemy g;;
a macierzy odwrotnej g%.



Twierdzenie 1 Istnieje dokiadanie jedna beztorsyjna koneksja liniowa w TM zgodna ze strukturg
metryczng, tzn taka, Ze Vg = 0. (Koneksja Levi-Civitta’y)

Dowdd: poniewaz twierdzenie ma charakter lokalny, mozemy postuzy¢ si¢ wspotrzednymi. Beztorsyj-

nos¢ koneksji oznacza, ze I'; = I'} ;, co oznacza, ze poszukujemy 5n?(n+1) funkeji I, definiujacych

koneksje w lokalnym uktadzie wspotrzednych. Warunek Vg = 0 we wspélrzednych ma postaé
V’Ui (Vviaig)jk =0
tzn.
0=120"(Va,9)jx = v (Qigjr — Ti;9m — Tirgit)
7 dowolnosci v* wnioskujemy, ze zachodzi¢ musi
Oig — Tigu — Thpgju = 0

dla dowolnych 1, 7, k. Przestawiajac cyklicznie indeksy zapisujemy

09k — I%i9u — Thpgju =0 (1)
Oigi — Thiegii — Tl = 0 (2)
Ok Gij — Fﬁm-gzj - Fé’jgil =0 (3)

Od sumy (2) i (3) odejmujemy (1), korzystamy z beztorsyjnosci upraszczajac kolorowe wyrazy i
otrzymujemy
i gki + Okgi; — 0igjr — 2T = 0

Przenosimy co trzeba na drugg strone, zwezamy z ¢ i dzielimy przez 2:

jb = 59" D39k + Okgij — Oigy) - )

Wspétezynniki koneksji udato sie jednoznacznie policzy¢.[]

Ten sam fakt, tzn istnienie jedynej koneksji metrycznej dla danej metryki wyrazi¢ mozna takze
geometrycznie. Jak dotad koneksje opisywaliSmy poprzez podanie dystrybucji horyzontalnej, podanie
stosownego morfizmu podwdjnych wigzek wektorowych lub poprzez pochodng kowariantng. Uzywajac
odwzorowania dla koneksji w wigzce stycznej otrzymujemy:

I':TTM — TM xp TM X3 TM,
(z,0z,%,6%) — (2,62, 63" + F;kij&vk, T)
pochodna kowariantna pochodzaca od koneksji daje sie rozszerzy¢ takze na ciecia wigzki dualnej, tzn
mozemy rozniczkowaé takze jednoformy. Wiemy jednak, ze pochodna kowariantna zadaje koneksje,
wiec mamy takze koneksje w wiazce dualnej. Oznaczmy odpowiednie odwzorowanie przez I'*. Jest
ono rzeczywiscie dualne do wyjsciowego I' (w odpowiednim sensie):
r“:T7T"M — T°M XM ™M XM TM,



,Odpowiedni sens” oznacza, ze do dualnosci musimy wybraé¢ odpowiednie struktury wektorowe. Wie-
my juz, ze T TM jest wiazka wektorowa nad TM na dwa sposoby. Rzutowania zwigzane z tymi sposo-
bami to 7ra : TTM — TM, (z, 6z, 4,0%) — (x,dz) oraz Try : TTM — TM, (x,0x,%,0%) — (x, ).
Wiazka dualng do 77y, jest oczywiscie wry @ T"TM — TM, natomiat wigzka dualna do Ty, jest
Ty - TT*M — TM. Wiazka po prawej stronie jest tez wektorowa na dwa sposoby (nawet wiecej,
ale inne nie sg tu istotne) pry i prs. Zeby z koneksji I' otrzymaé koneksje dualng trzeba wziaé po le-
wej stronie strukture Ty a po prawej prs. Otrzymane odwzorowanie dualne to (I'*)~'. Metrycznosé
koneksji oznacza, ze koneksja jest beztorsyjna oraz nastepujacy diagram jest przemienny:

TTM I TM xy TM xu TM

R R

TT"M —L T*M Xp TM Xy TM

Beztorsyjnosé¢ koneksji takze mozna wyrazi¢ bardziej geometrycznie niz tradycyjny wzor VxY —
VyX = [X,Y]. W wiazce TTM istnieje kanoniczne odwzorowanie xy : TTM — TTM zachowu-
jace strukture podwojnej wigzki wektorowej, ale zamieniajace rzuty, tzn ky o Tty = Trar © K.
Odwzorowanie to we wspotrzednych zapisuje sie jako

(z,0x, &, 00) —> (x, &, 0z, 6)

Beztorsyjnosé koneksji oznacza, ze dystrybucja horyzontalna jest niezmiennicza ze wzgledu na k),
albo ze przemienny jest diagram

TTM r TM xy TM Xy TM

S

Odwzorowanie k);. Odwzorowanie k,; jest bardzo istotnym elementem struktury wiazki styczne;j.
Na dowolnej wigzce wektorowej takiego odwzorowania nie ma. W sposob niezalezny od wspotrzednych
odwzorowanie to mozna zdefiniowa¢ nastepujaco. Reprezentantem elementu z TTM jest krzywa w
TM, za$ reprezentantem elementu z TM krzywa w M. Mozna wiec rozwazy¢ ,krzywa w krzywych”,
czyli odwzorowanie y : R? — M, (s,t) — x(s,t). Biorac wektory styczne wzgledem t dla t =
0 i réznych s otrzymujemy krzywa w wiazce stycznej s — t(®Yx(s,0), biorac wektor styczny do
otrzymanej krzywej w s = 0 dostajemy element ttVy(0,0) wigzki TTM. Notacja zastosowana
tutaj odnosi sie do sposobu oznaczania wektora stycznego do krzywej t — ~(t) w punkcie ¢ = 0.
Mozemy pisaé 4(0), ale mozemy tez ty(0). Jesli argumentdw jest wiecej warto wskazaé wzdtuz ktérego
bierzemy wektor styczny, (Y oznacza ze wzdtuz drugiego, a t(h% ze wzdtuz pierwszego. Wréémy do
problemu odwzorowania k), i reprezentanta y. A co bedzie jesli zamienimy kolejnos¢ rozniczkowania?
Krzywa t — t(19(0,1) tez jest krzywa w wiazce stycznej i wektor do niej styczny to tt:9x(0,0) jest
elementem TTM. Odwzorowanie x jest wlasnie zwiazane z zamiana kolejnosci rozniczkowania. Jesli
v = tt@Vy(0,0) to ka(v) = 1t x(0,0). Mozna sprawdzi¢ rachunkiem, ze definicja jest poprawna,
tzn nie zalezy od wyboru reprezentanta y.



