Geometria Rozniczkowa 11
wyktad czwarty

Wtlasnos$ci tensora krzywizny. W trakcie poprzednich wyktadow krzywizne koneksji zdefi-
niowalismy jako réznice miedzy nawiasem Liego horyzontalnych podniesien pél wektorowych
na M i podniesieniem horyzontalnym nawiasu Liego tych pdl, tzn.

(X" YY" —[X,Y]"

Réznica ta jest polem wektorowym na F pionowym ze wzgledu na rzutowanie 7 : £ — M.
Sprawdzalismy, ze zalezy ona tak naprawde od wartosci p6l X i Y w punkcie a nie w caltym
otoczeniu. Ponadto z liniowoéci koneksji wynika, ze warto$¢ pola pionowego zalezy liniowo od
punktu zaczepienia. Wektory pionowe mozna utozsamiaé z elementami wiékna, wiec ostatecznie
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jest tensorem, ktory mozna obliczy¢ na dwoch polach wektorowych X i Y oraz na cieciu o
wigzki 7 wedtug wzoru

R(X,Y,0)"(0(q)) = [X",Y"](0(q)) — [X,Y]"(c(q)).

gdzie R(X,Y,0)"(0(q)) oznacza podniesienie pionowe elementu R(X(q),Y (¢),0(q)) wtbékna
wiazki 7 do punktu o(q). Przypomnijmy sobie teraz, ze nawias Liego p6l wektorowych jest
miarg nieprzemiennosci potokow tych pol. Jesli zatozymy teraz, ze pola X i Y komutuja, war-
tos¢ R powie nam ,jak bardzo nieprzemienne” sa potoki ich horyzontalnych podniesien. Tensor
R ma wiec co$ wspélnego z préba odpowiedzenia na pytanie czy krzywa zamknieta na bazie
po podniesieniu horyzontalnym do wiazki ' nadal bedzie zamknigta. Przyjrzyjmy sie temu
blizej pracujac we wspotrzednych. Niech X i Y beda komutujacymi polami wektorowymi na
rozmaito$ci M

X(q) = X'(27(q))0;, Y(q) = Y'(2'(q))0; X0 —Y'9;X7 = 0.

Ustalmy punkt go w M o wspolrzednych (z)) oraz punkt eq we widknie F,, o wspoirzednych
(x},y8). Niech ¢; oznacza potok pola X, zas ¢, potok pola Y. Podniesienie horyzontalne krzy-

wej ¢1(qo) do punktu ey spehia uktad réwnan it = X'(x), y* = —T%(2) X (z)y’, zatem w
przyblizeniu zaleznoéé ¢ i y® od ¢t mozna opisaé
o' (t) = ab + X' (o)t + ..., Y (t) = yd — T (o) X (wo)ybt + . . ..

Bedziemy teraz poruszaé sie po podniesieniu horyzontalnym krzywej t — ;(qo) i dalej po

podniesieniu s — 15(¢:(qo)). Nastepnie zamienimy miejscami pola X i Y — najpierw pdjdziemy

o s wzdtuz poniesienia horyzontalnego pola Y a nastepnie o ¢t wzdtuz podniesienia pola X. Idac
najpierw wzdtuz X a potem Y otrzymujemy (dla wspéhrzednych y®)

y*(s:t) = y5 — T X" (xo)yo t+
— T (w0 + X (o)t + .. )Y (o + X' (wo) t + .. ) (y§ — TraX (wo)yi t +.. ) s+ ... =
v — T X" (2o)yg t + [[5(0) + OulGe(wo) X* (a) t + ..)]
X [Yi(xo) + O Y X* (o) t + .. ][ys — T5, X (xo)ydt + .. ] s
v — DX (wo)yot — T5.Y7 (wo)ys s+
— {0T,(20) X* (o) + — T (20) Y (0) Tig(wo) X * (w0 )y } st



Po zamianie kolejnosci pol X i Y dostajemy
?ja(sa t) =Yy — F?in(xO)yg S = F?c(l'o)Xj(on)ycc) i+
— (AT (o) Y () + — T, (0) X (o) T 0) Y (o)t

Obejscie ,drogi po prostokacie” wzdtuz X o t, potem wzdtuz Y o s i dalej wzdtuz X o —t i
wzdtuz Y o —s datoby odwzorowanie

0
Xa(87 t) = yg + St{akr?c - ajFZc - F?drgc + FZdF?c}

Wyrazy niebieskie upraszczaja sie, zielone takze (ze wzgledu na komutowanie pél X i Y)
za$ czerwone dodaja z odpowiednimi znakami. Otrzymane odwzorowanie jest reprezentantem
elementu TTE rzutujacego sie na wektory zerowe w TFE za pomocg obu rzutéw 71 i T7g.
Rzuty na TM takze sg zerowe, zatem element ten moze by¢ identyfikowany z elementem F,
ktory, jak wida¢ we wspotrzednych, jest wartoscig tensora krzywizny w punkcie q.

Z samej definicji R wynika, ze R(X,Y,0) = —R(Y,X,0) co we wspodlrzednych oznacza
antysymetrie ze wzgledu na zamiane dwoch dolnych ostatnich indeksow:

a a

bij — — i
Pozostate symetrie indeksow maja miejsce jedynie gdy E = TM i koneksja jest metryczna.
Zanotujmy najpierw nastepujacy wygodny wzor

Fakt 1
R(X,)Y,Z)=VxVyZ —VyVyZ — VixvZ

Prawdziwos¢ wzoru sprawdzamy na wspotrzednych. W wiekszosci podrecznikéw wzor ten poja-
wia sie jako definicja tensora krzywizny. Skoro jednak koneksje wprowadzamy w sposéb bardziej
geometryczny (dystrybucja horyzontalna) niz algebraiczny (pochodna kowariantna), wypada
takze geometrycznie wprowadzi¢ krzywizne. Korzystajac ze struktury metrycznej definiujemy
takze tensor krzywizny z opuszczonym indeksem

Definicja 1
R(X,Y,Z,T)=g(T,R(X,Y, Z)).



Ponizszy fakt zbiera wszystkie (poza wspomniana powyzej) symetrie tensora krzywizny dla
koneksji metrycznej:

Fakt 2 Prawdziwe sq wzory

(a) R(X,Y,Z,T) = —R(X,Y,T, 2),

(b) R(X,Y,Z)+ R(Y,Z,X)+ R(Z,X,Y) =0,

(c) R(X,Y,Z,T)=R(ZT,X,Y),

(d) (VxR)(Y,Z,T)+ (VyR)(Z,X,T) + (VzR)(X,Y,T) = 0

Wzor (b) nazywany jest pierwszq, zas wzor (d) drugq tozsamosciq Bianchi.
Dowéd: W (a) korzystamy najpierw z metrycznosci koneksji (wyraz niebieski znika) obserwu-
jac, ze

Xg(A,B)=(Vxg)(A,B)+9g(VxA,B)+ g(A,VxB) = g(VxA,B) + g(A,VxB).
Mozemy wiec ,przerzuca¢” pochodng kowariantng z pierwszego argumentu na drugi:

9(VxA,B) = Xg(A,B) — g(A,VxB)

Piszemy
R(X, }/, Z, T) = g(T, VXVyZ - Vyvxz - V[XJ/]Z)

i w poszczegdlnych sktadnikach typu g(T', VxVy Z) przerzucamy rézniczkowanie z Z na T'. Na
przyktad

9(T,VxVyZ) = Xg(T,VyZ) — g(VxTVyZ) =
Xg(T7 VYZ) - Yg(VXT7 Z) + g(VYVXT, Z) =
X[Yy(T,Z2) = g(VyT, Z)] = Yg(VxT, Z) + g(VyVxT, Z) =
XY (T, Z) — Xg(VyT, Z) — Yg(VxT, Z) + g(VyVxT, Z)
Po cierpliwych rachunkach wychodzi co trzeba. W (b) uzywamy beztorsyjnosci koneksji, tzn

faktu, ze
VxZ —-VzX =[X,Z].

R(X,Y,Z)+R(Y,Z,X)+ R(Z,X,Y) =

VXVyZ—VYvXZ—V[X,y}Z—i-VyVZX— _V[Y,Z}X‘i‘ _VXVZY_V[Z,X]Y =
Vx(VyZ =V3Y)=Vixy1Z+Vy(VzX = VxZ) =V 71X + —~Vizx)Y =
Vx[Y, Z] = Vixy)Z + Vy[Z, X] = Viyz X + —Vizx)Y =

X, Y. Z|+ [V, [Z, X]|+ [Z2, [ X, Y]] =0

Pierwsza tozsamos¢ Bianchi sprowadza sie wiec do tozsamosci Jacobiego. Ta ostatnia jest zwig-
zana z faktem iz d*> = 0 (o tym moéwiliémy w poprzednim semestrze). Méwi sie wiec czesto, ze



tozsamosé Bianchi wynika ze znikania kwadratu rézniczki zewnetrznej. Dowodzac (c) korzysta-
my 7z (b) cztery razy dla argumentéw przestawionych cyklicznie:
RX,)Y,Z,T)+RY,Z, X, T)+ R(Z,X,Y,T)=0
R(Y,Z, T, X)+ +R(T,Y,Z,X)=0
+ +R(X,Z,T,Y)=0
+RX,)Y,T,Z)+ RY,T,X,Z)=0

Po dodaniu wszystkich czterech réwnan i uproszczeniu kolorowych wyrazéow otrzymujemy

0= R(Z,X,Y,T) + R(T,Y,Z,X) + R(X,Z,T, Y) + R(Y,T, X, Z) =
2R(Z,X,Y,T)—|—2R(T,Y,Z,X)
1 ostatecznie
R(Z,X,Y,T) = R(Y,T, Z,X).

Ostatni wzér (d) wynika, jak sie okazuje, takze z tozsamosci Jacobiego. Rachunki jednak sa
nieco trudniejsze, a wlasciwie nudniejsze. Zauwazmy najpierw, ze

Bedziemy musieli zsumowaé trzy takie wyrazenia z cyklicznie przestawionymi polami X, Y, Z.
Kazde wyrazenie to cztery sktadniki:

VxVyVzT —VxVzVyT — VxViy 72T+
—VyowVzT' +V Vo v T + Vivey,z T+
—Vy Vo, 2T+ VyzVyT + Viy v 2T+
VYV VT + YV, Vy VT + Viy 2 VaT+

VyV VT —VyVxV;T — VYV{ZAXJT‘F
—Vv, zVxT +VxVy, 7T+ Vv, zx) T+
—VzVo,xT + Vv, xVzT + Vizv, xjT+
—VzVxVyT +VxVzVyT + V7 x)VyT+

VoVxVyT —V;Vy VT — VZVD;HH—
—Vvy,xVyT +Vy Vo, xT + Vi, xy T+
—VxVv yT'+ Vy,yVxT + Vixv,viT+
~VxVyVzT' +VyVxV,T 4+ Vixy)VzT =

Sktadniki niebieskie upraszczaja sie, za$ w tym co zostaje wyszukujemy trojki takie, jak zazna-
czona na czerwono. Daja sie one przeksztalci¢ nastepujaco:

(XY, 2)

(Y, Z, X)

(Z,X,Y)

VxVy,zT = VxVy,yT —VxVyz1T =VxVvy,z_v,nT —VxVyzT =
VxVyzT —VxVyzT =0
W powyzszy sposob znikaja wyrazy czerwone oraz wszystkie wyrazy szare. Pozostale wyrazy
czarne przepisujemy nadajgc im na nowo przydatne kolory:
=—VowVzT'+ VyvzT + Vo zVyT + ViyvwzT + +
- +Vivyzx) T+ Vo, xVzT' +Vizv,x)T + Vizx)VyT+
= Vv, xVyT + Vv, xyvT + +Vixv, T+ Vxy\VzT =



Wyrazy jednokolorowe upraszczaja sie na podobnej jak poprzednio zasadzie, czarne przepisu-
jemy:

= Vivxvz)l' + ViyvzT + + Vizvyx1T + Viv,x T + =

Wyrazenia jednokolorowe przeksztatcamy wedtug wzoru (na przykladzie niebieskiego):

VivivizlT + Vizvyx)T = Vivyxyixy)z1T + Vizv,xiT =
Vivyx 2T+ Vixy 2T + Vizv, x)T = Vix 2T

Ostatecznie otrzymujemy
= Vixy,2T +VixxvT +V T = Vixy],z)+1x.x1v]+v.2,x17 =0

Druga tozsamos¢ Bianchi sprowadza sie zatem takze do tozsamosci Jacobiego. [

Wzory (a), (b), (¢) i (d) zapisane przy pomocy wspéhrzednych maja postaé

&
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Ryiij = — Rk

Ryij = —Riju

m m m S
Riiig + Rigiy + Rije = 0
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Po takiej porcji teorii przydadza sie praktyczne rachunki - proponuje dwa zadania:

Zadanie 1 Znalezé symbole Christoffela metryki na S? indukowanej z R? we wspétrzednych po-
chodzacych od wspoétrzednych sferycznych w R3. Znalezé nietrywialne wartosci wspoétrzednych
Rf;'nj, zwezenie R;; = Rf’kj oraz dalsze zwezenie R:. Nalezy tu wspomnie¢, ze tensor Ricciego R
jest jedynym z doktadnoscig do znaku nietrywialnym zwezeniem tensora krzywizny. Ponadto
R! nazywa sie krzywizna skalarna.

Zadanie 2 Znalez¢ przesuniecie réwnolegte 9y wzdtuz rownoleznika innego niz réwnik. Moze
by¢ np. 0 = 7 i zobaczy¢, Ze po obiegnigciu sfery wektor zmienia si¢ na inny.



