Geometria Rozniczkowa |
wyktad piaty

Nawias Liego p6l wektorowych: Gladkie pole wektorowe (tzn. gtadkie odwzorowanie X :
M — TM takie, ze X o1y, = id js) definiuje rézniczkowanie algebry C*°(M) nad identycznoscia.
Istotnie, skoro w kazdym punkcie ¢ € M wartosé¢ X (q) jest rozniczkowaniem algebry C*°(M) o
wartosciach rzeczywistych, zbierajac wartosci rézniczkowania punkt po punkcie i korzystajac z
gtadkosci jako wartosé¢ X (f) otrzymujemy gladka funkcje ¢ — X (q)(f). Reguta Leibniza jest
spetniona, gdyz jest speliona dla X (g). Mozna pokazaé (czego nie bedziemy robi¢), ze pola
wektorowe to wszystkie rozniczkowania algebry C*°(M) nad identycznoscia. W zbiorze réznicz-
kowan algebry nad identycznoscia okreslony jest komutator rézniczkowan. Mozna sprawdzi¢
bezposrednim rachunkiem, ze [D;, D] okreslone wzorem

[D1, Do](a) = D1(Dz(a)) — D2(Di(a))

jest rézniczkowaniem. Istotnie

[Dh Dg](ab) = D1 (Dg(ab)) — DQ(Dl(a/b)) = Dl(a/DQ(b) + Dg(a)b) — Dg(aDl(b) + Dl(a)b) =
aD1(D2(b)) + Di(a)Da(b) + D1(D2(a))b + Da(a)Di(b)—
CLDQ(Dl (b)) - Dg(a)Dl (b) - DQ(Dl (a))b - Dl ((1)D2(b> =

Jednokolorowe wyrazenia si¢ upraszczaja i otrzymujemy

=a + Di(Ds(a))b+a — D5(D1(a))b=
a + [D1(Ds(a)) — Do(D1(a))]b =
a + [Dy, Ds)(a)b
Skoro komutator rézniczkowan jest rézniczkowaniem, a wszystkie rozniczkowania to pola wekto-

rowe, to komutator pél wektorowych takze jest polem wektorowym. Komutator w zastosowaniu
do pol wektorowych nazywany jest nawiasem Liego. Jest to odwzorowanie

X(M)x X(M) — X(M)
antysymetryczne (tzn. [X,Y] = —[Y, X]), spelniajace nastepujace warunki:
(X, fY] = FIX. Y]+ X(f)Y
oraz
(X, [V, 2] = [[X, Y], 2] + [V, [X, 2]
Druga z réwnosci nazywana jest tozsamoscig Jacobiego Mowi ona, ze odwzorowanie
(X, ] X(M) — X (M)

samo jest rozniczkowaniem algebry (X (M), [-,+]). Algebra ta jest algebra nieprzemienng (anty-
symetryczna), bez jedynki i bez tacznosci. Algebra z antysymetrycznym dziataniem spetniaja-

cym tozsamosé¢ Jacobiego nazywa sie algebrg Liego. Obie réwnosci sprawdza si¢ bezposrednim
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rachunkiem na wspohrzednych. Rachunek zwigzany z tozsamosciag Jacobiego jest dtugi i nie-
przyjemny - mozna z nim poczekaé¢ do czasu, kiedy da sie go wykonaé szybciej i z wiekszym
pozytkiem. Sprawdzmy jeszcze jak nawias pol wektorowych wyglada we wspotrzednych:

— Xt _vi %
X=X Y=Y
9 Of -0 Of
_ _ _ yi Y iYS Y _vi Y i _
XYI) = X = YO =X (v 32 ) - v 2 (o)
VO | iys O 0X 08y O
oxt dxJ oxtoxI oxJ Oxt O0xI ozt
OYIOf  OXTOf (LY 0X7\ of
X ozt Oxi Y oxd Ort (X oxt Y oxt ) oxi’
L YT 0XI
X, Y] = X -y

Krzywe calkowe pola wektorowego: Krzywa catkowa pola wektorowego X € X'(M) nazy-
wamy gladka krzywa v : I — M, t — ~(t) taka, ze

vtel At)=X((),

czyli pole X jest styczne do krzywej i predkos¢ krzywej jest rowna wartosci pola. Zamiast
zaglebia¢ sie¢ w kwestie teoretyczne obejrzyjmy przyktad:

Przyktad 1. Rozwazmy pole wektorowe X na S? dane we wspélrzednych stereograficznych
(wzgledem bieguna potnocnego) wzorem

0 0
X=(x—y -~ 7,
(@ -y +($+y)3y
Jesli krzywa t +— (z(t),y(t)) jest krzywa catkowa pola to

(@(8),5(t)) = (x(t) = y(t), z(t) + y(1))-

Otrzymalismy wiec ukltad rownan rézniczkowych, ktéry do tej pory (na analizie I1) zapisywany

byt jako [ﬂ:“ I;Hﬂ

Wytezywszy pamieé i siegngwszy do zasobow wiedzy algebraicznej bylibySmy pewnie w stanie
rozwigzac... Widzimy zatem, ze pole wektorowe na rozmaitosci zapisane w uktadzie wspotrzed-
nych to nic innego jak uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu. Istnienie i
jednoznacznos¢ rozwigzania takiego uktadu dla zadanych warunkéw poczatkowych gwaranto-
wana jest przez twierdzenie Cauchy’ego. Zadanie warunkow poczatkowych oznacza wybranie
punktu na rozmaitosci, przez ktory krzywa catkowa przechodzi dla parametru ¢ = 0. Wiemy
juz wiec, ze krzywe catkowe istnieja, przynajmniej lokalnie. Wr6¢émy teraz do przyktadu. Pole
wektorowe X zdefiniowane przy pomocy wspotrzednych jest okreslone wszedzie poza biegunem
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polocnym. Czy da sie je w sposob gltadki dookresli¢ takze w biegunie pétnocnym? W tym celu
zamienmy wspoétrzedne na (a, b) stereograficzne wzgledem bieguna potudniowego:

x2+y2’ —x2+y2'
Okazuje sie, ze
0 0
X = b)— b—a)—.
(a+ )&z +(b—a) ob

W biegunie potnocnym zatem, podobnie jak w potudniowym, pole jest réwne zeru. Krzywa
catkowa najlatwiej znalez¢ korzystajac ze wspotrzednych sferycznych:

0 , 0
T sm(ﬁ)%.

Krzywa catkowa przechodzaca przez punkt (g, o) to

t—y(t) = <g00 +t, 2arctg(tg (1920> et]> .

Zauwazmy jaka ciekawa wlasno$¢ ma powyzsze rozwigzanie: Zapiszmy krzywa catkowsg w pa-
rametrze s z warunkiem poczatkowym dla s = 0 réwnym ~(¢):

s — (gp(t) + s,2arctg(tg (ﬁg)> es]> :

Ale o(t) = o + t oraz VJ(t) = 2arctg[tg (%) e']. W szcezegdlnosei druga wspohrzedna to:

2 arctgftg (2 arc tg[tg (1920> et]/2> e’] = 2arctgftg (1920> e'e’] = 2arctgltg (1920> e
Okazuje sie wiec, ze s — (s + t). Powyzsza wlasnosé jest ogdlna wlasnoscia krzywych catko-
wych. Przesuniecie wzdtuz krzywej catkowej o t jest dyfeomorfizmem rozmaitosci M:

oM — M
o wtasnosciach
(1) ®olq) =q,  (2) Ps(Pelq)) = Prysla).

Ponadto dla kazdego g
t— Dy(q)

jest krzywa catkowa pola X. Odwzorowanie
S: I xM— M, O(t,q) = Pi(q).

Nazywane jest lokalng grupg dyfeomorfizméow zwiazana z X. Okreslenie ,grupa” odnosi si¢ tu
do wlasnosci (1) i (2).&
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Ponizsze notatki powstaty z uzyciem notatek do wyktadow Matematyka II © Matematyka I11,
wiec mogq Panstwo miec czasami wrazenie, zZe autor niepotrzebnie rozdziela wtos na czworo. Z
drugiej strony jednak ,wykladanie kawy na tawe” ma tez swoje zalety...

Odwzorowania wieloliniowe. Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cia-
tem liczb rzeczywistych. Formg k-liniowg na przestrzeni wektorowej V' nazywamy odwzorowa-
nie:

w:VxVx..-xV—R,

ktore jest liniowe ze wzgledu na kazdy argument, tzn. dla kazdego 7, dowolnych wektoréw v;,
j=1...k, v} idowolnych A, € R zachodzi

(.U(’Ul,’UQ,"' 7>\vi+,u/07/;7”. 7/016) :)\W</U1,U2,"' ’/Ui’... ,/Uk)‘i_,UW('Ul,’UQ,"‘ ’U,E’... 7Uk)

Z kursu algebry i analizy znajg panstwo dobrze formy dwuliniowe, szczeg6lnie dwuliniowe syme-
tryczne (np. iloczyn skalarny, druga pochodna funkcji wielu zmiennych obliczona w ustalonym
punkcie, tensor bezwladnosci ciata sztywnego...).

Wéréd wszystkich form k-linowych wyréznimy teraz szczegdlnie funkcje antysymetryczne, to
znaczy majace wlasnosé

(1) W(V1, V9, Vg, Vg V) = —w(V1, Ve, Uy, Uy U)

dla dowolnych ¢ # j. Formy k-liniowe antysymetryczne nazywane sa tez k-formami antysyme-
trycznyma, lub czasem k-kowektorami.

Omawiajac odwzorowania liniowe i formy dwuliniowe stwierdziliSmy, ze wtasnosé¢ liniowosci
powoduje, ze odwzorowanie jest jednoznacznie okreslone przez wartosci na wektorach bazowych.
Stad na przestrzeni n-wymiarowej do zdefiniowania formy dwuliniowej potrzeba n? liczb:

QIVXVHR, Qij:Q(ei,ej).
Jesli wiadomo, ze forma jest symetryczna, wtedy wystarczy n(n + 1)/2 wartosci. Jedli forma
jest antysymetryczna potrzeba jeszcze mniej n(n — 1)/2, gdyz wyrazy diagonalne (; musza
by¢ zero: z warunku antysymetrii wynika, ze dla dowolnego v € V'

Q(v,v) = —Q(v,v)
Po opuszczeniu koloréw (w konicu v i v to ostatecznie ten sam wektor v) dostajemy
(2) Q(U, U) = _Q(Uv U)J

czyli Q(v,v) = 0. Innymi stowy przestrzen wektorowa wszystkich form dwuliniowych ma wymiar
n? a podprzestrzenie form symetrycznych i antysymetrycznych wymiary odpowiednio n(n +
1)/2 i n(n —1)/2. Jedli zauwazymy ponadto, ze forma, ktéra jest jednocze$nie symetryczna i

antysymetryczna musi by¢ zerowa, oraz ze

—= =N

n(n+1)+n(n—1) n?+n+n*—n )
2 2 2
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zrozumiemy, ze przestrzen wszystkich form dwuliniowych jest suma prosta podprzestrzeni form
symetrycznych i podprzestrzeni form antysymetrycznych. Kazda forma dwuliniowa da sie wiec
roztozy¢ w sposob jednoznaczny na czeS¢ symetryczng i antysymetryczna:

Q(Uv w) = Q_(U, w) + Q+(U> w)
Q- (0,0) = 5[Qv,w) ~ Q)] Qu(v,w) = (R, w) + Q).

Dla k > 2 takze jest prawda, ze forma k-liniowa jest jednoznacznie okreslona przez wartosci
na bazie, zatem przestrzen takich odwzorowan jest przestrzenia wektorowa wymiaru n¥. W tej
przestrzeni sg takze wyrdznione podprzestrzenie form symetrycznych i antysymetrycznych, kto-
rych czesScig wspoélng jest przestrzen zerowa, ale podprzestrzenie te nie wyczerpuja przestrzeni
wszystkich form. Zastanéwmy sie nad wymiarem przestrzeni Alt*(V') form antysymetrycznych.
Niech w oznacza forme antysymetryczna. W zbiorze n* liczb

wiliQ...ik = w(eil, €i2, e 76’%)

jest wiele zer. Wystarczy, ze w ukladzie (e;,, €4, ..., ¢;,) kérykolwiek wektor bazowy powta-
rza sig, a juz warto$¢ w na tym uktadzie musi byé¢ réwna zero jak w (2). Jesli za$ uktad
(€iy, €igs - - -, €5, ) Nie zawiera powtarzajacych si¢ wektoréw, to wartos¢ w na tym uktadzie rézni
sie od wartos$ci w na uktadzie zawierajacym te same wektory tylko uporzadkowane rosnaco ze
wzgledu na indeks, tylko znakiem. Wniosek: do zdefiniowania k-formy wystarczy tyle liczb ile
jest réznych podzbioréw k-elementowych w zbiorze n-elementowym. Z kombinatoryki wiadmo,
ze jest ich
n n! , k n!

Powyzsze rozwazania prowadza takze do wniosku, ze przestrzen k-form dla k > n jest zerowa,
natomiast przestrzen n-form ma wymiar réwny 1. Dalej zajmiemy sie tylko k-kowektorami
antysymetrycznymi.

k-kowektory na przestrzeni wektorowej. Niech V' bedzie przestrzenia wektorows wymiaru
n. k-kowektorem na przestrzeni V nazywamy ozdwzorowanie

a:VxVx...xV—R

k
liniowe ze wzgledu na kazdy argument, tzn. dla dowolnego i € {1, 2, ..., k}, dowolnych wektoréw
(1, V9, ..., k), (V),0h, ..., v,), dowolnych liczb A, p
a(v1, V9, . AU+ vl o) = A1, Ve, e Ve U) (U1, Ve, UL ),
oraz antysymetryczne, tzn
A(Vo(1), Vo(2)s - - - Vo(k)) = SgROQ(V1, Vo, . .., V).

Znamy juz przynajmniej jeden przyktad n-kowektora: Jesli kolumny macierzy potraktujemy jak
elementy R"™ wyznacznik jest n-kowektorem ne R™. Zbiér wszystkich odwzorowan k-liniowych
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jest przestrzenig wektorowsa, a zbiér k-kowektoréw jest w niej podprzestrzenia wektorows. Pod-
przestrzen te oznaczamy

k
AV
Sensowno$¢ tego oznaczenia bedzie jasna pézniej. Przypomnijmy sobie wtasnosci k-kowektoréw.
W ponizszych wypowiedzach « jest k-kowektorem:

e Jesli wsrod argumentéw o ktorykolwiek z wektoréw powtarza sie, wartos¢ a na tym
uktadzie wektorow jest rowna zero. Wynika z tego, ze

o jesli vy, vg, ..., v jest ukladem liniowo-zaleznym to a(vy,va, ..., vx) = 0.

e Jak kazde odwzorowanie liniowe « jest jednoznacznie okreslone na wektorach bazowych.
Jesli (e1,ea,...,e,) jest baza w V to liczby

Oiyig.. i = a(eil,eiQ, ce 7€ik)7 O<y<ig< - <t <n—+1
wyznaczaja jednoznacznie odwzorowanie . Wynika z tego, ze
: kyr+ __ n _ n!
o dimA"V* = ( 1 ) = Hn—m-

Skoro znamy juz wymiar przestrzeni k-kowektorow, przydalby nam sie takze jakas wygodna
baza. Jako narzedzie do konstrukcji takiej bazy postuzy nastepujace pojecie: lioczynem ze-
wnetrznym k-kowektora « i [-kowektora [ jest (k + [)-kowektor zadany wzorem

sgn o
anB= 3 Vo) U@y s Vo) BUo(kt1), Vot42)s - Vo).
0ESk11 U
Zanim zastanowimy sie nad wtasnosciami iloczynu zewnetrznego przyjrzyjmy sie przyktadom
dla konkretnych (nieduzych) kil. Niech k =111 =1, czyli o, 5 sa po prostu kowektorami na
V. Wtedy a A (§ jest 2-kowektorem okreslonym wzorem

a A Bu,vm) = a(Vo(1)) B(Vo(2))-

€Sy

sgn o
111!
W grupie permutacji Sy sa tylko dwie permutacje: identycznosé (parzysta) i jedna transpozycja

(1 2) (nieparzysta). Wzoér przyjmuje wiec postaé
a A B(vr,v2) = a(v1)B(v2) — av2) B(v1)

Teraz zatézmy, ze a jest 2-kowektorem a 3 kowektorem. Potrzebujemy wiec permutacji z Ss.
W tej grupie jest szes¢ permutacji: trzy transpozycje (1 2), (1 3), (2 3) (nieparzyste), dwa
cykle (1 2 3), (1 3 2) i identycznosé. Wzoér na iloczyn zewnetrzny przyjmuje postaé:

1 )
a A B(vg, v, v3) = = (+a(vy, v9)B(v3) — a(vg, v1)B(v3)—a(vy,v3) (V)

20!
+a(vz, v1)3(vs) ) =

Wyrazy zaznaczone tym samym kolorem réznia sie jedynie kolejnoscia argumentéw 2-kowektora
a. Po uporzadkowaniu mozna je doda¢. Trzeba jedynie pamietaé¢ o zmianie znaku przy zamianie



kolejnosci argumentow:

(+ar(vr, v2) B(vs) + vy, v2) B(v3) —(v1, v3)8(v2)
—a(vr,v3)B(v2) ) =
(+2a(v1, v2) B(v3) —2a(v1, v3)B(v2) ) =
a(vr, v2)B(vs) — a(vy, v3)B(v2) + a(ve, vs)B(v1).

T

N —

Ostatecznie

a A B(vr,v2,v3) = a(vy, v2)B(vs) — a(vr, v3)B(v2) + alve, v3)B(v1).

Jako ostatniej przyjrzyjmy si¢ sytuacji kiedy oba czynniki iloczynu zewnetrznego sa 2-kowektorami.
Potrzebujemy teraz permutacji z S;. Poprzedni przyktad pokazuje, ze istotny jest jedynie po-
dzial argumentéw miedzy czynniki. Argumenty jednego 2-kowektora porzadkujemy rosngco do-
dajac podobne sktadniki. W tym przypadku mamy sze$¢ mozliwych podzialéw zbioru indeksow
{1,2, 3,4} pomiedzy 2-kowektory « i f3:

1,2,3,4} = {1,2} U {3,4}
1,2,3,4} = {1,3} U {2,4}
1,2,3,4} = {1,4} U {2,3}
1,2,3,4} = {2,3} U {1,4}
1,2,3,4} = {2,
1,2,3,4} = {3,

» = D

) Y Y

) Y

4} U{1,3}
4} u{1,2}.

) I Y

) I Y

Argumenty z indeksami z pierwszego zbioru bedziemy wstawiac do « a z drugiego do 3. Pierw-
szemu z podzialow odpowiadaja cztery mozliwe permutacje:

id, (12), (34), (12)34)

Pierwsza i ostatnia sa parzyste, druga i trzecia nieparzyste. Permutacje te mieszaja indeksy
w ramach podziatu, a nie miedzy zbiorami podzialu. Wktad od tych czterech permutacji do
wzoru na iloczyn a A  jest nastepujacy

+a(v1,v2)B(vs, va) — a(vz, v1)B(vs,v4) — a(vi, va)B(va, v3) + a(va, v1)B(va, v3)
Po uporzadkowaniu rosnaco argumentéw obu 2-kowektoréw otrzymujemy wktad

+a(vy, va)B(vs, v4).
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Podobnie analizujac kazdy z mozliwych podziatéw i odpowiadajace kazdemu cztery permutacje
dostaniemy wzor

a A f(vg, v, v3,04) = 2|12' (do(vy,v2)B(v3,v4) — dar(vr, v3)B(v2, v4) + da(vy, v4)B(ve, v3)

+404(U2, U3)ﬁ(v17v4) - 4CY(U27U4)5(01, U3) + 404(1)3,?)4)5(01, 02)) =
a(vy, v9) (v, v4) — vy, v3)5(ve, v4) + vy, vy4) (V2 v3)

+a(vg, v3)B(v1,v4) — a(ve, v4)B(v1,v3) + a(vs, v4)B(v1,V2).

Zupetnie nieprzypadkowo wspotezynniki liczbowe za kazdym razem sie upraszczaja. Oto naj-
wazniejsze wlasnosci ioczynu zewnetrznego:

e [loczyn zewnetrzny jest operacja dwuliniowa, tzn:
(aa +ba') A B =aa AB+bd" A, aN(af+b3 =aaNp+ban).

Fakt ten wynika tatwo z definicji.
e [loczyn zewnetrzny jest taczny, tzn

(@AB) Ay =an(BAY).

Dowdd tego faktu jest dosé nieprzyjemny. Polega na pokazaniu, ze lewa i prawa strona
obliczona na uktadzie k 4 [ + p wektorow daje

sgn o
Z Wa(va(l)a . 7Ua(k))5(%(k+1)a . 7Ua(k+l))7(va(k+l+1)a e 7Ua(k+l+p))'
o€Smarepy Ip!

[stotnie, zajmijmy si¢ najpierw lewa strona wzoru:

[(aAB) AV (V1o Vi) =
y _sonle)

(k i l)!p! a 5(%(1)7 s avp(k+l) W(Up(k+l+1), cee ,Up(k+z+p))

PESk+i+p

Zeby zrealizowaé iloczyn zwnetrzny a A 3 musimy teraz wykonaé sumowanie po wszyst-
kich permutacjach jego argumentéw. Mozna to zrealizowaé¢ za pomocg zastosowania
wszystkich mozliwych permutacji o € Siy; do argumentow premutacji p. Co prawda
oznacza to zastosowanie permutacji ¢ i p w odwrotnej kolejnosci nizby to wynikato ze
wzoru definicyjnego ilioczynu zewnetrznego, ale poniewaz i tak chhodzi o wysumowanie



po wszystkich przestawieniach, ostatecznie réznicy nie ma:
Z sgn(p)
(k+0)'p!

sgn(p)sgn (o)
2 it @Wetes e Uoto) Bptass s Vatothi)

A B(Up1), - s Vplhtt)) V(Uphtin1)s - - - s Up(htinp)) =
PESk+i+p

PESktI4p
CESEim
W(Up(k+z+1), e avp(k+l+p))
W zbiorze uktadéw wektorow
(Vp(a(1))s - - - Vp(a(k))s Vp(ar(k+1))s - - - 5 Up(ar(ktl))> Up(h+i+1)s - - - 5 Vp(k-tl+p))

to samo uporzadkowanie wystepuje wiele razy. Dla réznych par p i o ztozenie poo moze
by¢ takie samo. Traktujemy tutaj permutacj¢ o € Siy; jako element grupy Siiiy, nie
ruszajacy ostatnich p elementéw. To samo uporzadkowanie (nazwijmy je w) pojawia sie
tyle razy, ile jest permutacji o, gdzyz ustaliwszy o odpowiednie p obliczymy ze wzoru

p=wo oL
Z wtasnosci znaku permutacji wiadomo takze, ze sgn(p)sgn(o) = sgn(w). Zamiast su-
mowac wiec po permutacjach z Siq1p 1 Sk mozemy sumowac jedynie po permutacjach
z Sk+i1+p uwzgledniajac kazda permutacje (k + [)! razy:

sgn(p)sgn (o)
2 (e + D)plRll! A(Vp(o(1)): -+ > Vp(o b)) B (Voo (k1)) - -+ Vp(o (k1))
PESK4i4p

oESK L m

’Y('Up(k—i-l—l-l)a cee 7Up(k+l+p))

sgn(w)(k +1)!
(k + DIplk!l! V(1) - Vo)) B (V1) -+ Vaslht )V Vst i41)s - -5 Vsl i4p)) =

>

WESkti4p

sgn(w)
Z W“(”w(l)a S 7Uw(k))5(%(k+1); o ,Uw(k+l))7(%(k+l+1)a . 7Uw(k+l+p))'

WESk4i4p

Podobnie postapimy s prawa strong wzoru. Sumowaé bedziemy po permutacjach p €
Sk+1+p @ nastepnie o € Si4, aplikujac o do uktadu (k + 1,...k + [ + p). Zauwazamy
nastepnie, ze 0 mozna traktowac jako element Sy, nie ruszajacy pierwszych k liczb
i ze kazdy uktad wektorow powatarza sie z tym samym znakiem (I + p)! razy. W ten
sposéb dochodzimy do tej samej postaci wzoru po prawej stronie.[]

e lloczyn zewnetrzny w ogélnosci nie jest przemienny, ale zachodzi wzor:

aAB=(=D)"3Aa.
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Wspominalismy juz, ze kazdy k-kowektor jest zadany przez swoje warto$ci na uktadach wek-
torow bazowych. Wartosci te sg wspoétrzednymi k-kowektora w pewnej bazie. ZajdZzmy te ba-
ze. Niech, jak poprzednio, (eq,es,...,e,) bedzie baza w V. Kowektory tworzace baze dualng
oznaczymy (e',€?, ..., €"). Wybierzmy teraz k-elementowy zbiér indekséw [ = {iy,... iy} i
uporzadkujemy indeksy rosngco, tzn. i; < 19 < --- < 7. Interesuje nas k-kowektor

ETNEZN A€
Jesli w zbiorze I choé¢ jeden indeks powtarza sie, to powyzszy k-kowektor jest réwny zero (za-

miana miejscami dwoch czynnikéw powinna powodowaé¢ zmiane znaku, jednak jesli czynniki
te sa jednkowe, tak naprawde nic sie nie zmienia). Mozemy wiec rozwazaé tylko takie zbiory

indekséw, ze i; < iy < --- < ip. Obliczmy k-kowektor €t A €2 A --- A €* na ukladzie wekto-
row (ej,,...,ej,) (zaktadamy takze, ze indeksy w tym uktadzie wektoréow sa uporzadkowane
rosnaco):
ETNEZN A ei’“(ejl, €)= Z e“(ejg(l)) Ceee ei’“(eja(k))
ocESk
W powyzszej sumie albo wszystkie skladniki sg rowne 0, albo jest tylko jeden niezerowy sktad-
nik. Wszystkie sktadniki sa réwne zero, jesli zbiory {iy,... it} 1 {Jj1,...,Jx} nie sa identyczne.

Wtedy zawsze przynajmniej jedna ewaluacja €’ (e;_ <k)) w kazdym z iloczynow jest rowna 0. Jesli
zbiory indekséw sg jednakowe wtedy w powyzszej sumie jest jeden niezerowy wyraz dla permu-
tacji identycznosciowej (zatozylismy poczatkowo, ze indeksy w obu zbiorach sa uporzadkowane
rosnaco). W takiej sytuacji otrzymujemy
EVANERN AN (e ei) =€ (eq)) €M (ey) e € (e) =1
Postulujemy, ze uktad k-kowektorow sktadajacy sie ze wszystkich iloczynow zewnetrznych k
kowektoréw bazowych z odpowiednio uporzadkowanycmi indeksami jest dobra baza w A* V*.
Liczba k-kowektoréw w powyzszym uktadzie si¢ zgadza, tzn jest ich liczba rowna wymiarowi
przestrzeni. Ponadto uktad ten jest liniowo niezalezny: wystrczy obliczy¢ wartosci kombinacji
liniowej wektoréw z tego uktadu na wszystkich k elementowych ciggach wektoréw bazowych
e; z uporzadkowanymi rosngco indeksami. Na kazdym z takich ciggdéw warto$¢ niezerows ma
tylko jeden z k-kowektoréw, co daje warunkek znikania wspoétczynnika przy tym wlasnie k-
kowektorze. Okazuje sie, ze istotnie badany przez nas ukltad k-kowektoréw jest dobra bazg.
Wspodtrzedne rozwazane przez nas wczesniej zwigzane sg wlasnie z tg bazg. Oznacza to, ze
kazdy k-kowektor o mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa
o= Z Qi iy €1 N EZN - Nk

11 <o <tp

k-formy na rozmaitosci. Jesli jako przestrzen wektorowa wezmiemy przestrzen styczng T,M
do rozmaitosci M w punkcie ¢, mozemy moéowi¢ o wielokowektorach na rozmaitosci. Mamy
wtedy zazwyczaj do dyspozycji baze w T,M pochodzaca od uktadu wspétrzednych oraz dualng
do niej baze w T, M, skladajaca si¢ z rézniczek wspotrzednych. Jesli (x!,...,2") oznaczaja
wspotrzedne na n-wymiarowej rozmaitisci M, to k-kowektor w punkcie ¢ € M jest postaci

Z ai1i2._,ikdxi1 Adz2 A - Adat

11 <t <--<ip
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Zatoézmy teraz, ze w kazdym punkcie powierzchni M, a przynajmniej w kazdym punkcie ¢
pewnego otwartego zbioru O C M zadany jest kowektor a(g). mamy wiec odwzorowanie

k
a:0— \NT'M.
wymagac¢ bedziemy dodatkowo, aby wspétczynniki oy, i, zalezaly od punktu w taki sposob,
zeby wyrazone we wspotrzednych (2, ..., 2™) byty gltadkimi funkcjami tych wspotrzednych. W
dziedzinie jednego uktadu wspotrzednych mozemy napisac
a= Y (. 2™ de Ada? A A da’
11 <t <ig
Odwzorowanie o nazywamy k-formg na O. Przyktadem 1-formy jest rozniczka funkcji

_Of v Of of | m

Roézmiczka funkeji f : R? — R danej wzorem

f(@,y) = Ja? + ¢

ma postac
Y

d - v+ ———d
1o = G g
i jest okreglona we wszystkich punktach R? poza (0,0). W punkcie (0,0) funkcja f nie jest
rozniczkowalna. Ta sama funkcja zapisana w biegunowym uktadzie wspotrzednych ma postac

f(ryo)=r,

x +

zatem jej rozniczka to po prostu

df(r,e) =dr.
Przyktadem dwuformy na R? jest tzw. forma objetosci zorientowanej zwigzana z kanonicznym
iloczynem skalarnym na R? (o formach objetoéci doktadniej powiemy pézniej)

dx A dy
Te sama forme mozemy wyrazi¢ we wspotrzednych biegunowych biorac pod uwage, ze
dr = cosdr — rsinpdy, dy = sinedr + r cos edp
Mnozymy zewnetrznie dz i dy wyrazone we wspotrzednych biegunowych:
dx A dy = (cos pdr — rsin pdp) A (sin edr + r cos pdp) =
(cos pdr)A(sin ¢dr)4(cos pdr) A(r cos pdp)+(—r sin pdp) A(sin pdr)+(—r sin pdp) A(r cos pdy) =
cos psin @dr A dr + r cos® pdr A de — 1 sin? pde A dr — r?sin ¢ cos pdp A dp

Pierwszy i ostatni sktadnik sg rowne zero, poniewaz iloczyn zewnetrzny dwoch identycznych
kowektorow jest rowny zero. Oznacza to, ze

dz A dy = rcos® pdr A dp — rsin? pdp A dr
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Korzystajac z wtasnosci iloczynu zewnetrznego piszemy
dp Adr = —dr A dy,
zatem ostatecznie

dz A dy = (rcos® o +rcos p)dr Adp = rdr Adp.

Zauwazmy, ze w zbiorze A\* T*M wprowadzi¢ mozna strukture wiazki wektorowej podobnie
jak robiliémy w samym T*M. Poniewaz zewnetrznie mnozymy kowektory zaczepione w jednym
punkcie istnieje dobrze okreslone odwzorowanie

k
Nt s NT"M — M
Wspbtrzedne w O C M dostarczaja bazy w kazdej z przestrzeni A TZM co pozwala wprowa-
dzi¢ wspotrzedne w (AFmr,,)~1(O). Zamiana wspolrzednych ma w ustalonym punkcie charakter

liniowy. Uzywajac tego jezyka powiedzieliby$my, ze k-forma na rozmaitosci to gladkie cigcie
wiazki k-kowektoréow AFm,,.



