Geometria Rozniczkowa, 11
wyktad piaty

Wyktad piaty poswigcony bedzie pojeciu catkowalnosci dystrybucji oraz fundamentalnemu
dal tego zagadnienia twierdzeniu Frobeniusa. Przy okazji postanowitam sprawdzi¢ kim byt autor
twierdzenia. Oto on: Ferdinand Georg Frobenius (ur. 26 pazdziernika 1849 w Berlinie Charlot-
tenburgu, zm. 3 sierpnia 1917 w Berlinie), matematyk niemiecki. Przypomnijmy podstawowe
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Fig. 1: F.G. Frobenius

pojecie

Definicja 1 Dystrybucjg wymiaru k na rozmaitosci M wymiaru n nazywamy podzbior D wigz-
ki stycznej TM taki, ze dla kazdego x € M zbior D, = T,M N D jest k-wymiarows podprze-
strzenig wektorowa w T, M. Dystrybucja jest rézniczkowalna, jesli dla kazdego punktu z istnieje
otoczenie U i k pél wektorowych Xy, ..., Xy takich, ze dlay e U D, = (X1(y),..., Xi(y)).

Szczegbdlnym przypadkiem dystrybucji jest dystrybucja jednowymiarowa rozpieta przez jedno
nieznikajace pole wektorowe. W takim przypadku wiadomo, ze w otoczeniu kazdego punktu
rozmaitos¢ M ,utkana” jest z jednowymiarowych podrozmaitosci majacych te whasnosé, ze
dystrybucja jest do nich styczna. Te podrozmaitosci to obrazy krzywych catkowych pola. Prze-
chodzac od pola wektorowego do dystrybucji gubimy po prostu informacje o parametryzacji



krzywych catkowych. Interesowato nas bedzie, czy dystrybucje wymiaru k£ > 1 takze zwigzane
sg z rodzing podrozmaitosci do ktorych wektory z dystrybucji sa styczne. Doprecyzujmy:

Definicja 2 Podrozmaitosciq catkowq dystrybucji D nazywamy taka podrozmaitos¢ N C M,
ze dla kazdego x € N przestrzen styczna T,N jest podprzestrzeni¢ w D,. Méwimy, ze dystry-
bucja D jest zupelnie catkowalna, jezeli przez kazdy punkt z € M przechodzi doktadnie jedna
podrozmaitos¢ catkowa wymiaru k£ rownego wymiarowi dystrybucji.

Zanim przejdziemy do sformutowania i udowodnienia twierdzenia przyrzyjmy sie przyktadowi,
ktory pomoze lepiej zrozumieé¢ kwestie catkowalnosci dystrybucji.

Przyktad 1 Niech M = R?. Rozwazmy dwuwymiarowg dystrybucje D rozpieta przez
Xi(z,y,2) = 0y + 20,, Xy(2,y,2) = 0, + 2°0..

Bez watpliwosci podrozmaitoscia catkowa wymiaru 2 jest ptaszezyzna {z = 0}. Gdyby dystry-
bucja ta byta zupetnie catkowalna, powinnismy by¢ w stanie znalez¢ dwuwymiarowe podrozma-
itodci catkowe przechodzace przez inne punkty. Sprawdzmy punkt a = (0,0, 1). Oczywiscie jesli
taka podrozmaitos¢ istnieje, to naleza do niej krzywe catkowe pdl X; i Xy przechodzace przez
punkt a. Nawet wiecej - takg rozmaitos¢ mozna znalez¢, przynajmniej w otoczeniu a, postepujac
wedltug nastepujacego planu: z punktu a wypuszczamy krzywa catkows t — ¢} (a) dla pola X7,
a nastepnie z kazdego punktu v; wypuszczamy krzywe catkowe pola X, tzn. s — (¢} (a)).
W ten sposoéb odwzorowanie
(s,t) — @i (e (a)) € M

powinno by¢ lokalng parametryzacja podrozmaitosci catkowej naszej dystrybucji w otoczeniu a.
Trzeba jeszcze tylko sprawdzié, czy rzeczywiscie w punktach innych od a przestrzen styczna do
powstatej powierzchni jest réwna dystrybucji. Plan niezty, pora na realizacje. Krzywa catkowa
pola X; przechodzaca przez a to

t— @%(a) = (t,0,¢").

Powstata ona jako rozwigzanie uktadu réwnan rézniczkowych

Tz =1
y=0
2=z

z warunkiem poczatkowym x(0) = 0, y(0) = 0, 2(0) = 1. Drugie pole wektorowe jest réwno-
wazne uktadowi réwnan

r=1
y=0
2 =22

Rozwiazanie zapiszemy w parametrze s z warunkiem poczatkowym dla s = 0 réwnym ¢} (a).
Otrzymamy parametryzacje dwuwymiarowej powierzchni (nazwijmy ja N):

1

et — s

(s,1) — (L, s,

).



Powierzchnie te mozna tez opisa¢ rownaniem

1
z=—

et — 1y

Ze wzgledu na to, ze pole X, jest niezupelne, dziedzina jest ograniczona ze wzgledu na y,
jednak mozemy podstawi¢ np x = 1/2, y = 1/2 i otrzymamy z = m = é Oznaczmy
punkt (1/2,1/2,1/a) przez b. Sprawdzmy, czy przestrzen styczna do powierzchni N w punkcie
b i podprzestrzen D, jest jednakowa. W punkcie b mamy

1 0
Dy={(| O , 1 )
1/« 1/a?

zas przestrzen styczna do naszej powierzchni to

1 0
TN = ( 0 1 ).
(1/a?)e"1/? 1/a?

Latwo stwierdzi¢, ze T,N + D, = R3, zatem T,N # D,. Powierzchnia N nie jest podrozma-
itoécia catkowg D. Dlaczego tak nam wyszto? Plan byt przeciez dobry! Podazajac za planem
postuzylismy si¢ najpierw polem X; do wyprodukowania krzywej catkowej, a potem polem Xs.
A co by byto, gdyby uzy¢ tych pol odwrotnie? Gdyby dystrybucja byta catkowalna powinnismy
dostaé¢ te samag podrozmaito$¢ catkowa. A co wychodzi naprawde? Startujac z X, a potem
podazajac wzdhuz X, otrzymujemy powierzchnie M dang réwniem

Na obrazku (Fig.2) wida¢, ze jakkolwiek obie powierzchnie zawieraja a (wspdlny punkt po
lewej), to jednak sa nieco inne. W szczeg6lnosci punkty po prawej stonie obrazka odpowiadaja
wspétrzednym = = 1/2 i y = 1/2. Punkt potozony na powierzchni czerwonej to b.

)

Zamiana rolami pol wektorowych w powyzszym przyktadzie doprowadzita do wyproduko-
wania innych  kandydatéow” na powierzchnie catkowe. Rozwazania zawierajace wedrowanie po
krzywych catkowych pél wektorowych w rozmaitej kolejnoéci pojawiaja sie zazwyczaj w kon-
tekscie komutatora pol wektorowych. W tej sytuacji nikogo nie zdziwi, ze twierdzenie dotyczace
catkowalnosci dystrybucji rowniez si¢ do tego komutatora odwotuje:

Twierdzenie 1 (F.G. Frobenius) Dystrybucja D na rozmaitosci M jest zupelnie catkowalna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu x € M istnieje otoczenie U 1 uktad pol wektorowych
Xy, ..., Xy rozpinajgcy te dysytubucje taki, ze dla dowolnego y € U

[Xi7 Xj]<y> = O‘?;(y)Xma

gdzie off sq gladkimi funkcjami na U.



Fig. 2: Powierzchnie N (czerwona) i M (nie-
bieska)

Wtasnosé zamknigcia ze wzgledu na nawias Liego nazywana jest inwolutywnos$cig dystrybucji.
Twierdzenie Frobeniusa mozna wiec krotko sformutowaé méwige, ze dystrybucja jest zupelnie
catkowalna wtedy i tylko wtedy gdy jest inwolutywna. Pozostaje przyjrze¢ si¢ dowodowi twier-
dzenia. Prezentuje go w postaci zaczerpnigtej z publikacji Alberta T Lundell’a “A Short Proof
of the Frobenius Theorem” Proc. Amer. Math. Soc. vol. 116, No 4 (1992).

Dowdéd: Dowodzi¢ bedziemy jedynie, ze z inwolutywno$ci wynika catkowalnosé. Twierdzenie
odwrotne jest oczywiste. Wezmy wiec dowolny uktad pdol Y7, ... Y} rozpinajacy D i zapiszmy go
w uktadzie wspotrzednych (y*)™,. Dysponujemy zatem ukltadem funkcji gtadkich a;'- okreslonych
na zbiorze U takich, ze

E/j = aé-ﬁyi.

Pola Y; rozpinaja D w kazdym punkcie U, w szczegdlnosci sg wige liniowo niezalezne. Macierz o
wyrazach aé- jest wiec maksymalnego rzedu (k) w kazdym punkcie U. Przestawiajac ewentualnie
kolejnos$¢ wspotrzednych zadbamy, aby nieznikajacym minorem tej macierzy byt ten zaznaczony
na Czerwono:

1 2 k k+1 n
a; ajy ... aj a’l€ o aj
1 2 k + n
0/2 (112 . e (12 a2 c a2
1 2 k k+1 n

Czerwong podmacierz oznaczmy A. Ma ona nieosobliwy wyznacznik, wiec A~! istnieje. Zdefi-
niujmy pola wektorowe X; wzorem

Xi = (A™)y;.
Pola te rozpinaja D oraz sa postaci
Xi=0,; +b0,, i=1...k j=k+1.. .n

Uktad pdl (X;) jest lepszy niz (Y;), bo pola te nie tylko stanowia inwolutywny uktad ale wrecz



(X, X;] = 0. Sprawdzmy:

[XZ‘, XJ] - [81 + b?@yp, ayj + b;ayr] -
[ayiv ayﬂ'] + [b?ﬁyp, ayj] + [ay’# bgayr] + [bgaypa ;ayr] =
- ayj (bf)ayp + ayi(bg')ayr + b‘?ayp (bg)ayr - b§3yr (b‘?)ayp

Poniewaz p i r przebiegaja wartosci k + 1...n to [X;, X;] € (Opp+1,...,0,n). Z drugiej stro-
ny [X;, X;] € (Xi,...,Xk), a przeciecie obu tych przestrzeni jest trywialne. W dalszym ciagu
pokazemy, ze w takim przypadku istnieje, by¢ moze na nieco mniejszym zbiorze, uktad wspot-
rzednych (z') taki, ze X; = 0,:. Dow6d przeprowadzamy uzywajac indukcji wzgledem k. Dla
k = 1 fakt, iz istnieje uktad wspohrzednych w ktorym pole X jest wspotrzednosciowe jest
tredcig ponizszego lematu:

Lemat 1 Niech Q) bedzie rozmaito$cig rozniczkowqg a X polem wektorowym na Q) takim, Ze
w ustalonym punkcie p € Q X(p) # 0. Istnieje wowczas uktad wspdtrzednych (¢*) w pewnym
otoczeniu p taki, ze X = 0.

Dowéd lematu: Niech dim Q = n Wybierzmy najpierw jakikolwiek uktad wspotrzednych (u?)
w otoczeniu O punktu p taki, ze u‘(p) = 0 oraz w punkcie p X (p) = 9,1. Mape zwiagzana z tym
uktadem wspotrzednych oznaczymy przez U, tzn U : O — R™, U(x) = (u'(x),...,u"(z)). Taki
uktad wspotrzednych zawsze mozna znalezé, na przyktad dokonujac liniowej zamiany zmiennych
w dowolnym poczatkowym uktadzie wspotrzednych. Z polem wektorowym X zwigzana jest
jednoparametrowa grupa dyfeomorfizméw ¢,. Dla pewnego ¢ oraz pewnego otoczenia YV punktu
0 w R"! odwzorowanie o :] — &, e[x W okreslone wzorem

0-<t7 q27 A 7qn> - (pt(U_l(07 q27 A an))

jest dobrze okreslone i gladkie. Pochodna tego odwzorowania w punkcie 0 € R™ jest odwzo-
rowaniem liniowym niezdegenerowanym, gdyz To(9,1) = X(q) = 0,1, ponadto To(0,i) = Oyi.
Wiadomo takze, ze poza punktem 0 zachodzi To(0,1) = X(q). Z twierdzenia o lokalnej odwra-
calnosci wynika, ze istnieje w pewnym otoczeniu & C O punktu p odwzorowanie odwrotne

oS —R",
ktore moze zostaé uzyte jako mapa szukanego uktadu wspotrzednych. Istotnie bowiem
T H)(X) = Ot

w catym otoczeniu S.O]

Powracamy do dowodu indukcyjnego Zatézmy teraz, ze twierdzenie o istnieniu odpowied-
niego uktadu wspotrzednych zachodzi dla k — 1 pél wektorowych i sprawdzmy co dzieje si¢ dla
wymiaru k. Wezmy wiec k — 1 p6l komutujacych X, ..., X i taki uktad wspotrzednych (v°)
dla ktérych X; = 0, dlai = 1...k — 1. Zapiszmy pole X}, w tych wspohrzednych: X, = a’0,.
Nadal obowiazuje [X;, X;] = 0. Zatem dla dowolnego i < k mamy

0= [Xl,Xk] = [8vi,aj8vj] = ((%iaj)avj



Wspétezynniki d,:a’ znikaja, co oznacza, ze funkcje a/ nie zaleza od pierwszych k — 1 wspol-
rzednych. Niech V' bedzie polem

k—1 n
V=X, — Zaiavi = Zai v
i=1 i=k
Pole V zalezy jedynie od wspotrzednych v*, v¥t1 .. v"™. Mozemy wiec dokonaé¢ zamiany wspol-
rzednych (vF,v**1 ... o") na (2%, ..., 2") w taki sposéb, aby V = d,x nie zmieniajac jedno-

czesnie pierwszych k — 1 wspolhrzednych. Ostatecznie wiee biorgc ,nowe” 2! dla i > k — 1 oraz
dla i < k 2t = v otrzymujemy uklad wspétrzednych dobry dla dystrybucji rozpietej przez
Xq,... X1, V, ktora jest oczywiscie rowna dystrybucji rozpietej przez Xy, ... Xi_1, Xi. To, ze
i stnieja i jak wygladaja podrozmaitosci catkowe dystrybucji D jest teraz oczywiste. [



