Geometria Rézniczkowa, 11
wyktad szosty i niemal caty siodmy

Dla uzupelnienia wiedzy ogdélnej zajmiemy sie dzisiaj klasyczna geometriag powierzchni zanu-
rzonych. Niech wiec M bedzie powierzchnia wymiaru k zanurzong w R". Zazwyczaj zaktadac
bedziemy, ze dysponujemy lokalng parametryzacja tej powierzchni:

®:RF DO (.. .u") — (z'(u),...2"(u)) € R™

Wszystkie pojecia teoretyczne ilustrowa¢ bedziemy rachunkami dla goérnej powtoki hiperboloidy
dwupowtokowej tzn dla powierzchni

H={(z,y,2): 2*—a*—y*=1, z > 0}.
Uzywac bedziemy globalnej parametryzacji
R*> (a,b) — (a,b,V1+a®>+b) e HCR®

Wiazka styczna do R™ ma strukture wiazki trywialnej, tzn. TR™ ~ R™ x R". Wiazka styczna do
powierzchni M trywialna nie jest, jednak przestrzen styczna T,M w kazdym punkcie ¢ € M jest
podprzestrzenia wektorowa w niebieskiej kopii R"”. Wektory styczne do powierzchni M mozna
zapisywa¢ w bazie (O,1,...,0,) zwiazanej z parametryzacja powierzchni ale takze w bazie
niebieskiego R™ (9,1,...,0,n). Dzieki strukturze trywialnej wiazki TR™ mozna rézniczkowaé
obiekty tensorowe po wspotrzednych. Rézniczkowanie takie w kierunku wektora v oznaczaé
bedziemy D,,.
Przestrzen styczna TH rozpieta jest przez wektory
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Definicja 1 Pierwszq formgq podstawowq g na powierzchni M nazywaé bedziemy obciecie ilo-
czynu skalarnego z niebieskiego R™ do przestrzeni stycznej do M

Oczywiscie wraz z iloczynem skalarnym na T M dostajemy jak zwykle izomorfizm G : TM —
T*M. Macierz g w bazie zwigzanej z parametryzacja otrzymujemy liczac iloczyny skalarne

gij = (04i|0,). Na hiperboloidzie dostajemy
2
a
0a|0a) =14+ —5—.,
(Galde) =1+
b?
|Oy) =14+ ————
(Dhlh) =1+ T2
ab
0u|Op) = ————
(9a]) 1+ a2+ b?’
tzn. macierz formy ¢ jest postaci
a? ab
1+ 2 1 2 2 1 12
o] = 14a*+b 14a*+b
ab b?

S T S
1+ a2+ 02 +1—|—a2+b2



W formie tensorowej zapisalibysmy to tak:
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Jak juz wspomnieliSmy pola wektorowe na R™ rézniczkowa¢ mozna w kierunku wektoréw stycz-
nych ,,po wspotrzednych”. Dotyczy to takze pol okredlonych jedynie na M i stycznych do M,
jednak powinny by¢ one do tego celu wyrazone w niebieskiej bazie. Mozna je rézniczkowaé je-
dynie w kierunku wektoréw stycznych do M i nalezy wzia¢ pod uwage, ze wynik rézniczkowania
nie musi by¢ styczny do M. Na przyktad Dy, 0, ma jedynie sktadowsg w kierunku 0., zatem nie
moze by¢ styczny do H:
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Oczywiscie ze wzgledu na istnienie iloczynu skalarnego w R"™ mozemy znalez¢ rozktad R” =
T,M & T,M* i korzystajac z niego roztozyé¢ uzyskany wynik na cze$¢ prostopadita do M i
styczng do M. Jesli X jest polem na M a v € T,M wektorem stycznym to D, X jest elementem
T,R": D, X = (D, X)l + (D, X)*. Czeé¢ styczna oznaczamy zazwyczaj V, X, tzn

VX = D, X — (D, X)*. (1)

Obliczmy Vg, 0,. W tym celu przyda nam si¢ pole wektoréw normalnych na H o dtugosci 1:

1
N = = (-0 =00, + VI @+ F0.).

Znajdziemy teraz Vg, 0,:

Vo,00 = Dy,0, — (N|Dy,0,)N =
14 b°
(14 2a2 + 202)(1 + a? + b?)

a® + b?
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(a@x + b0, + 0Z> = a0, + boy.

Zdefiniowana w (1) operacja V ma nastepujace wtasnosci:

verwX =V, X + vwX>

VX = AV, X,

V(X +Y)=V, X +V,Y,
Vo(fX) = @hHX + f(@V. X,



Jedynie ostatnia wlasnos¢ wymaga sprawdzenia. Operacja D, jest rézniczkowaniem, wiec

D,(fX) = (vf)X + f(q) DX = (vf)X + f(q)(D,X)| + f(q)(D,X)* =
(WX + [V X + f(g)(DuX)*

Czesé oznaczono na czerwono jest styczna do M, stanowi zatem V,(fX). Warunki wymienione
wyzej to wlasnosci pochodnej kowariantnej. Operacja V jest wiec pochodna kowariantng na M
zwigzang z koneksjg liniowag w TM. 7 drugiej strony wiadomo, ze na M istnieje koneksja Levi-
Civitty zwiazana z metryka. Czy to jest ta sama koneksja? Poniewaz koneksja metryczna jest
jedyna wystarczy sprawdzi¢, czy koneksja zwigzana z pochodna kowariantna jest beztorsyjna
oraz czy pochodna kowariantna metryki znika. Zacznijmy od pochodnej kowariantnej metryki.
Rozktad R™ na cze$¢ styczna i prostopadta do M ma swoje odbicie takze po stronie kostyczne;j.
T;R” takze rozktada sie na sume prosta:

TR =T,M® (T,M)", TR"=T:M® (T,M)°
Niech teraz o bedzie formg na M, zgodnie z reguty Leibniza
Dy(a(X)) = (Voa)(X) + a(Vy(X)).
7, drugiej strony wiadomo, ze D, jest rézniczkowaniem, wiec
Du(a(X)) = (D,a)(X) + a(D,X) = (Dya) (X) + (Dya)“ (X) + (Vo X) + a((D,X)")

Czeéci zaznaczone na czerwono znikaja. Pierwsza, poniewaz (D,a)t nalezy do anihilatora TM
a X do TM, a drugi, bo (D,X)* nalezy do przestrzeni prostopadlej do TM a o do T"M. Z
poroOwnania otrzymujemy, ze

Voa = (Dya)l = Dya — (Dy)*.

Okazuje sie, ze potrafimy rozniczkowaé kowariantnie takze formy na M. Mozemy wiec takze
pomysle¢ o rézniczkowaniu formy dwuliniowej g. Skorzystamy jak zwykle z reguty Leibniza

Vi(9(X,Y)) = Vug(X,Y) + 9(Vo X, Y) 4+ g(X, V,Y) (2)
7, drugiej strony
Viu(9(X,Y)) = Dy(g(X,Y)) = (Dug)(X.Y) + g(D,X,Y) + g(X, D,Y). (3)

W powyzszym wzorze § oznacza kanoniczng metryke w R3. Metryka ta jest stala, tzn jej
pochodna w dowolnym kierunku znika (cze$¢ czerwona). W pozostalych dwoéch sktadnikach
mozemy zastapi¢ D, X przez V,X oraz D,Y przez V,Y, gdyz iloczyny skalarne z czescia
prostopadty znikaja. Ostatecznie

Dy(9(X,Y)) = g(V.X,Y) + g(X, V.Y) (4)
Z poréwnania (2), (3) i (3) wynika, ze (V,9)(X,Y) = 0. Z dowolnosci X, Y wnioskujemy
V,X = 0. Pozostaje do sprawdzenia beztorsyjnosc.
VxY —VyX = DxY — (DxY)* — DyX — (DyX)* =
DxY —DyX — ((DxY) — (DyX))" = [X,Y] - [X,Y]* = [X,Y].



Nawias Liego pol stycznych jest styczny do M, wiec jego czesé prostopadta znika. Dla czystosci
rachunku nalezatyby tu rozwazaé¢ rozszerzenie pol X i Y poza M. Mozna uzy¢ dowolnego roz-
szerzenia. Koneksja zdefiniowana za pomocg rozkltadu pochodnej na czesé styczng i prostopadta
okazala sie by¢ koneksja metryczna. Wspotezynniki Christoffela tej koneksji wyznaczy¢ mozna
zgodnie ze wzorem

Vo, 04 = L0,

7 przeprowadzonego wczesniej rachunku wynika, ze na hiperboloidzie
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Ze wzgledu na symetrie parametryzacji otrzymalibysmy zapewne
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Rachunek zmierzajacy do wyliczenia I'% = T'¢ oraz I, = TI'}, trzeba wykona¢ oddzielnie
Wyznaczajac np
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W dalszym ciggu zajmiemy sie przypadkiem dim M = k =n — 1. W takiej sytuacji mamy
do dyspozycji, przynajmniej lokalnie, jednostkowe pole normalne N. Trzeba tu dokonaé¢ wy-
boru spoéréd dwoch mozliwych pol réznigcych sie o znak. Jesli zatozymy, ze powierzchnia jest
orientowalna, takie pole istnieje globalnie. Skoro (N|N) = 1 to oczywiscie

0= D,(N|N) = 2(D,N|N)

dla dowolnego v € T,M. Wynika z tego, ze D, N jest elementem T,M. Mozna zatem zdefiniowac
w kazdym punkcie ¢ € M operator

AT, M —T,M, A,(v)=-D,N

zwany operatorem Weingartena lub operatorem ksztattu. 7 definicji wynika tatwo, ze jest to
operator liniowy, zaleznos¢ od punktu ¢ jest gladka, zatem A : TM — TM jest gtadkim



endomorfizmem wigzki stycznej nad identycznoscia w M. Wyznaczmy A na hiperboloidzie.
Rachunki nie s moze zbyt przyjemne, ale dochodzimy w koncu do nastepujacych wzordw:

1
D,N = = (—(1 +20*)0, + 2ab0

(1+2a2+262)§( ( )0+ 2001)
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Zatem w bazie pochodzacej od parametryzacji mamy

A:

1 (1+20*) —2ab
(1+2a2+262)3 [ —2ab  (1+2a°) |

Okazuje sie, ze (zupelnie nieprzypadkowo) macierz operatora Weingartena jest symetryczna.
O nieprzypadkowosci tego faktu mozna si¢ przekonaé badajac réznice g(A(v),w) — g(v, A(w)).
Rachunek wykonamy dla dowolnych pél stycznych X i Y. Wiadomo, ze (X, N) = g(N,Y) =0
oraz, ze

0= Dy(3(X,N)) = g(DyX,N) + g(X,DyN) = g(Dy X, N) — g(X, A(Y))

Okazuje sie wiec, ze
9(Dy X, N) = g(X, A(Y)).

Po prawej stronie mozna zastapi¢ g przez g, gdyz oba argumenty sg styczne. Wyznaczamy
roznice

9(A(X),Y) = g(X, A(Y)) = §(N, DxY) — §g(Dy X, N) =
§(DxY — DyX,N) = §([X,Y],N) = 0.

Forma dwuliniowa

b(X,Y) = (A(X),Y)

jest wiec symetryczna, a co za tym idzie odwzorowanie A jest samosprzezone wzgledem g. Jego
macierz jest symetryczna. Powyzsza forma nosi nazwe druga forma podstawowa.

Mozemy teraz skorzystaé z twierdzenia spektralnego i stwierdzi¢, ze A jest diagonalizowalny,
ma rzeczywiste wartosci wlasne a baza ztozona z wektoréow wtasnych jest ortogonalna. Wartosci
wlasne operatora A nazywaja sie krzywiznami gtownymsi a kierunki wyznaczone przez wektory
wtasne to kierunki gtowne.

Wyznaczamy krzywizny gtowne i kierunki gtéwne na hiperboloidzie H. Wielomian charak-
terystyczny A ma postaé

1
wa(A) = det(A — A1) = —((1+ 20> — r°A)(1 + 2a° — r°\) — 4a®b?),

r

gdzie r = v/1 4 2a? 4 2b2. Po uporzadkowaniu dostajemy
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Pierwiastkami wielomianu charakterystycznego sa wiec k1 = T%, ky = % Odpowiadajace im
kierunki gltowne to, jak tatwo sprawdzi¢, odpowiednio

2 b2
or = aBy + b0y = ady + b0, + \/%az
a

vy = b0, — ady = b0, — ad,

Liniami krzywiznowymi, tzn liniami do ktérych styczne sa kierunki gléwne sa wiec tworzace
powierzchni obrotowej jaka jest H oraz okregi poziome o srodku na osi z lezace na ‘H. Zgodnie
z twierdzeniem, ktore mowi, ze

Twierdzenie 1 JeSli w punkcie q wszystkie krzywizny giowne sq rozne, to w otoczeniu tego
punktu istnieje uklad wspotrzednych taki, ze linie krzywiznowe sq liniami wspotrzednych.

linie krzywiznowe z odpowiednig parametryzacjg tworza siatke wspotrzednych na ‘H w otoczeniu
kazdego punktu z wyjatkiem (0,0,1). W tym punkcie obie krzywizny réwne sa 1. Stosowna
parametryzacja H wyglada¢ moze na przyktad tak

xr =cospsinha, x =sinpsinha, 2z =cosha.

W dalszej czesci wyktadu zajmiemy sie odwzorowaniem Gaussa i krzywizng Gaussa, co
wymaga ustalenia n = 3, k = 2. Méwimy wiec o dwuwymiarowych powierzchniach w R3.
Odwzorowaniem Gaussa nazywamy odwzorowanie n przyporzadkowujace punktowi ¢ € M
element S? dany przez N(q). n jest wigc gtadkim odwzorowaniem z M do S?. Zdefiniujmy
teraz krzywizne Gaussa w sposob intuicyjny (choé nie calkiem precyzyjny). Niech O bedzie
otoczeniem w M punktu ¢ na tyle regularnym, aby dalo si¢ policzy¢ jego pole, ktére bedziemy
oznacza¢ P(O). Pole liczymy oczywiscie wzgledem metryki w R? obcigtej do M. Wyznaczmy
takze pole P(n(Q)). Moze sie oczywiscie zdarzy¢, ze n(O) bedzie raczej chudy, przyjmiemy
wowcezas, ze jego pole jest zero. Wezmy teraz ciag otoczen Oy punktu g, ktérych pola zmierzaja
do zera gdy k — oo. Krzywizna Gaussa Kj/(q) powierzchni M w punkcie ¢ nazywamy liczbe

 P(n(Oy)
Kai(q) = sgn (det(T,n)) lim ?05

Wyjasni¢ nalezy dlaczego uzywamy det(T,n), skoro na pierwszy rzut oka to jest odwzorowanie
miedzy dwiema réznymi przestrzeniami wektorowymi. Drugi rzut oka upewnia nas, ze T,M
i T,S? zawieraja wektory prostopadle do N(g), czyli sa réwne w sensie dwuwymiarowych
podprzestrzeni w R?. Uzywanie wyznacznika jest wiec zasadne.

Od intuicji przejdzmy teraz do sformutowania bardziej precyzyjnego. Znajdzmy stosunek
miary (méwiac po fizycznemu) elementu powierzchni na M do miary obrazu tego elementu
na S?. Jesli v,w € T,M to pole réwnolegltoboku rozpietego na tych dwoch wektorach jest
pierwiastkiem z wyznacznika macierzy Grama uktadu (v,w). W wybranej bazie e w T,M
bedziemy mieli

vol(v, w) = y/det([[v)¢[w]]" [gle [[v]°[w]]) = | det Q]\/det|g].,

6



gdzie macierz [[v]°|w]®] powstala ze wspéhrzednych wektoréw v i w oznaczyliSmy przez Q. Po-
dobnie mozemy obliczy¢ vol(T, n(v), T,n(w)) otrzymujac

vol(Tyn(v), Ten(w)) = y/det(([Tyn] Q) [gle [Tyn] Q) = | det Q|| det Tynly/det]g]..

Jesli wiec

vol(Tyn(v), Tyn(w))

vol (v, w)

K (q) = sgn (det(Tyn))

to otrzymujemy

det det T nl|\/det[g]
K (q) = sgn (det(an))‘ el o = sgn (det(T,n))| det T n| = det Tyn

det Q]/det[g]

Przyjrzyjmy sie zatem blizej Tyn. Niech v € T,M i v = ty(0). Wtedy

Tyn(v) = t(no7)(0) = DuN(q) = —Ay(v)

Wyznacznik T,n jest wiec réwny wyznacznikowi A,, czyli iloczynowi krzywizn gtéwnych. Taka
definicje krzywizny Gaussa bedziemy przyjmowac.

Kn(q) = k1(q)k2(q).

plaszczyzny to 0. Nasza

Latwo sprawdzi¢, ze krzywizna Gaussa sfery o promieniu R to %,

hiperboloida ma krzywizne Gaussa

K’H(CZ, b) = /]"_4
Zadanie 1 (wersja soft) Znalezé krzywizny gtéwne i krzywizne Gaussa powierzchni danej za
pomocy parametryzacji

(0.4) cosy singp tcosht —sinht
| .
4 cosht’ cosht’ cosht

Zadanie 2 (wersja hard) Znalezé krzywizny gtowne i krzywizne Gaussa powierzchni obrotowej,
ktorej tworzaca jest traktrysa. Traktrysa jest to krzywa, ktorej punkty spetniaja nastepujacy
warunek: odlegto$¢ punktu p krzywej od punktu przeciecia stycznej do tej krzywej z osia Oz
jest stata i rowna 1.

Definicja krzywizny Gaussa jest na pierwszy rzut oka ,zewnetrzna’ tzn. zawiera elementy
zalezne od zanurzenia w R3. Okazuje sie jednak, ze jest to wielkoéé caltkowicie wewnetrzna.
Zachodzi bowiem twierdzenie

Twierdzenie 2 (Theorema Egregium) Jesli f : M — N jest izometrig, to Ky(q) =
Kn(f(q))-



Dowéd: Wykazemy, ze w uktadzie wspotrzednych na M zachodzi réwnoscé

Kulq) = Ri212(q)

~ det[g(q)]
Wyliczmy Ri912. Ze wzgledu na komutowanie pél 0; i 0, mamy

Rig2 = g(vlvzal — VyV40, 32)

Zaczniemy od wyznaczenia V1V0;. Rachunki prowadzi¢ bedziemy z doktadnoscia do czesci
proporcjonalnej do N. Korzystamy z definicji rézniczkowania kowariantnego

V201 = D0y — (D901, N)N

i stosujemy do wyniku V;:

V1Vad; = D;[Dsdy — §(Dody, N)N] — §( Dsdy — §(Dsdy, N)N, N )N =

D1D50; — G(D1 D201, N)N — g(D201, DyN)N — g(D20y, N)D1 N + prostopadte =
D1 D50, — (D20, N)Dy N + prostopadte.
Podobnie bedzie wyglada¢ VoV40,
VoV101 = DyD10y — g(D101, N)Dy N + prostopadte.

Wyznaczamy rdéznice

V1V20, — VoV101 = D1 D20y — Dy D10y — (D201, N)D1N + g(D101, N)DyN + prostopadte

Czes¢ zaznaczona na niebiesko znika, gdyz jest rowna Djs, 5,01, a pola wspotrzednosciowe ko-
mutuja. Otrzymany wynik mozemy wstawi¢ do wzoru na R1912 z pominieciem, czesci czerwonej,
ktorej iloczyn skalarny z d, znika

Rig12 = §(—g(D201, N)D1N + g(D101, N) Dy N, 0;) =
— §(D201, N)§(D1N, 05) + G(D101, N)§(D2N, 0s) =
Czesci zaznaczone na niebiesko zapisa¢ mozna z uzyciem operatora A:
= g(DQala N)g(A(al)7 a?) - g(Dlab N)Q(A(82)7 82)
Korzystajac ze statodci ¢ mozemy takze przerzuci¢ rézniczkowanie z 0; na N w czedciach czar-
nych, gdyz na przyktad:
0= D5(0) = D5[g(01, N)| = §(D201, N) + (01, D2N) = g(D201, N) — §(01, A(02))

Ostatecznie

Ria12 = §(01, DaN)g(A(0r), 02) — §(01, D1N)g(A(Dz), 0a) =
— §(01, A(0))g(A(01), 02) + §(1, A(01))g(A(D2), Do) =
b(01, 01)b(0s, 09) — b(01, D) (D, 01) = det b
Dzielac sktadowg tensora krzywizny przez wyznacznik metryki i obserwujac, ze formy b i g
réznig sie 0 A mamy
Rigia(q)  detb(q)
detg(q)  detg(q)




