Geometria Rozniczkowa, 11
reszta wyktadu siodmego i wyktad dsmy

Wszyscy stuchacze wyktadu wiedza, mam nadzieje, co to jest grupa i znaja podstawowe
przyktady grup skonczonych i nieskonczonych. Teoria grup ma tez swoja wersje zwigzang z
geometria rozniczkowa, w ktérej podstawowymi obiektami sg grupa Liego i algebra Liego gru-
py Liego. Grupa Liego jest to jednoczes$nie grupa i jednoczesnie gtadka rozmaitosé. Naktadamy
takze warunki zgodnosci na obie struktury, tzn wymagamy aby mnozenie grupowe oraz branie
odwrotnosci byly odwzorowaniami gladkimi. Zapiszmy definicje przyzwoicie i podajmy przy-
ktady:.

Grupg Liego nazywamy gtadka rozmaitos¢ G wyposazona w strukture grupy taka, ze mno-
zenie G X G 3 (g1,92) — g192 € G oraz odwrotno$¢ G > g — ¢! € G sa odwzorowaniami
gtadkimi.

Oto kilka przyktadéw grup Liego (1) przestrzen wektorowa wymiaru skonczonego z doda-
waniem wektoréow, (2) R\ {0} z mnozeniem, (3) C\ {0} z mnozeniem (struktura rozmaitosci
pochodzi z R?), (4) S' = {z € C: |z| = 1} z mnozeniem, (5) grupa GL(n,R) odwracal-
nych macierzy n X n z mnozeniem macierzy. Zatrzymajmy sie¢ na chwile na przyktadzie (5).
Zbiér M (n,R) wszystkich macierzy n x n o wspétczynnikach rzeczywistych jest, jako prze-
strzen wektorowa, izomorficzny z R™, ma wiec stosowng strukture rozmaitosci. Odwzorowa-
nie det jest przyzwoitym odwzorowaniem na M(n,R), w szczegdlnosci wiec ciggtym. Zbiér
GL(n,R) = {X € M(n,R) : det X # 0} jest otwarty jako dopekienie domknietego zbioru
macierzy z wyznacznikiem 0. Ten ostatni jest domkniety jako przeciwobraz zbioru domknietego
{0} w odwzorowaniu ciaglym. Struktura rozmaitosci w GL(n,R) jest wiec taka, jak w otwar-
tym podzbiorze przestrzeni wektorowej. Mnozenie macierzy i branie odwrotnosci wyraza si¢ za
pomoca gtadkich funkcji wyrazéow macierzowych - oba odwzorowania sa wiec gtadkie. Grupy z
przyktadéw (1), (2), (3), (4) sa przemienne, grupa (5) jest nieprzemienna. My bedziemy zaj-
mowac si¢ jedynie niewielkim wycinkiem teorii grup Liego. Poniewaz majg one bardzo istotne
znaczenie w teoriach fizycznych, zdecydowanie rekomenduje wszystkim wystuchanie wyktadu z
teorii grup, lub studiowanie ktorejs z rozlicznych ksiazek na ten temat. M¢j ulubiony podrecznik
to J.J. Duistermaat, J.A.C. Kolk, Lie Groups, Universitext, Springer-Verlag.

Doktadajac do struktury grupy strukrure rozmaitosci rézniczkowej zaczynamy wymagac
wiecej takze od homomorfizméw, podgrup itp. Odwzorowanie ¢ : G — H jest homomorfizmem
grup Liego jesli jest homomorfizmem grup oraz odwzorowaniem gtadkim. Izomofrizm grup Liego
to odwracalny homomorfizm grup Liego, ktérego odwrotnosé takze jest homomorfizmem grup
Liego. Podgrupa H grupy Liego G jest podgrupg Liego wtedy i tylko wtedy jesli jest takze
podrozmaitoscig. Tak jest na przyktad dla podgrupy SL(n,R) = {X € GL(n,R) : det X =1}
w grupie GL(n,R).

Dla z € G oznaczmy przez [, i r, dwa odwzorowania

l.:G— G, l.(9)=zg9 lewe przesuniecie o x

ry: G— G, ry(g) =gx prawe przesuniecie o x

Odwzorowania te mozna sktadac: I, o l, = l,,, r, o1, = ry,. Dzialanie te sa gladkie (gtadkos¢
mnozenia) i odwracalne. latwo zauwazy¢, ze (I,) ™' = l,-1 i podobnie (r,) ™! = 7,-1. Odwzorowa-
nia odwrotne tez sa wiec gltadkie. Inaczej mowiac lewe i prawe przesuniecie sg dyfeomorfizmami.



Moga one stuzy¢ do poréwnywania obiektéw na grupie w réznych punktach. Przyjrzyjmy sie
w szczegbdlnosdci wigzce stycznej TG. W grupie jest wyrdzniony punkt - e, czyli jedynka. Prze-
strzen styczna T.G zastuguje na wlasne oznaczenie: T.G = g. Jak sie za chwile okaze, przestrzen
styczna w e ma ciekawg strukture. Na razie jednak zauwazmy, ze postugujac sie T, mozemy
przenosi¢ wektory styczne X € g do dowolnego punktu x € G. Skoro [, jest dyfeomorfizmem, to
Tl, obciete do g jest liniowym izomorfizmem przestrzeni g i T,/N. Odwzorowaniem odwrotnym
jest oczywiscie Tl,-1 obciete do T,G. W ten sposob wprowadzi¢ mozna strukture iloczynu kar-
tezjanskiego w TG: kazdy wektor v € T,G traktowaé¢ mozna jak pare (x, Tl,-1(v)). Oczywiscie
zupelnie to samo mozna zrobi¢ uzywajac r,. Utozsamienie TG z G x g bedzie wtedy inne. W
dalszym ciagu korzysta¢ bedziemy z lewego przesuniecia.

Startujac z jednego wektora X € g i dziatajac Tl, utworzy¢ mozemy gtadkie pole wektorowe

X'(g) = Tly(X)
Sprawdzimy teraz jak to pole zachowuje sie pod dziataniem TI,
Tlx(Xl(g)) =TI T (X) =T, 0ly)(X) =Tl (X) = X'(xzg).

Okazuje sie, ze takie pole jest niezmiennicze wzgledem przesunie¢. W terminach transportu
pola wektorowego zapisa¢ to mozna nastepujaco

Vo e G (I,). X' = X" (1)

Na wszelki wypadek przypomnijmy, ze jesli ¢ : M — N jest dyfeomorfizmem oraz X jest polem
wektorowym na M, to ¢, X jest polem na N, ktorego wartos¢ w punkcie n € N jest dana wzorem
0. X(n) = Tp(X(p '(n)). Pola majace wtasnosé¢ (1) nazywaé bedziemy lewoniezmienniczymi
polami na G. Wiemy juz, ze kazdy element X € g generuje pewne lewoniezmiennicze pole X'
Wezmy teraz jakiekolwiek lewoniezmiennicze pole V' na G. Skoro (/,).V =V, to w punkcie g
mamy

V(g) = ((1h)V)(g9) = Tly(V(Iy-1(9))) = Tle(V(g~'g)) = Tly(V (e)).
Wartosé pola w dowolnym punkcie na grupie jest wiec wyznaczona przez jego wartos¢ w e.
Okazuje sie, ze wszystkie pola lewoniezmiennicze pochodza od elementéw g.
Zauwazmy teraz, ze jesli ¢ : M — M jest dowolnym dyfeomorfizmem, to dla pél wektoro-
wych X, Y na M zachodzi réwnos¢

0. [ X, Y] = [0.X, 0.Y] (2)
Istotnie, jesli f jest funkcja na N, to (p.Xf)opw = X(foyp)
e X Y](f) oo =[X,Y](fop) =X(Y(fop)) —Y(X(foyp)) =

X((pY flop)op =Y (0. X[f)op)) = puX(pY f) oo — .Y (X f)op) =
([P X, 0. Y]f) 0

Zastosujmy fakt (2) do pdl lewoniezmienniczych na grupie i dyfeomorfizmu [,

(I) o[ X', Y1) = [(10) X', (1)) = [X, V7).



Nawias Liego pdl lewoniezmienniczych tez jest polem lewoniezmienniczym !!! Kazde takie pole
pochodzi od pewnego elementu g. Oznacza to, ze dwom elementom g potrafie przypisaé trzeci
zgodnie z przepisem: wzigé X i Y, wyprodukowaé pola wektorowe X', Y, obliczyé [X!, Y],
sprawdzi¢ od jakiego elementu g nowe pole sie wziglo. Ten nowy element g oznaczymy [X,Y].
Wprowadziliémy w ten sposoéb odwzorowanie

gxg3(X,)Y)—[X,Y] €y,

ktore ponadto ma wszystkie wtasnosci nawiasu pol wektorowych, tzn. antysymetrie i tozsamosc¢
Jacobiego
[Xa Y} = _[Y> X]> [X’ [Y> Z]] = [[Xv Y]? Z] + [Y, [X> Z]]

Wprowadzilismy wtlasnie w g strukture algebry Liego. Od tego momentu bedziemy nazywacé
T.G = g algebra Liego grupy Liego G.

Popatrzmy teraz na przyktady grup Liego o ktérych méwiliSmy wezesniej i znajdzmy dla
nich algebry Liego wraz ze stosownym nawiasem. W przyktadzie (1) grupa byla przestrzen
wektorowa skonczenie-wymiarowa V' z dodawaniem jako dzialaniem grupowym i wektorem 0
jako elementem neutralnym T4V =V a krzywa reprezentujaca wektor styczny X moze by¢
na przyktad (¢) = tv. Przesuniecie o element grupy v daje krzywa [,(y(t)) = v + tX. Wektor
styczny w ¢ = 0 do przesunietej krzywej, wraz z punktem zaczepienia to (v, X). Pola lewonie-
zmiennicze sg wiec polami stalymi. Nawias Liego pdl statych jest zero. Ostatecznie, jesli G =V
to g = V i nawias jest zerowy. W przykladzie (2) rozwazaliémy R, z mnozeniem. Elementem
neutralnym jest oczywiscie 1. Przestrzen styczna w 1 jest kanonicznie izomorficzna z R, a krzy-
wa reprezentujaca wektor styczny X moze byé¢ wzieta w postaci y(t) = 1 4+ tX. Przesuniecie
tej krzywej do punktu r € R, to krzywa [.(y(t)) = r + rtX i wektor styczny wraz z punktem
zaczepienia to (r,7X). Postlugujac sie struktura rozmaitoéci na R i kanoniczna wspélrzedna
mozemy napisaé, ze Tl,.(X) = rz0,. W tym prosciutkim przykladzie zauwazmy, ze izomorfizm
TR, = R, X R pochodzacy od struktury rozmaitosci w R, i kanonicznej wspotrzednej jest inny
niz rozktad TG = G x g, ktory dostaliby$my biorac G = R, i strukture grupy multiplikatywne;j.
Wektorowi stycznemu a0, zaczepionemu w punkcie ry odpowiada wzgledem struktury grupowe;j
element (o, %) w rozktadzie na element grupy i element algebry! Pola lewoniezmiennicze maja
wige posta¢ X!(r) = rX9,. Sytuacja jest jak widzimy nieco bardziej skomplikowana, ale prosty
rachunek pokazuje, ze takze w tym przypadku nawias Liego jest zerowy. Proponuje samodziel-
nie zbada¢ przypadek S' - znalezé przestrzen styczng w 1, pola lewoniezmiennicze i nawias.
Ciekawsza sytuacje zobaczymy dopiero w przyktadzie (5). Jako rozmaitos¢ G = GL(n,R) jest
otwartym podzbiorem w R", topologicznie i rézniczkowo sytuacja jest wiec prosta. Wigzka
styczna do G ma strukture wiazki trywialnej. TGL(n,R) = GL(n, R) x M(n,R). W otoczeniu
macierzy 1 element X € g = M(n,R) moze by¢ reprezentowany krzywa ~(t) = 1 4+ tX. Ta
krzywa by¢ moze jest dobra dla matych t jedynie, gdyz w pechowym przypadku moze si¢ oka-
zacé, ze wzdhuz krzywej trafimy na macierz majaca zerowy wyznacznik. Przesuniecie do punktu
g jest reprezentowane krzywa t — ¢ + tgX zatem w rozkladzie na iloczyn kartezjanski po-
chodzacym od rozmaitosci wektor styczny to (g, gX). Szukanie nawiasu przy pomocy badania
nawiasu pol lewoniezmienniczych explicite byloby tutaj niewygodne (n? wymiaréw...) Postu-
zymy si¢ tutaj znajomoscig algebry liniowej. Krzywa + lub jej przesunigcie [, o v to krzywe
reprezentujace wektory styczne X i X!(g) ale nie krzywe catkowe pola wektorowego X'. Sa to
krzywe dobre tylko dla punktu ¢ = 0. Mozemy jednak dosé¢ tatwo odgadnaé¢ jednoparametrowa
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grupe dyfeomorfizmoéw zwigzang z polem X 3 Oznaczmy te grupe gpff . Okazuje sie, ze

o (9) = gexp(tX)

gdzie exp jest zwyklym dobrze nam znanym macierzowym eksponensem. Wtasnosci exp powo-
duja, ze jest to istotnie jednoparametrowa grupa:

or 00X (q) = @i (gexp(sX)) = gexp(sX) exp(tX) =
gexp(sX +1X) = gexp((s + 1) X) = ¢, (9)

Ponadto wektor styczny do krzywej ¢ — gexp(tX) w punkcie t = 0 to gX, czyli, tak jak trzeba,
lewe przesuniecie X do punktu g. Poszukujemy teraz wartosci nawiasu lewoniezmienniczych pél
w jedynce grupy. Skorzystamy z faktu iz [X!, Y] = LY oraz z tego, ze potrafimy wyliczy¢
pochodng Liego znajac potoki pdl o ktére chodzi. Z definicji £x:Y(1) jest wektorem stycznym
do krzywej w g ~ M (n,R)

t = T, (Y (g (1))

Wartosé tej krzywej dla ustalonego ¢ to

d
ds) exp(tX) exp(sY) exp(—tX) = exp(tX)Y exp(—tX).
5=0

Rézniczkujac wzgledem ¢ otrzymujemy (reguta Leibniza)

c(ijt| Oexp(tX)YeXp(—tX) = XY -YX=[X,Y]
t=
Nawias Liego na g = M (n,R) pochodzacy od dziatania grupy w G L(n,R) okazal sie by¢ rowny
zwykltemu macierzowemu komutatorowi.

Uzywajac potokéw lewoniezmienniczych pol mozemy zdefiniowa¢ odwzorowanie exp : g — G
wzorem

exp(X) = ¢y (e).

Dla grupy GL(2,R) powyzsze odwzorowanie pokrywa si¢ ze zwyklym macierzowym odwzoro-
waniem wyktadniczym. Dla ogélnej grupy nalezatoby najpierw upewnic¢ si¢, ze pola lewonie-
zmiennicze sa zupelne, tzn, ze zawsze mozna wyznaczy¢ @i (e) dla t = 1. Stosowne twierdzenie
gwarantuje, ze tak jest. Dla grup macierzowych wystarczy wiedza nabyta na zajeciach algebry
liniowej.

Przyjrzymy sie teraz podgrupie SL(2,R) w GL(2,R) od strony struktury rozmaitosci, struk-
tury grupy Liego i stosownej algebry.

SL(2,R) ={g € GL(2,R): detg=1}.

Macierze rzeczywiste 2x 2 identyfikujemy z R* wprowadzajac naturalne wspoétrzedne [ Zg Z4 ] .

Przynaleznoéé do SL(2, R) oznacza wige, ze ulu* —u?u?® = 1. Wektor styczny w 1 majacy wspol-

rzedne (du', du?, du?, Su*) musi spetnia¢ warunek

dul
4 3 2 1] 5“2

ou
dut



dla u! = u? =1, u?> = u3 = 0. Oznacza to, ze du' + du* = 0. Algebre sl(2,R) stanowia wigc
macierze bezsladowe.

Zajmijmy sie teraz SL(2,R) jako rozmaitoscia. Widaé, ze jest to powierzchnia drugiego
stopnia w R* (kwadryka) dana jako poziomica formy kwadratowej o sygnaturze (2,2). We
wspolrzednych diagonalizujacych te forme

ul! =x+y, u2:z—tu3:z+t, u4:x—y
rOwnanie powierzchni przyjmuje postac
22—y =t =1.

Suma 2?2 + > w punktach nalezacych do powierzchni musi zawsze by¢ wieksza od 1, mozemy
wiec zastapi¢ pare (z,t) wspohrzednymi biegunowymi x = r cos g, t = rsin ¢. Réwnanie, ktére
musi by¢ spelniane przez r,y, 2z to r* — 2? — y?> = 1. W R3 opisuje ono (przy zatozeniu r > 0)
jeden ptat hiperboloidy dwupowlokowej. Jest on w sposéb oczywisty dyfeomorficzny z R2.
Ostatcznie wige okazuje sig, ze jako rozmaito$é SL(2,R) jest dyfoemorficzna z S x R?. Dla
lepszego wyobrazenia mozemy myéle¢ o R? jak o otwartym dysku o skoficzonym promieniu.

Wtedy SL(2,R) to torus (ale nie powierzchnia torusa, tylko pelny torus — ciastko z dziurka)
bez brzegu. Parametryzujac SL(2, R) wspéhrzednymi (¢, a,b) otrzymujemy

(p,a,b) — (z =r(a,b)cosp,y = a,z="b,t =r(a,b)siny),
macierzowo

(3)

(¢,a,b) —

r(a,b)cosp+a b—r(a,b)sing
b+r(a,b)sing r(a,b)cosp—a |
W przestrzeni sl(2,R) (stycznej do SL(2,R) w 1) mamy baze zwiazang z ukladem wspéhrzed-

nych
1 0 01 0 -1
e U F TR |

zatem dowolny element algebry mozna zapisaé¢ jako

A:A8G+B8b+(]&p:[BiC B__AC].

Zobaczymy teraz jak wyglada obraz exp dla macierzy takich jak powyzej. Potrzebujemy wielo-
mian charakterystyczny:

wr(N) = (A= X)(=A— ) — (B - C)(B+C) =

— AN B+ (C?P =)\~ (A2 +B*-(C?)
Niech D? = A? + B? — C?. Jedli D? > 0 mamy dwie rzeczywiste wartosci wlasne A = £D gdzie
D = v/ D2 Jedli D? < 0 mamy dwie zespolone wartosci wtasne A = +iD gdzie D = /| D?|. Jedli

D = 0 mamy jedna podwdjna wartos¢ wtasng A = 0. Po wykonaniu odpowiednich rachunkéw
otrzymujemy w powyzszych przypadkach

A
— sinh(¢D) + cosh(tD)

i) sinh(tD)
B+C

b L@

D? >0, exp(tA) = A
sinh(¢D) -5 sinh(¢D) 4 cosh(tD)




A
D sin(tD) + cos(tD)

B+C

sin(tD)
D . (5)

D?* <0, exp(tA) =
: A
sin(tD) -5 sin(tD) + cos(tD)

At+1 (B-O)t

D?* =0, exp(tA) =
(B+C)t —At+1

(6)

Hipoteza nasza glosi, ze wzdtuz opisanych powyzej krzywych ¢ +— exp(tA) nie da si¢ doj$¢ do
punktéw, ktére w postaci (3) odpowiadaja wspolrzednym (, a, b) dla dowolnego (a,b) # (0,0).
Macierz taka to

gla, ) = [ b —r(a,b)p —a

—r(a,b) +a b ]
SprawdZmy, czy uda sie znalez¢é macierz A dla ktérej exp(tA) moze by¢ réwne g(a,b) dla pew-
nego t # 0.

e Zacznijmy od (4). Antydiagonalne wyrazy g(a,b) sa réwne, zatem C' = 0. Slad g(a, b) jest
ujemny, gdyz r(a,b) = V14 a® + b> > 1. Natomiast $lad exp(tA) jest réwny 2 cosh(tD) i
jest dodatni, zatem g(a, b) # exp(tA).

e Pora teraz na przypadek (6). Uwaga o wyrazach antydiagonalnych pozostaje w mocy,
zatem C' = 0, §lad exp(tA) jest réwny 2 > 0 a §lad g(a,b) = —2r(a,b) < 0. Podobnie wigc
g(a,b) # exp(tA).

e W przypadku (5) réwno$¢ wyrazéw antydiagonalnych daje C' = 0 lub sin Dt = 0. Je-
sli sin Dt = 0, to cos(Dt) = £1 i exp(tA) = +1. Krzywa ta przechodzi przez punkty
(0,0,0) =11 (m,0,0) = —1. Jesli zas C' = 0 to $lad exp(tA) = 2cos(tD) > —2 za$ slad
g(a,b) = —2r(a,b) < —2. Rownos¢ zachodzi¢ jedynie dla r(a,b) = 1, czylia =b =01
wracamy do poprzedniej sytuacji.

W Zadnym z przypadkéw nie udato nam sie znalezé elementu algebry A, ktory generowaltby pole
pozwalajace doj$¢ do punktu g(a,b). W wizualizacji SL(2,R) jako torusa punkty nieosiagalne
przez exp mozna wyobrazac¢ sobie jako plasterek torusa prostopadty do jego osi i potozony po
przeciwnej stronie do jedynki grupy. Z tego plasterka osiggalny jest tylko $rodek lezacy na osi.
W wolnej chwili wyprodukuje jakie$ obrazki.



