Geometria Rozniczkowa 11
wyktad dziesigty

Wyktad dziesiaty rozpoczyna serie wyktadow poswieconych geometrii symplektycznej. Zaj-
mowac sie bedziemy gtéwnie zastosowaniami geometrii symplektycznej w mechanice, jednak
zaczal trzeba od materiatu klasycznego. Material omawiany w ramach tego i najblizszych wy-
ktadéw poglebia¢ mozna przy pomocy nastepujacych podrecznikéw: Rolf Berndt An introduc-
tion to symplectic geometry, Graduated Studies in Mathematics, vol 26, AMS, lub Paulette
Liebermann, Charles-Michel Marle, Symplectic Geometry and Analytical Mechnics, 1987 D.
Reidel Publishing Company.

Prawdopodobnie kazdy z panstwa rozwiazywal kiedy$ (na przyktad na ¢wiczeniach z GRI)
nastepujace zadanie

Zadanie 1 Niech V bedzie przestrzenia wektorowa wymiaru n. Pokazaé¢, ze dla kazdego nieze-
rowego dwukowektora w € A2V* istnieje liczba k, 2k < n oraz istnieje baza ('), w przestrzeni
V* w ktérej w ma postac¢ kanoniczna, tzn

W= APFTT 2 A P2 R A R

Jedli ktos widzi ten problem pierwszy raz w zyciu powinien potraktowaé¢ go jako zadanie do-
mowe. Jednym ze sposobow rozwigzania jest pokazanie metody konstrukcji odpowiedniej bazy.
Kazdy dwukowektor w zadaje odwzorowanie

w: V-V oW =w,:).

W dalszym ciagu bedziemy mowi¢ o dwukowektorach niezdegenerowanych, tzn takich, dla kto-
rych powyzsze odwzorowanie jest izomofizmem liniowym. W takim przypadku 2k = n, tzn.
dwukowektor niezdegenerowany istnie¢ moze jedynie na przestrzeni wektorowej parzystego wy-
miaru. Przestrzen wektorowa z niezdegenerowanym dwukowektorem nazywa sie czasami wek-
torowq przestrzeniq symplektyczng. W standardowym kursie algebry liniowej nie rozwaza si¢
zazwyczaj takich przestrzeni. Dyskutuje si¢ natomiast przestrzenie z iloczynem skalarnym, czy-
li przestrzenie wyposazone w odwzorowanie dwuliniowe, niezdegenerowane i symetryczne. Tutaj
zastepujemy warunek symetrii przez warunek antysymetrii.

Wiele wezesniejszych wyktadéw poswieciliSmy na rozmaite problemy zwiazane z rozmaito-
Sciami ze struktura Riemanna, czyli rozmaitosciami, na ktérych przestrzenie styczne sa prze-
strzeniami wektorowymi z iloczynem skalarnym. Wymaga sie takze gtadkiej zaleznosci iloczynu
skalarnego od punktu na rozmaitosci, co prowadzi do pojecia tensora Riemanna. Ro6zniczkowym
odpowiednikiem symplektycznej przestrzeni wektorowej jest rozmaitosé¢ symplektyczna. Jest to
rozmaito$¢ P z dwuformg w niezdegenerowang i zamknieta, tzn taka, ze dw = 0. Wiadomo, ze
w przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym zawsze znalez¢ mozna baze ortonormalng, tzn.
taka w ktorej iloczyn skalarny ma postac¢ kanoniczng. Nie udaje sie to zazwyczaj na rozmaitosci.
Zawsze mozna znalez¢ uktad wspotrzednych taki, ze w jednym punkcie baza zwigzana z tym
uktadem jest ortonormalna, ale juz w punktach sasiednich zazwyczaj cos sie psuje. Miarg tego
spsucia” jest tensor krzywizny. Mozemy zastanowi¢ sie nad podobnym problemem dla rozma-
itosci symplektycznych. Latwo stwierdzié¢, ze zawsze mozna znalezé¢ taki uktad wspotrzednych
w otoczeniu wybranego punktu, ze w tym punkcie forma symplektyczna ma postaé¢ kanoniczng.



Nie wiadomo jednak na pierwszy rzut oka, czy istnieja uktady wspoétrzednych dobre dla cate-
go otocznia a nie tylko jednego punktu. Okazuje sig, ze jest to jedna z podstawowych réznic
miedzy strukturg Riemanna a struktura symplektyczna. Do kolekcji wizerunkéw matematykow
pora dotaczy¢ (Fig.1) Jeana Gastona Darboux (1842-1917).

Fig. 1: J.G. Darboux

Twierdzenie 1 (Darboux) Niech (P,w) bedzie rozmaitosciq symplektyczng wymiaru 2n. Dla
kazdego punktu x € P istnieje otoczenie O i uklad wspétrzednych (¢*,p")’, w tym otoczeniu
taki, Ze w kazdym punkcie y € O forma symplektyczna w ma postaé

w=> d¢' Ndp".
i=1
Dowod tego twierdzenia wymaga od nas pewnych przygotowan dotyczacych pol wektoro-
wych zaleznych od czasu. Zacznijmy od nastepujacego zadania:

Zadanie 2 Niech F' : R x M — M bedzie gtadka rodzing dyfeomorfizméow a o : R x M —
AFT*M gtadks rodzing form. Udowodnié wzor

d e v _ e d
g o) =F (gn +d(Xi)or) + Z(Xt>d0t>> !

gdzie Fy = F(t,+), oy = o(t,-) a X; jest polem wektorowym na M od czasu zwiazanym z F;,
tzn Xi(q) jest elementem T,M stycznym to krzywej s — F(t + s,q) w s = 0. Méwimy, ze
X:RxM—TM, X(t,q) = X;(q) jest polem zaleznym od czasu.



Rozwigzanie: Rozwazmy najpierw przypadek specjalny: M = R x ). Niech takze rozwaza-
na rodzina dyfeomorfizméw bedzie bardzo prosta (oznaczmy ja v, zamiast Fy, co przyda sie
pézniej), U¥i(s,q) = (s + t, q). Pole wektorowe zwigzane z ta rodzina jest stale, tzn. nie zalezy
od t, 1 ma posta¢ Yy(s,q) = O0s (znowu zmiana oznaczen Y; zamiast X;, takze przydatna w
przysztosci). Rodzine form na R x () mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

o =ds Aa(t,s) + b(t, s)

gdzie a i b s dwuparametrowymi, gtadkimi rodzinami form na M rzedéw odpowiednio k — 1 i
k. W tej sytuacji
Yoy =dsAa(t,s+1t)+b(t,s+1)

oraz

d . 0 0 0
a(@/}tat) =ds A aa(z‘/, s+1t)+dsA %a(t, s+1t)+ ab(t, s+1t)+ (1)

Przyjrzyjmy si¢ teraz sktadnikom po prawej stronie wzoru:

d 0 0
E(Tt =ds A @Cl(t, S) + @b(t, 8),

i po cofnieciu przy pomocy v, mamy

d 0 0
= =ds A —a(t,s —0b(t, s 2
Wy (dt0t> ds A ata(f,s—l—t)—l— 8tl)(f/s+t)’ (2)

co pasuje o czerwonych sktadnikéw sumy (1). Przechodzimy do nastepnego sktadnika:

Yoy = alt,s), P (Y)or) = alt,s +1),

d(¥;(1(Yy)oy)) = ds A aasa(t, s+t) +dga(t,t+ s). (3)

Mamy kawalek pasujacy do niebieskiego sktadnika i jeszcze cos, co jest niepotrzebne. Pora na
ostatni sktadnik

do, = —ds Adga(t,s) +ds A gb(t, s) +dgb(t, s).
s

Po zwezeniu z Y; i cofnieciu mamy

Yy (u(Yz)doy) = —dgalt,s +t) + ) (4)

Ostatni sktadnik pasuje do wyrazu zielonego, zas$ czarny upraszcza sie z tym niepotrzebnym w
(3). W przypadku specjalnym wzér zostal wiec udowodniony. Rozwazmy trzy odwzorowania:

7 M —Rx M, j(m)=(0,m)

P Rx M —Rx M, ts,m)=(s+t,m)
F:RxM— M, F(t,m)= F/(m)



Odwzorowanie F; mozemy zapisaé¢ troche dziwnie, ale przydatnie, jako
F,=Foyyoy wtedy F;/=7"0v¢]oF"
Liczymy wiec & (F;oy):

d
ol

Odwzorowanie 9, jest jak w przyktadzie specjalnym, wolno wiec zastosowaé¢ wzor:

Ffoy) = &(J YiF o) = &(% (Froy)) =

=7 (jt(F*at) +d(u(Y) F*oy) + Z(Yt)dF*at> -

W pierwszym sktadniku odwzorowanie F' nie zalezy od ¢, zatem mozna zamieni¢ rézniczkowanie
po t z cofnieciem. Drugi ze sktadnikéw mozna przeksztatci¢ korzystajac z faktu, iz Y, = 0s a
TF(Y;) = X;, zatem

d(o(Yy) F oy = d(F*o(X})oy) = F*d(u(Xy)oy)

Trzeci sktadnik to
W(Y)d(F*oy) = oY) F*doy = F*i(X,)doy.

Po podstawieniu powyzszych przeksztatcen mamy

= S UrF* <:t(0t) +d(1(Xy)oy) + Z(Xt)d0t> = I} <ddt(0t) +d(e(Xy)oy) + Z(Xt)d0t> :
Wzor zostat wiec wyprowadzony. Ostatnie dwa sktadniki w nawiasie przypominaja pochodna
Liego formy wzgledem pola wektorowego, zapisuje si¢ wiec je czasami jako Lx, 0. [

Drugi problem przygotowawcze dotyczy potokow pél zaleinych od czasu. Nie bedziemy for-
mutowacé go jako zadania do rozwigzania, przyjrzymy sie jednak sytuacji. Zaczynamy od gtadkiej
rodziny p6l wektorowych na M, ktérag mozna zadaé¢ przy pomocy odwzorowania X : R x M —
TM zachowujacego rzut na M. Mozemy rozszerzy¢ to pole do prawdziwego i niezaleznego od
niczego pola X na R x M wzorem X (t,m) = 0;+ X;(m). Potok pola X jest okreslony na R x M
i ma postac

Goltm) = (t + 5,5,(t,m).

W szczegdlnosci warunek poczatkowy t = 0 dla s = 0 daje odwzorowanie
£s(0,m) = (s, ¢5(0,1m)).
7 polem zaleznym od czasu zwigzana jest wiec jednoparametrowa rodzina dyfeomorfizmow
F:RxM— M, F(s,m)=s0,m,)

Wyglada ona podobnie do jednoparametrowej grupy dyfeomorfizméw zwigzanej z polem nie-
zaleznym od czasu, jednak nie ma wtasnosci grupowych. Poniewaz odwzorowanie ¢ pochodzi
od prawdziwej grupy dyfeomofrizméw na R x M obowigzuje pewna zasada sktadania, ale jest
ona bardziej skomplikowana:

907’+s<0a m) = Pr (7”, @3(07 m))

4



i nie da sie wyrazi¢ w terminach samego odwzorowania F'. Skonstruowane powyzej odwzorowa-
nie F' nazywa si¢ czasami potokiem pola zaleznego od czasu.

Dowéd twierdzenia Darboux Niech (P,w) bedzie rozmaitoscia symplektyczna. Ustalamy
punkt z € P oraz otoczenie U tego punktu w ktérym wybieramy uktad wspétrzednych ¢ :
U — R" taki, zeby w punkcie z forma w miata posta¢ kanoniczng. Uzywajac odwzorowania
zwiazanego z mapa mozemy takze przeciagna¢ na otoczenie U kanoniczna forme symplektyczna
z R?". Przeciggnieta forma jest oczywiécie w postaci kanonicznej. Oznaczmy ja 1. W punkcie
xr mamy w, = 1,. Dowdd polegal bedzie na znalezieniu odwzorowania F' : O — M, ktére
bedzie dyfeomorfizmem O na F(QO) zachowujacym punkt = dla pewnego O zawartego w U
speliajacym warunek F*n = w. Nowa mapa w otoczeniu punktu x postaci ¢ o F' dostarczy
wspotrzednych kanonicznych dla formy w w otoczeniu O punktu x.

Niech w; bedzie rodzina form symplektycznych dana wzorem w; = tn + (1 — t)w. Mozemy
mysle¢ o tej rodzinie jako o deformacji formy w. Istotnie bowiem wy = w za$ w; = n. Potrzebu-
jemy teraz rodziny dyfeomorfizméw spetniajacych warunek Fjw; = w i zachowujacych z, tzn.
F,(z) = z. Poszukiwanym odwzorowaniem F byloby wtedy F}. Jak znalez¢ taka rodzine? Skoro
Ffw, = w, to
d
a(Ft*wt) = 0.

Skorzystajmy wiec ze wzoru z zadania:

d
0= Ft* <dtwt + dZ(Xt)wt — Z(Xt)dwt>
Kazda z form w; jest zamknieta, wiec ostatni wyraz w nawiasie znika. Posta¢ w; jest znana,
mozemy policzy¢ pierwszy sktadnik: %wt =n —w. Wzdr przyjmuje wiec postac

0=F(n—w+du(Xp)wr),

a skoro F; to dyfeomorfizmy, cofnigecie mozna opusci¢. Ostatecznie warunek na zalezne od czasu
pole wektorowe zwiazane z F; ma postac

d’l(Xt)u}t =w—-7n.

Formy symplektyczne w i 1 sa zamknigte, a wiec lokalnie zupelne. Jesli A jest taka lokalna
forma, ze dA = w — n, to X; mozna poszukiwa¢ w postaci speliajgce réwnanie

Z(Xt)u)t =\

Kazda z form w; jest niezdegenerowana przynajmniej dla pewnego otoczenia zera w R, zatem
wyboér formy pierwotnej A determinuje X; w sposéb jednoznaczny. Dyskutujac pola zalezne
od czasu zauwazyliSmy, ze kazdemu takiemu polu odpowiada lokalna rodzina dyfeomorfizmow.
Zmniejszajac ewentualnie otoczenie na ktérym jest ona okreslona mozemy zapewnic, ze rozwig-
zanie bedzie istniato takze dla t = 1. Wybierajac A mamy pewng swobode. Ustalajac A, = 0
zapewnimy, ze X;(x) = 0, wtedy F; bedzie zachowywalo punkt z.

Pokazalismy zatem, ze mozliwe jest skonstruowanie odwzorowana F' spelniajacego nasze
wymagania, a co za tym idzie mozliwe jest skonstruowanie kanonicznego uktadu wspotrzednych
w otoczeniu kazdego punktu. [J



W dalszym ciggu kwestia kanonicznych wspotrzednych nie bedzie nam spedzata snu z po-
wiek. W mechanice istotna jest struktura symplektyczna na przestrzeni totalnej wiazki kostycz-
nej, gdzie wspoétrzedne kanoniczne mamy za darmo. Czasami pojawiaja sie inne przestrzenie
fazowe, n.p. afiniczne wersje wigzki kostycznej, jednak takze w tym przypadku nie ma trudnosci
ze skonstruowaniem odpowiednich wspotrzednych.



