Geometria Rozniczkowa I1
wyktad jedenasty

Geometria wigzki kostycznej. Kolejny wyklad poswiecony bedzie geometrii wiazki ko-
stycznej. Z podstawowego kursu GR wiemy, ze my, : T"M — M jest wiazka wektorows z
wioknem typowym R" (dim M = n). Wyb6r uktadu wspétrzednych (¢') w otwartym zbiorze
U C Mpozwala wprowadzi¢ uktad wspétrzednych w 73, (U) liniowy we wtéknach wiazki. Kazdy
kowektor p € T, M mozna zapisa¢ w bazie przestrzeni T, M sktadajacej si¢ z rézniczek funkcji qt:
p = pi(p)dq'(q). Przyporzadkowanie punktowi p liczb (¢*(q), p;(p)) jest uktadem wspodtrzednych
w T (U).

Najbardziej znang i najczesciej uzywang strukturg geometryczng na wiazce kostycznej jest
kanoniczna forma symplektyczna wy,. Po$wiecimy teraz chwile czasu na jej definicje oraz zapre-
zentowanie podstawowych wlasnosci. Forma symplektyczna na wigzce kostycznej jest odwzoro-
waniem dwuliniowym antysymetrycznym dziatajacym na wektorach stycznych do przestrzeni
T*M. Musimy wiec przyzwyczaié sie do uzywania iterowanych funktoréw stycznych. Rozma-
ito$¢ TT*M wyposazona jest w dwie struktury wigzki wektorowej: 71+ : TT"M — T*M oraz
Ty @ Tt*M — TM. Struktury te sa ze soba zgodne, tzn pola Eulera zwiazane z obiema
wigzkami komutujg. Zapiszmy te pola we wspoirzednych. Wybér uktadu wspotrzednych (¢°)
w U C M umozliwia skonstruowanie wspotrzednych (qf, p;, ¢*, 1) zgodnych ze struktura po-
dwojnej wigzki wektorowej. W tych wspotrzednych pole Eulera zwiazane z wiazka 71+, ma
postac

Vi(d,pj, i p1) = §'0y + p;0y,,
podczas kiedy pole zwiazane z wigzka Ty, to
Va(d',pj, d*, 1) = piOy, + P;0p,-
Podwdjng wiazke wektorowa wygodnie jest prezentowac za pomoca diagramu

TT"M
TT;V W{M
M ™
TM y

M
Odpowiednie rzuty we wspotrzednych zapisuja si¢ nastepujaco:
TT*M - (qi7pjvqkapl) L <q7,7p])
T7TM : (q,L?pjaqkapl) — (qz7qk)

Niech v bedzie elementem TT*M. Kowektor 7r+p/(v) i wektor Ty (v) sa zaczepione w tym
samym punkcie rozmaitosci M, Mozna je wigc na sobie obliczy¢. Odwzorowanie

TT"M 5 v+— (T p(v), Trpy(v)) € R

jest liniowe ze wzgledu na strukture wektorowa nad T*M, jest wiec jednoformag liniowg na T*M.
Jednoforme te nazywamy formag Liouville’a i oznaczamy 6;. Mamy wiec

QM(U) = <’7'T*M(’U), TWM(U)>
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Zwréémy uwage, ze definicja formy Liouville’a zawiera jedynie naturalne struktury TT*M, jest
wiec kanoniczna. W standardowych wspotrzednych (¢, p;) mamy

O = pidqi-

Rézniczke formy Liouville’a oznaczamy wy, i nazywamy kanoniczng formgq symplektyczng na
przestrzeni kostycznej:

wyr = dbyy, wyr = dp; Adg' =dpy Adg' + -+ +dp, Adg".

Widzimy przy okazji, ze forma ta jest w postaci Darboux. Wspélrzedne naturalne na T*M sg
wspo6hrzednymi Darboux dla wy,. Forma wy, jest oczywiscie zamknieta (bo zupelna) i niezde-
generowana (wida¢ z wyrazenia na wspohrzednych).

Forma symplektyczna, podobnie jak iloczyn skalarny, definiuje izomorfizm wigzki stycznej
do rozmaitosci symplektycznej i kostycznej do niej. Ogdlnie, jesli (P, w) jest rozmaitoscia sym-
plektyczna, to

TP>v+— wp(-,v) € T'P.

W naszym przypadku
Oy :TT"M — T*T"M
v— By (v) =wp(-,v)
odwzorowanie to jest liniowym izomorfizmem wigzek wektorowych nad T*M, co wynika z samej
definicji, ale ma tez szereg innych wtasnosci. Jest, jak sie okazuje takze izomorfizmem podwoj-
nych wigzek wektorowych oraz izomorfizmem struktur symplektycznych (T*T*M,wr=)s) oraz

(TT*M,drwyy), ale o tym troche pézniej, albo weale (bo nie wiadomo czy zdazymy). Zapiszmy
By we wspotrzednych:

v = 'Oy + D;0p,, wyr = dpg A dg”, Bu(v) = —1(v)wyr = ¢"dpx — p;dg’

ﬁM(qiapﬁ qkapl> = (qi7pja _Zjlm ql)
Odwzorowanie 3y stuzy do produkowania pdl wektorowych na T*M z funkcji na T*M. Niech
[ T°M — R bedzie gtadka funkcja. Wtedy X jest polem na T*M zadanym warunkiem

Py o Xy =df
Pisze sie tez
df =wn(- Xp),  —uXj)wn =df,

co oczywiscie na jedno wychodzi. Uzycie odwzorowania (35, jest wygodniejsze w bardziej zto-
zonych sytuacjach niz przedstawiona powyzej najprostsza. Pole Xy nazywa si¢ polem hamilto-
nowskim funkcji f. Pora na pole hamiltonowskie we wspotrzednych:

f:T"M =R, (¢,pj) — f(d,p;),
of

af . .
-dg' + ——dp;.
g’ ¢ Op; Pi

df : T"M — T*T*M, (qi,pj) —



Sktadajac z 3,; otrzymujemy pole wektorowe

of of

qiap' — qiap'aia_ -
( ]) ( J apj aqz)
czyli
of of
Xi=—-—"0,— ==0,.
f apj q7 oq Di
Sprawdzmy co bedzie gdy f(q,p) = H(q,p) = 559" pip; + V(q):
1, oV
XH = %g Jpjaqi — quapk

Krzywa catkowa t — (q(t), p(t)) powyzszego pola spetnia réwnania

dqi . l ij, dpi . _6’V
dt w7 P w T T ag

Pierwsze rownanie to zwiazek miedzy pedem a predkoscig. Drugie mowi, ze zmiana pedu w cza-
sie jest proporcjonalna do ,minus” rézniczki potencjatu, czyli do czegos zazwyczaj rozumianego
jako sita. Uktad rownan

d¢  0H
o = oy
dp;  OH
dt ~ 9¢"’

ktory odpowiada polu pochodzacemu od hamiltonianu nazywa sie zazwyczaj rownaniami Ha-
maltona uktadu mechanicznego opisywanego przez H. Rozwiazaniami tego uktadu sa krzywe w
przestrzeni fazowej (T*M), czyli w przestrzeni potozen i pedéw.

Zadanie 1 Obliczyc
;CXf Whr -

Rozwigzanie:
Lxwn = di(Xp)wy + 1(Xp)dwy = d(=df) +0 =

I jeszcze jeden obrazek do kompletu:

T*M T M
T7rM

TT* N ) TT* M
/ o /




Geometria wigzki stycznej. Zajmiemy si¢ teraz geometriag wiazki stycznej. Poprzednie do-
sSwiadczenia wskazuja, ze zaja¢ si¢ bedzie trzeba bez watpienia iterowanymi wigzkami TTM
oraz T*TM. Najpierw jednak przypomnijmy operacje podniesienia pionowego, ktéra jest cha-
rakterystyczna dla kazdej wigzki wektorowej. Niech wiec w ogélnosci 7 : E — M bedzie wigzka
wektorowa. Méwilismy juz, ze wektory styczne do E' i pionowe wzgledem rzutu 7 (tzn takie, ze
v € T.E, Tr(v) =0) mozna punkt po punkcie w E utozsamiaé z elementami wtékna E,

VeE ~ ET(e) .

[stnienie takiego utozsamienia pozwala na podnoszenie elementéw E do wektoréw stycznych
do E. Niech e, f € F iniech 7(e) = 7(f). Podniesieniem pionowym f do punktu e nazywalismy
wektor styczny do krzywej

t—e+tf

w t = 0. Stosowny wektor styczny oznaczamy fY € V.E. To samo mozna zrobi¢ dla wiazki
stycznej 7y biorac £ = TM. Mamy podniesienie

TM xp TM 5 (v,w) — w) € VTM C TTM.

Jesli E = TM, mozemy, uzywajac podniesienia pionowego, skonstruowaé kanoniczny endor-
morfizm
Sy :TTM — TTM.

Wzor jest prosty (choé wyglada raczej paskudnie):

Su() = [Trar(0)]7, )

Endomorfizm Sy, jest ztozeniem rzutéw Try, i 7ra; 1 podniesienia pionowego. Na dowolnej
wigzce wektorowej takiego endomorfizmu nie ma, bo rzuty T7 i 7z majg inne przeciwdziedziny.
We wspotrzednych (¢, ¢7, 0%, §¢') mamy:

V= (quaqk + (quaqk

Try(v) = (5qk6qk
TTM(’U) = qkaqk
Su(v) = 6"

czyli o o

Suld',d,04",6¢") = (¢'.¢',0,0¢").
Odwzorowanie S jest endomorfizmem wiazki 7). Obrazem tego endomorfizmu jest podwiazka
wektorow pionowych. Wiazka 7, jest wiazka wektorowa, zatem istnieje na niej pole Eulera

VTM(U) == UZ.

So czego moze przydac si¢ endomorfizm kanoniczny Sy,? Pewnie ma duzo zastosowan. Przytocz-
my jedno z nich przydatne w tradycyjnym sformutowaniu mechaniki lagranzowskiej. Réwnania
rozniczkowe drugiego rzedu rozwigzujemy czesto zamieniajac je na uktad réwnan pierwszego
rz¢du na zmienne i ich pochodne. W ujeciu geometrycznym oznacza to, ze réwnanie drugiego
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rzedu zapisujemy jako pole wektorowe na wigzce stycznej do rozmaitosci. Punkty na rozma-
itodci reprezentuja zmienne a wektory styczne zmienne wraz z pochodnymi. Oczywiscie w ten
sposob dostajemy jedynie niektére pola wektorowe na TM. Jak sprawdzi¢, czy pole wektorowe
pochodzi od réwnania drugiego rzedu? Mozna na przyktad sprawdzié, czy

S(X(U)) == VTM(U).

7, grubsza sprowadza si¢ to popatrzenia czy rzuty T7y i 7ry; wektoréw stanowiacych wartosci
pola X sg takie same. Rownanie Eulera Lagrange’a jest drugiego rzedu, mozna wiec prébowaé
geometrycznie przedstawia¢ je jako pole wektorowe na wigzce stycznej. Doktadniej zajmiemy
sie tym w nastepnym wyktadzie. Teraz powr6¢my do badania struktury wiazki stycznej.

Pamietamy takze, ze TTM jest podwdjng wiazka wektorowa. Stosowne pola Eulera maja
postac

V1 = 6¢ Osgr + 6" Dy

Pole V1 zwigzane jest ze strukturg 7ry; a pole Vs ze strukturg Try,.

[terowana wiazka styczna wyposazona jest takze w kanoniczne odwzorowanie k,;, ktére poja-
wito si¢ juz na tym wyktadzie, ale nie byto oméwione doktadnie. Ma ono zrédto w rachunku
wariacyjnym. Zatézmy, ze M jest przestrzenia potozen jakiegos uktadu mechanicznego nie-
relatywistycznego. Ruch tego ukladu opisany bedzie krzywa v : R — M. Badajac uktad w
sposob wariacyjny zazwyczaj deformujemy nieco trajektorie uktadu wzdtuz nowego parametru
rzeczywistego s, co mozemy zapisa¢ jako odwzorowanie

R? > (s,t) — x(s,t) € M

takie, ze x(0,t) = v(t). Przyda nam sie takze ustalenie punktu ¢ € M, ¢ = x(0,0). Lagranzjan
okreslony jest zazwyczaj na polozeniach i predkosciach, czyli na wiazce stycznej. Zeby obliczy¢
wariacje dziatania musimy umie¢ zwariowaé takze predkosci. Podnosimy wiec odwzorowanie x

do wiazki stycznej biorac wektory styczne wzgledem parametru t. Parametr s mierzy wariacje:
R? 5 (s,t) — tOVx(s,t) € TM.

Zazwyczaj interesuja nas wariacje infinitezymalne. Geometrycznie reprezentujemy je jako wek-
tory styczne do krzywych parametryzownaych przez s. W szczegdlnosci wariacja predkosdci w
punkcie ¢ (t = 0), to wektor styczny do krzywej

s +— tOVy(s,0),
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bedacej krzywa w T M. Infinitezymalna wariacja predkosci jest wiec elementem TTM. Z drugiej
strony catkujac przez czesci przy wyprowadzeniu rownan Eulera-Lagrange’a chcemy traktowac
wariacje predkosci raczej jako pochodng po czasie ¢ wariacji potozenia. Oznacza to, ze najpierw
bierzemy wektory styczne wzgledem parametru s:

R? 5 (s,t) — t00x(s,1) € TM,

a potem ustalamy s = 0
t — t103(0, 1),

i rozniczkujemy wzgledem t otrzymujac inny wektor styczny do TM. Jest on zaczepiony w
innym punkcie T,M! Odwzorowanie, ktére przypisuje wariacji predkosci podniesienie styczne
wariacji potozenia jest szukanym rkj;. OpowiedzieliSmy o kj; pogladowo, teraz pora na precy-
zyjne wzory. Wygodnie jest ustali¢ pewng konwencje: Niech v = (q7q,5q75q). Moéwimy, ze y
jest reprezentatntem v jesli v = tt®Vx(0,0), to znaczy miedzy innymi, ze

(0:4) = t*Vx(0,0),  (q.9q) = t"9x(0,0).
W ten spos6b na poziomie reprezentantow ry; realizuje sie jako
X— X, X(s,1) =x(ts).
Analizujac przykltadowe y dla v = (q, ¢, dq, 0q):
X' (s,t) = ¢" +t§" + s5q" + stéq'.

Widzimy, ze . .
K’M(Q: (27 5Q7 5Q) = <Q7 6q7 (27 5q)

Okazuje sie, ze tak proste odwzorowanie ma bardzo istotne zastosowania zaréwno w geometrii
wigzki stycznej jak i w mechanice.

Zadanie 2 Postugujgc si¢ rachunkiem na wspotrzednych wykazac, zZe jesli X 1Y sq dwoma
polami wektorowymi na rozmaitosci M, to zachodzi wzor

ru(TY(X)) = TX(Y) = [X, Y]k

Odwzorowanie k), zamienia rzuty zwiazane ze struktura podwojnej wiazki w TTM. kj; jest
izomorfizmem podwdjnych wiazek wektorowych:

TTM

TT
TTM
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/ -

7—T M

/

M
™



