Geometria Rozniczkowa 11
wyktad dwunasty

Lagranzowski opis mechaniki tradycyjnie kojarzony jest z réwnaniem Eulera-Lagrange’a.
Réwnanie Eulera-Lagrange’a wyprowadzamy z zasady wariacyjnej, uzywajac zazwyczaj ra-
chunku na wspotrzednych. Postugujemy sie tutaj analogia z ukladami statycznymi: zamiast
potozen ukltadu mamy krzywe (ruchy), zamiast energii wewnetrznej dziatanie. Punkt réwnowa-
gi to punkt ekstremalny energii wewnetrznej, szukamy wigc punktow ekstremalnych dziatania
starajac sie stosowa¢ metody podobne do rézniczkowych. W statyce punkty rownowagi uktadow
potencjalnych to te punkty w ktérych rézniczka potencjatu znika. Liczymy wiec co$ w rodzaju
rozniczki dziatania. Wariacje krzywej odgrywaja role wektorow stycznych do konfiguracji na
ktorych rozniczke dziatania obliczamy. Bedziemy uzywaé nastepujacych oznaczen: krzywa, kto-
ra poddajemy wariacji to t — 7(t), we wspotrzednych ¢ — ~(t). Wariacje odbywaja si¢ wzdtuz
parametru s, mamy wiec tez odwzorowanie (s,t) — x(s,t), we wspohrzednych (s,t) — x'(s, 1),
takie, ze x(0,t) = v(t). Pochodna po t oznacza¢ bedziemy kropka a po s symbolem §. Oznacza
to, ze np. t — 7(t) to prolongacja krzywej v do TM, za$ t — dx(0,t) to krzywa w TM, ktorej
warto$ciami sa wektory styczne do krzywych s — x(s,t) dla kazdego ustalonego t w s = 0.
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Typowa argumentacja jest dalej nastepujaca: wsréd wszystkich krzywych t +— 0x(0,t) wyr6z-
niamy znikajace na koncach, tzn. takie, ze wektory dx(0,a) i 0x(0,b) znikaja. W ten sposob
wyrazy brzegowe przestaja sie liczy¢. Jesli rézniczka S ma znika¢, dla dowolnych wariacji zni-
kajacych na koncach to wyrazenie zaznaczone na niebiesko pod caltka musi znika¢. Wyrazenie
to przyrownane do zera daje wlasnie rownanie Eulera-Lagrange’a:
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Po wykonaniu rézniczkowania po t widzimy, ze jest to réwnanie (uktad réwnan) drugiego rzedu:
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Jesli potraktuje sie analogie statyczng do konca powaznie i dalej prowadzi rozumowanie w
ten sposob niechybnie wpada si¢ w ktopoty. Zazwyczaj wiec wszelkie wyprowadzenia rownan



ruchu zatrzymuja sie w tym miejscu. Zeby pociggnaé sprawe dalej i nie stracié¢ sensownodci
rozumowania, a nawet co$ zyska¢, trzeba zmieni¢ punkt widzenia. Ale o tym pdzniej. Na razie
zajmujemy sie tradycying mechanika lagranzowska.

Z punktu widzenia geometrycznego réwnanie E-L okresla podzbiér w T?M. Zapisane we
wspotrzednych réwnanie to jest zadane w sposéb uwiktany ze wzgledu na ¢. Fizycy nie lubia
jednak réownan rozniczkowych zapisanych w postaci podzbioréw-w-czyms-tam w sposoéb uwi-
ktany. Fizycy lubia pola wektorowe! Jest to z resztg zrozumiate, gdyz twierdzenie Cauchy’ego o
istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzania dotyczy réwnan pierwszego rzedu zapisanych w sposob
jawny, tzn, geometrycznie méwige, pol wektorowych! Majac to twierdzenie mozemy dokonywadé
rozmaitych cudéw zmierzajacych do rozwiazania rownania nie przejmujac si¢ nadmiernie for-
malno$ciami. Wazne, zeby na koncu okazato sie, ze to co mamy to jest rozwigzanie. A skad je
wzieliSmy - to juz nie takie waznel!

Fakt, ze rownania E-L sg drugiego rzedu nie jest jeszcze taki ktopotliwy. W drugim semestrze
analizy nauczyliSmy sie radzi¢ sobie z takim problemem - zamieniamy réwnanie drugiego rzedu
na réwnanie pierwszego rzedu na zmienne i ich pochodne. Gorzej z postacia uwiktana. Zeby

bylo pole wektorowe potrzebujemy réwnanie w postaci §¢ = - -+, a to sie moze udaé, a moze
nie!
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Dla celow rachunkowych oznaczmy Fy; = Saoq Oraz H;; = S0 Wyrazy macierzowe
macierzy F'i H zaleza od ¢' oraz ¢’. Réwnanie E-L w nowych oznaczeniach to
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W sposob jawny mozna to rownanie zapisa¢ gdy macierz Fj; jest odwracalna. Wtedy
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Pole wektorowe na TM, ktére odpowiada powyzszemu rownaniu drugiego rzedu to
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Zauwazmy, ze to pole ma wlasno$¢ S(Xg_r(v)) = Vra(v). Naszym zadaniem bedzie teraz
konstrukcja pola Xg_p w sposob geometryczny, tzn bez uzycia wspoétrzednych.

Xp =4

Odwozorowanie Legendre’a: Rozwazmy T*E, czyli wigzke kostyczng do wiazki wektorowe;j.
Pamigtamy (by¢ moze), ze wektory pionowe w T.E, czyli styczne do wtékna E, w punkcie e
mozna utozsamic z elementami widkna E,. Kowektor ¢ € T_E obciety do pionowych jest wiec
elementem E;. W ten sposob powstaje odwzorowanie g : T'E — E*. Okazuje si¢, ze wiazka
&g jest wiazka wektorowsg, a diagram
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opisuje strukture podwdjnej wiazki wektorowej. Bioragc £ = TM dostajemy
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Rézniczka lagranzjanu L : TM — R jest odwzorowaniem dL : TM — T*TM. Odwzorowanie
Legendra’a to ztozenie A = &1y o dL:
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zatem odwzorowanie Legendre’a to
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Odwzorowanie Legendre’a przyporzadkowuje predkosciom pedy. Na przyktad dla lagranzjanu
mechanicznego
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Bez wspotrzednych napisaliby$smy

A(v) = mg(v,-) = mg(v),

gdzie g jest izomorfizmem wigzki stycznej i kostycznej pochodzacym od metryki. W pewnym
sensie wiec ped to masa razy predkos¢, a ,pewien” sens polega na nie rozroéznianiu miedzy
wektorami a kowektorami, co na przestrzeni z metryka bywa wygodne.

7 definicji odwzorowania A wynika, ze zachowuje ono rzut na M, tzn obraz wtdékna wigzki
stycznej nad q jest we wloknie wiazki kostycznej nad ¢q. Macierz F' jest macierza pochodnej
odwzorowania A liczonej wzdtuz wlokien wigzki stycznej. Odwracalnosé tej macierzy oznacza
(Twierdzenie o Lokalnej Odwracalnosci), ze lokalnie odwzorowanie A jest dyfeomorfizmem. W
takim przypadku mowimy, ze lagranzjan jest regularny. Jesli odwracalnosé jest globalna, tzn A
jest globalnym dyfeomorfizmem TM i T*M moéwimy, ze lagranzjan jest hiperreqularny. Tak wia-
$nie jest dla lagranzjanu mechanicznego zwiazanego z metryka. Odwzorowanie g jest globalnym
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dyfeomorfizmem. Dla lagranzjanu mechanicznego zatem réwnanie E-L da si¢ odwiktac i zapisac¢
jako pole wektorowe na wiazce stycznej. W dalszym ciggu zaktada¢ bedziemy, ze lagranzjan
jest regularny.

Symbolem w;, bedziemy oznaczaé¢ forme A\*wy; na TM. Dla regularnego lagranzjanu forma
ta jest symplektyczna, moze wiec postuzy¢ do produkowania hamiltonowskich pél wektorowych
z funkcji na TM.

Twierdzenie 1 Rownanie Eulera-Lagrange’a dla reqularnego lagranzjanu L jest reprezentowa-
ne przez hamilonowskie pole wektorowe funkcji energii

wzgledem formy wry,.

Dowdéd: Przeprowadzimy odpowiednie rachunki na wspotrzednych. Zacznijmy od formy wy:
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Rézniczka funkcji energii to
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Pole wektorowe
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jest polem hamiltonowskim dla E jesli
dE = wL(-, X),

z r6zniczka energii trzeba wiec poréwnac
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Z poréwnania wynika, ze A® = ¢*, oraz
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Zadanie 1 W ramach ¢wiczenia prosze policzyc funkcje energii dla lagranzjanu mechanicznego
L(q,q) = %gijqiq'j — V. Znalezé¢ takze wy, oraz Xg_r. W przypadku potencjatu V = 0 porow-
naé wynik ze wzorami na podniesienie horyzontalne krzywej (przesuniecie rownolegle) wzgledem
koneksji metryczney.

W powyzszym zadaniu Xg_; dla V = 0 powinno wyjsé¢

-0 - 0
Xpor=¢—=— —mIl? "¢ —.

Dla hiperregularnego lagranzjanu mozemy funkcje energii ztozyé z A\=! otrzymujac hamilto-
nian: H(p) = E(A(p)). Nikogo nie zdziwi, ze pola Xy i Xp_ sa A- zwigzane.

Niestety istnieja wazne fizyczne przyktady w ktorych lagranzjan jest nieregularny. Mimo to
chcieliby$my opisywac¢ takie uktady na sposéb lagranzowski i hamiltonowski. Oczywiscie jest
jasne, ze trzeba bedzie zgodzi¢ sie na jakies ustepstwa. Skoro bowiem A jest nieodwracalne i
F;; nie jest maksymalnego rzedu, to rownanie F — L nie da si¢ odwikta¢. Nadal jednak jest ono
sensownym réwnaniem drugiego rzedu, konsekwencja zasad wariacyjnych. Szczegdlnie ktopotli-
we jest przejscie do opisu hamiltonowskiego: skoro nie ma A7!, to jak napisa¢ hamiltonian? I
w ogoble czy to ma jakis sens? Na przyktadzie swobodnej czastki relatywistycznej zobaczymy,
ze dosy¢ duzo ,przezywa’ z powyzszego opisu mimo braku regularnosci. Okazuje sie tylko, ze
narzedzia, ktorych uzywamy sa niedostosowane do sytuacji. Warto zatem poszukaé lepszego
jezyka geometrycznego.

W dalszym ciagu M bedzie oznaczato czasoprzestrzen Minkowskiego, czyli czterowymiarowa
przestrzen afiniczna wyposazong w statg metryke n o sygnaturze (+ — ——) i orientacje wek-
torow czasowych. Symbolem V' bedziemy oznacza¢ modelowa przestrzen wektorowg. W takim
przypadku mamy ulatwiajace zycie identyfikacje TM ~ M x V', T*M ~ M x V*. Odwzorowanie
n:V —=V* iv) =n(v,-) jest izomorfizmem. Potrzebna bedzie tez iterowana wiazka styczna i

kostyczna:
TTM>~MxV xV xV, TTM~MxV xV*x V",

Ruch w czasoprzestrzeni opisywany jest przez linie $wiata, czyli jednowymiarowe podrozmaito-
Sci zorientowane, ktérych wektory styczne sa czasowe. Mozemy traktowac je jak krzywe para-
metryzujac czasem whasnym. Wtedy jednak musimy pracowaé z uktadem z wiezami n(v,v) = 1.
Unikna¢ wiezéw mozna dopuszczajac wszystkie parametryzacje. Jednak dzialanie od parame-
tryzacji nie powinno zalezeé¢, co oznacza, ze lagranzjan powinien by¢ jednorodny (dodatnio-
jednorodny). Odpowiedni lagranzjan to

L(g,v) = my/n(v,v)

okreslony na zbiorze wektorow czasowych. Réwnanie takze nie powinno preferowaé zadnej pa-
rametryzacji, zamiast pola wektorowego spodziewamy sie wigc raczej czegos w rodzaju dystry-
bucji.

Jesli L(q,v) = my/n(v,v), to



i odwzorowanie Legendre’a przyjmuje postac
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Latwo zauwazy¢, ze ten sam ped otrzymamy dla calego kierunku wektoréow, a w obrazie od-
wzorowania A\ sg jedynie pary (q,p) takie, ze n(p,p) = m? (metryke na przestrzeni dualnej
oznaczyliSmy ta sama literg 7). Zobaczmy co da sie uratowaé z roéwnania Eulera-Lagrange’a
w wersji geometrycznej opisanej powyzej. Wiadomo, ze wobec degeneracji A forma wy, jest je-
dynie presymplektyczna (zamknieta ale zdegenerowana). Funkcje energii mozna zapisaé bez
problemow

ale réwnanie

WL(',X) = 0

speianie jest w kazdym punkcie (¢, v) przez wiele wektorow X stycznych do TM. Gdyby wy,
nie byta zdegenerowana rozwiazaniem bylby jedynie wektor zerowy w kazdym punkcie. Zeby
sprawdzi¢ jak wygladaja rozwigzania w naszym zdegenerowanym przypadku musimy wykonaé
troche rachunkow. Potrzebujemy w szczegélnosci wyy i TA. Forma wy, jest stala, tzn. nie zalezy
od punktu (g,p). Na wektorach stycznych do T*M (q,p,0q,0p1) i (q,p,0q:1,0p1) przyjmuje
wartosé (pomijamy w notacji punkt zaczepienia)

wr ((0q1,0p1), (02, 0p2)) = (dp1, 6g2) — (dp2, dqv)

Zgodnie z definicja
WL(((SQM 5711)7 (5(]2, 5112)) = WM(T)\((SQI; 51}1)7 T)\(5(J2, 51}2))7

potrzebujemy wiec TA. Dla utatwienia oznaczmy |v| = /n(v,v)

m m mn(v, ov) _
T)\(q7 U, 6(], 5U> = <q7 777(”)7 5(], 777(61}) o Lkg)n(v) )
|v] |v] |v]
Niech wektor styczny X € TTM w punkcie (¢, v) ma sktadowe (q,v,dq¢”, dv*). Warunek
WL(', (5qX7 5UX)) =0

jest réwnowazny warunkowi

Woq, ov <mﬁ<5v> s 00) ) 5qX> = <mﬁ(5vx) _ (0 00T) ey, 6q> =0
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To samo zapisa¢ mozna jako

m

W (n(v, v)n(6v, 5¢) — (v, v)n(dv™, 6q) — n(v, v)n(v, 6¢™) + n(v, sv°)n(v, (5q)> )



7 dowolnosci dq i v wynika, ze wspolczynniki przy nich musza znikaé¢ oddzielnie. Przy dv
dostajemy

n(v,0)7(8q™ ) — (v, 6¢™)7i(v) =0,
to znaczy
i(n(v,v)dq™) = n(n(v,6¢™ )v).

Odwzorowanie 7] jest izomorfimem, wiec

n(v,v)0¢~ = n(v,5¢* v

co oznacza, ze 6g” jest proporcjonalne do v, a wspoélczynnik proporcjonalnoéci jest dowolny.
Przy 6q dostajemy
n(v, 60 )ij(v) = n(v,v)i(dv™),

co prowadzi do wniosku, ze v musi by¢ proporcjonalne do v, a wsp6tczynnik proporcjonalnosci
jest dowolny. Ostatecznie zamiast pola wektorowego na TM dostaliSmy podzbior TTM

{(CZa v, av, bv), a, be R}

nie catkiem pozbawiony sensu. Jesli potraktujemy ten podzbidér jako réwnanie na lini¢ Swiata
w M, to dowiemy si¢ z niego, Ze zmiana potozenia jest wzdtuz v (dtugosé wektora stycznego
dowolna) i zmiana v tez jest wzdtuz v, czyli wektor styczny moze zmienia¢ dtugosé, ale nie
moze zmienia¢ kierunku. Rozwigzaniami sa wiec proste czasowe, co ma sens. Zgubilismy tylko
po drodze orientacje. Wnioski sg wiec OK, ale narzedzia badawcze zupetnie do niczego. Zdecy-
dowanie potrzebujemy czegos prostszego niz nie-do-konca-zdefiniowane-pola-wektorowe. O tym
,czyms” na nastepnym wyktadzie!



