Geometria Rozniczkowa, 11
wyktad trzynasty (ostatni)

W trakcie dzisiejszego — ostatniego — wyktadu zmienia¢ bedziemy punkt widzenia na dy-
namike w nadziei na wypracowanie takiego sposobu opisu uktadéw klasycznych, ktory (1) po-
zwolitby pracowaé z lagranzjanami osobliwymi, (2) dopuszczalby wlaczenie do opisu réznego
rodzaju wiezéw, (3) dawalby si¢ zredukowaé ze wzgledu na symetrie i jeszcze (4) dawalby sie
uogdblni¢ na przypadek klasycznej teorii pola. Omoéwienie tego nowego sposobu w catosci i zapre-
zentowanie jego whasnosci (2), (3) 1 (4) oczywiscie nie jest mozliwe w trakcie jednego wyktadu.
Skupimy sie zatem na przykladzie czastki relatywistycznej (wlasnosé (1)). Zainteresownych do-
glebniejszym poznaniem tematu zapraszam na wyktad monograficzny prof Pawta Urbanskiego
w przysztym semestrze.

Zaczniemy od motywacji (czyli odrobina ideologii). Jak wspomnieliémy poprzednim razem
wariacyjne wyprowadzenie rownan ruchu ma swoje zrédto w statyce uktadéw mechanicznych.
Rozwazamy tylko uktady potencjalne, tzn takie dla ktorych istnieje funkcja energii wewnetrzne;j
U. Dla takich uktadéw punktami réwnowagi sa te punkty, dla ktorych rézniczka energii we-
wnetrznej znika. Nie zajmujemy sie tu badaniem stabilnosci (czy to jest minimum, maksimum
czy inny punkt krytyczny), gdyz stosujemy jedynie kryterium rézniczkowe pierwszego rzedu.
Traktujac dynamike jako ,statyke krzywych” zastepujemy rozmaitos¢ konfiguracyjna zbiorem
krzywych, funkcje energii wewnetrznej U dzialaniem S a wektory styczne (w statyce przesu-
niecia wirtualne) infinitezymalnymi wariacjami krzywych. Oczywiscie matematycznie sytuacja
jest trudna, bo jesli zbiér konfiguracji nie jest rozmaitoscia, to uzywanie metod roézniczkowych
wymaga uwagi i starannosci. Takie podejscie doprowadzito nas poprzednio do réwnosci
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z ktorej wywnioskowalidmy, rozwazajac wariacje o znikajace na koncach, warunek
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Gdybyémy jednak przygladali sie dalej i uzyli np. wariacji znikajacych tylko w jednym koncu
okazaloby sie, ze znika¢ musi takze qui na koncach przedziatu, co jest warunkiem zbyt restryk-
cyjnym. Przypomnijmy sobie, ze quidqi to zapisane we wspotrzednych wartosci odwzorowania
Legendre’a. Warunek znikania pedéw na koncach nie bardzo nam sie podoba! Czy wiec ana-
logia statyczna dziata tylko w pewnym zakresie? Na razie sytuacje mozemy uratowac i to z
pozytkiem dla catego obrazka.

Punkty krytyczne dU(q) = 0 sa punktami réwnowagi jedynie uktadu izolowanego, nie od-
dziatujacego z innymi uktadami. Oddziatywaé¢ mozna przyktadajac do uktadu site zewnetrzna.
W przypadku statycznym taka sita jest reprezentowana przez kowektor. Uktad jest w réwnowa-
dze w punkcie q z sila ¢ jesli dU(q) = ¢. W mechanice, jak pokazuje wzér (1), ,sita” zewnetrzna
sktada sie z trzech czesci: (f, pa,pp), gdzie f : R — T*M jest krzywa w wiazce kostycznej, a
Pa 1 pp sa elementami wiazki kostycznej zaczepionymi na poczatku i na koncu ruchu. Mozna
powiedzie¢, ze f to cos w rodzaju sterowania (silniki rakietowe itp.), ktére mozemy wiaczaé
lub nie, natomiast p, i p, reprezentuja oddziatywanie z przesztoscia i przysztoscia uktadu. Jest




to cos, czym nie mozemy sterowa¢ bezposrednio. Uktad dynamiczny moze wiec by¢ izolowany
w tym sensie, ze f = 0, ale nie ma sensu ktas¢ p, = 01 p, = 0 w kazdym przypadku. Analo-
gia statyczna moze wiec dziataé¢, ale jesli dopuscimy odziatywanie zewnetrzne. Jak opisujemy
uktad statyczny z oddzialtywaniem? Jednym ze sposobow jest podanie zbioru stanowigcego. Jest
to zbior tych sit (kowektoréw), ktore sa w réwnowadze z naszym uktadem w poszczegdlnych
punktach. Latwo stwierdzié¢, ze dla ukltadéw potencjalnych ten zbiér to obraz dU: C = dU(M).
W przypadku dynamicznym zbiér stanowiacy trzeba jeszcze odpowiednio zinterpretowac, zeby
wydoby¢ z niego pozyteczne informacje. W dynamice dziatanie nie jest funkcja na rozmaitodci,
tylko funkcja na zbiorze z niejasng struktura. Pojecie rézniczki takiej funkcji jest do$é¢ abstrak-
cyjne. Uzywajac jednak wygodnych reprezentacji takich jak trojka (f, pa,py) damy sobie jako$
rade. Przerwiemy teraz na chwile czes¢ ideologiczno-fizyczng. Potrzebowaé bedziemy bowiem
pewnych matematycznych narzedzi. Oto dwie wstawki matematyczne:

Izomorfizm Tulczyjewa. Wr6¢émy na chwile do odwzorowania ky; : TTM — TTM. Jest ono
morfizmem podwojnych wiazek wektorowych, zamieniajacym dwie struktury wektorowe TTM
miejscami. W szczegoélnosci wiec diagram
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reprezentuje izomorfizm wiazek wektorowych. Co dostaniemy jako izomorfizm dualny? Powinno
to by¢ odwzorowanie miedzy wiazkami dualnymi. Sprébujmy napisaé¢ stosowny diagram:

T*TM <22 2977

-
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Wiadomo co jest wigzkg dualng do 717 : TTM — TM — oczywiScie mryr @ T"TM — TM.
Ale co jest wigzka dualna do T7y,? Okazuje sie, ze jest to wiazka Tmy @ TT*M — TM. Zeby
sie o tym przekonaé potrzebujemy ewaluacji miedzy wektorami stycznymi do TM a wektorami
stycznymi do T*M majgcymi jednakowe rzuty styczne na TM. Niech wiecp € TT"M,v € TTM
spelniaja warunek Tmy(p) = Trar(v). W takim przypadku istnieja krzywe ¢ +— p(t) i t — dq(t)
reprezentujace p i v odpowiednio, takie, ze my/(p(t)) = Tas(¢q(t)) dla t z pewnego odcinka wokét
zera. Mozna wtedy obliczy¢ ewaluacje p(t) na dq(t) otrzymujac funkcje rzeczywista

t— (p(t),dq(t))

Pochodna tej funkcji w punkcie t = 0 jet szukana ewaluacjg miedzy p a v:
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Jesli p = (¢',p;, 4", o) oraz p = (¢, 8¢’, ¢*, 8¢, to jako krzywe mozna wziaé

t— (¢ +td',p; +tp;),  tr— (¢ +1t0q",p; + t5q;),



wtedy
{(p, v) = p;od’ + pidq'.

Na wspotrzednych tatwo sprawdzi¢, ze ewaluacja jest liniowa ze wzgledu na wtasciwe struktury
wiazek. Odpowiedni diagram mozna wigc uzupetnic:

TTM <2 TT*M
l TTM lTW}W
™ = ™

Odwozrowanie a;; dualne do k) jest takze elementem struktury wiazek stycznej i kostyczne;j.
Ma ono charakter kanoniczny. Odwzorowanie a;; nosi nazwe zomorfizmu Tulczyjewa.

Zadanie 1 Postugujgc sie definicjg zapisacé odwzorowanie ayy we wspotrzednych

Powinno wyjsé . o
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Szczegllne podrozmaitosci rozmaitosci symplektycznej. Rozwazmy na razie parzysto-
wymiarowa przestrzen wektorowa V' wyposazong w niezdegenerowanag dwuforme w. Uzywaé
bedziemy takze odwzorowania @ : V' — V* indukowanego przez forme w. Warunek niezdegene-
rowania formy, mozna wypowiedzie¢ inaczej: forma jest niezdegenerowana wtedy i tylko wtedy
gdy @ jest izomorfizmem. Niech W bedzie podprzestrzenig wektorowa w V. Anihilatorem sym-
plektycznym podprzestrzeni W nazywamy podprzestrzenn W8 C V zdefiniowang jako

W= (W),

gdzie W° C V* jest anihilatorem W w zwyklym sensie. Pojecie anihilatora symplektycznego jest
troche podobne do pojecia podprzestrzeni prostopadtej w przypadku przestrzeni wektorowych
z iloczynem skalarnym. Na przyktad zgadza sie wymiar:

dim W% = dim V — dim W.

Jednak z faktu, ze pracujemy tym razem z forma antysymetryczna a nie symetryczna wynikaja
pewne roznice. W szczegdlnosci nie jest prawda ze przecigcie podprzestrzeni i jej anihilatora
symplektycznego jest trywialne. W szczegdlnosci wéréd wszystkich podprzestrzeni wektoro-
wych w V wyrdznia sie kilka typow: Podprzestrzen W nazywamy koizotropowg jesli W8 C W,
podprzestrzen W nazywamy izotropowq jesli W9 D W. Zdarza sie takze, ze W% = W, czyli
podprzestrzen jest koizotropowa i izotropowa réwnoczesnie, wtedy méwimy o niej lagranzow-
ska. Analizujagc wymiary stwierdzamy, ze jesli dim V' = 2n to podprzestrzen koizotropowa ma
zawsze wymiar przynajmniej n, podprzestrzen izotropowa co najwyzej n. Lagranzowska oczywi-
Scie jest zawsze wymiaru n. Podprzestrzen W nazywamy symplektyczng, jesli forma obcigta do
tej podprzestrzeni jest niezdegenerowana. Takie podprzestrzenie sg zawsze parzystego wymiaru.
Oczywiscie jest wiele popdprzestrzeni nie nalezacych do zadnego z typow.



Zadanie 2 W ramach c¢wiczen zmierzajgcych do przyswajania sobie powyzszych poje¢ prosze
ustali¢ baze kanoniczng dla formy w @ postugujgc sie tq bazq podaé kilka przyktadow podprze-
strzeni koizotropowych, izotropowych, lagranzowskich i symplektycznych. Prosze takze znalezé
odpowiednie anihilatory symplektyczne.

Oczywiscie jesli W jest izotropowa, to W¥ jest koizotropowa. Kazda wiec koizotropowa pod-
przestrzen zawiera wyrdzniong podprzestrzen izotropowa. Kolejnym tatwym ¢wiczeniem moze
by¢ wykazanie, ze kazda podprzestrzen kowymiaru 1 jest koizotropowa. Z definicji przestrzeni
izotropowaej wynika, ze forma w obcieta do takiej podprzestrzeni znika.

Powyzsze definicje mozna przenie$¢ na grunt geometrii rézniczkowej. Jesli (P, w) jest rozma-
itosScig symplektyczng, to przestrzen styczna T,P w kazdym punkcie jest taka, jak omawiana
powyzej przestrzen wektorowa. Powiemy wiec ze podrozmaitos¢ C' C P jest koizotropowa, jesli
T,C C T,P jest koizotropowa w kazdym punkcie p € C' w sensie opisanym powyzej. To sa-
mo dotyczy podrozmaitosci izotropowych, lagranzowskich i symplektycznych. Niektore sposrod
tych podrozmaitosci maja ciekawg strukture. Na przyktad na kazdej podrozmaitosci koizotro-
powej C' kowymiaru 1 istnieje kanoniczna dystrybucja D sktadajaca sie z anihilatorow TC|,
tzn D, = (T,C)%. Gladka dystrybucja jednowymiarowa jest zawsze catkowalna, zatem odprocz
dystrybucji mamy tez foliacje C' podrozmaitos$ciami izotropowymi, ktore sg podrozmaitosciami
catkowymi dystrybucji D. Dystrybucje te nazywamy dystrybucjq charakterystyczng a foliacje
foliacjq charakterystyczng podrozmaitosci C.

Skoncentrujmy si¢ na chwile na podrozmaitosciach lagranzowskich w wiazce kostycznej.
Przede wszystkim pare przyktadow:

1. Niech ¢ bedzie zamknieta forma na M, wéwczas podrozmaito$é (M) C T*M jest la-
granzowska. Zeby sie o tym przekonaé sprawdzmy, czy forma symplektyczna wy; znika na
wektorach stycznych do ¢(M). Kazdy wektor styczny do ¢(M) jest postaci w = Ty(v),
gdzie v jest wektorem stycznym do M. Niech wiec w; = T(vy), wy = Ty(vs)

wr(wi, wa) = wy(Tep(v1), Te(ve)) = @ war(vi,v2) =
©* Oy (v1,v9) = dp*Opr(v1,v9) = dp(v1,v2) =0
Podrozmaitosé (M) jest wiec izotropowa. Ze wzgledu na wymiar musi by¢ lagranzowska.
2. Kazde wtékno wiazki kostycznej jest podrozmaitoscia lagranzowska. W tym wypadku
takze pokazemy, ze wtokno jest izotropowe. Lagranzowsko$¢ wynika z wymiaru. Niech v,

w beda wektorami pionowymi zaczepionymi w punkcie p widkna T; M. Rozszerzmy v i w
do pél wektorowych pionowych, odpowiednio V' i W. Wtedy

wy(V,W) = dOy (V,IW) = VO (W) = Woy (V) — 0u([V, W]).

Wektory pionowe maja zerowy rzut styczny, dlatego pierwszy i drugi sktadnik znikaja.
W przypadku trzeciego sktadnika nalezy zauwazy¢ dodatkowo, ze nawias Liego pél pio-
nowych jest polem pionowym.

3. Niech N bedzie podrozmaito$cia w M, a f funkcjg na N. Definiujemy zbior
Sp={peTcM: YveTC (p,v) = (df,v) }.

Wykazanie, ze S, jest podrozmaitoscia lagranzowska mozna potraktowaé jako ¢wiczenie
(nie zupetnie proste).



Podrozmaitos¢ lagranzowsks wiazki kostycznej, ktéra jest obrazem rézniczki funkcji f nazywa-
my podrozmaitoscig generowang przez f. Podrozmatosé taka jak w przyktadzie (3) nazywamy
generowanq przez funkcje f na wiezach N. W szczegdlnym przypadku, gdy f = 0, moéwimy,
ze podrozmaitosé jest generowana przez wiezy. W takiej sytuacji S;, = (TC)°. Istnieja bardziej
skomplikowane niz funkcja i funkcja na wiezach sposoby generowania podrozmaitosci lagran-
zowskich.

Zbioér stanowigcy w dynamice. Wr6émy teraz do opisu uktadu mechanicznego. Czym jest
wiec zbior stanowigcy dla dynamiki, tzn. jak mozna reprezentowaé rozniczke dziatania? Z po-
przednich rozwazan wynika, ze zbiorem stanowiacym jest zbior tréjek (f, pq, py) takich, ze (we
wspOlrzednych)
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Zauwazmy takze, ze pedy na koncach krzywej sa zwigzane z predkosciami odwzorowaniem
Legendre’a .

Mozemy teraz oczywiscie w zbiorze stanowiacym poszukaé takich tréjek (f, pa, pp) dla kto-
rych f = 0. Wymaga to rozwigzania rownania FEulera-Lagrange’a. Stosowne pedy znajdziemy
wtedy uzywajac odwzorowania Legendre’a. Mozemy dosta¢ nawet wigcej — nie tylko pedy na
koncach, ale takze pedy wzdtuz catej krzywej bedacej rozwigzaniem rownania E-L. Zastanowi-
my sie teraz, czy z rachunku wariacyjnego udatoby sie znalez¢ rownanie rézniczkowe opisujace
takie krzywe w przestrzeni pedéw bez koniecznosci rozwigzywania rownania E-L? Okazuje sie,
ze mozna to zrobi¢ zamieniajac skoniczony odcinek [a, b] parametru ¢ na odcinek infinitezymal-
ny, czyli ustalong wartos¢ ¢ wraz z wektorem 0;. Jako przestrzen konfiguracyjng otrzymujemy
wtedy, zamiast kawatkéw krzywych, infinitezymalne kawatki krzywych, czyli wektory styczne
TM. Obliczanie dziatania (catki z lagranzjanu) polega wtedy na ewaluacji tego lagranzjanu w
konkretnym punkcie konfiguracji. Przestrzen konfiguracyjna jest teraz zwykla rozmaitoscia, a
dziatanie zwykta funkcja. Zbior stanowiacy to zatem obraz rézniczki lagranzjanu, czyli dL(TM).
Na pierwszy rzut oka nie duzo mozna sie z niego dowiedzie¢ o samym uktadzie. Jednak jesli
uzyjemy wygodnych reprezentantow, tzn sit i pedow otrzymamy co$ ciekawego.

Rachunek (1) w wersji infinitezymalnej wyglada nastepujaco:

d . oL d (0L ; d (9L
ds oo T 8) = (aqi 3 (&f)) OX'(0,0) + o (adi(sx (o,z))

Cze$¢ czerwona to ewaluacja rézniczki lagranzjanu w punkcie x(0,¢) = 4(t) na wariacji predko-
Sci, czyli na wektorze dx(0,t). Czesé czarna to rozktad tej rézniczki na site zewnetrzna i pedy
na koncach. Poniewaz jednak odcinek parametru jest infinitezymalny, zamiast dwoch réznych
pedéw na koncach mamy... no wtasnie, co? Zapiszmy powyzsza réwnos$¢ w innej postaci:

© L) = IO, + S (en0.1)

i sprobujmy z tej réownosci odgadnaé co reprezentuje rézniczke dziatania (lagranzjanu) w wersji

infinitezymalnej. Zatozymy dla utatwienia, ze rozwazamy jedynie uktady izolowane w sensie

dynamicznym, tzn. z sita f = 0.
d

ds|s=0

LU 1) = & (n(05x'(0,)

t
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Po prawej stronie rozpoznajg panstwo zapewne ewaluacje styczng miedzy wektorem stycznym
do pewnej krzywej w pedach a wektorem stycznym do krzywej ¢ — dx(0,t). Rézniczka la-
granzjanu reprezentowana jest wiec przez wektor styczny do przestrzeni pedow, czyli element
TT*M. Wektory dx i (dx) sa zwiazane poprzez odwzorowanie ks, zatem dL i p sa zwigza-
ne poprzez odwzorowanie dualne do xj;. Zbiér stanowiacy, czyli obraz rézniczki Lagranzjanu,
mozna przettumaczy¢ na podzbior w TT* M, ktory nazywaé bedziemy dynamiks. Doktadniej

TT*M D> D = a '(dL(TM)).

Dynamika zawiera wektory styczne do krzywych w przestrzeni pedéw uktadu, przy zatozeniu,
ze sita zewnetrzna jest réwna zero. Dynamika jest wiec réwnaniem rézniczkowym pierwszego
rzedu na krzywe fazowe. Réwnanie to nie musi jednak by¢ obrazem pola wektorowego. Z cala
pewnoscig jednak opisuje badany przez nas uktad. Sprawdzimy teraz jaka dynamike dostajemy
w dwoch przypadkach - lagranzjanu mechanicznego, nierelatywistycznego, pochodzacego od
metryki oraz lagranzjanu relatywistycznej czastki swobodnej. Zanim rozpoczniemy rachunki
narysujmy jeszcze jeden diagram:

D =TT M TTM

//41 nM ////;5?3

i porownajmy go z diagramem odpowiednim dla opisu hamiltonowskiego.

T*T*M TT*

Dynamika czgstki nierelatywistycznej. Wyliczymy teraz dynamike dla nierelatywistycznej

czastki, dla ktorej lagranzjan jest funkcja L(v) = Z{v]|* — V(q), czyli we wspétrzednych

L(¢", ¢’) = =g:;4'¢ — V().

2
Obraz rézniczki lagranzjanu jest podrozmaitoscia w T*T M
P oL oL
dL(TM):{(qlqu>Q0i7wj): PYi = Z; w]_an}
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Dynamika, czyli przeciwobraz dL(TM) wzgledem odwzorowania ay, to nastepujaca podrozma-
itos¢ w TT*M

- oL oL
D{(Q7p]7q 7pl)' pj aq-j? pj aqz}
Korzystajac z konkretnej postaci L mozemy napisac,
- a0 5. — ov
Di = mgmq ) pj - _aqj'

Pierwsza rownos¢ mozna odwrocic¢ korzystajac z niezdegenerowania g:
1 .. )
By — i
—g°Di = (q
m

i wowczas widaé, ze D jest obrazem pola wektorowego

1, 0 oV 0

X(q.p) = —9g"pim— — 2

ktore rozpoznajemy jako pole hamiltonowskie funkcji
H(.9) = 54"pin; + V()
q,p) = 2m9 PiP; q)-

Na sposob lagranzowski i hamiltonowski otrzymujemy wiec te samg dynamike. Mozna takze
podaé przepis na odzyskanie rownania Fulera-Lagrange’a. Oznaczmy to réwnanie litera &£ i
przypomnijmy sobie iz jest ono podzbiorem w T?M. Przepis na £ jest nastepujacy: podroz-
maitoé¢ TD zawarta jest w TTT*M. Nalezy ja przecia¢ z T*T*M i wynik zrzutowaé na T2M.

Innymi stowy
E=T*ry(TDNT*T*M).

Latwo sprawdzi¢ przy pomocy wspotrzednych, ze wynik jest dobry.

Swobodna czgstka relatywistyczna. Korzystajac z afinicznej struktury M otrzymujemy
TT"M =M x V*xV x V*, TTM =M xV xV*x V*,

1 odwzorowanie oy
aM(Q7p7 U?].)) = (Q7U7p7p)'

Lagranzjan generuje podrozmaitos¢

@050 s e 0 a0 > of

Dynamika to

D {<q, "0 00) a€ M, afo0) > o},

co mozna inaczej opisac
D={(g.p.0.5): P =m’ v=ri(p). r>0}.
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Tym razem D nie jest obrazem pola wektorowego. Rzut D na T*M jest jednokowymiarows
podrozmaitoscia zwana powtokqg masy. W kazdym punkcie powtoki masy mamy p6t dystrybucji
jednowymiarowej. To, ze jest jej pot, a nie cata, odzwierciedla orientacje rozwigzan. Powtoka
masy jest podrozmaitoscig koizotropowa a dynamika potowa jej dystrybucji charakterystycznej.
Krzywe w przestrzeni pedéw moga mie¢ dowolng parametryzacje byle w przéod w czasie dla
czastek i w tyt dla antyczastek. Powtoka masy jest hiperboloida dwupowtokows. Jedna z powtok
dla czastek a druga dla antyczastek.

Dynamika D nie moze by¢ generowana przez zwykty hamiltonian, gdyz wtedy bytaby ob-
razem pola wektorowego. Gdyby dynamika byla cata dystrybucja charakterystyczna bytaby
generowana przez same wi¢zy, czyli przez powltoke masy. Jednak orientacja komplikuje nieco
sprawe i wymaga bardziej ztozonego obiektu generujacego. O tym jednak juz innym razem.
Roéwnanie Eulera-Lagrange’a, ktore otrzymalibysmy zgodnie z przedstawionym powyzej prze-
pisem tez jest bardzo sensowne. Korzystamy z identyfikacji T2M = M x V x V:

€={(gv,a): a=pv, peR, nv,v) >0}



