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. Obliczyé pole obszaru K C R?: (a

Zadania z Geometrii R6zniczkowej Seria 4 Grudzien 2011

) ograniczonego cykloida (z,y) = (t —sint, 1 — cost), t € [0, 2], i prostg y = 0;
(b) ograniczonego krzywag (, y) = (sin2¢p,sin3yp), 0 < ¢ < 7 (c) = {(=, y) (m2 +4%)? < a(z® - 32y}
(d) K = {(x,y) ar® —bry +cy* < 0; 2,y > 0}; (e) K = {(z,y) : az® —ba?y + cy* < 0; 2,y >0} (a,b,¢>0).

Obliczyc’ calki: fL ?((1 = cosy)dz — (y — siny)dy), gdzie L jest brzegiem obszaru {0 < y < sinz, 0 < z < 7};
b) [.( (Adl) Jebll A= a:z[ﬁz — 3xy,2z,3z], a L jest brzegiem pow1erzchn1 S={z=ay, 22 +9y>* < 1L,y > 1}
zorlentowanym “do gory”; (c) [4( (Ad3), jesli A = —[zmvzl g - . ! 62 =122 +9y>+ 22> 0% 2 > 0}

3
(a2+y2422) 8
oraz 0 < a < b < c sa zadane; (d) [4(AdF), jesli A = [acz,xzy,ygz], alS=0{0<z<22+9*>< Lz,y > 0}
1T o= AT T v T 1 _ . 7
e) fS(A dad), jesli A = z[e siny, e cosy, \/TTﬁ]’ a S = 51 U5, sklada sie z dwoch polsfer, zawartych w brzegu
bryty {1 <22 +y? +22<4,y>0}. W punktach (a), (c), (d) i (e) przyjmujemy orientacje zewnetrzna brzegu.

z dyNdz+y dzAdx+z dm/\dy
(12+y2+z2)3/2
Dowie$é, ze przy stosownej orientacji S wartosé %fsw jest objetoscia bryly [0,1]S := {rp: r € [0,1],5 € S} C R3.

Niech S C R?® bedzie powierzchnia zawarta w sferze {(z,y,2) : 22 +y> + 22 = 1}, a w :=

(a) Niech O :=R2\{0}; wykazaé, zejesli 0€ QY (0), d#=0 oraz fox%:l 0 =0, tod jestforma
zupelna.
(b) Niech Op := R?\ Res; wykazaé, ze jesli 0 € Q1(Op), df=0 i
zupelna.

fw%+x§:1)$320 6 =0, to 6 jest forma

Niech S := {z € R : ||lz]| = 1} € O :=R?\ {0}. Dowies¢, ze jesli w € Q*(0), dw =01 [qw =0, to w jest zupelna.
Wskazéwka.  Wykorzystaé ciagalnogé zbioréw Oy = R3\ (R_)e3z, O_ = R?®\ (Ry)es oraz wynik zadania
4(b).

Niech O := R"\ 0 oraz w := S."_ (=1)" o, dzy A ...dzy... A dz, € QV1(O). (a) Wyprowadzié¢ tozsamosé w =

r=1

x{‘d(%) A A d(%) (b) Dowies¢, ze d(f -w) = 0 <= (f jest dodatnio jednorodna stopnia —n ). (c) Znalez¢
forme pierwotna dla  f-w na Ot :={z €R":zy >0}, jesi f(z)= xf”g(%, cee %) dlaz € OF.
Obliczyé¢ 6 := fol ( *w) dt, sprawdzié¢ ze df = w, jezeli w := 2z 3(x dy Ndz+ydz Adx+ z dx Ady) € Q*(O

), 0=
{(z,v, ) z >0} oraz ¢ : [0,1] x O — O dane jest wzorem: (a) ¢(t, x,y, 2) := (tx, ty, 1 —t +tz2); (b) &(¢, 2, ¥, 2)
(tz,ty, 2*).

Niech R bedzie radialnym polem wektorowym na @ := R3\ {0}, tzn. B(z) := Z. Sprawdzi¢, ze jesli pole wektorowe
A na O jest dodatnio jednorodne stopnia a € R, tzn. /Y(t x) = t’l/Y(x) dla x € O oraz t > 0, to zachodza wzory:
(a4 1)A = grad(A|R) + (rotA) x B, (a+ 2)A =rot(A x R) + (divA)R.

W konsekwencji A ma na O potencjal skalarny (wektorowy), jeslirotA =0ia# —1  (jeslidivA =0i o # —2).

Niech R bedzie radialnym polem wektorowym na O := R™\ {0}, tzn. R(z) = x. Dowies¢, ze jesli w € Q*(O) spetnia
warunek w(tz) = t*w(z) dla z € O, t > 0, tzn. wspdlczynniki w sa funkcjami dodatnio jednorodnymi stopnia «,

to ’ (a+k)w=dRJw)+ R1dw ‘ Sprawdzié, ze stanowi to uogdélnienie wyniku poprzedniego zadania.

Stosujac tw. Stokesa dowie$é, ze jesli u i v sa funkcjami gladkimi na otoczeniu zwartego obszaru K C R?, to
zachodza nastgpujqce tozsamosci Greena: [ (uAv+(Vo|Vu))de dy = [, udlds = Jox u(%dy—g—;dm), S (uAv—
vAu)drdy = [, (udl —vd%)ds, [ Audrdy= [, 2%ds. Wyjasni¢ sens tradycyjnego symbolu 2%

Wyprowadzié wzory: fL (Adi) = [.( Alt)dsy, Js( (Ad3) fs(fﬂn)dsQ7 wyrazajace catki z form rézniczkowych w R3
po krzywych (dim L = 1) i pow1erzchn1ach (dim S = 2) przez calki krzywoliniowe i powierzchniowe; ¢ oznacza pole
wersoréw stycznych na L, a n — pole wersoréw normalnych na S; orientacje L i S okreslone sa przez t i n.

1 2
Obliczy¢ calki / fdsa i / ?dSQ, jesli S jest stozkiem {(zx,y, 2) : ‘z’—z + Z—z =22, 2€(0,d},a fi=/5%+ g—i + 22
s S

Niech O C R*\ {0} (otwarty), f € Q°(O); oznaczmy f’; := gxl : R — R, r(z) := ||z||. Dowiedé, ze: (a) Je-

8li f znika na brzegu zwartego obszaru K C O, to [ r3(z1f)) + zafly + x3f'3)d®x = 0; (b) Jedli f znika na

brzegu zwartej powierzchni S € O, an : S — R3 jest polem jednostkowych wektoréw normalnych na S, to
r1 Ny

f/

1 L

/* f7/2 T2 N9 dSQZO.
S

r
f,/g xr3 N3
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Na R3 dane sa trzy pola wektorowe:

X = Y14~ )t oy - ) + (o2 )
Y=(ry+2)&+501-22+y* 2L + (yz— o) 5
Z=(wz—y)Z+weta) L +501-a -y +22)L

(a) Sprawdzi¢, ze w kazdym punkcie p = (z,y, z) wartosci (X (p), Y (p), Z(p)) tworza baze ortogonalng w przestrzeni
stycznej T,R3;

(b) Obliczy¢ [X,Y], [Y, Z],[Z, X] i wyrazi¢ wynik w bazie (X,Y, Z).

(c) Niech © =R3\ {(0,0,0)} i niech ¢ : Q — Q oznacza odwzorowanie

x Yy z
x2+y2+22’ x2+y2+z2’ $2+y2+2§2

).

o(r,y,2) = (

Wykazaé, ze ¢ jest dyfeomorfizmem i obliczyé¢ To(X), Te(Y), To(Z).

x
Niech M bedzie macierza 3 x 3 o wspélczynnikach rzeczywistych, niech takze r = | y |. Definiujemy pole wektorowe
z

na R? wzorem
F(r) = Mr.

Jakie warunki musi spelnia¢ M aby pole to miato (a) potencjal wektorowy, (b) potencjal skalarny? Znalezé, jesli
istnieja potencjaly, dla

01 0
M=|11 2
0 2 -1

Niech O = {(x,y,2) : z > 0}. Obliczyé¢
1
9\ .
o— /0 (o))t
i sprawdzié, ze df = w dla

w:z%(a:dy/\dz—i—ydz/\dx—i—zdx/\dy) dla z2>0
©:[0,1] x O 3 (t,x,y,2) — (tx, ty, ")

Obliczy¢ strumien pola A = y% + zQ(% + a?QD% przez powierzchnie S = {(z,y,2) : 22 +y?> — 22 = 1,2 € [1,2]}
zorientowang na zewnatrz.

Niech w = xdy+ydz+ zdx bedzie jednoforma na R?. Udowodnié, ze jedli funkcja gtadka f : R? — R spelnia warunek
d(fw)=0to f=0.

Obliczy¢ calke z formy rézniczkowej
w=23dy Adz + y?dz Adx + zdz A dy
po powierzchni bocznej brylty obrotowej
B={(z,y,2): 0<2<3, 2> +9°+1<2%}
zorientowanej jak w twierdzeniu Stokesa.

Wyrazié¢ dywergencje pola wektorowego we wspétrzednych parabolicznych w R? (€7, ).

T =+/Encosp
y = VE&nsing

z=3(E-n)
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(a) |K| = 3m; (b) |K| = ?2 (¢) |K| = Za? (parametryzowaé katem ¢); (d) %a_3b50_2; (e) |K| = % —5p7c2.

Zastosowaé twierdzenie Stokesa. Odp. (a) I =—%(e™ —1); (b) %; (c) 27 (1 — £ bz,az) (d) §; (e) %w.

5 c2—a?
r2dr Aw = dz A dy A dz, wiec sprowadzajac catke wielokrotng do catki iterowanej mamy |[0, 1]S| = f[o 18 r2dr Aw = fol r2dr - fs w.

(a) Sciggalnosé zbioréw Oy := O\ (Rx)e2 daje If+ € Q9(04) : 6 = dfy na Og; réznica f := fi — f— jest stala na obu spéjnych
sktadowych O NO_, tzn. na poéiplaszczyznach {x1 > 0} i {x1 < 0}. Dzielac v na dwa tuki o koricach p = (1,0) i ¢ = (—1,0) dostajemy

0= fw 0= (f+(q) — f+ (p)) + (f, (p) — f,(q)) = f(q) — f(p), wiec obie stale sg réwne: f+ = f_ + c. Stad f+ ma przedluzenie do
gtadkiej funkcji na O, ktérej rézniczka jest 6. (b) Dowdd identyczny; jako O bierzemy dopelnienia stosownych pétptaszczyzn w R3.

(éciqgalnoéc’ Oi) = 30+ € Q1(O4) : w = df+ na O. Niech St beda gérna i dolng pélsfera, zas v — okregiem ~(t) = (cost,sint,0),

stanowigcym wspélny brzeg S+. Z tw. Stokesa 0 = fs w = fS+ do4 + fs_ do_ = fw 04 — f’y 0_ = f’y(9+ —6_); zarazem 0 := 04 —6_

na Op := O4 N O_ jest zamknigta (bo df+ = w), wiec If € Q°(Op) : df = 6+ — 6_ na Op (zadanie 4(b)). Przedstawmy f w postaci
. 1 1/2

f=1fr—f=, freQ%0O4), np. biorac f1 =h (HZTS”) f, gdzie h € QO(R) jest taka, ze h(t) = {0 tt<>1/é Wtedy 6+ — df+ € Q1(O1)

oraz 04y —dfy =0_ — f_ na OL NO_, wiec O+ — df+ sklejaja si¢ do jednej gladkiej formy 6 na O = O U O_; jest jasne, ze df = w.

(a) ¢*w = (1—t+t2)3[t* (@ dy—y dx)A(t dz+(2—1)dt)+(1—t+tz) (2 dzAdy+tz diAdy-+ty doAdt))], wiee 5 J P*w =

:ﬁflz(%fﬁ)du—22,t09— s (zdy — ydx).

u

iy (@ dy—y da);

1 t _ N|u=1—t+tz
0 (I—t+tz)3 ~ ||t=(u—1)/(2—1)

(b) ¢*w = 2z 2tt(tlog z — 1)dt A (y dx — = dy) + 2z~ 2 t2dx Ady + 222~ 13 (v dy —y dx) Adz, WiQC B PTw = 272 (tlog z — 1) (y dx — x dy);

1
skoro fol 272 (tlogz — 1)dt == H“:t logz|| — Jog™2 2 fologz u(u —1)e"2du = —2log=? 2 [uQe_Qu] Oogz =-1272 to 0= 2dpdz dyQZydx.

skoro

(a) Np. 6 := %(erS*w), gdzie w := Zzl;”:l()%z)gdz
(b) Mozna wziac np. 0 := ¢*0, gdzie ¢ : O — O, o(z,y,2) = (/x? + Y2, 2); wtedy oczywiscie db = ¢* (df) =0, lecz 6 nie jest zupelna

(bo # 0 jest catka z 6 po okregu {(x — 1)2 + 22 =72, y = 0}). Warunek S*0 = 6 sprawia, ze 0 jest gladka na O, nie tylko poza osig 0z,
2wz de+(—a’+22+1)dz 2z2(x doty dy)+(—z? —y>+22+1)dz c Ql(@)
(22422 +1)2—422 (@2 +y2+2241)2—4(22+52) .

; niezupelno$é 0 wynika stad, ze f_y 0 # 0, gdy ~ jest malym okregiem wokét (1,0).

,awi@cé:

na ktérej ¢ nie jest gladkie. W istocie tatwo policzy¢, ze 6 =

Oznaczmy vol := dx1 A...Adzy; przedstawmy o € Q" 1(O) w postaci 0 = g4 := A_l vol, gdzie A : O — R"™ jest polem wektorowym na
O. Skoro F*vol = det F - vol (z definicji wyznacznika), to ’ F*oq =det F-op« 4 |dla F € End(R™), det F' # 0, gdzie F* A jest nowym

polem wektorowym (“cofnigciem pola A przez F”), danym wzorem F*A = F~! o Ao F. Tak wiec 04 jest obrotowo niezmiennicza

<= pole A jest obrotowo niezmiennicze, tzn. F*A = A, tzn. VF : Fo A = Ao F. Ustalmy z € O i weZmy y := Az; mamy wtedy
Fy = y dla wszystkich obrotéw F, takich ze Fx = z; wynika stad, ze prostopadla do x skladowa y jest =0 (gdyz O jest jedynym
obrotowo niezmienniczym wektorem w przestrzeni (x)L), wiec y||x. Zatem obrotowo niezmiennicze pole musi mie¢ postaé A(z) = h(zx)z
dla pewnej h € Q°(0); wtedy F*A = A oznacza VF(obrét) : h(Fz) = h(z), skad h(z) jest funkcja od ||z||, co daje (a). Latwo sprawdzié,
ze JXw = w, dw = 0 oraz dr A w = r1~"vol (gdzie () := ||z||), skad natychmiast wynika (b).

Niech 6 := R_lw, tzn. 6(z) = zlw(z) dla = € O; rézniczkujac t¢ zalezno$é otrzymujemy 6'(z)v = z_l (w’(x)v) +vdw(z) dlav e
R™; stad do(z)(v1,...,00) = 30 _ 1( DL (0 (@)or) (01, Uy vE) = Zle[(w'("f)vr)(%vl,~~~vAr~~~,vk) + w(@)(Vr,v1, 0O v)] =
=k w)(vi,...,vx) + ZT 1( z)vp )(x,vl,...ﬂl.,.,vk). Z kolei biorac vg := & mamy: (R dw)(z)(v1,...,vr) = dw(x)(vo,...,vr) =

k ~ k ~ . . . .
= ZT:O — (w (x)vr) (vo, - Vp.cy V) = (w’(x):c) (V1 ey Or) + ZTzl(—l)T (w’(x)vr) (z,v1,...0r..., v ). Dodajac stronami te dwie réw-
nosci i korzystajac z réwnania Eulera o’(z)z = a - w(z) (jednorodnoéé stopnia «) dostajemy teze. (Symbol ~ oznacza pominiecie.)

Inny sposéb. Niech (a:"“)" — standardowe wspélrzedne na R™, 9; := % oraz wiy...iy = W(0sy,..., 0 ) — wspbtczynniki w. Wtedy
(dw)igiy...ip, = Osgwiy...ip + Z 1)78; Ty O WraZ 2 réwnaniem Eulera Zl 20w, = a - w.. daje (RJ (dw))z‘l...ik =

= Z (dw) Yidq..i = Q- Wiy 4y + Zr:l — )T Zl wlazrwll/;w Z kolei dla 6 := R_w mamy 6. = Zl 2lw;. ., wiec (d0)sy...4p, =

= Zr:l(_l Tﬁla“gil..f;,.,ik = ZI::I(_I)P1 2 8“@%“1.. i ik) = Zf:l(_l)Pl > [xiairwiil..."\ e T Y Azk] Do-

A (7SN I Tyl iy

dajac to do poprzedniej réwnosci dostajemy (RJ dw + d(R_ w)) = (ot E)wi . g,
i1 ... 0

Ad fL: Jedli ¢ jest parametryzacja krzywej L, to to ¢ = ||¢'|| "1, ¢*ds1 = ||¢'||, wiec ¢* ((g\t)ds1) = (Ao ¢(u)|¢ (uv)) |du|, natomiast
¢*(Adl) = Z Aj o ¢(u) D gy = (A o ¢(u)|¢’ (u)) du, skad teza. Ad fS: Jesli ¢ jest parametryzacja powierzchni S, to ¢*dsz =

||au1 8u2 ® || =: k, za$ n o qS = 7(% X 86%), wiec ¢* ((/Y|n)d52) = (Ao ¢(u )\8u1 au2)|d“1 A dug|, zaé ¢*(AdF) = (A1 o
d)(u)% + .. .)dul Aduz = (Ao p(u)|-2L Oul auz ® Vduy A dug, skad teza.

2 2;2 2y .3
d(z, ) := (azcos @, bzsin p, 2), wtedy ¢p*dse = z\/a2b2 + a2 sin? p + b2 cos? ¢ |dz A dep). Odp. I = W, I3 = 27mabc.



