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Parzystość nie zależy od r1, r2: niezależnie od sposobu dochodzenia do docelowej permutacji
liczba kroków ma dobrze określoną parzystość. !

Zauważmy także, że każda permutacja (będąc bijekcją zbioru {1, 2, . . . , n} w siebie) jest
odwracalna, tzn. dla każdego σ istnieje ρ takie, że

σ ◦ ρ = ρ ◦ σ = id , tzn. ρ = σ−1.

Chwila zastanowienia daje wniosek, że

sgn σ = sgn σ−1.

Permutacja σ−1 składa się z tych samych transpozycji co σ, tylko zastosowanych w odwrotnej
kolejności. Dzięki temu możemy udowodnić twierdzenie:

Fakt 2.
detA = detAT .

Dowód: Korzystamy ze wzoru:

detA =
∑

σ

sgn σ aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n =

i przestawiamy wyrazy w każdym iloczynie aσ(1)1aσ(2)2 · · ·aσ(n)n tak, aby były uporządkowane
zgodnie z kolejnością górnych indeksów. Otrzymujemy wtedy

=
∑

σ

sgn σ a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · ·anσ−1(n) =

Ponieważ każda permutacja ma odwrotną, a znaki σ i σ−1 są takie same, możemy sumować po
σ−1:

=
∑

σ−1

sgn σ−1 a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · ·anσ−1(n) =

Jeśli teraz B = AT , to bij = aj i zatem

=
∑

σ−1

sgn σ−1 bσ
−1(1)

1b
σ−1(2)

2 · · · b
σ−1(n)

n =

Żeby uniknąć niejasności oznaczamy wskaźnik sumowania przez ρ i dostajemy

=
∑

ρ

sgn ρ bρ(1)1bρ(2)2 · · · bρ(n)n = detB = detAT .

!.

Wzór z permutacjami jest trochęmało praktyczny. Już dla macierzy 4×4 sumować musimy 24
składniki. Warto wymyśleć jakiś wygodniejszy wzór. W poniższych rozważaniach skorzystamy
z faktu, że wyznacznik jest wieloliniowy ze względu na kolumny macierzy oraz że nie zmienia
się jeśli do kolumny dodamy kombinację liniową pozostałych. Przyjrzyjmy się bliżej tej drugiej
własności - do k-tej kolumny dodamy wielokrotność pierwszej:

vol (a1, a2, . . . , ak + λa1, . . . , an) = vol (a1, a2, . . . , ak, . . . , an) + λvol (a1, a2, . . . , a1, . . . , an)

Drugi składnik sumy jest równy zero, gdyż na miejscu k-tym i pierwszym stoi ten sam wektor.
Ustalmy teraz macierz A, jej kolumny a1, . . . an i indeks i ∈ {1, 2, . . . , n}:

detA = vol (a1, a2, . . . , ai, . . . , an) =
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Zapisujemy ai w bazie standardowej: ai = a1ie1 + a2ie2 + · · ·+ anien:

= vol (a1, a2, . . . , a1ie1 + a2ie2 + · · ·+ anien, . . . , an) =
n
∑

j=1

aj ivol (a1, a2, . . . , ej , . . . , an).

popatrzmy na k-ty składnik powyższej sumy:

akivol (a1, a2, . . . , ek, . . . , an) = aki det

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

a11 a12 · · · 0 · · · a1n
a21 a22 · · · 0 · · · a2n
...
...

...
...

ak1 ak2 · · · 1 · · · akn
...
...

...
...

an1 an2 · · · 0 · · · ann

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

Przy pomocy 1 w i-tej kolumnie i k-tym wierszu można wyzerować prawie cały k-ty wiersz
odejmując od wszystkich kolumn poza i-tą wektor akjek:

= aki vol (a1, a2, . . . , ek, . . . , an) =

aki vol (a1 − ak1ek, a2 − ak2ek, . . . , ek, . . . , an − aknek) =

aki det

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

a11 a12 · · · 0 · · · a1n
a21 a22 · · · 0 · · · a2n
...
...

...
...

0 0 · · · 1 · · · 0
...
...

...
...

an1 an2 · · · 0 · · · ann

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

=

Przestawiamy teraz i-tą kolumnę na pierwsze miejsce zmieniając znak i − 1 razy, a następnie
k-ty wiersz na pierwsze miejsce zmieniając znak k − 1 razy:

= (−1)i−1(−1)k−1aki det

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

1 0 0 · · · 0 0 · · · 0
0 a11 a12 · · · a1i−1 a1i+1 · · · a1n
0 a21 a22 · · · a2i−1 a2i+1 · · · a2n
...
...

...
...

...
...

0 ak−11 ak−12 · · · ak−1i−1 ak−1i+1 · · · ak−1n
0 ak+11 ak+12 · · · ak+1i−1 ak+1i+1 · · · ak+1n
...
...

...
...

0 an1 an2 · · · ani−1 ani+1 · · · ann

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

.

Bez trudu stwierdzimy, że ostatni wyznacznik jest równy wyznacznikowi macierzy (n−1)×(n−1)
postaci

det

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

a11 a12 · · · a1i−1 a1i+1 · · · a1n
a21 a22 · · · a2i−1 a2i+1 · · · a2n
...

...
...

...
...

ak−11 ak−12 · · · ak−1i−1 ak−1i+1 · · · ak−1n
ak+11 ak+12 · · · ak+1i−1 ak+1i+1 · · · ak+1n
...

...
...

an1 an2 · · · ani−1 ani+1 · · · ann

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦
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Wyznacznik macierzy z wykreślonym k-tym wierszem i i-tą kolumną pomnożony przez (−1)k+i

nazywamy dopełnieniem algebraicznym wyrazu aki i oznaczamy Aik. Zwróćmy uwagę na poło-
żenie indeksów!!! Wstawiamy dotychczasowe ustalenia do początkowego wzoru na wyznacznik
i otrzymujemy

detA =
n
∑

j=1

ajiA
i
j

Powyższy wzór nazywa się Rozwinięciem Laplace’a względem i-tej kolumny. Z niezmienni-
czości wyznacznika względem transpozycji wynika, że można rozwijać także względem wiersza,
wtedy rozwinięcie Laplace’a ma postać (rozwinięcie względem j-tego wiersza)

detA =
n
∑

k=1

ajkA
k
j.

Rozwinięcie Laplace’a wykorzystać można do wyprowadzenia dwóch pożytecznych wzorów:
wzoru na macierz odwrotną i tzw. wzorów Cramera dotyczących problemu rozwiązywania nie-
zdegenerowanych układów równań liniowych.

Wzór na macierz odwrotną. Niech A będzie macierzą n× n taką, że detA ≠ 0. Wtedy, jak
wiadomo, istnieje A−1. Oznaczmy przez AD macierz

AD =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

A11 A12 · · · A1n
A21 A22 · · · A2n
...

...
...

An1 An2 · · · Ann

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

zwaną macierzą dopełnień algebraicznych albo macierzą dołączoną. Obliczmy iloczyn AAD:

AAD =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...
...

...
an1 an2 · · · ann

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

A11 A12 · · · A1n
A21 A22 · · · A2n
...

...
...

An1 An2 · · · Ann

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

.

Wyraz diagonalny na pozycji ∗kk ma postać:
n
∑

j=1

akjA
j
k = detA.

skorzystaliśmy z rozwinięcia Laplace’a. Wyraz pozadiagonalny ∗kl dla k ≠ l ma postać
n
∑

j=1

akjA
j
l

Powyższa suma jest równa zero, gdyż zgodnie z rozwinięciem Laplace’a jest to wyznacznik
macierzy w której w k-tym i l-tym wierszu stoi ten sam k-ty wiersz wyjściowej macierzy A.
Otrzymujemy więc

AAD = detA · 1.
Podobnie okazuje się, że

ADA = detA · 1.
W uzasadnieniu wykorzystuje się rozwinięcie Laplace’a względem kolumny, a nie wiersza. W
ten sposób uzyskujemy wzór:
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Fakt 3. Jeśli detA ≠ 0 to

A−1 =
1
detA

AD.

Wzory Cramera. Niech teraz A będzie macierzą układu równań:
⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

Ax⃗ = b⃗

Jeśli detA jest różne od zera to istnieje A−1 i układ równań ma jedno rozwiązanie:

x⃗ = A−1⃗b.

Korzystając ze wzoru na macierz odwrotną stwierdzamy, że k-ta współrzędna wektora x⃗ ma
postać

xk =
1
detA

n
∑

j=1

Aklb
l.

Ze wzoru na rozwinięcie Laplace’a względem k-tej kolumny wynika, że
n
∑

j=1

Aklb
l

jest wyznacznikiem macierzy A w której k-tą kolumnę podmieniono na wyraz wolny:

n
∑

j=1

Aklb
l = det

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

a11 a12 · · · b1 · · · a1n
a21 a22 · · · b2 · · · a2n
...
...

...
...

an1 an2 · · · bn · · · ann

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

.

Przy badaniu funkcji wielu zmiennych przydatne będzie wyznaczanie sygnatury formy
kwadratowej metodą wyznacznikową. Niech Q będzie formą dwuliniową symetryczną,
której macierz w bazie e = (e1, e2, . . . en) jest

[Q]e =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

Q11 Q12 · · · Q1n
Q21 Q22 · · · Q2n
...

...
. . .

...
Qn1 Qn2 · · · Qnn

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

.

Poszukamy alternatywnej metody znajdowania bazy diagonalizującej. Nową bazę oznaczać bę-
dziemy literą f . Niech f1 = e1. W podprzestrzeni rozpiętej przez e1 i e2 szukamy wektora f2
takiego, że

Q(f1, f2) = 0.

Wiadomo, że wektor ten jest kombinacją liniową wektorów e1 = f1 i e2:

f2 = λ1e1 + λ2e2

Współczynniki wyznaczymy z warunku Q(f1, f2) = 0:

0 = Q(f1, f2) = Q(e1,λ1e1 + λ2e2) = λ1Q(e1, e1) + λ2Q(e1, e2) = λ1Q11 + λ2Q12


