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Parzystosé nie zalezy od 7, r9: niezaleznie od sposobu dochodzenia do docelowej permutacji
liczba krokow ma dobrze okreslong parzystosé. [

Zauwazmy takze, ze kazda permutacja (bedac bijekcja zbioru {1,2,...,n} w siebie) jest
odwracalna, tzn. dla kazdego o istnieje p takie, ze

cop=poo=id, tzn. p=0" L.

Chwila zastanowienia daje wniosek, ze

sgno = sgn ot

Permutacja o~! sktada sie z tych samych transpozyciji co o, tylko zastosowanych w odwrotne;

kolejnosci. Dzieki temu mozemy udowodnié¢ twierdzenie:

Fakt 2.
det A = det AT

Dowdd: Korzystamy ze wzoru:

det A = Z sgno a’Ma@y. g™ =

i przestawiamy wyrazy w kazdym iloczynie a®®1a®, - -.a7™), tak, aby byly uporzadkowane
zgodnie 7z kolejnoscig goérnych indekséw. Otrzymujemy wtedy

1 2 n
= ngna A -1(1)A 6-1(2) " "G 5-1(n) =

g

Poniewaz kazd tacj dwrot ki o io ! sy taki / ¢
onlewaz Kazda permutacja ma odwrotng, a znakli o 1 0~ - sg takie same, mozemy sumowac po
oL
-1 1 2 n
= ngna A 5-1(1)A g-1(2) " "G g-1(n) =

—1

Jesli teraz B = AT, to b'; = a?; zatem

=S sgno L7 W@, LTI =
o1

Zeby uniknaé niejasnosci oznaczamy wskaznik sumowania przez p i dostajemy

=Y sgnp D, 5P, = det B = det A"
p
.

Wzoér z permutacjami jest troche mato praktyczny. Juz dla macierzy 4 x4 sumowac¢ musimy 24
sktadniki. Warto wymysle¢ jakis wygodniejszy wzér. W ponizszych rozwazaniach skorzystamy
z faktu, ze wyznacznik jest wieloliniowy ze wzgledu na kolumny macierzy oraz ze nie zmienia
sie jesli do kolumny dodamy kombinacje liniows pozostatych. Przyjrzyjmy sie blizej tej drugiej
wlasnosci - do k-tej kolumny dodamy wielokrotnosé pierwszej:

vol (a1, as,...,ax + Aay,...,a,) =vol(ay,as, ... a4k, ...,a,) + Avol (ay,as,...,a1,...,a,)

Drugi sktadnik sumy jest rowny zero, gdyz na miejscu k-tym i pierwszym stoi ten sam wektor.
Ustalmy teraz macierz A, jej kolumny a4, ...a, i indeks i € {1,2,...,n}:

det A = vol (ay,ag,...,a;...,a0,) =



Zapisujemy a; w bazie standardowej: a; = a';e; + aeq + -+ - + aien:

1 2
=vol(ay,as,...,a e +a“ea+---+a e, ...

popatrzmy na k-ty sktadnik powyzszej sumy:

k
a®vol (ay,ag, ..., ek, ...

La,) = a¥; det

L a

n

J=1

n
1 Q2

o

0

,@n) = Z&jiVOI (ala&% sy Gy '7an)‘

a n

Przy pomocy 1 w i-tej kolumnie i k-tym wierszu mozna wyzerowaé¢ prawie calty k-ty wiersz
odejmujac od wszystkich kolumn poza i-ta wektor a”;ey:

k
=a Z'VOl(&l,ag,...,ek,...,&n):

a”; vol (ay — a¥1ey, ay — absey, . ..

k
1€y -+, An — @ nek) =
T aly  als 0 a'y,
a®y a®y 0 a?,
i : : :
a®; det 0 0 1 0 =
L a" a”y 0 - a" |

Przestawiamy teraz i-tg kolumne na pierwsze miejsce zmieniajac znak ¢ — 1 razy, a nastepnie
k-ty wiersz na pierwsze miejsce zmieniajac znak k£ — 1 razy:

= (=D (=1 a"; det

1 0 0
0 all alg
0 CL21 CL22

k-1 k—1
0 a 1 a 2

0
1
a ;-1
2
a~;—1

ab-1.

i—1

n
a ;-1

0
1
a1
2
a~i41

n
a 41

Bez trudu stwierdzimy, ze ostatni wyznacznik jest réwny wyznacznikowi macierzy (n—1)x(n—1)

postaci

det ak—1 1

Cl12 T Cllz‘—1
Cl22 T GQZ‘—1
ak712 L akqi_l
k+1 akﬂF1
ay - a4

1

a i+1
2

a~i+1

akfli

+1
k+1
@+i+1

n
a i1

at,

a*,

akfl

ak+1

n

n




10

Wyznacznik macierzy z wykreslonym k-tym wierszem i i-tg kolumng pomnozony przez (—1)**

nazywamy dopetnieniem algebraicznym wyrazu a; i oznaczamy A’j. Zwréémy uwage na poto-
zenie indeksow!!! Wstawiamy dotychczasowe ustalenia do poczatkowego wzoru na wyznacznik
1 otrzymujemy
n

j=1
Powyzszy wzor nazywa sie Rozwinieciem Laplace’a wzgledem i-tej kolumny. Z niezmienni-
czo$ci wyznacznika wzgledem transpozycji wynika, ze mozna rozwijaé takze wzgledem wiersza,
wtedy rozwiniecie Laplace’a ma postaé (rozwiniecie wzgledem j-tego wiersza)

det A = Z ajkAkj.
k=1

Rozwiniecie Laplace’a wykorzysta¢ mozna do wyprowadzenia dwoch pozytecznych wzordw:
wzoru na macierz odwrotng i tzw. wzoréw Cramera dotyczacych problemu rozwigzywania nie-
zdegenerowanych uktadéw réwnan liniowych.

Wzér na macierz odwrotna. Niech A bedzie macierzg n x n taka, ze det A # 0. Wtedy, jak
wiadomo, istnieje A~!. Oznaczmy przez AP macierz

Ay Ay - AL
e A2, A%, ... A2
A”l A”2 ce A”n
zwang macierzq dopetnier algebraicznych albo macierzq dolgczong. Obliczmy iloczyn AAP:
all a12 ce aln All A12 e Aln
AAD _ CL21 CL22 e a2n A21 A22 T A2n
ay a"y --- a", Aty Ay e AT,

Wyraz diagonalny na pozycji **;, ma postaé:
n
Z aijjk. = det A.
j=1

skorzystali$my z rozwiniecia Laplace’a. Wyraz pozadiagonalny #*; dla k # [ ma postaé
n
> at A
j=1

Powyzsza suma jest réwna zero, gdyz zgodnie z rozwinieciem Laplace’a jest to wyznacznik
macierzy w ktorej w k-tym i [-tym wierszu stoi ten sam k-ty wiersz wyjsciowej macierzy A.
Otrzymujemy wiec

AAP =det A - 1.
Podobnie okazuje sig, ze

APA =det A-1.
W uzasadnieniu wykorzystuje sie rozwiniecie Laplace’a wzgledem kolumny, a nie wiersza. W
ten sposob uzyskujemy wzor:
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Fakt 3. Jesli det A # 0 to
-1 _ L b
det A

Wzory Cramera. Niech teraz A bedzie macierzg uktadu rownan:
atix' +alyz? + - +al " =0t
a?ixt + a2 4+ -+ a? 2" = b2 -

AZX =b
anlxl +6Ln21'2 R annxn = pn

Jesli det A jest rozne od zera to istnieje A™! i uktad réwnan ma jedno rozwigzanie:

7= A"

Korzystajac ze wzoru na macierz odwrotng stwierdzamy, ze k-ta wspotrzedna wektora Z ma

postac

1 n
k k1l
= A"b
det A JE:I :
Ze wzoru na rozwiniecie Laplace’a wzgledem k-tej kolumny wynika, ze
n
Z Akl bl
j=1
jest wyznacznikiem macierzy A w ktorej k-ta kolumne podmieniono na wyraz wolny:
all a12 .« e bl DR aln
n a2 a2 PR b2 PR a2
3 AR = det N
j=1 :
a/nl an2 .« .. bn . e ajnn

Przy badaniu funkcji wielu zmiennych przydatne bedzie wyznaczanie sygnatury formy
kwadratowej metoda wyznacznikowq. Niech () bedzie forma dwuliniowa symetryczna,
ktérej macierz w bazie e = (e, ea, ... €,) jest

Qll Q12 e an
[Q]e _ Q521 QEZQ QQn
in Qn2 e an

Poszukamy alternatywnej metody znajdowania bazy diagonalizujacej. Nowa baze oznaczaé be-
dziemy litera f. Niech f; = e;. W podprzestrzeni rozpietej przez e; i ey szukamy wektora fo
takiego, ze
Q(fla f2) = 0.
Wiadomo, ze wektor ten jest kombinacjg liniowag wektoréw e; = fi 1 e:
fg = )\161 + )\262
Wspblezynniki wyznaczymy z warunku Q(f1, f2) = 0:

0= Q(f1, f2) = Qex, Mey + )\262) = >\1Q(617 e1) + )\QQ(€1, es) = MQu + N Qo



