
ALGEBRA R 18

STRUKTURA ENDOMORFRMU

- operatory mutowe col

- 's loud iwysuacsnik operators
- tw

. Gykyk - Hamilton



11 .

UkiadodwzorowanPzi.i.iPkspeewiajqcywOwuukijakwyzejiayliPst.i.tPk-idv.PiPj-Oolheitjnaaywen.qRzutowyn02keadjeolnosci.2godnie2estwierokeuiem.mutowyno2kioudjcolwoscidefimiujero2kiadVmesumepvonqk-podpmestneni.Wbadaniustrukturyeudomarfi2muliuiowegoprsyow.yesigmozliwosiobcigcieodwsorowenieowmuriqhejpodpmestmeui.Mabseuswteolytuedyobuaiouueoperatorem.euyprowaobieposetspadpnestrsen.MiwimyizepodpmestmenWcVjestmie2miennicse2ewwj1qdumeFeEndVje.sliFChDcW.LoIoZmyteraz.zeWiestmie2miennicsexewwfeolumeF.Knswuujemybazge-Cesi.i.iek.ekm.i.i.ienjwtakisposib.abyhFCesr.ieid.WteolymauenFmdpoAacNajlepnasytuaq.eiestwteolygdyinnieje.iitfxHieIeIiieEeiFIeIIe.ieeeh-Kly0XWteolyV-WtOUro2kiaouenqmesumqprroAgpodpmestmeuinie2mienni-WcsychixttezjestOKh-kSTWlERDZENlEiFEEnoKV1VNo2keowlasiqmesumqprrongVztOVypodpneolmeuime2miennicsychusgeqdemFwteolyitylkowteolygdyinnig.emutowyNo2kioudjeduosciPziPztakiizeFPz-PzFiFPa-PzFft2nLPzEfOLPz.tT-ifDOWODi-72godnie2saeozeuiemVziVzsqpodpmestmeuiamimie2mienniosymioUeFora2VztOVg-V.We2my@msn.com

owynozkiad jwww.sa.2wigsauy 2 Noskeadelu ✓

na sumq prong .

Wiadomo
,

ze Pyne idvz , poolobuie Byvjidvu
Weizmy OEV I zapiszmy 0=02+72

,
Jze Vz I VZEVZ

FPzJ=FPs( Esta ) = Foz - idvztoz =PsFJz= Pz ( For + Far) - Ps FJ
A

podobuiedle Pz
✓ 1 Vz

FPatFBlonhff-Fq-idyFq-PFhz-PfFqtFff-P2FJF2oIozmyterazzeCPs.Pdjestnutowymno2keademjeowos.citakimzePiF-FPi.Rwtowyrro2keaoljedh.scijest2awne2wiq2aery2ro2keoudeiuVnasumqprottgV-Vz@Vz.P

okazeuiy ,
Ze Vzivz see niezeiiennicse .



Wesimy dowolne Jevz
: Fo=FPzJ= PZFJ e imPz=Vz 12

Podobuie weismy web : FW = FPZW = Pzfw e imPa=k
.

A

Stwierokeuie podobne 06
powyznego tylko 2 wielowa skeaoleukaun

.

hemy prong
.

takze jest prawobiwe . rsapinewy je ,
ale and bgobieeuy dowoobid

. Dowodnierdzni

fig od tego Ollie K -2

k
STWIERDZENIE : FEEOKV ) Vnozktowla sing me sumq prong €tsVi

podpneolmeui
meamiennicsych usgeqdem F wtedyitylkowteolygayinnige mutowy

Nozkioud jedw.su
.

(R , ...  Pk ) taki
,

Ze
FR

.

=p
. F

Nasa strategic poszukiwania bazywkt.org
.

operator F me mozliwiepronz
postal ( macien blokowa

, byc
'

moze diowphahue . . . ) bgobiepolegaea me

ponhkiwaniu podpmestmeui miezeniennicsych . Tyko skpd ie wzipc ?

WYZNACZNIK I SLAD OPERATOR A

W
pierwssym semestme zdefimiowalismy pojqcie wyanacsnike maciehy

kwowwatowej . Okazuje tie ze wyzewesnik jest dobne sdefiniowauy due auto -

morfizmiwdowoluq
.

skonacuie wymiarowej pmestmeni wektorowq
.

STWIERDZENIE : Fe End ( v )
, e. f- bazy w V

det # ee ) = det (EMI )

Dow .0D : [ FI ee= [idit [ FDP
 

[ idfet oananmy Q=[ idle , wledy E 'T iddfe

det ( [ Hee )=det(Q
'

[ FI Q ) = detaildate#detQ=det([FIT )
Do

⇐etQ

DEFINICJA : Fe End ( v ) e - base wv det F= det ( [ F) ee )

Wpmykiadzievoopouyeujqcyur make Nozwazauie 0 structure enolomorfizmu
liuiowego wprowaobilismy pojqcie wielomianu ohowakteynyosnego macieny

wwrem Wa ( x ) = det ( A- X1 ) gohie Aek
"

n

�1�rystajgc a definigi wysnacsuikd operative formutujemy

DEFINIGA : A £ End V wielomianem dwwakterynycsnym operative F noisy -

wamy wielomian

Wp ( D= det ( F - Xiof ) degwp - dim ✓
.



Koeeing operate , kt.org mozme uogoluii a macieny me operatory list 13

branie slain :

DEFINKJA : AEK "n A = [ aij ) tr A  = I£s air + 2h shad jest same

wyraziw diagonaluycn maciehy A .

STWIERDZENIE A. BE K"n tr AB - TVBA
DOWDD :

Niech A = [ aij ] B= [ bke ] iijikle { s , . . in }

CAB)ij= ¥
,

aikbkj

traps . Ist CABI ;
 = If §

,

aikbki = k¥12
,

bkiaik = ,§
,

@as kk=tr( BA )
a

Ocsywinym uogohieuiem powyzhegostwierokeuie jest wsor

tn ( As Az . . Akzak ) = tr ( AKAZAZ . . Akz Ak ) , csyli pod Haden mozme presto -

wiac cyklicsnie .

STWIERDZENIE FE End V
,

e
, f- bazy WV

tr(E⇒e ) - h ( [ FTI )
DOWOD :

Uzyiemyoznacsen
'

jakpopmedhio : Q=fd✓]ef

h( [ Fte )=H( oil [ FIFTQ ) - lr ( QQ
' '  

[ ftp.t ) = k( [ FIT )
w

a
1

Konynajqc 2 powyznego trierokeuie formuiuijemy defining

DEFINKJA : Fe End V trF=tr( [ F) ee ) gobieejestdowolup base WV
.

Podstawq wszelkig
.

dodnq
.

metafizyki bqobie bowobo wazhe toierokeuie

TWIERDZENIE ( CAYLEY
,

HAMILTON )

FEEUDV Wp ( F ) = 0

DOWOD : Dow '0d
pmeprowadzimy pry saeozeuiu

,
Ze F jest macienq nxn

,

W hie umniejszdogoluosci
Macias owpeinien

Felkhn WFCX)=det( F - XI ) algebroucsnych .

Wiowwmo
,

ze owe dowolnq
.

macieny XEK "n sachoobi wzir ¥X- detx #



14XDX=(detX)k Jako X podstawiamy X= F - AI :

( F - x1)D ( F - a 1) =det( F- at ) . # = of ( x ) . 11
- -

to jest macien
, kt.org

. °F(× )

wynasami sq wielomiany
zmiennej d Hopnia f n -1

Otoprykiaolowa mower 2 wielomiamwymi wyrazami :

[fYLIII ' → ] moznajgprepisoi nastspujgw :

' ifoittxl : .I+ik→]
tzn . jak wielomiau 0 wspituyuiikecu macienowycu .

( FAA)D mozne pmepisai jaw
( F - X # D= Bo + XBz+NB2t . . .  + Xh "

Bm . ,

the Pewnycu macieny B ; .

Many wise now no 's 'c

( cot G- Xt . . .  + Cnn
"

) 11
.

.

( Botx Bst . .  + Nt ' Bn . ^ ) ( F - it ) -

Wtcx
"

BOFTXBSF + . . + At Bm . if - XBO - NBz - i. .  - NBN
. z

=

= BOF  + X ( B. F - Bo ) + N( Ba F- BD +  ...  + N "
( Bn . af - Bm . 2) - NBN . z

Ponownujemy wyrazy vdzowei miebieskie pmyjednakowych potegach

Bop -

G. I

Bolt
= 6.11

13nF - Bo = ask / of 13¥
-

Bolt
= cz F

Bat - Bz= GA / a
2 BathBs\F2=as 1=2

: : : : : :  :

Bn . if - Bn ,

= Cn . , 11 / . F
" " B\n.,F"

-

B\nyF" ' '

= cn . ,
Fm

- Bny = Cntt / . F
"

+
-

Bn-\
,

F
"

= Cup
"

¥47
DM



15

ROZKTAD NA PODPRZESTRZENIE PIERWIASTKOWE
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wiehwianu chowakterystyosnego I ogilup wieobp dotycugag wielouuiauow i skonswuowac

'

mozliwie dvobny Nozktad pmestmeui V na suing prong podpmestmeni mieonmiennicsych .

W owdszyeu apgupnawwai bgobiemy na pmestmeui wektorowg
.

mad ¢
.

Ustalmy F C. End ( v ) ,
dim V= m

, Of jest wielomianem chowakterynycsnyen .

2 padstawowego
twierokenie algeory wynikd ,

Ze wf ronkeaobe siq na  ilocsyu pomace
.

wf (a) = ( X - XDH ( X . XDK ?
.

. ( X - XDK
, kstkzt . . + Kim

2bar 5p( F) = { is .dz , ... ,Xn} mazywamy spektnum  operator a F
, licsby is .dz ,

. . .ir to

wowtosa .

wtasne operative F a licsby ks , ...

, kr to krothosa
.

odpowiedmur wowtosa
.

wtasnych .

02ham my

Yi ( x ) =

0¥
( X - XDKI

Noywigkny wspolny dzielnik y ; jest wielomianem stouym ,
sateen iamiejeuktad

wielomiamiw wz , ...

, wn taki
,

ze

Wsyst Wzyzt .
. . +

Wryv
=L

Zdefiniujmy operatory Pi := Wic F) pica ) . many

h ) Ps + Pat .
. .+Pr=wnlF)qCF)+wdF)ya( F) +  ...  + Wr (F) if (F) = 11

(2) PiPj= wi( F) yi (F) wj (F) yjltyfJC F) W ,=( F) =0

alaitj
Zatem ( Ps , ... ,Pr ) jest mutowym nozkiadem jeduosci . Zgodnie one stosownym

twierobeuiem istwieje dhe miego odpowiedninozkead no , sunny prong

V=VztOVa+O ... +0k gdzie Vis impi

Skiadniki sunny pnoaej sq miezmiennicse dhe F
,

bo whystkie muty Pi Oblicsamy
jakowowtosu

.

pewnycn wielomianowod F
,

satem [ F ,Pi]= 0
.

Zanin sastauowimysig jaki jest wyeuiar Vii csy niemozme by jej jako's

tatwiej wyzuacsyi onrobmy pmykiad Nachuukowy :

T=(}go|| wt (d) = - ( At )tA2) 5pct )= { 1,2 } Xs=1 , XEZ

q ( × ) - YI.cn#- - ( a a) = G- a) yaw - YEH = - A. a) 2


