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TWIERDZENIE W skonicsenie wymiarowej pmestmeni wszystkie bazymajq tyee
Samo element .oW

.

so
DOW '0D Nick V bgobie pmestmeuigskoncsomegu wywiowu .

2 defimigi oauacse

to ze ma bazg majgcg skovicsohq lisbq element .ow . Oauacsmy tee ba2g
B = { Xz , xa , ... xn } . Pokazemy najpierw ,

Ze liniowo hiesalezhyukiad m wekto -

now { yz , ... , yn } tez jest bases . dotwolny

Lapis 2mg yz= dsxzt . . + Lnxn da siq ,
bo B jest base .

Ponowlto hie wsiystkie di

sq zero
,

bo yzto jako element liwiowo Miesalezuefo ukeadu
.

Sato 'zmy ,

ze xzto ( jeseinie , pmeuumerowujemy B)

Yr
Y2=&s×1t . . . + Ln / :L

, q=×z+£z×z+ ... + £÷×z

Xz= Lzyz - ¥ ×
,

t ... + dug in

Uktad { ys ,is ,
×

,
... in } nozpina tgsamq pmestmen

'
co { xs , ... , Xu } ayei cater

,
inot

mie :

V= Xsxst . .  . + Xnxi ¥ yzt ( da -F) xat . .  . + ( Xu -£÷)×n
Krok indukoyjny : Iaiozmy ,

Ze span { xz ,
. . ,×n}= span { ys , ... ,ym ,

x.mn
,

...

, in }
due pewnego m < n

. wteay

Ymtst Qsyzt . .  . +  Qmym + bmtyxmtrt . . . + bnxn

T T
hie wnystkiete wspotosynniki sq zero

bojes.li take
,

to ( yz , ... iym , ymn ) byrby
liuiowo salezhy

2ato' Zmy ze bm+st0

×m+r= btmsymn -abmtsyr . .  - bammtnym - bbmm¥s×m+, + .
. .+bbm÷

,
in

csyli span { yri ...

 iym ,ym+, ,×m+z , ... ,Xn}= span { yz , ... , ymixmn ,
... ,×n } =

span { xzi . . .  ixu } .

Krok indukeyjny skonuony . Many wigc ze { ys . . . yny jest basg .

Toto 'zmy teraz
,

Ze { ×
, ... Xn } jest baag oraz { ys , ... , ym } jest base . fes.li m > n to

{ ys , ... , yn } jest liniowo hieweezny a wigc ha may powyzhego jest bag . Wteay
yn+ , sapisuje fig jako Kombinaqie liuiowa { ys , ... , ynj wigc Lyn ... , ym } jest

liuiowo salezny § . Latozmy wigc ,ze mcm
,

no ale wteoly { xzi ...

, xm } jest
bazg i { xr ... xn } musi byi liuiowo salezuy § . Jeolyeue uuozliwosc

'

to m=m .

am

Powyzne twierokenie daje mozliwosc
'

sdefimiowauie wymiaru pmestnseuiwektonowq.

: ifeili pmestmen
'

Vjest skonicseuie wyeuiowowe to wymiarem V hazywamy
lisbq elemeutow bazyv . wymiowoonnaesamy dim V

. Jes .li V mie jest skontsenie

wyeuiarowa to pinemy dim V= no
. 2auwazmyizews.ro 'd pmestmemi wymiaru
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auacsa to
,

Ze albo { xz . . . yk } jest liniowo

niezalezny i wtedy jest nukaup bazg ( mutibyi 4×1 , ... xmiyz . . .ykT=B )
lub jest liuiowo salezhy . pile

.

jest aolezny to iahiejq wspotayeuiki
&s . . . Lm

, ps . . .pk mie whystkie miwne zero itakie
,

Ze

Lexzt . .  . + Lmxmtpiyzt . . . + pkyk = 0

T T
Ktory's ztycu muh

.

byivozhyodzereibojaknie it
fxs . . . xm } liuiowosalezhy . Zatozmyize to pk .

Yk=  ftp.sxsti.tfzxmttfzyzt.tt#lyk. , )
satem { Xz . . . xm , yz . . . yk . , } Noapime V

.
Ukiad ten mozebyi liuiowohieaalezhy -

wteoly jest hukaug bazg ,
albo sodezhy , wtedy powtabamy procedure i

usuwamy Kolejny 2
" igrekor

"
. Procedure to sakoncsy nig najpoinig

.

me usunigciu
ya ,

bo aatozyeiimy m< dim V
, wigc pmyuojmuig

.

jeden wektor tmebedodad .

an

WSPJTRZEDNE

Majgc base B pmestmeui V mozemy jakwiadomo sapisai kazdy wektor

jeduoauaaiie jako kombiwujq liuiowp wektonow bazy 2 miezerowymiwspotcsynnikami. Tesh
.

drink a nieupieramy nig pny tycu miezerowycn  i Lapine -

jemy W basie E= ( es , ... , eu ) wektor

it it est . . to
"

en

€ w§tmgdne Vw bazie E



Odwaovowanie
,

ktore wektorowi pmypisuje wspilmgdne wjakiq 's
' bazie opricz

znacseuie prraktycsnego Ma tez grgbszy Sens

DEFINKJA : Odwzorowaniem liniowym nazywamy
odwzorowanie F :V→W

migdzy pmestmeuiami wektorowymi ,
ktore spethie uastspujqce wavunki

zz
His ,reV Mestre )=FHs)t Fat )

Vxek
,

V. oev Fao )=xFCv )
csaseeu

, www.asttycudwochwowunkoirpinesiqjeolen : Fatty ) =

=XzFCOz)+ XAFCJA )

PRZYKTADY : IKE ] Z W 1- WC a) Elk Ollie ustoloneyo QEK
,

R 's ED - xtyer ;
a 's Edi - [31+24] eat

...

0 odwsorowaniachliniowych bgobiemyjeszcse bowoboduzo miwic
.

Teraz

aajmiemy sigpmez chwilq sacsegilep klasq odwzovowan
'

liuiowych . Mdwimy ,

ze Fjest izomarfizmem liniowym jes.li Fjest liniowe I jest bijekqiq .

jes.li one pmestmeui Viw istuieje isomorfizm liuiowy to moiwimy ,

zesq one izomorficsne . Izomonficsne to
sunny w aasaokie takie

same jako pmestmeuie wektorowe
.

STWIERDZENIE Nick V bgdzie skovicsenie wymiaoowq pmestmeniq
wektonowq had ciouem K

.

Nieu e= ( es , ... , en ) bgolzie ustalonq bazg .

odwsorowanie

OIE : V - IK
"

0Ie( xlezt ... + xnen ) =

(×y}| jest isomorfizmem liniowym .

Dow 'oD : Sprawokimyize

Qe
jest izomorfiamem liniowym : Injektywnosi

wynikd 2 jedhoznaesnosu
.

vozkiowlu wektora w basic
, sumiektywuosd 2

faktu ze kazohe Kombiwayie liuiowa test . .  . txheu jest elementem V
.

tatwotez  spvawdzic ,
ze OIE jest liniowe : Wezimy dwa wektovy air

I in pmedstawieuie wbazie

it test . .  . + then w= rjezt ...  + yheu . Wow was 2 pmeiuiennosia
.

dodawauie

V+w= test . .  . + ten  + ykzt . .  . + yen = ( x 't f) est . . . + ( xhty
" ) en

a tenants
fxxftfnpoowtgieu.in?IEeIIEeei+fFExnen

unfit



WNIOSEK : Pmestnsen '

wektorowa wymiaru n jest izomovficsne 2 K
"

Jes.li teraz wykazemy , ze ztozenie izomorfizmow liuiowych jest isomorfizmem
liniowym oraz ze odwrotnosc

'

izomorfizmu jest izomovfizmem to tatwo

wykazemy ,
ze 23

STWIERDZENIE Wszystkie pmestmenie wektorowe wymiarun sqizomonficsne
.

c- djwmorfizmy
VIJW -6> U siozenie bijekgi jest bijekqiq ( analisa ) thebe sprawobii

jeolynieliniowo's 'c

Got ( X~os+Xak)=G(FC ask +  Xzvd ) = G (x.
Far ) +

1 Fad ) =

XGCFCVNI ) + XAGCFCVN ) =  XSGOFCV,
) +  X§oF(d)

2

F
V - W Odwzorowanie odwrotne do bijekyi jest bijekqiq . Spvawdsa -

FY my liniowosi

F "( Xzwz +  Row , ) = V ton
.

FCO ) = Xzwztilzwz

Weimy Jz=F" ( wz ) I Ja = Fi '( wz )
. Dokazemyize i. XzJztXzJz

.

Istothie

F. ( Xzrftilztz ) = XZFCV. ) + XZFCVD =Xzwz + Xzwz .
satem

Flfhwstdzw . ) =

X~ozthv.dz#(wDtXzFYWs)Ostateosniejes.liYWsgp.w.houdKidimV=olimW=h
to one pewnycn

baz e w V i fw W

MIMY¢eV - lkn

IiiIoetwtef
to j¥ isomorfizm liuiowy .

fako pvoste dwicsenie mogq Panistwo wowwodnic
,

Ze izomorfizm liuiowy
pmepnowadue uktad liwiowo .

miesalezny me ukioud liuiiowo miesalezny
I w sa tyne iobie bazg me bazg .

WROIEMY DO PODPRZESTRZENI WEKTOROWYCH Podpmestmen
'

sdefimiaralismy
jako podzbiov pw . samknigty one wsglgdu me obiatauie olodawaniewektovow i

mnozenie
. Iauwazmy ze Kazohe pw . zouoiera { 0 } i V

. jako ( trywialne )

podpmestmeuie .



Niece teraz ( Wd )
, .ca

bgobie dowolug Nodzinq podpmestmeui W V wteoly
STWIERDZENIE

a
?a Wa jest podpmestmeniq wektonowq .

24

Dow 'oD :

Nalezypokaaac
'

ze
a?aWa= :X jest samknigty one wuglqdu me dziouauie

. Wesimy

Vs ,rfEX . Wiaolomo ze due dowoluego & e A fine Wa , wteolyoosywiscie
Vztoaewa ovaz disc Wa

. Jest takahe dowoluegox wigc Vztrfe X i XTZEX
Dm

DEFINKJA Niech Uzi V
, bgdq podpmestmeniami V

. Ibior

Vstvs - { Xsozt XM : rketh , 7th
,

XAXZEK } nazywamy
sumq algebraiosnq podpmestmeni Uzi Va .

,

§TWIERDZENIE Suma algebraicsne jest podpmestmeuiq wektorowq
OOWOD : Roapaosliwie asgwiny

:

Wesimy wz.ws E Vztvz . 02ham to
,

Ze WE Raft XM the JZEVZ , JAEVZ
ONQZ Wz= pzuztpzu ,

Ollie UIEVS , UZEVZ

wstwzi Xrrf + Xstatpnustpslk = ( drift pnun.

) + ( Xztztpik ) E Vstk

⇒z E Vw

podobnie  dle mhozeeeie
. . .

Do

TWIERDZENIE dim ( Vztvz ) = dim Vz + dim Vy - dim (Vznvz )
DOWOD :

Wybiemmy Ts ... Jk - base pmestmeni Vznva . Jest to liniowomiesalezhyukeoud W

Vz ,
mozne

go wigc uzupetnic do bazy Vz : ( Js , ...

, Jk , Us , ... , me ) tzn
.  m .  in

.

ze dimvz - Ktl ,
dim knVz=K .

2 drugiq
.

strong Vznvz jest podpmertnenip Va
, wigc ( or , ... , ok ) mozmeuzu .

peenii do bazy wlf : ( Js , ... , Ok , Wz , . . , wm ) tzn
.

 oh .mk= Kim
.

Pokazemy ,
Ze ( Js , ... , % , Wz , ...

,
wm , Us , ...

, Me ) jest liuiowo niesalezhy :

Qzist . .
. takrktbzwzt . .  . + bmwmt Crust .

 tcwe = 0

N= Qstzt . .
. + akfotbswzt . .  i bmwm = -

Csuz - . . .  -

ce We NEVZ i NEVZ t 2h NEVZNVZ
-C- Vz EV

,
ale to 02ham ze

NE Span ( Jz , ... ,vk > i

wtedy bz= . .
.

 =bm=O oraz cz= .
. . .

. q=O

wtedy
N= arrest . . .takrk=o i 2 liuiowej niezalezhosa

.

Oz . .tk many at . . .=%=0 .

festjasne ,
Ze Vzty= span ( Js . .

.

 www..me , wt . . . Wm ) ayli



dim ( Vztv , )= Ktmtl = Ktmtktl - K = dimvztolimva - dim ( Vznva)
•

TADRO I OBRAZ ODWZOROWANIA LINIOWEGO 25

DEFINICJA : F : V → W liniowe
c-

obvaz odwzorowanieliuiowego

Kera ={ vev : FCv)=O } imF={ We W : Foev : FCv)=w }
\

jgdroodwzorowanie liuiowego
( kernel )

STWIERDZENIE : Ker F I IMF sq podpmestmeuiami wektonowymi .

DOWOD :

( r )

hieIrTzifeKerF.wtedydledow0lerychXziXzElKmamyFCXiftXzvD-dsFCoDtXzFCN-O.t2nXsiftXzozekerF.toloJgdroadw2ovowanieliuioweyojest2ouukuigte2ewaglgdumehrowieKombiwayiliuiowycu.wigcjestp.p.uektorowq@NiechWs.wzEimF.Wtedywz-FCodiwz-Fw.DlddowoluychXuXzHKmamyXswstRzWz-XzFCJDtXaFCvD-FCXzJztXiD2atemdswztXzWzeimF.Obra2Ftakzejest2ouukuigty2ew2glgdumekoulbiuay.e

liuiowe ewigc jest pp . wektorowp


