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1. Dowied¢, ze jezeli suma mnogosciowa V3 UV, dwdch podprzestrzeni Vi, Vo C V takze jest podprzestrzenis,
to Vi C Vo lub Vo C V4.

2. Niech V := R” bedzie przestrzenia funkcji v : T — R, gdzie T := {—1,0, 1,2, 3}. Okreslmy wektory (czyli
funkcje) vy, ...,vs € V wzorami vi(t) :=tF, t € T, k € 0,5, w szczegdlnoéci vy = const = 1. Dowiedé, ze:

(a) uklad vg,v1,ve,v3,v4 jest liniowo niezalezny,
(b) vs € <’U17 . ,’U4>.

3. Znalezé baze i wymiar podprzestrzeni:
1
V= {U e Ks[-]:v(1) =9(0) = —211(0)} C Ks[-].

4. Niech F € L(V,W), v1,va,...,v, € V oraz niech uj,us,...,us € V bedzie baza ker F. Dowie$é, ze

( F(vl)w"aF(’UT) ><:> Viyev oy Upy ULy ooy Usg

sg liniowo niezalezne sg liniowo niezalezne

5. Sprawdzié, ze podane zbiory W sa podprzestrzeniami przestrzeni wektorowych V', jezeli:

(a) W:{[ z } ER2:2x:3y},V:R2.

(b) W = i ER?:z4+y=y+2=0,p, V=R
(c) W ={p e Rs[z] : Voer,p(z) =p(—2)}, V = R]z].
(d) W={feC([0,2]): f(1) =0}, V =C[0,2]).

(e) W= { - f’y%Qx} ,T,Y € R}, V = R?, (odp. nie jest).
6. Znalez¢ baze rozpinajaca ponizsze przestrzenie wektorowe:
T —2y
(a) V= x—;—gi—;’)z eR':z,y,2€R
| 2z+=z
[z
(b) V= y | €R3 s=%=%
z

() V ={p €Ryfz] : p(1) +p'(0) = p'(1) +p"(0) = 0}.
7. Zmalez¢ wspohrzedne wektora p = 222 4 3z € Ry[x] w bazie {2 +z,3—x,2°+ 4}.

8. Zmalez¢ wspolrzedne podanego wektora we wskazanej bazie:

—2 1 2 3

() v=| 5 | €eR3 B= 1|, 1],]3
6 0 0 1

1 1

o

R A N R

9. Wyznaczy¢ wspolrzedne wektora w dowolnej bazie rozpinajacej podana podprzestrzen wektorowa:

(a) v=42% 24z — 3, V ={pe Rqfz],p'(3) =0}.

1 T
(b) v= 32 , V= z ER*: 22 —y=12+3t
1 t



10. Poda¢ przyklad bazy, w ktérej podany wektor ma zadane wspélrzedne:

wo=] % em o=[3].

1
(b) p=2?-22€Rsfz], p=| 3 |,
1

11. Podaé¢ macierz przej$cia z bazy f do bazy g, jezeli:

wvew (Lo A

(b) V=Rs[z], f= {1,96,352.953} , g= {2952 -3, 234+, d4—z,1+z+ x2}.
12. Zbadad, czy ponizsze przeksztalcenia sg liniowe:

wemw([1])- |

(b) L:R — R, L(z) = |z].
(c) L:R[z] — Rz], L(p(x)) = ap'(x) + p(1).
20—y
@ L:R2SREL(| T |)=] 2+1
(o]

13. Przeksztalcenie liniowe L : Ry [z] — R[z] przeprowadza wektor p; = 2x + 3 na wektor ¢; = 42% —x —2 a
wektor p, = 4z — 5 na wektor ¢, = 227 + z. Znalezé obraz wektora p = x 4+ 7 w tym przeksztalceniu.

14. Dane sa dwie podprzestrzenie R2,: V; = {X : [ 1, 2 ]X = 0} iVo = {X : X [ i ] = O}. Znalezé baze
V1 N V5 i réwnania opisujace V; + Va.

15. Wyznaczy¢ jadra, obrazy oraz bazy tych podprzestrzeni dla:
2 9 z | 2z -3y
(a) L R R, L([ ’ D - [ o }
(b) L:Rofz] — Ra[z], (Lp)(x) = (2% + 22)p'(—x).

16. Poda¢ przyktady przeksztatcen liniowych takich, ze:
. r
(a) L:R? - R3, KerL:{{O}:IER}, ImL = s | :2r=3s=6t
t

(b) L:Ryfz] — Ryfz], KerL = (x—1,22—-1), ImL = (z?).

17. Znalez¢ macierz przeksztalcenia liniowego L we wskazanych bazach:

" r+y
v, ([ 2]) = 230 |,

r— 3y

1 0 0
ARSI NN
0 -1 1
18. Macierz przeksztalcenia liniowego L : U — V ma w bazie {e1, ea, e3} rozpinajacej U oraz w bazie {f1, fo}
rozpinajacej V' postac:

AL—[S -2 1

9 4 5} Znalezé L(uq) i L(ug), jezeli: uy = 6eg — e3 a ug = e1 + 2es — 4es.
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26.

ZnaleZ¢é bazy sumy i czesci wspélnej przestrzeni U = (a1, a9,a3) 1 V = (b1, ba, b3), gdzie:

1 1 1 1 2 1
a] = 2 , Ao = 1 , a3 = 3 ,b1: 2 ,b2= 3 ,b3: 1
1 -1 3 2 -1 -3

Znalez¢ w bazach kanonicznych macierz odwzorowania T' | gdy:

ooz ][0 =]

o 2 2 2 3
2 2 -1 1 1

Ktére z kolumn B:= |2 0 -5 —2 —4
1 1 -3 -1 -2
0 4 _5

5 7
naleZ@ dO przestrzeni V = ker |: 1 -2 3 —2 1

0 . . o
9 3 _4 9 —_3 } ? Czy z tych kolumn mozna wybraé baze V7

Okreélmy podprzestrzenie R* wzorami Vi = (Ay, Az), Vo = (As, Ay), gdzie Ay, ..., Ay sa kolumnami

-2 1 1 1
macierzy A = 1 713 _13 1 . Zmalez¢:
1 1 1 -5

(a) takie bazy V; i Vs, Ze ich wspdlne wektory tworza baze Vi N Vs,

(b) réwnania opisujace podprzestrzen Vi + Vs.

5 —2 23 1

. 6 —4 0 2 . 9
Niech A := 9 4 49 ,Voi=ker A, Vi :=1im A, u = 9
3 -201 8

(a) Znalezé takie bazy Vj i V1, zeby ich wspdlne wektory tworzyly baze VoNVi. (b) Zbadaé, czy u € Vo+V;.

4 7 3 8
. -3 -5-2-5 . L . . .
Niech A := 1-3_9_7| Vo :=ker A, V7 := im A. Znalez¢é: (a) takie bazy podprzestrzeni Vj i V7,
1 2 1 3
by ich wspdlne wektory tworzyly baze Vo N Vi; (b) uklad réwnan opisujacy podprzestrzen Vo + Vi oraz
baze Vo + V1.
11 1 -2 1 -1 2 2
. 4 . . e e
Podprzestrzenie U,V € R* zadajmy wzorami U := ker{ 11 4 9 ], V.= ker{ 1 9 9 9|

ZnaleZ¢é: (a) takie bazy U iV, ze ich wspélne wektory tworza baze U N'V; (b) réwnania opisujace U + V.

Niech V, bedzie przestrzenia rozwigzan ukladu réwnan danego przez macierz A, za$§ Vi przestrzenia
rozpieta przez kolumny tej macierzy, gdzie

3 7T -1 0
-2 -4 2 1
2 0 —-10 -7
1 ) 5 4

A:

Sprawdzié, czy € V1 + Vp. znalez¢ takie bazy V; i Vi aby ich cze$¢ wspélna stanowila baze V; NVj.
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