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Zadanie 1. ObliczyÊ exp(t A), dla A =

S

WU
1 1 1

≠1 2 1

1 ≠1 0

T

XV, t œ R.

Zadanie 2. Niech Q1 bÍdzie formπ kwadratowπ okreúlonπ na R22 wzorem

Q1(X) = tr(X
T
GXH), gdzie X œ R22, G =

C
1 1

1 ≠1

D

, H =

C
0 1

1 0

D

.

ZnaleüÊ jakπú bazÍ R22, w której macierz formy Q1 jest diagonalna. Jaka jest sygnatura
formy Q1? Rozwaømy takøe formÍ kwadrtowπ Q2 na R4 danπ wzorem

Q2(x1, x2, x3, x4) = x1x2 + 4x2x3 + 3x3x4.

Czy istnieje odwzorowanie liniowe ‰ : R22 æ R4 o w≥asnoúci Q2 ¶ ‰ = Q1? Odpowiedü
proszÍ uzasadniÊ.

Zadanie 3. Odwzorowanie T œ End(R3) w bazie standardowej jest dane macierzπ

[T ]
st
st =

S

WU
3 ≠1 3
2 0 1

≠2 2 1

T

XV .

ZnaleüÊ rozk≥ad R3 na podprzestrzenie niezmiennicze operatora T i zwiπzane z tym roz-
k≥adem operatory rzutowe.

Zadanie 4. Niechaj A œ Knn bÍdzie macierzπ spe≥niajπcπ warunek

A
3
= 2In.

WykazaÊ, øe macierz

B := A
2 ≠ 2A+ 2In

jest odwracalna.

Powodzenia!

Szymon CharzyÒski
Katarzyna Grabowska
Rafa≥ R. Suszek
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ZADANIE 1
. Analisujemy Macias A :

1 - X 1 1
Waktdet ( AHA ) = det (pgy,¥= - ( 1.  A ( 2- a) xttti - ( 2.  H - a + ( i - D=

- ( R- 3×2+2,1 ) +2/-2/+1*+1 - a :

= - x3+ 3×2-3×+1=-1×-113 spA={ 1 }

0 1 1

manner #; ;]. are:fI= if;] , PIFITNIYIYHII.iq#ehewmffohga
momacienfgioi]

Roonwiqzujeuiy me dwa Any) sposoby :

0 NCX
.

)=aX2tbX+c n( r ) .

. a+b+c f (d) = expltx ) fh ) - et
n' ( N .

- Lax + b N' G) =2a+b f-
'

A) =texp( EN flu ) .

- tet

r
"

( x ) .

- Lie n'  ' 4) =2a f "(N=t2exp( th ) f
"

a) .

- Het

atbtc  = et

/2atb=tet -
b= tet . Eet

"

2a=t2et → a=tat2et
c=et - te4t2e±zEet=

= et
. tettlzeet

vW=[It
' It( t - E) xt ( s - t tatty ]e+ =

=et[ Elatx
'

. x+ 's ) + t ( x - rise ]

expfta )=n( a) =et[t2( '

IA
'

- Attar )+t( A - 1) + 1) =

÷( A - a)
2

0 1 1

eat

.fm#iIIf=f8i0a9
1 - 1 -1

expaatetftilfff.tn?t+tfIIIf+fgfn
:]}=

1 t t

atfeet;I¥tft¥III



@
Wyruacsamy base Jordana : wektor wtasny Of

Ff
)

Wektovypierwiastkowe :,,oskwttul

'=kw[8oy0y0]=

( §] ,,fFf )

(A-A) On = Oo Dobieramy tnaiwektor rftak , zeby ( A-d) 02=01

0 1 1

[r 1r] (b) = (g) ok 05¥] Base Jordana J .= Coo
,

os
, a)

1 - 1 - 1

.

exp ( t A) Jo = etoo =
e+(¥)

exp Ct A) q=exp(tA - tatters =  et ( It ( A- a) t  + ZIA - Att '

)os=  et ( as + too)=et[ ¥
expHHoa=et( Atta . a) + IEA . AP)os=e+(osttvsttgtoofet(1¥ft]

£t2
1 0 O 1

[expand.me#gtthfIetfEid3I=f0ggtoJ=ffy;]En:*.ee#::InEe::ken'expHA=etf0gtthfIqtifMo.0td=

1 t t

atft.ttttEteettEE.tft@Powyzhesposobysqstaudowdowe.WtymKonkvethymprsypadkumozweteZ2ouewaZyc.Zeskoromamyjeaugwowh.siwTosnqtoNo2keoudA-DtNjestpopronuponauD-aN-A-11.2atemponaiNHwyhikewpnoA2vozwiuiguiewhwegexpCtAkexpltA.t

# + t#)=exp( t a) exp ( t ( At ) )=e+( 11 + t ( A- a) + E( A- IT ) .



ZADANIE 2

⇐ II # End ×= E! ]

lab;D 't
.IE#%FE5+sabIdEead=fet?b+camcbiisa+cb..nitslad:abtcb+ad

- cd + at + de + bc - dc

=2 ( abtcbtad - ud )=2( ( at c) b + ( a- c) d) =2( at ( at f) + 1u( 82-8 ) )=

&=a+c+b a- p=2b
= 'z( d- p2+s

'
- 82 )

p=a+c - b &+p=2( atd
syguatune @ 12)

F- a- ctol 8+8=2 ( a- c)

8=a - c - d 8- of Ld a=taK+p+8+8 )

x = atctb b= f- ( d - p )
wsp.

 diag :

p=a+c . b ←B=2b Ltpty +8=4 @

y=a-c+d ×+P=2d+2c
×+p - y . g=q , c=tg(2tp -8-8 )

8=a - c- of 8- 8t2ol

8+8=2 ( a. c) of . star . 8)

(
atktptrtc )

.

£4 . p )

£4.8 ) ftp.r.s )
] =

a Entry:# if :dtikk:D
base diagoualizeypae

012411×21×3 ,×u)= Xnxzt 4XzXzt3X3Xy

Xz=atb×£=Q
- b

QCQ ,b ,× ,

,×u)=a2
- 6+40×546×3 +3×3×4 =

= ( at2×35-4×5 - b
'

- 4bxs+3xs×y=

= (01+2×5) - ( b -12×312+4×3 - 4×3+3×3 xy
= ( a -12×35 - ( bt2×

,
)2 + xsxu

Qzmasygnatuvq ( 42 ) podobuiejak Qz , satem Xistuieje



Xmozme skonswuowai nastgpujqw : w RY
wybierawybazq ( Jzioziojiou )

wkt.org
.

Qa ma macien owing ( 1,1 ,
-1

,
. i ) , podobuie W 11222 tiehauy base

( Xz , Xz ,X3 , Xu) w ktirg
.

Qzma take samq Maier
. Defiuiuiewy

X( Xitoi
.

ZADANIE 3

3- X - 1 3

wt (d) = det (22
-

gg.a) = - X( 3- d) G- d) +2+12-6×+24 - × ) - 2( 3- D=

= - X3 -14×2-3,1+14 - 6×-2,1/+2- 6+2×1

= - x3 +4×2 - 9×+10 = - ( A - 2) ( R - 2×+5 ) = - ( d- 2) ( it ( ttzi ) ) ( X - ( 1 - 2il )
-14 - g 10

0=4 - 4.5=-16

# ro=±4i
- 1 2 -5

 
=

d=ta(2±4ij SPCT)={ 2,1+2
.

,t2i }

X - 2 i I -2×+5 sq wsglednie pierwne szukamy wcx ) i ON take .ch ze

( X -2) ixx ) - ( it -2×+5 )wcx)=1

XZ - 2×+5 X - 2 5 0

× § x. § ¥ ( N - 2×+51 + fstx ) ( a - 2) =1

X 1 0 1

÷ 5

Pits . -2.5 '
# f.;if? ]f ;if;] . fan3gIf
⇐t.tl?dtEE:I+EoEEt=EoEEt

0 1 1Ps=[o en ] Be # - %= ¥
'

both
0 0 0



1 7

0 c- Pmestmen niezmieeuiud

Vs= ( ftf) ) y=l(to]lµ) ) odpooiowlajgcezespobuymuartosciom
wtesnym

T
pmestnen wtasnadhe wowtosciwiasnq

.

2

ZADANIE 4
Macias Bwyvaza sig jako wiehmian od

A 3=2.11 mocieby A
.

B = A
'

- 2A +21
.

�1� =p (A) ylt ) =t2 -2++2

0=4 - 4.2=-4 to - ±2i

pierwiastki
t±i

f

Funky .at IT 1- list wigc aualitycsna Wewwpth tote o srodku
t

2
-2++2

w 0 ipvomieuiu E

Wioudomo takze
,

ze dhe wlt ) = t3 -2 sachodsi W( A) to i
pierwiastki

wielomianu w lezg w obname aualityauosiu
.

f .

Mozua wigc uzyc
' toierokeuie 0 obieleuiu fuwkgi aualitycuej

pme2 wielomian
. Istuiejq T i r take

,
Ze

f= Tw + or pmy ayui
or jest wielouiiauem cowejwyzej

Kwaowatowym . Wiclomian or mozwd wyzuouyi 2 Wowuukih

v( d) = f (a) the Xetk { E
. ,E± , s } gobie ei sq pierwiastkami

treciegortopmie zjedyuki .
B- t=f( A) = RCA ) •


