Wyznacznik macierzy

Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych lub
zespolonych K. Formg k-liniowg na przestrzeni wektorowej V' nazywamy odwzorowanie:

w:VxVx.-.-xV—R,

ktore jest liniowe ze wzgledu na kazdy argument, tzn. dla kazdego 7, dowolnych wektoréw v;,
j=1...k, v} idowolnych A\, u € R zachodzi

(.L)(’Ul,’UQ,“' 7)\Ui+,U/U£7”. ,ka> :)\w<'U1,U2,"' 7Ui7"' ,Uk)+uw(vl7v2,... ’rUZ/,’... 7Uk)

Wisrod wszystkich form k-linowych wyréznimy teraz szczegdlnie funkcje antysymetryczne, to
znaczy majace wlasnosé

(1) W(U17U27"' avia"'avjv"' )Uk):_w(vlav%'” 7Uj7"'7via"' ,'Uk)

dla dowolnych i # j. Formy k-liniowe antysymetryczne nazywane sg tez k-formami antysyme-
trycznymi, lub czasem k-kowektorami.

Omawiajac odwzorowania liniowe stwierdzilidémy, ze wartos¢ odwzorowania jest jednoznacznie
okreslona przez wartosci na wektorach bazowych. Rozwazmy przypadek k£ = 2. Na przestrzeni
n-wymiarowej do zdefiniowania dwuformy @Q potrzeba n? liczb: Q(e;, e;) dla i, j € {1,2,...,n}.
Jesli wiadomo, ze forma jest symetryczna, wtedy wystarczy n(n + 1)/2 wartosci. Jedli forma
jest antysymetryczna potrzeba jeszcze mniej n(n — 1)/2, gdyz wyrazy diagonalne (; musza
by¢ zero: z warunku antysymetrii wynika, ze dla dowolnego v € V'

Q(v,v) = —Q(v,v)

Po opuszczeniu koloréw (w koncu v i v to ostatecznie ten sam wektor v) dostajemy

(2) Q(U7U> = —Q(?},U),

czyli Q(v,v) = 0. Innymi stowy przestrzen wektorowa wszystkich form dwuliniowych ma wymiar
n? a podprzestrzenie form symetrycznych i antysymetrycznych wymiary odpowiednio n(n +
1)/2 i n(n —1)/2. Jedli zauwazymy ponadto, ze forma, ktéra jest jednoczesnie symetryczna i
antysymetryczna musi by¢ zerowa, oraz ze

1 -1 2 2 _
n(n + )+n(n ) _n"+n+n no_ oo

2 2 2

zrozumiemy, ze przestrzen wszystkich form dwuliniowych jest sumg prosta podprzestrzeni form
symetrycznych i podprzestrzeni form antysymetrycznych. Kazda forma dwuliniowa da sie wiec
roztozy¢ w sposéb jednoznaczny na czesé symetryczng i antysymetrycznag:

Q(Uv w) = Q—(U’ w) + Q-i—(% w)

Q- (0,0) = 5[Qv,w) = Q)] Q4 (v,w) = (R, w) + Q)]

Dla k > 2 takze jest prawda, ze forma k-liniowa jest jednoznacznie okreslona przez wartosci
na bazie, zatem przestrzen takich odwzorowan jest przestrzenia wektorowa wymiaru n*. W tej
przestrzeni sg takze wyrdznione podprzestrzenie form symetrycznych i antysymetrycznych, kto-

rych czedcia wspolng jest przestrzen zerowa, ale podprzestrzenie te nie wyczerpuja przestrzeni
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wszystkich form. Zastanéwmy si¢ nad wymiarem przestrzeni Alt*(V') form antysymetrycznych.
Niech w oznacza forme antysymetryczng. W zbiorze n* liczb

wili?”ik = w(eil, 6@'27 e 7€ik)
jest wiele zer. Wystarczy, ze w ukladzie (e;,, €, ..., €;,) kérykolwiek wektor bazowy powta-
rza sie, a juz warto$¢ w na tym uktadzie musi byé¢ réwna zero jak w (2). Jesli za$ uklad
(€iy, €y, - - -, €, ) Nie zawiera powtarzajacych sie wektoréw, to wartos¢ w na tym uktadzie rézni
si¢ od wartosci w na uktadzie zawierajacym te same wektory tylko uporzadkowane rosnaco ze
wzgledu na indeks, tylko znakiem. Wniosek: do zdefiniowania k-formy wystarczy tyle liczb ile
jest roznych podzbioréw k-elementowych w zbiorze n-elementowym. Z kombinatoryki wiadmo,
ze jest ich
n n! . © n!
( I ) = 7]{;!(” YAy tzn.  dim Alt"(v) = 7k!(n— Ak

Powyzsze rozwazania prowadza takze do wniosku, ze przestrzen k-form dla k > n jest zerowa,
natomiast przestrzen n-form ma wymiar rowny 1.

Przejdziemy teraz do n-form na n-wymiarowej przestrzeni K". Z poprzednich rozwazan wy-
nika, ze jest to przestrzen jednowymiarowa. Poniewaz w przestrzeni K" jest wyrdzniona baza
standardowa mozemy takze wyrdznic¢ jedna n-forme: mianowicie te, ktora na bazie standardowej

1 0 0

0 1 0
€1 = . s €9 = . yoee ey €n =

0 0 1

daje wynik 1. Forme te oznaczaé¢ bedziemy vol, i nazywa¢ formg objetosci na K™:
vol (e, €9,...¢€,) = 1.

Od formy vol juz jeden krok do wyznacznikéw macierzy n x n o wspoétczynnikach z ciata K.
Niech A € K", wtedy A reprezentuje odwzorowanie K" — K”. Wyznacznik (det) macierzy A
definiujemy wzorem
(3) det A = vol (Aey, Aey, ..., Ae,).
Pamiegtajac ponadto, ze Ae; = a; (i-ta kolumna macierzy A) mozemy napisaé

det A = vol (ay,aq,...,a,).

Wzér (3) definiujacy wyznacznik macierzy nie daje przepisu na to, jak obliczy¢ wyznacznik dla
konkretnej macierzy. Zanim jednak wypiszemy stosowng formute, zajmiemy sie wtasnosciami
wyznacznika.
Zauwazmy najpierw, ze odwzorowanie:
K" x K" x -+ x K" 3 (a1, as, . ..,a,) — vol (Bay, Bas, ..., Ba,)
jest elementem Alt*(K"), zatem jest proporcjonalne do vol , tzn
vol (Bay, Bas, ..., Ba,) = f(B)vol (ay,as, ..., a,).

Wspolezynnik proporcjonalnosci oznaczytam f(B), poniewaz zalezy on tylko od macierzy B, a
nie od tego jakie sg wektory a;. Biorac a; = e¢; dostajemy

det(Bey, Bes, ..., Be,) = f(B)vol (e, es,...,e,) = f(B),



czyli f(B) = det B. Mozemy teraz tatwo policzy¢ det(BA):

det(BA) = vol (BAey, BAes, ..., BAe,) = vol (Bay, Bas, . .., Ba,) =
det(B)vol (ay, as, ..., a,) = det(B) det(A).

Udowodnili$my tym samym twierdzenie Cauchy’ego o mnozeniu wyznacznikéw:

Twierdzenie 1 (Cauchy).
det(AB) = det(A) det(B).
Twierdzenie Cauchy’ego prowadzi do pozytecznych wnioskdéw
(1) Jesli macierz A jest odwracalna, to det A # 0 i

1

det(A™1) = et A

Istotnie, z twierdzenia Cauchy,ego mamy
1 =det(1) = det(AA™") = det Adet A"

(2) det A # 0, wtedy i tylko wtedy, gdy A ma liniowo zalezne kolumny. Istotnie, Zalézmy, ze
a; jest liniowg kombinacja pozostatych kolumn, tzn

a; = )\1611 + - )\Flai,l -+ )\i+1ai+1 + e 4 )\"an.

Wtedy
det A =vol(ay,...,a;...,a,) =vol(ar,...,\Nay+ - N a1 +XN M a+ A+ \N"ap, ..., a,) =
Mvol (ay, ... a1, ...,a,) + Aol (a1, ..., a0,...,a,) +...+ X "ol (ar, ..., a; 1,0, 1,...,0a,)+
)\H_lVOl ((11, P ¢ 7 0 N N ,an) + ... A'vol (al, ey Ay e e 7(1'71) =0

Gdy dwa z argumentéw formy antysymetrycznej powtarzaja sie, wartos¢ tej formy jest zero.
Kazdy ze sktadnikéw powyzszej sumy musi wiec by¢ rowny zero. Dowdd wynikania w druga
strone przebiega nastepujaco (ad absurdum): Zatézmy, ze A ma liniowo niezalezne kolumny.
Uktad wektoréw (ay,...,a,) stanowi wiec baze K". Definiujemy n-forme antysymetryczna wa
wzorem wa(ay, . ..,a,) = 1. Jest to poprawna definicja, gdyz przestrzen n-form na przestrzeni n-
wymiarowej ma wymiar 1. Wobec tego w4 jest proporcjonalna do vol: wy = Avol i wspotezynnik
proporcjonalnosci nie moe by¢ réwny 0. Wstawiajac+ do obu stron (ay,...,a,) otrzymujemy
walay,...,a,) = Avol(ay,...,a,), tzn. 1 = Adet A. Wynika z tego, ze det A # 0.

O

Macierz n x n majaca liniowo niezalezne kolumy jest odwzorowaniem surjektywnym (,na”),
tzn dimim A = n. Ze wzoru

dimker A +dimim A =n

wynika wiec, ze jadro A jest trywialne. Odwzorowanie zadawane przez macierz A jest bijekcja,
jest wiec odwracalne. Punkty (1) i (2) mozna zapisa¢ wspélnie formutujac

Fakt 1. Macierz A jest odwracalna wtedy @ tylko wtedy, gdy det A # 0.

Wiemy juz sporo o wyznaczniku, ale nadal nie wiemy jak go liczy¢ - nie znamy konkretne-
go wzoru, ktory wyrazatby wyznacznik w zaleznosci od wyrazéw macierzy. Wroé¢my wiec do
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definicji. Niech A bedzie macierza o wyrazach a';, tzn a'; jest i-ta wspotrzedna j-tej kolumny
macierzy:

all a12 ce aln

a2 a22 P a2n 1 2 n
A= . . ) , a; = a ;e1 +a“ex+---+ae,.

a1 as a’,,

(4) det A =vol(ay,as,...,a,) =
n
vol (a'yey +a*1eg + - +a"1epn, as, ..., an) = Z a't1vol (e;,,as, ..., a,) =
i1=1
n n

Z Z al1a'?yvol (€;,, €5y, .oy ay) =

i1=1ip—1
Z Z _ Z at1a?y - -avol (e, €4, €5)
. et

Wigkszos$¢ z liczb vol (e, e;,, ..., €;,) jest rowna zero. Rézne od zera sa tylko te, w ktérych
wszystkie argumenty formy objetosci sa rézne. Oznacza to, ze kazdy z elementéow bazy po-
jawia sie tylko raz w ciagu (e;,,€;,,...,€;, ). W takim przypadku forma objetodci przyjmuje
wartosé 1 lub —1 w zaleznosci od kolejnosci wektoréw bazowych. Ciag indekséw (iy, da, . . . iy)
przy wektorach bazowych zawiera kazda liczbe ze zbioru {1,2,...,n} dokladnie raz. Jest wiec
permutacja (przestawieniem) ciagu (1,2,...,n). Oznacza to, ze suma (4) ma tak naprawde n!
sktadnikow, po jednym dla kazdej permutacji. Znak + badz — zalezy od tego, czy dang per-
mutacje mozna otrzymac z uporzadkowania naturalnego dokonujac parzystej czy nieparzystej
liczby transpozycji, (znak permutacji). Wzoér na wyznacznik przyjmuje postaé

(5) det A = Z sgnoa®Ma’@y . q7™
Obejrzyjmy najprostsze przyktady wyznacznikow:
Przyklad 1. Wyznacznik macierzy 2 x 2, tzn. A € K2,:
1 1
- a1 a9
A o [ (121 a22 ‘| ’
Sa dwa uporzadkowania liczb {1, 2},

-(13) (1)

Jet jasne, ze sgnid = 1, sgno = 1. Ostatecznie

1 1 , ,
det A = det l 321 322 ] = sgn id @' g1, 4 sgn ca®M,a’?, = a'ya?y — a?als.
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Przyklad 2. Niech teraz A € K3;. Zajmijmy sie najpierw permutacjami. Istnieje 3! = 6
elementow S3. Mamy

1 2 3 1 2 3
Sgn(l 2 3>:+1 Sgn<1 3 2)2_1

1 2 3 1 2 3
sgn(2 3 1)z—i—l sgn<3 9 1 = -1

1 2 3 1 2 3
sgn<3 1 2>:+1 sgn<2 1 3>:—1

a a9
det A= | a® da% a5 | =atia®a®s + a?1adats + a®ratea®s—
a a9
_alyabya?s — abrathals — a2iatea’s

Poniewaz problem liczenia wyznacznika macierzy 3 x 3 pojawia si¢ bardzo czesto w zadaniach,
wygodnie jest znalezé sposoéb zapamietywania powyzszego wzoru. Niektorzy lubig pamietaé
obrazki. Dodatnie iloczyny symbolizuja nastepujace obrazki

ujemne

alq a'y a's a4 aly
v ] v v
7 s 7
Ve as Ve
Q AN AN ¥
2 )
CL21 CL22 a23 aq a~9
v ] v v
Ve R Ve
s = 7
¥ AN AN A
3 3 3 3
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a jeszcze inni schemat Sarrusa w wersji pionowej

&

Przyktad 3. Wyznacznik macierzy 4 x 4 ma 4! = 24 sktadniki - nie chce nam si¢ wypisywac
explicite! &

Zauwazmy, ze kazda permutacja (bedac bijekcja zbioru {1, 2, ...,n} w siebie) jest odwracalna,
tzn. dla kazdego o istnieje p takie, ze
cop=poo=id, tzn. p=0"".

Chwila zastanowienia daje wniosek, ze
sgno = sgn ot

Permutacja 0! sktada sie z tych samych transpozycji co o, tylko zastosowanych w odwrotne;
kolejnosci. Dzieki temu mozemy udowodni¢ twierdzenie:

Fakt 2.
det A = det AT,

Dowéd: Korzystamy ze wzoru:

det A = Z sgn o a’® @, ... a"(”)n =
i przestawiamy wyrazy w kazdym iloczynie a®,a”®, .- a”™, tak, aby byly uporzadkowane
zgodnie z kolejnoscig gérnych indekséw. Otrzymujemy wtedy

= Z sgn o ala-fl(l)a2o-71(2) cee anoq(n) =

Poniewaz kazda permutacja ma odwrotna, a znaki o i 0! sg takie same, mozemy sumowaé po
oL
_ -1 1 2 n _
= Z sgn o a 0—1(1)CL o-1(2) " a o~1l(n) =
—1
Jedli teraz B = AT, to V'; = a?; zatem

=Y sgno b Wy M@, =
o1



Zeby uniknaé¢ niejasnosci oznaczamy wskaznik sumowania przez p i dostajemy

=Y sgnp YD, P, = det B = det AT
P

Wzor z permutacjami jest troche mato praktyczny. Juz dla macierzy 4 x4 sumowa¢ musimy 24
sktadniki. Warto wymysle¢ jakis wygodniejszy wzér. W ponizszych rozwazaniach skorzystamy
z faktu, ze wyznacznik jest wieloliniowy ze wzgledu na kolumny macierzy oraz ze nie zmienia
sie jesli do kolumny dodamy kombinacje liniowg pozostatych. Przyjrzyjmy sie blizej tej drugiej
wtlasnosci - do k-tej kolumny dodamy wielokrotnosé pierwszej:

vol (a1, as,...,ax + Aay,...,a,) =vol(ay,asg, ..., a4k, ...,a,) + Avol (aj,as,...,a1,...,a,)

Drugi sktadnik sumy jest réwny zero, gdyz na miejscu k-tym i pierwszym stoi ten sam wektor.
Ustalmy teraz macierz A, jej kolumny a4, ...a, iindeks i € {1,2,... n}:

det A =vol(ay,ag,...,G;...,a0,) =

Zapisujemy a; w bazie standardowej: a; = alje; + a®eq + - - - + aiep:

n
1 2 n ;
=vol (ay,as,...,a 1 +a“ e+ +a"e,, ..., a,) = E a’ivol (ay,as, ... €5, ... ap).
j=1

popatrzmy na k-ty sktadnik powyzszej sumy:

T aty als 0 a',
a?y  a’y 0 a?,
k k . . . .
a®vol(ay, a9, ..., €5, ...,a,) = a”;det =
7 ( 1, U2, y Cky 5 n) % akl ak2 1 ... akn
L anl an2 e O P ann i

Przy pomocy 1 w i-tej kolumnie i k-tym wierszu mozna wyzerowaé prawie caly k-ty wiersz
odejmujac od wszystkich kolumn poza i-ta wektor a”;ey:

k
=a”;vol (a1, ag,. .. €k ..., a0) =
k k k k
a®; vol (a1 — a®1ex, a9 — a®sep, ... €k, ..., an —a"pex) =
B all a12 .. 0 aln T
a?y  a?y 0 a?,
& : : : :
a®; det =

i o 0 - 1 --- 0

i anl an2 o --- ann ]
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Przestawiamy teraz i-tg kolumne na pierwsze miejsce zmieniajac znak ¢ — 1 razy, a nastepnie
k-ty wiersz na pierwsze miejsce zmieniajac znak k — 1 razy:

1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1
0 ay ag a1 aip1 a,

2 2 2 2 2
0 a1 a5 a1 % ay

i—1 k—1 k . N N N N .

= (1) (=1)""a"idet k
-1 k—1 k—1 k—1 k—1
0 a 1 a 2 a i—1 a i+1 a

0 aFtl, gk+l a* o a gk
L0 a™  a" a1 a"i ay,

Bez trudu stwierdzimy, ze ostatni wyznacznik jest réwny wyznacznikowi macierzy (n—1)x(n—1)
postaci

roo1 1 1 1 17
a1 a 9 a ;1 a i+1 a p
2 2 2 2 2
a~q a~s a“i—1 a~j41 )
det ak—11 ak—12 ak—1i_1 ak—1i+1 ak—ln
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
a"tty ettt a"th oy a"th a*tt,
n n n n n
! a’s a’i—1 a1 0 Ap |

Wyznacznik macierzy z wykreslonym k-tym wierszem i i-ta kolumna pomnozony przez (—1)**
nazywamy dopelnieniem algebraicznym wyrazu a¥; i oznaczamy A, Zwréémy uwage na poto-
zenie indeksow!!! Wstawiamy dotychczasowe ustalenia do poczatkowego wzoru na wyznacznik
1 otrzymujemy
n
_ J. At
det A = Z a’; A
j=1
Powyzszy wzoér nazywa sie Rozwinieciem Laplace’a wzgledem i-tej kolumny. Z niezmienni-

czosci wyznacznika wzgledem transpozycji wynika, ze mozna rozwijac¢ takze wzgledem wiersza,
wtedy rozwiniecie Laplace’a ma postaé (rozwiniecie wzgledem j-tego wiersza)

det A = Z ajkAkj.
k=1

Rozwiniecie Laplace’a wykorzysta¢ mozna do wyprowadzenia dwdch pozytecznych wzorow:
wzoru na macierz odwrotna i tzw. wzorow Cramera dotyczacych problemu rozwiazywania nie-
zdegenerowanych uktadéw réwnan liniowych.

Wzér na macierz odwrotng. Niech A bedzie macierza n x n taka, ze det A # 0. Wtedy, jak
wiadomo, istnieje A~!. Oznaczmy przez AP macierz

Al AL AL,
o | A A A,
Ary AR An,



zwang macierzq dopetnieri algebraicznych albo macierzg dotgczong. Obliczmy iloczyn AAP:

1 1 1 1 1 1
a', a's --- a', Al A, oo AL
2 2 2 2 2 2
AP a?, a --- a%, A2, A2, ... A2
a’y ay - a', AP ATy . AT

Wyraz diagonalny na pozycji **;, ma postaé:
n .
Z aij]k = det A.
j=1

skorzystaliémy z rozwiniecia Laplace’a. Wyraz pozadiagonalny **; dla k # [ ma postaé
> di A
j=1

Powyzsza suma jest réwna zero, gdyz zgodnie z rozwinigciem Laplace’a jest to wyznacznik
macierzy w ktérej w k-tym i [-tym wierszu stoi ten sam k-ty wiersz wyjéciowej macierzy A.
Otrzymujemy wiec

AAP = det A - 1.
Podobnie okazuje sig, ze

APA =det A-1.

W uzasadnieniu wykorzystuje sie rozwiniecie Laplace’a wzgledem kolumny, a nie wiersza. W
ten spos6b uzyskujemy wzor:

Fakt 3. Jesli det A #£ 0 to
o b
det A

Wzory Cramera. Niech teraz A bedzie macierzg uktadu réwnan:

alyz' + aloz? + -+ alyat = bl

012" + a292? + - - + a2,z = b2

.Clnll'l + an2x2 4+t annmn —

Jedli det A jest rézne od zera to istnieje A1 i uktad réwnan ma jedno rozwigzanie:
7= A"'D,

Korzystajac ze wzoru na macierz odwrotng stwierdzamy, ze k-ta wspolrzedna wektora ¥ ma
postaé

1 n

k k 1l
"t = AR
. det A ]221 :

Ze wzoru na rozwiniecie Laplace’a wzgledem k-tej kolumny wynika, ze

Z Aklbl
j=1
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jest wyznacznikiem macierzy A w ktorej k-tg kolumne podmieniono na wyraz wolny:

all a12 PPN bl e aln
n k1l a2 a22 e b2 .« .. a2n
Z A lb = det .
j=1 . . .
anl an2 PPN bn PN ann

Z ADANIA
@ Objkm,acl HJQ”\AD.C:LAA;kI ~ae M’b/a._[odyc +alkulodora -
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