
Wyznacznik macierzy
Niech V bÍdzie n-wymiarowπ przestrzeniπ wektorowπ nad cia≥em liczb rzeczywistych lub
zespolonych K. Formπ k-liniowπ na przestrzeni wektorowej V nazywamy odwzorowanie:

Ê : V ◊ V ◊ · · ·◊ V ≠æ R,
które jest liniowe ze wzglÍdu na kaødy argument, tzn. dla kaødego i, dowolnych wektorów vj,
j = 1 . . . k, vÕi i dowolnych ⁄, µ œ R zachodzi
Ê(v1, v2, · · · ,⁄vi + µvÕi, · · · , vk) = ⁄Ê(v1, v2, · · · , vi, · · · , vk) + µÊ(v1, v2, · · · , vÕi, · · · , vk)

Wúród wszystkich form k-linowych wyróønimy teraz szczególnie funkcje antysymetryczne, to
znaczy majπce w≥asnoúÊ

(1) Ê(v1, v2, · · · , vi, . . . , vj, · · · , vk) = ≠Ê(v1, v2, · · · , vj, . . . , vi, · · · , vk)

dla dowolnych i ”= j. Formy k-liniowe antysymetryczne nazywane sπ teø k-formami antysyme-
trycznymi, lub czasem k-kowektorami.

Omawiajπc odwzorowania liniowe stwierdziliúmy, øe wartoúÊ odwzorowania jest jednoznacznie
okreúlona przez wartoúci na wektorach bazowych. Rozwaømy przypadek k = 2. Na przestrzeni
n-wymiarowej do zdefiniowania dwuformy Q potrzeba n2 liczb: Q(ei, ej) dla i, j œ {1, 2, . . . , n}.
Jeúli wiadomo, øe forma jest symetryczna, wtedy wystarczy n(n + 1)/2 wartoúci. Jeúli forma
jest antysymetryczna potrzeba jeszcze mniej n(n ≠ 1)/2, gdyø wyrazy diagonalne Qii muszπ
byÊ zero: z warunku antysymetrii wynika, øe dla dowolnego v œ V

Q(v, v) = ≠Q(v, v)

Po opuszczeniu kolorów (w koÒcu v i v to ostatecznie ten sam wektor v) dostajemy

(2) Q(v, v) = ≠Q(v, v),

czyliQ(v, v) = 0. Innymi s≥owy przestrzeÒ wektorowa wszystkich form dwuliniowych ma wymiar
n

2 a podprzestrzenie form symetrycznych i antysymetrycznych wymiary odpowiednio n(n +
1)/2 i n(n ≠ 1)/2. Jeúli zauwaøymy ponadto, øe forma, która jest jednoczeúnie symetryczna i
antysymetryczna musi byÊ zerowa, oraz øe

n(n+ 1)
2

+
n(n≠ 1)
2

=
n

2 + n+ n2 ≠ n
2

= n2

zrozumiemy, øe przestrzeÒ wszystkich form dwuliniowych jest sumπ prostπ podprzestrzeni form
symetrycznych i podprzestrzeni form antysymetrycznych. Kaøda forma dwuliniowa da siÍ wiÍc
roz≥oøyÊ w sposób jednoznaczny na czÍúÊ symetrycznπ i antysymetrycznπ:

Q(v, w) = Q≠(v, w) +Q+(v, w)

Q≠(v, w) =
1
2
[Q(v, w)≠Q(w, v)], Q+(v, w) =

1
2
[Q(v, w) +Q(w, v)].

Dla k > 2 takøe jest prawdπ, øe forma k-liniowa jest jednoznacznie okreúlona przez wartoúci
na bazie, zatem przestrzeÒ takich odwzorowaÒ jest przestrzeniπ wektorowπ wymiaru nk. W tej
przestrzeni sπ takøe wyróønione podprzestrzenie form symetrycznych i antysymetrycznych, któ-
rych czÍúciπ wspólnπ jest przestrzeÒ zerowa, ale podprzestrzenie te nie wyczerpujπ przestrzeni
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wszystkich form. Zastanówmy siÍ nad wymiarem przestrzeni Altk(V ) form antysymetrycznych.
Niech Ê oznacza formÍ antysymetrycznπ. W zbiorze nk liczb

Êi1i2···ik = Ê(ei1 , ei2 , . . . , eik)

jest wiele zer. Wystarczy, øe w uk≥adzie (ei1 , ei2 , . . . , eik) kórykolwiek wektor bazowy powta-
rza siÍ, a juø wartoúÊ Ê na tym uk≥adzie musi byÊ równa zero jak w (2). Jeúli zaú uk≥ad
(ei1 , ei2 , . . . , eik) nie zawiera powtarzajπcych siÍ wektorów, to wartoúÊ Ê na tym uk≥adzie róøni
siÍ od wartoúci Ê na uk≥adzie zawierajπcym te same wektory tylko uporzπdkowane rosnπco ze
wzglÍdu na indeks, tylko znakiem.Wniosek: do zdefiniowania k-formy wystarczy tyle liczb ile
jest róønych podzbiorów k-elementowych w zbiorze n-elementowym. Z kombinatoryki wiadmo,
øe jest ich A

n

k

B

=
n!

k!(n≠ k)! tzn. dimAlt
k(v) =

n!
k!(n≠ k)! .

Powyøsze rozwaøania prowadzπ takøe do wniosku, øe przestrzeÒ k-form dla k > n jest zerowa,
natomiast przestrzeÒ n-form ma wymiar równy 1.

Przejdziemy teraz do n-form na n-wymiarowej przestrzeni Kn. Z poprzednich rozwaøaÒ wy-
nika, øe jest to przestrzeÒ jednowymiarowa. Poniewaø w przestrzeni Kn jest wyróøniona baza
standardowa moøemy takøe wyróøniÊ jednπ n-formÍ: mianowicie tÍ, która na bazie standardowej

e1 =

S

WWWWU

1
0
...
0

T

XXXXV
, e2 =

S

WWWWU

0
1
...
0

T

XXXXV
, . . . , en =

S

WWWWU

0
0
...
1

T

XXXXV
.

daje wynik 1. FormÍ tÍ oznaczaÊ bÍdziemy vol , i nazywaÊ formπ objÍtoúci na Kn:
vol (e1, e2, . . . en) = 1.

Od formy vol juø jeden krok do wyznaczników macierzy n ◊ n o wspó≥czynnikach z cia≥a K.
Niech A œ Knn, wtedy A reprezentuje odwzorowanie Kn æ Kn. Wyznacznik (det) macierzy A
definiujemy wzorem

(3) detA = vol (Ae1, Ae2, . . . , Aen).

PamiÍtajπc ponadto, øe Aei = ai (i-ta kolumna macierzy A) moøemy napisaÊ

detA = vol (a1, a2, . . . , an).

Wzór (3) definiujπcy wyznacznik macierzy nie daje przepisu na to, jak obliczyÊ wyznacznik dla
konkretnej macierzy. Zanim jednak wypiszemy stosownπ formu≥Í, zajmiemy siÍ w≥asnoúciami
wyznacznika.

Zauwaømy najpierw, øe odwzorowanie:

Kn ◊Kn ◊ · · ·◊Kn – (a1, a2, . . . , an) ‘æ vol (Ba1, Ba2, . . . , Ban)
jest elementem Altk(Kn), zatem jest proporcjonalne do vol , tzn

vol (Ba1, Ba2, . . . , Ban) = f(B)vol (a1, a2, . . . , an).

Wspó≥czynnik proporcjonalnoúci oznaczy≥am f(B), poniewaø zaleøy on tylko od macierzy B, a
nie od tego jakie sπ wektory ai. Biorπc ai = ei dostajemy

det(Be1, Be2, . . . , Ben) = f(B)vol (e1, e2, . . . , en) = f(B),



3

czyli f(B) = detB. Moøemy teraz ≥atwo policzyÊ det(BA):

det(BA) = vol (BAe1, BAe2, . . . , BAen) = vol (Ba1, Ba2, . . . , Ban) =

det(B)vol (a1, a2, . . . , an) = det(B) det(A).

Udowodniliúmy tym samym twierdzenie Cauchy’ego o mnoøeniu wyznaczników:

Twierdzenie 1 (Cauchy).
det(AB) = det(A) det(B).

Twierdzenie Cauchy’ego prowadzi do poøytecznych wniosków
(1) Jeúli macierz A jest odwracalna, to detA ”= 0 i

det(A≠1) =
1
detA

.

Istotnie, z twierdzenia Cauchy,ego mamy

1 = det(1) = det(AA≠1) = detA detA≠1.

(2) detA ”= 0, wtedy i tylko wtedy, gdy A ma liniowo zaleøne kolumny. Istotnie, Za≥óømy, øe
ai jest liniowπ kombinacjπ pozosta≥ych kolumn, tzn

ai = ⁄1a1 + · · ·⁄i≠1ai≠1 + ⁄i+1ai+1 + · · ·+ ⁄nan.

Wtedy

detA = vol (a1, . . . , ai, . . . , an) = vol (a1, . . . ,⁄1a1+· · ·⁄i≠1ai≠1+⁄i+1ai+1+· · ·+⁄nan, . . . , an) =
⁄

1vol (a1, . . . , a1, . . . , an) + ⁄2vol (a1, . . . , a2, . . . , an) + . . .+ ⁄i≠1vol (a1, . . . , ai≠1, ai≠1, . . . , an)+

⁄

i+1vol (a1, . . . , ai+1, ai+1, . . . , an) + . . .⁄nvol (a1, . . . , an, . . . , an) = 0

Gdy dwa z argumentów formy antysymetrycznej powtarzajπ siÍ, wartoúÊ tej formy jest zero.
Kaødy ze sk≥adników powyøszej sumy musi wiÍc byÊ równy zero. Dowód wynikania w drugπ
stronÍ przebiega nastÍpujπco (ad absurdum): Za≥óømy, øe A ma liniowo niezaleøne kolumny.
Uk≥ad wektorów (a1, . . . , an) stanowi wiÍc bazÍ Kn. Definiujemy n-formÍ antysymetrycznπ ÊA
wzorem ÊA(a1, . . . , an) = 1. Jest to poprawna definicja, gdyø przestrzeÒ n-form na przestrzeni n-
wymiarowej ma wymiar 1. Wobec tego ÊA jest proporcjonalna do vol : ÊA = ⁄vol i wspó≥czynnik
proporcjonalnoúci nie moÍ byÊ równy 0. Wstawiajπc+ do obu stron (a1, . . . , an) otrzymujemy
ÊA(a1, . . . , an) = ⁄vol (a1, . . . , an), tzn. 1 = ⁄ detA. Wynika z tego, øe detA ”= 0.

⇤
Macierz n◊ n majπca liniowo niezaleøne kolumy jest odwzorowaniem surjektywnym („na”),
tzn dim imA = n. Ze wzoru

dimkerA+ dim imA = n

wynika wiÍc, øe jπdro A jest trywialne. Odwzorowanie zadawane przez macierz A jest bijekcjπ,
jest wiÍc odwracalne. Punkty (1) i (2) moøna zapisaÊ wspólnie formu≥ujπc

Fakt 1. Macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy detA ”= 0.

Wiemy juø sporo o wyznaczniku, ale nadal nie wiemy jak go liczyÊ - nie znamy konkretne-
go wzoru, który wyraøa≥by wyznacznik w zaleønoúci od wyrazów macierzy. WróÊmy wiÍc do
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definicji. Niech A bÍdzie macierzπ o wyrazach aij, tzn aij jest i-tπ wspó≥rzÍdnπ j-tej kolumny
macierzy:

A =

S

WWWWU

a

1
1 a

1
2 · · · a1n

a

2
1 a

2
2 · · · a2n

...
... . . . ...

a

n
1 a

n
2 · · · ann

T

XXXXV
, ai = a1ie1 + a2ie2 + · · ·+ anien.

(4) detA = vol (a1, a2, . . . , an) =

vol (a11e1 + a21e2 + · · ·+ an1en, a2, . . . , an) =
nÿ

i1=1
a

i1
1vol (ei1 , a2, . . . , an) =

nÿ

i1=1

nÿ

i2=1
a

i1
1a
i2
2vol (ei1 , ei2 , . . . , an) =

nÿ

i1=1

nÿ

i2=1
· · ·

nÿ

in=1
a

i1
1a
i2
2 · · · ainnvol (ei1 , ei2 , . . . , ein)

WiÍkszoúÊ z liczb vol (ei1 , ei2 , . . . , ein) jest równa zero. Róøne od zera sπ tylko te, w których
wszystkie argumenty formy objÍtoúci sπ róøne. Oznacza to, øe kaødy z elementów bazy po-
jawia siÍ tylko raz w ciπgu (ei1 , ei2 , . . . , ein). W takim przypadku forma objÍtoúci przyjmuje
wartoúÊ 1 lub ≠1 w zaleønoúci od kolejnoúci wektorów bazowych. Ciπg indeksów (i1, i2, . . . in)
przy wektorach bazowych zawiera kaødπ liczbÍ ze zbioru {1, 2, . . . , n} dok≥adnie raz. Jest wiÍc
permutacjπ (przestawieniem) ciπgu (1, 2, . . . , n). Oznacza to, øe suma (4) ma tak naprawdÍ n!
sk≥adników, po jednym dla kaødej permutacji. Znak + bπdü ≠ zaleøy od tego, czy danπ per-
mutacjÍ moøna otrzymaÊ z uporzπdkowania naturalnego dokonujπc parzystej czy nieparzystej
liczby transpozycji, (znak permutacji). Wzór na wyznacznik przyjmuje postaÊ

(5) detA =
ÿ

‡

sgn ‡a‡(1)1a‡(2)2 · · · a‡(n)n.

Obejrzyjmy najprostsze przyk≥ady wyznaczników:

Przyk≥ad 1. Wyznacznik macierzy 2◊ 2, tzn. A œ K22:

A =
C
a

1
1 a

1
2

a

2
1 a

2
2

D

.

Sπ dwa uporzπdkowania liczb {1, 2},

id =
A
1 2
1 2

B

‡ =
A
1 2
2 1

B

.

Jet jasne, øe sgn id = 1, sgn‡ = 1. Ostatecznie

detA = det
C
a

1
1 a

1
2

a

2
1 a

2
2

D

= sgn id aid(1)1aid(2)2 + sgn‡a‡(1)1a‡(2)2 = a11a22 ≠ a21a12.

˙
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Przyk≥ad 2. Niech teraz A œ K33. Zajmijmy siÍ najpierw permutacjami. Istnieje 3! = 6
elementów S3. Mamy

sgn
A
1 2 3
1 2 3

B

= +1 sgn
A
1 2 3
1 3 2

B

= ≠1

sgn
A
1 2 3
2 3 1

B

= +1 sgn
A
1 2 3
3 2 1

B

= ≠1

sgn
A
1 2 3
3 1 2

B

= +1 sgn
A
1 2 3
2 1 3

B

= ≠1

Pos≥ugujπc siÍ powyøszπ tabelkπ moøemy napisaÊ wzór:

detA =

S

WU
a

1
1 a

1
2 a

1
3

a

2
1 a

2
2 a

2
3

a

3
1 a

3
2 a

3
3

T

XV = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23≠

≠ a11a32a23 ≠ a31a22a13 ≠ a21a12a33

Poniewaø problem liczenia wyznacznika macierzy 3◊ 3 pojawia siÍ bardzo czÍsto w zadaniach,
wygodnie jest znaleüÊ sposób zapamiÍtywania powyøszego wzoru. Niektórzy lubiπ pamiÍtaÊ
obrazki. Dodatnie iloczyny symbolizujπ nastÍpujπce obrazki

S

WU
•
•
•

T

XV ,

S

WU
•

•
•

T

XV ,

S

WU
•
•

•

T

XV ,

ujemne

S

WU
•

•
•

T

XV ,

S

WU
•

•
•

T

XV ,

S

WU
•

•
•

T

XV .

Inni wolπ tzw. schemat Sarrusa w wersji poziomej (dodatnie kropkowane, ujemne kreskowane)

a

1
1

!!

a

1
2

!!

a

1
3

!!~~

a

1
1

~~

a

1
2

~~

a

2
1 a

2
2

!!~~

a

2
3

!!~~

a

2
1

!!~~

a

2
2

a

3
1 a

3
2 a

3
3 a

3
1 a

3
2
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a jeszcze inni schemat Sarrusa w wersji pionowej

a

1
1

!!

a

1
2 a

1
3

~~

a

2
1

!!

a

2
2

!!~~

a

2
3

~~

a

3
1

!!

a

3
2

!!~~

a

3
3

~~

a

1
1 a

1
2

!!~~

a

1
3

a

2
1 a

2
2 a

2
3

˙

Przyk≥ad 3. Wyznacznik macierzy 4◊ 4 ma 4! = 24 sk≥adniki - nie chce nam siÍ wypisywaÊ
explicite! ˙

Zauwaømy, øe kaøda permutacja (bÍdπc bijekcjπ zbioru {1, 2, . . . , n} w siebie) jest odwracalna,
tzn. dla kaødego ‡ istnieje fl takie, øe

‡ ¶ fl = fl ¶ ‡ = id , tzn. fl = ‡≠1.
Chwila zastanowienia daje wniosek, øe

sgn ‡ = sgn‡≠1.

Permutacja ‡≠1 sk≥ada siÍ z tych samych transpozycji co ‡, tylko zastosowanych w odwrotnej
kolejnoúci. DziÍki temu moøemy udowodniÊ twierdzenie:

Fakt 2.

detA = detAT .

Dowód: Korzystamy ze wzoru:

detA =
ÿ

‡

sgn ‡ a‡(1)1a‡(2)2 · · · a‡(n)n =

i przestawiamy wyrazy w kaødym iloczynie a‡(1)1a‡(2)2 · · · a‡(n)n tak, aby by≥y uporzπdkowane
zgodnie z kolejnoúciπ górnych indeksów. Otrzymujemy wtedy

=
ÿ

‡

sgn‡ a1‡≠1(1)a2‡≠1(2) · · · an‡≠1(n) =

Poniewaø kaøda permutacja ma odwrotnπ, a znaki ‡ i ‡≠1 sπ takie same, moøemy sumowaÊ po
‡

≠1:
=
ÿ

‡≠1
sgn‡≠1 a1‡≠1(1)a2‡≠1(2) · · · an‡≠1(n) =

Jeúli teraz B = AT , to bij = aj i zatem

=
ÿ

‡≠1
sgn ‡≠1 b‡

≠1(1)
1b
‡≠1(2)

2 · · · b‡
≠1(n)

n =
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Øeby uniknπÊ niejasnoúci oznaczamy wskaünik sumowania przez fl i dostajemy

=
ÿ

fl

sgn fl bfl(1)1bfl(2)2 · · · bfl(n)n = detB = detAT .

⇤.

Wzór z permutacjami jest trochÍma≥o praktyczny. Juø dla macierzy 4◊4 sumowaÊmusimy 24
sk≥adniki. Warto wymyúleÊ jakiú wygodniejszy wzór. W poniøszych rozwaøaniach skorzystamy
z faktu, øe wyznacznik jest wieloliniowy ze wzglÍdu na kolumny macierzy oraz øe nie zmienia
siÍ jeúli do kolumny dodamy kombinacjÍ liniowπ pozosta≥ych. Przyjrzyjmy siÍ bliøej tej drugiej
w≥asnoúci - do k-tej kolumny dodamy wielokrotnoúÊ pierwszej:

vol (a1, a2, . . . , ak + ⁄a1, . . . , an) = vol (a1, a2, . . . , ak, . . . , an) + ⁄vol (a1, a2, . . . , a1, . . . , an)

Drugi sk≥adnik sumy jest równy zero, gdyø na miejscu k-tym i pierwszym stoi ten sam wektor.
Ustalmy teraz macierz A, jej kolumny a1, . . . an i indeks i œ {1, 2, . . . , n}:

detA = vol (a1, a2, . . . , ai, . . . , an) =

Zapisujemy ai w bazie standardowej: ai = a1ie1 + a2ie2 + · · ·+ anien:

= vol (a1, a2, . . . , a1ie1 + a2ie2 + · · ·+ anien, . . . , an) =
nÿ

j=1
a

j
ivol (a1, a2, . . . , ej, . . . , an).

popatrzmy na k-ty sk≥adnik powyøszej sumy:

a

k
ivol (a1, a2, . . . , ek, . . . , an) = aki det

S

WWWWWWWWWU

a

1
1 a

1
2 · · · 0 · · · a1n

a

2
1 a

2
2 · · · 0 · · · a2n

...
...

...
...

a

k
1 a

k
2 · · · 1 · · · akn

...
...

...
...

a

n
1 a

n
2 · · · 0 · · · ann

T

XXXXXXXXXV

=

Przy pomocy 1 w i-tej kolumnie i k-tym wierszu moøna wyzerowaÊ prawie ca≥y k-ty wiersz
odejmujπc od wszystkich kolumn poza i-tπ wektor akjek:

= aki vol (a1, a2, . . . , ek, . . . , an) =

a

k
i vol (a1 ≠ ak1ek, a2 ≠ ak2ek, . . . , ek, . . . , an ≠ aknek) =

a

k
i det

S

WWWWWWWWWU

a

1
1 a

1
2 · · · 0 · · · a1n

a

2
1 a

2
2 · · · 0 · · · a2n

...
...

...
...

0 0 · · · 1 · · · 0
...
...

...
...

a

n
1 a

n
2 · · · 0 · · · ann

T

XXXXXXXXXV

=
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Przestawiamy teraz i-tπ kolumnÍ na pierwsze miejsce zmieniajπc znak i ≠ 1 razy, a nastÍpnie
k-ty wiersz na pierwsze miejsce zmieniajπc znak k ≠ 1 razy:

= (≠1)i≠1(≠1)k≠1aki det

S

WWWWWWWWWWWWWWU

1 0 0 · · · 0 0 · · · 0
0 a

1
1 a

1
2 · · · a

1
i≠1 a

1
i+1 · · · a

1
n

0 a

2
1 a

2
2 · · · a

2
i≠1 a

2
i+1 · · · a

2
n

...
...

...
...

...
...

0 ak≠11 ak≠12 · · · ak≠1i≠1 ak≠1i+1 · · · ak≠1n
0 ak+11 ak+12 · · · ak+1i≠1 ak+1i+1 · · · ak+1n
...
...

...
...

0 a

n
1 a

n
2 · · · a

n
i≠1 a

n
i+1 · · · a

n
n

T

XXXXXXXXXXXXXXV

.

Bez trudu stwierdzimy, øe ostatni wyznacznik jest równy wyznacznikowi macierzy (n≠1)◊(n≠1)
postaci

det

S

WWWWWWWWWWWWU

a

1
1 a

1
2 · · · a

1
i≠1 a

1
i+1 · · · a

1
n

a

2
1 a

2
2 · · · a

2
i≠1 a

2
i+1 · · · a

2
n

...
...

...
...

...
a

k≠1
1 a

k≠1
2 · · · ak≠1i≠1 ak≠1i+1 · · · ak≠1n

a

k+1
1 a

k+1
2 · · · ak+1i≠1 ak+1i+1 · · · ak+1n

...
...

...
a

n
1 a

n
2 · · · a

n
i≠1 a

n
i+1 · · · a

n
n

T

XXXXXXXXXXXXV

Wyznacznik macierzy z wykreúlonym k-tym wierszem i i-tπ kolumnπ pomnoøony przez (≠1)k+i
nazywamy dope≥nieniem algebraicznym wyrazu aki i oznaczamy Aik. ZwróÊmy uwagÍ na po≥o-
øenie indeksów!!! Wstawiamy dotychczasowe ustalenia do poczπtkowego wzoru na wyznacznik
i otrzymujemy

detA =
nÿ

j=1
a

j
iA
i
j

Powyøszy wzór nazywa siÍ RozwiniÍciem Laplace’a wzglÍdem i-tej kolumny. Z niezmienni-
czoúci wyznacznika wzglÍdem transpozycji wynika, øe moøna rozwijaÊ takøe wzglÍdem wiersza,
wtedy rozwiniÍcie Laplace’a ma postaÊ (rozwiniÍcie wzglÍdem j-tego wiersza)

detA =
nÿ

k=1
a

j
kA
k
j.

RozwiniÍcie Laplace’a wykorzystaÊ moøna do wyprowadzenia dwóch poøytecznych wzorów:
wzoru na macierz odwrotnπ i tzw. wzorów Cramera dotyczπcych problemu rozwiπzywania nie-
zdegenerowanych uk≥adów równaÒ liniowych.

Wzór na macierz odwrotnπ. Niech A bÍdzie macierzπ n◊ n takπ, øe detA ”= 0. Wtedy, jak
wiadomo, istnieje A≠1. Oznaczmy przez AD macierz

A

D =

S

WWWWU

A

1
1 A

1
2 · · · A1n

A

2
1 A

2
2 · · · A2n

...
...

...
A

n
1 A

n
2 · · · Ann

T

XXXXV
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zwanπ macierzπ dope≥nieÒ algebraicznych albo macierzπ do≥πczonπ. Obliczmy iloczyn AAD:

AA

D =

S

WWWWU

a

1
1 a

1
2 · · · a1n

a

2
1 a

2
2 · · · a2n

...
...

...
a

n
1 a

n
2 · · · ann

T

XXXXV

S

WWWWU

A

1
1 A

1
2 · · · A1n

A

2
1 A

2
2 · · · A2n

...
...

...
A

n
1 A

n
2 · · · Ann

T

XXXXV
.

Wyraz diagonalny na pozycji úkk ma postaÊ:
nÿ

j=1
a

k
jA
j
k = detA.

skorzystaliúmy z rozwiniÍcia Laplace’a. Wyraz pozadiagonalny úkl dla k ”= l ma postaÊ
nÿ

j=1
a

k
jA
j
l

Powyøsza suma jest równa zero, gdyø zgodnie z rozwiniÍciem Laplace’a jest to wyznacznik
macierzy w której w k-tym i l-tym wierszu stoi ten sam k-ty wiersz wyjúciowej macierzy A.
Otrzymujemy wiÍc

AA

D = detA · 1.
Podobnie okazuje siÍ, øe

A

D
A = detA · 1.

W uzasadnieniu wykorzystuje siÍ rozwiniÍcie Laplace’a wzglÍdem kolumny, a nie wiersza. W
ten sposób uzyskujemy wzór:

Fakt 3. Jeúli detA ”= 0 to

A

≠1 =
1
detA

A

D
.

Wzory Cramera. Niech teraz A bÍdzie macierzπ uk≥adu równaÒ:
Y
____]

____[

a

1
1x
1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a

2
1x
1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
a

n
1x
1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

Ax̨ = ˛b

Jeúli detA jest róøne od zera to istnieje A≠1 i uk≥ad równaÒ ma jedno rozwiπzanie:

x̨ = A≠1̨b.

Korzystajπc ze wzoru na macierz odwrotnπ stwierdzamy, øe k-ta wspó≥rzÍdna wektora x̨ ma
postaÊ

x

k =
1
detA

nÿ

j=1
A

k
lb
l
.

Ze wzoru na rozwiniÍcie Laplace’a wzglÍdem k-tej kolumny wynika, øe
nÿ

j=1
A

k
lb
l
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jest wyznacznikiem macierzy A w której k-tπ kolumnÍ podmieniono na wyraz wolny:

nÿ

j=1
A

k
lb
l = det

S

WWWWU

a

1
1 a

1
2 · · · b1 · · · a1n

a

2
1 a

2
2 · · · b2 · · · a2n

...
...

...
...

a

n
1 a

n
2 · · · bn · · · ann

T

XXXXV
.


